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 Série entière : 

1) Définition :  

                      

On appelle série entière toute série de fonction 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 +⋯ 

                     

                   On écrit  ∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

=∑𝑈𝑛
𝑛≥0

       Et (𝑎𝑛)𝑛≥0 est une suite réelle ou complexe.  

                             On appelle 𝑈𝑛 = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 le terme général de la série{𝑆𝑛}.  

       

                                 

      Exemples :          ∑𝑥𝑛

𝑛≥0

   ,    ∑
𝑖

𝑛 + 𝑖
𝑥𝑛

𝑛≥0

  ,    ∑3𝑛𝑧𝑛

𝑛≥0

 

       

 

2) Rayon de convergence :  

On appelle rayon de convergence de la série∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

 

                                         Le réel positif 𝑅 tel que :  

                                         {
Si |𝑥| < 𝑅  La série {𝑆𝑛} est convergente.

Si |𝑥| > 𝑅  La série {𝑆𝑛} est divergente.
 

 

 

3) Domaine de convergence : On appelle domaine de convergence de la série {𝑆𝑛} l’ensemble de  

                                             Tous les points où elle est convergente. 

 

  Si |𝑥| < 𝑅, {𝑆𝑛} convergente et  le domaine de convergence est le disque 

    De centre zéro et de rayon  𝑅 .  𝐷(0, 𝑅) = {  𝑥 ∈ ℝ  /    |𝑥| < 𝑅}.           

 

             Théorème :  

Soit ∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

𝑛≥0

une série entière. Et 𝑅 son rayon de convergence. On a  

                                  

    {

𝑅 = 0 ⟺ 𝐷 = {0} ({𝑆𝑛} converge uniquement en 𝑥 = 0 ou 𝑧 = 0)

𝑅 = +∞ ⟺ 𝐷 = ℝ (ou  ℂ)                                

  0 < 𝑅 < +∞ ⟺ 𝐷 = ]−𝑅     𝑅 [   (ou 𝐷 = 𝐷(0, 𝑅))                             

 

      

             Remarque : Pour 𝑥 = ±𝑅   On peut rien conclure sur la convergence de la série{𝑆𝑛} .    
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4) Critères de convergence : (Calcul de rayon𝑅)   

                                               Soit∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

𝑛≥0

série entière. 

  

a)    Critère de Cauchy- Hadamard 

 

Si lim
𝑛⟶+∞

√|𝑎𝑛𝑥𝑛|
𝑛

 = lim
𝑛⟶+∞

√|𝑎𝑛|
𝑛

 |𝑥| < 1 La série ∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

𝑛≥0

 est convergente. 

                                 

   Le rayon de convergence 𝑅 donné par ∶    𝑅 =
1

𝑙
 .  Avec  𝑙 = lim

𝑛⟶+∞
√|𝑎𝑛|
𝑛

 

. 

                 

                 Exemples :       

                                        1) ∑(2𝑥)𝑛

𝑛≥0

,   𝑎𝑛 = 2
𝑛        On a lim

𝑛⟶+∞
√2𝑛
𝑛

= lim
𝑛⟶+∞

2 = 2 

                                  

                                                     Alors  ∑(2𝑥)𝑛

𝑛≥0

convergente, de rayon  𝑅 =
1

2
  . 

Pour 𝑥 =
1

2
  la série numérique ∑1

𝑛≥0

 est divergente. 

 

(Rappel :     ∑𝑢𝑛
𝑛≥0

 convergente ⟹ lim
𝑛⟶+∞

𝑢𝑛 = 0) 

 

Alors le domaine de convergence est𝐷 = ]−
1

2
  
1

2
 [ 

  

                                    2)  ∑(
𝑥

𝑛
)
𝑛

        

𝑛≥1

   𝑅 =
1

𝑙
   , 𝑙 = lim

𝑛⟶+∞
√(
1

𝑛
)
𝑛𝑛

= lim
𝑛⟶+∞

1

𝑛
= 0 

     

                             𝑅 = +∞   Et  𝐷 = ℝ .  

 

b) Critère de D’Alembert :  

  

Si lim
𝑛⟶+∞

|
𝑎𝑛+1𝑥

𝑛+1

𝑎𝑛𝑥𝑛
|  = lim

𝑛⟶+∞
|
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛
| |𝑥| < 1  La série ∑𝑎𝑛𝑥

𝑛

𝑛≥0

 est convergente.  
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Le rayon de convergence 𝑅 donné par :  𝑅 =
1

𝑙
 . Avec  𝑙 = lim

𝑛⟶+∞
|
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛
| 

. 

                         

                           Exemples :   1)       ∑
𝑥𝑛

𝑛 + 1
𝑛≥1

                              𝑎𝑛 =
1

𝑛 + 1
 

                                           

lim
𝑛⟶+∞

|
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛
| = lim

𝑛⟶+∞

𝑛 + 1

𝑛 + 2
= 1.    Alors : 𝑅 = 1. 

                                           

Pour 𝑥 = 1  , ∑
1

𝑛 + 1
𝑛≥1

 ~∑
1

𝑛
𝑛≥1

  divergente. 

   

 (Rappel ∶ ∑
1

𝑛
𝑛≥1

 est une série numérique harmonique divergente) 

 

                    Alors : 𝐷 = ]−1   1 [   . 

 

                                                    

                                  2)    ∑ 𝑛! 𝑥𝑛

𝑛≥0

                   𝑎𝑛 = 𝑛! 

                                                         

𝑅 =
1

𝑙
     , 𝑙 = lim

𝑛⟶+∞
|
𝑎𝑛+1
𝑎𝑛
| = lim

𝑛⟶+∞

(𝑛 + 1)!

𝑛!
= lim
𝑛⟶+∞

(𝑛 + 1) = +∞ 

  

Alors :  𝑅 =
1

𝑙
= 0 

  

∑𝑛! 𝑧𝑛 

𝑛≥0

Converge uniquement au point 𝑥 = 0  (𝐷 = {0}). 
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5) Somme d’une série entière :  

 Soit  ∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

𝑛≥0

une série entière de rayon 𝑅. 

                             

                                                    On appelle 𝑆𝑛 =∑ 𝑎𝑘𝑥
𝑘

𝑛

𝑘=0
 la somme partielle de la série ∑𝑎𝑛𝑧

𝑛

𝑛≥0

. 

 

                                                   On appelle somme de la série∑𝑎𝑛𝑥
𝑛 la limite de sa somme partielle.

𝑛≥0

 

                                          On écrit : 𝑆 = lim
𝑛⟶+∞

𝑆𝑛 . 

   

Exemple :   ∑(
𝑥

2
)
𝑛

𝑛≥0

     ,        𝑎𝑛 =
1

2𝑛
    ,     𝑅 =

1

lim
𝑛⟶+∞

√𝑎𝑛
𝑛

= 2   ,     𝐷 = ]−2   2 [ 

 

                     

𝑆𝑛 =∑ 𝑎𝑘𝑥
𝑘

𝑛

𝑘=0
 Somme de 𝑛 terme premier d’une suite géométrique de base 𝑞 =

𝑥

2
 . 

   

  𝑆𝑛 =
1 − 𝑞𝑛

1 − 𝑞
=
1 − (

𝑥
2)
𝑛

1 −
𝑥
2

     , La somme de la série  ∑(
𝑥

2
)
𝑛

𝑛≥0

.    𝑆 = lim
𝑛⟶+∞

𝑆𝑛 =
1

1 −
𝑥
2

 =
2

2 − 𝑥
. 

  

 

6) Dérivation et intégration des séries entières :  

        

       Théorème :   

                      

soit∑𝑎𝑛𝑥
𝑛une série entière, de rayon 𝑅  et de la somme 𝑆. Alors

𝑛≥0

∶ 

     

                  (1) Les séries ∑𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛−1

𝑛≥1

 et ∑
𝑎𝑛
𝑛 + 1

𝑥𝑛+1

𝑛≥0

, obtenues par dérivation.  

     

              Et intégration terme à terme de la série∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

𝑛≥0

, ont le même rayon De convergence. 

      

  (2)    𝑆′(𝑥) = (∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

𝑛≥0

)

′

= ∑𝑛𝑎𝑛𝑥
𝑛−1

𝑛≥1
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  (3)   ∫ 𝑆(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ (∑𝑎𝑛𝑡
𝑛

𝑛≥0

)𝑑𝑡 =∑
𝑎𝑛
𝑛 + 1

𝑥𝑛+1

𝑛≥0

𝑥

0

𝑥

0

 

 

       

               Exemple :      𝑆 =  ∑
𝑥𝑛

(𝑛 − 1)𝑛
𝑛≥2

    

                                       

                                        ∑𝑥𝑛

𝑛≥0

= lim
𝑛⟶+∞

1 − 𝑥𝑛+1

1 − 𝑥
=

1

1 − 𝑥
      Par intégration on obtient : 

                          

   

∑
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
𝑛≥0

= −𝑙𝑛(1 − 𝑥)  
𝑚=𝑛+1
⇒       ∑

𝑥𝑚

𝑚
𝑚≥1

= −𝑙𝑛(1 − 𝑥)   Par intégration   

∑
𝑥𝑚+1

(𝑚 + 1)𝑚
𝑚≥1

= −∫ 𝑙𝑛(1 − 𝑡)𝑑𝑡 = (1 − 𝑥)

𝑥

0

𝑙𝑛(1 − 𝑥) + 𝑥 
𝑛=𝑚+1
⇒       ∑

𝑥𝑛

𝑛(𝑛 − 1)
𝑛≥2

= (1 − 𝑥)𝑙𝑛(1 − 𝑥) + 𝑥  

 

7) Développement en série entière :   

                                                          Soit 𝑓 ∶ 𝐷 ⊆ ℝ → ℝ  Dérivable sur 𝐷. Et  𝑥0 ∈ 𝐷.    

                                                

     On appelle la série∑
𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)

𝑛série de Taylor de 𝑓 au voisinage de  𝑥0 .

+∞

𝑛=0

  

                                                  

                         Théorème :  

                    Toute fonction dérivable sur un intervale 𝐷 est égale à la somme 

D′une série entière convergente dans cet intervale. 

 

                          Exemples :      Développement  au voisinage de zéro (𝑥0 = 0) . 

1)  𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 = 𝑓(0) + 𝑥𝑓′(0) +
𝑥2𝑓′′(0)

2
+ ⋯+

𝑥𝑛𝑓(𝑛)(0)

𝑛!
+ 

                 = 1 + 𝑥 + 𝑥2 +⋯+ 𝑥𝑛 +⋯ =∑
𝑥𝑛

𝑛!
𝑛≥0

 . 

                                                2) 𝑓(𝑥) = sin(𝑥) = 𝑥 −
𝑥3

3!
+
𝑥5

5!
+⋯+ (−1)𝑛𝑥2𝑛+1 +⋯ =∑

(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!
𝑥2𝑛+1

𝑛≥0
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                                               3) 𝑓(𝑥) = cos(𝑥) =∑
(−1)𝑛

(2𝑛)!
𝑛≥0

𝑥2𝑛 

 

          4)  𝑓(𝑥) = sh(𝑥) =
1

2
(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥) , 𝑔(𝑥) = 𝑐ℎ(𝑥) =

1

2
(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥) 

                                                             

On a 

{
 
 

 
 𝑒𝑥 =∑

𝑥𝑛

𝑛!
𝑛≥0

= 1 + 𝑥 +
1

2
𝑥2 +

1

3!
𝑥3 +⋯+

1

𝑛!
𝑥𝑛 +⋯

𝑒−𝑥 =∑
(−1)𝑛𝑥𝑛

𝑛!
= 1 − 𝑥 +

1

2
𝑥2 −

1

3!
𝑥3 +⋯+

(−1)𝑛

𝑛!
𝑥𝑛 +⋯

𝑛≥0

 

  

                                   𝑠ℎ(𝑥) = 𝑥 +
1

3!
𝑥3 +⋯+

1

(2𝑛 + 1)!
𝑥2𝑛+1 +⋯ =∑

1

(2𝑛 + 1)!
𝑛≥0

𝑥2𝑛+1 

                                                  

                                                          𝑐ℎ(𝑥) = 1 +
1

2
𝑥2 +⋯+

1

(2𝑛)!
𝑥2𝑛 +⋯ =∑

1

(2𝑛)!
𝑛≥0

𝑥2𝑛 

 

                                               5) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(1 + 𝑥)    

On a par la division suivant les puissances croissantes :    

  

1

1 + 𝑥
= 1 − 𝑥 + 𝑥2 +⋯+ (−1)𝑛𝑥𝑛 +⋯ =∑(−1)𝑛𝑥𝑛

𝑛≥0

 

                  

                                                   𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(1 + 𝑥) = ∫
𝑑𝑢

1 + 𝑢

𝑥

0

=∑
(−1)𝑛

𝑛 + 1
𝑥𝑛+1

𝑛≥0

 

         Exemples : 

                          

1)  𝑓(𝑥) =
𝑥 + 2

𝑥2 + 2𝑥 − 3
 =
1

4
(
3

1 − 𝑥
−

1

𝑥 + 3
) =

3

4
∑𝑥𝑛

𝑛≥0

− 
1

12

1

1 +
𝑥
3

=
3

4
∑𝑥𝑛

𝑛≥0

− 
1

12
∑(−1)𝑛 (

𝑥

3
)
𝑛

𝑛≥0

    

 

𝑓(𝑥) = ∑
1

4
(3 −

(−1)𝑛

3𝑛+1
)

𝑛≥0
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           𝑙𝑛(4 + 𝑥) = ?   On a    (𝑙𝑛(4 + 𝑥))
′
=

1

4 + 𝑥
=
1

4

1

1 +
𝑥
4

=
1

4
∑(−1)𝑛 (

𝑥

4
)
𝑛

𝑛≥0

=∑(−1)𝑛
𝑥𝑛

4𝑛+1
𝑛≥0

  

                        

           Par intégration on obtient :  𝑙𝑛(4 + 𝑥) =∑
(−1)𝑛

𝑛 4𝑛+1
𝑥𝑛

𝑛≥0

 

 


