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Série entiére :

1) Définition :

On appelle série entiére toute série de fonction ay + a;x + a,x? + -+ + a,x™ + -+

On écrit Z a,x™ = z U, Et (a,),»0 €st une suite réelle ou complexe.
n=0

n=0

On appelle U,, = a,,x™ le terme général de la série{S,,}.

i
Exemples : ZX” , Z -x™ Z 3Nz
n+i

n=0 nz0 n=0

2) Rayon de convergence :

co

On appelle rayon de convergence de la série Z a,x"
n=0

Le réel positif R tel que :

Si |[x| < R Lasérie{S, }lest convergente.

{ Si |[x] > R La sérnig {5, } est divergente.

3) Domaine de convergence : On‘appelle domaine de convergence de la série {S,,} ’ensemble de
Taus les paints ou elle est convergente.

Si |x| <R, {S,} convergente et le domaine de convergence est le disque
De centre zéro et derayon R. D(O,R)={ x € R / |x| <R}

Théoreme :

Soit Z a,x™ une série entiére. Et R son rayon de convergence.On a

n=0

R =0 < D = {0} ({S,,} converge uniquement en x = 0 ou z = 0)
R=4o0 < D =R (ou C)
0<R<+w ©D=]-R R[ (ouD=D(0,R))

Remarque : Pour x = =R On peut rien conclure sur la convergence de la série{S,,} .



4) Critéres de convergence : (Calcul de rayonR)

Soitz a,x" série entiere.

nz0

a)  Critere de Cauchy- Hadamard

Si lim Yl|a,x"| = lirf Vla,| |x| < 1 La série Zanx" est convergente.
n—-+oo

n—o+oo
n=0

Le rayon de convergence R donné par : R = T Avec | = 1il‘_'r_l Via,|
n—-—-—+co

Exemples :

1) Z(Zx)”, a,=2" Ona lim V2" = lim 2 =

n—+oo n—+o

nz0

1
Alors Z(Zx)” convergente, de rayon R = 5

nz0

1
Pour x = > la série numérique Z 1 est divergente.
nz0

(Rappel: Zun convergente = 11111 U, = 0)
n—+oo

n=0

11
Alorsle domaine de convergence estD = ]— 53

2 Z(x)n R=1 [= i "(1)n— lim L=0
) n Tl = e n _n—l>Toon_

nz1
R=+0c Et D=R.

b) Critére de D’Alembert :

n+1

An+1X An+1

= lim

n—+oo

|x| < 1 Lasérie Z a,x™ est convergente.

n=0

Si lim
n—+oo an

a,xm



An+1
an

1
Le rayon de convergence R donné par: R = 7 .Avec | = lirJrrl
n——+oo

Exemples: 1) il !
xemples : a, =
n21n +1 n+1
a n+1
li 1 = lim =1. Alors:R = 1.
n—+oo | a, n—+oon + 2
1 1
Pourx =1, Z ~Z — divergente.
n+1 n
n=1 n=1

1
(Rappel : Z - est une série numérique harmonique divergente)

nz1

Alors:D =1-1 1] .

n+1)!
= lim —( ) = lim (n+1) =+
n—+ow  nl n—+oo

Apy1
an

R=- [ = lim

n—+oo

1
Alors: R=7=0

z n!z™ Converge uniquement au pointx = 0 (D = {0}).

nz0



5) Somme d’une série entiére :

Soit z a,x™ une série entiere de rayon R.

nz0

n
a,x® la somme partielle de la série Z a,z".

n=0

On appelle §,, = Z

k=0

On appelle somme de la série z a,x™ lalimite de sa somme partielle.
n=0
Onécrit: S = lim S,.

n—+oo

xX\" 1 1
Bremple: Y (3) , @n=g . R=——r—==2, D=1-2 2]

lim %/
n=0 n—+oo an

n
X
Sy = Z a,x® Somme de n terme premier d’une suite géométrique de base g = 5
k=0

_1-qr 1
1-q 1—

n
) M | L 2
,La somme de la série Z (—) S= lim §, = =

Sn 5) - LR

RIS

nz0

6) Dérivation et intégration des series entieres :

Théoreme :

soitz a,x™une série entiere, de rayon R et de la somme S. Alors :

n=0

a
(1) Les séries na,x" 1 et —" _x"*1 obtenues par dérivation.
" n+1 P

nz1 n=0

Et intégration terme a terme de la série Z a,x™,ont le méme rayon De convergence.

n=0

(2) S'(x)= (Z anx”>, = Znanx”‘l

n=0



3) j TSt = j x (z antn> T Y

n=0

x‘l’l
E le: = —
xemple S E = Dn

nz2

1 — xn+1 1
Z x" = lim = Par intégration on obtient :
4 n—+o 1 —x 1—x
nz
Xn+1 m=n+1 m . ; .
=-n(l-x) — — = —In(1 — x) Par intégration
n+1 m
nz0 m=1

m+1 n=m+1 x™

X
;mz_!ln(l—t)dt=(1—x)ln(1_x)+x = L hm=1D

nz2

=(1-x)n(1—x)+x

7) Développement en série entiere :
Soit f : D € R — R Dérivable sur D. Et x, € D.

NI,
On appelle la série Z T (x — xo)™série de Taylor de f au voisinage de x, .

n=0

Théoreme :
Toute fonction dérivable sur un intervale D est égale a la somme

D’une série entiere convergente dans cet intervale.

Exemples:  Développement au voisinage de zéro (x, = 0) .

M OSSR O

1) f(x)=e*=f(0) +xf"(0) et —
=1+x+x*4+-+x"+= ﬂ.
n!
3 5 _1\n
2) FG) = sin() = x — o 4 5 g eyt =y O e

31" 5 (2n + 1)!

n=0



1 n
3) f(x) = cos(x) = ((Zn;,

n=0

1
4) f(x) =sh(x) = E(ex —e™), g =chlx)= %(e" +e™)

( " 1 1 1
| ex=Z——1+x+2x +§x + - +—x + -
nz0
Ona%I _X_Z( 1)n 1 1 ( 1)71
e = =1—-x+-x2—=x3+-+—x"%
k 2 3! n!

1 1 1
— 2n+1 e — 2n+1
sh(x)=x+—=—x3+--+ x + = E Zn+ 1)!x

3! (2n+1)!
nz
21’1 + — 1 2n
2 ezl (2n)!
nz=0

5 f(x) =In(1+x)

On a par la division suivant les puissances croissantes :

1
=1-x+x2+-+(D"x"+ .= Z(—l)"xn

1+x
nz0
* du D" .
f(x)_ln(1+x)__/;1+u_2n+1
n=0
Exemples::
x+2 1/ 3
—_—— = - o "
D& x2+2x -3 4(1—x x+> 42 121+— 42 ( )()
n=0 3 n=0 n>0

0= 336-5)

n=0



! 1 1 n n
m(4+x)=? Ona (In(4+x)) = 7 i == %1 e ZZ(_l)n (z) - Z(_l)n ;Hl
1

n=0 n=0

(="
Par intégration on obtient : In(4 + x) = e

nz0

xn




