L. Séries numériques

1) Définitions :
Soient (u,), une suite numérique, u,, € IK (IK = Rou C).
Et (S,,) une suite définie par : S,, = uo + uy + u, + -+ + u,, (Somme de n premier tepmes de(u,,))
On appelle série numérique le couple (S,,, u,,) constitué de suites (u,,) et (S,).
On appelle u,, le terme général de la série.

k=n
On appelle §,, = Z u;, La somme partielle de la série.
k=0
On dit que la série (S,,, u,,) est convergente si seulement si la suite (S,,) est convergente.
+00

On appelle s = liT Sy = Z u, LaSomme de la série.
" n=0
Remarque :
+00

1) On appelle: z U, Série numérique determegénéral u,,.
n=0
2) Une série numérique qui n'est pas convergente, est dite divergente. (lim S,, = o

n—-+oo
Ou n’existe pas).

Exemples :
+ oo

1
D S:Zu” ’ u":(n+1)(n+2)

n=0
B 1 1 1
u"_(n+1)(n+2)_n+1 n+2

+<1 1)
n+1 n+2

=3 =Y ()= (25

k=0 =0

Sp=1-—— Et s= lim S, = lim (1-—)=1

n+2 n—-+oo n-+oo n+2
+00 1
Alors: E est convergente, et sa somme s = 1.
. (n+1(n+2) &
n=

2) iln(l +%> , unzln<1 +%>=ln(n:1>=ln(n+1)—ln(n)



S, = Z ur = (In(2) — In(1)) + (In(3) — In(2)) + -+ + (In(n) — In(n — 1)) + (In(n + 1) — In(n))

k=0

+00

1
S, =In(n+1)—In(1)=ln(n+1) , s= lizn S, = + Alors: Z In (1 + E) divergente.
n—-+oo

n=0

2) Condition nécessaire de convergence :

+00

Zun convergente = [lim u, =0
n—+oo

n=0

Remarque :
+ oo

lim u, =0 # Zun convergente
n=0

Exemples :

+00

— n n n—-+o n .
1) Z)n 71 YT —— 1 Alors: Zm divergente.
n=

n=0

+o0

— 1 1\ \/n-+eo 1 ]
2) Z In (1 + E) , U, =In (1 + Z) — 0 Et Z In (1 + E) divergente.
n=0

n=0
(Voir I’exemple 2 précédent)
3) Séries particulieres :

1
1. Série de Riemann,: z e Convergente si seulement si a > 1.

nz0
1
2. Séxie harmonique : Z - Divergente (Riemann a=1).
n=0
3¢ Série'géométrique : Z r* Convergente si seulement si |r|<1.

n=0

4/ Série de Bertrand : Z convergente si seulementsi :
nz0

n%(In(n))#
4) Cfiteres/dercenvergences :

Soit la série : z u, determe général u,.

n=0

Théoréeme 01 : Regle de Cauchy
(

Si lim 3/|u,| = Existe, alors: !"20
note | » u, divergentesi [>1

nz0

u, convergentesi [ <1

1 {a>1etBER
L>1 et a=1



Exemples :

1 (n+5>n "] n+5 notoeo 1<1 | (n+5)" )
= —_— - .
) E 1) unl =573 > alors E om 1) convergente

n=0 n=0

2\ 2\ notoo 2\"
2) Z (5) , ’}/|un| = (5) —— 0 <1 alors Z (§) convergente.

n=0 n=0

Theéoréme 02 : Regle de D”Alembert

(z u, convergentesi [<1
u >
Si lim || =1 Existe,alors: !"‘0
nerel Un | » u, divergentesi [>1
knzo
Exemples :
2" Up+1 2 n—-+o 2"
1) Z— , = 0 <1 alors Z—convergente.
n! U, n+1 n!
nz0 nz=0
(n+ 1) |Upse n \2 n->+00 2"
2 Z , = n+2)—=—— +oo alors Z—diver ente.
) n? Uy (n + 1) ( ) n! &
nz0 nz=0

Théoreme 03 : Regle de compagaisan

Soiént Z u, et Z v, deux séries a termes positifs.

n=0 nz0
I{Z v, Convergente = Z u, Convergente
Pour n>mn,, u,<wv, alors: {2 n=0
| Zun Divergente = Z v, Divergente
k n=0 nz0
Rxempless.
p Y2 P oD @) foxsrsresr o)
= —_—= —_ :> —_—
) A T T = 1450 5n
nz

3\" 3
Comme Z (§> série géométrique convergente (q =z < 1).

n=0



311
Alors: z 15 est convergente .

nz0

1 1 1
2 Z— W= > n>2 Jni-1<+nZ=n)
) =n? —1 " VnZ-1 n ( )
z L sérien ique di te, al ! t di ¢
— erie armonlque lvergen e, alors Z — €S lvergen e.
nzzn n=2 nZ - 1

Theéoréme 04 : Regle d’équivalence

Soient Z u, et Z v, deux séries a termes positifs.

n=0 nz=0

u
Si lim — =1 Alors: Z u, et Z v4 sont de méme nature.

note ‘Un n=0 n=0
Exemples :
) ZZn2+1 2n2+1 2n® \ 2
u = ~ p—
ns + 4 T n544 nd ,n3

2n%+1
ns +4

2
Z 3 Série de Riemann convergente (@ = 3 > 1). Alors:: Z est convergente.

nz0 n=0

n

) Z 7" \ 7" o (7) ( " In(n) 1)
) 457+ A (n) S5 inm) T 5n - 5 note 5n )
nz

n n

7 \.r .. : _7 7 .
Z (E) Série géométrique divergente (q =3 > 1) . Alors Z 57+ In(n) Divergente.

n=0 n=0

Théoreme 05 :/Regle d”Abel
(u,,) monotone et lim u, =0

n—-+oo
La série Z(unvn) Convergente si seulement si { -
>0 iM =0 Z Vi <M
\ =

Exemple :

(=" (="

Uy = 5377 = Apby
2n3 +1 2n3 +1

n=0



1
( a, = ——— décroissanteet lim a, =0

2n3 +1 n—-+co
n
D b
k=0

=1

ol L D 1l
=\Zk=0<‘1) - 2 = 2

—1)n
D'apres Abel Z ﬁ est convergente.

n=0

5) Propriéteés :

Soient Z U, Z v, Deux séries numériques, et e unréel.Ona:

n=0 nz0

(Si Z u, et Z v, convergentes, alors Z au, Et Z(un +{v,) sont convergentes

nz0 nz0 nz0 nz0
{ Si Z u, convergente et Z v, divergente, alors Z(un + ¥, est divergente
nz0 nz0 nz0

Si Z u,divergente et Z v, divergente,| On ne péut rien conclure

\ nz0 nz0
Exemple :
: 1 . 1 . e
Soient z (5_” +2 ) Et Z (5—n -2 ) deux séries divergentes.
nz0 nz0
P U, = i 2" et = 2"
osons.un—5n+ e vn—s—n—
1
|{ 2 | Z(un +v,) = Z — est convergente(série géométrique q = —<1)
4 Uy + 0y = n=0 n=0
tun -V, = Z”Jr1 Z(un V) = Z 2"*1 est divergente(série géométrique g = 2 > 1)
n>0 n=0

6) Séries alternées :

On appelle série alternée toute série s’écrit sous la forme :

Z(—l)”un Avec (u,) de signe constante.

nz0



Théoréme de Leibnitz :

Si la suite (u,) est monotone, et tend vers zéro. Alors la série Z(—l)"un est convergente.

n=0

Exemples :

1 ) , ) 1 n—+oo
Ona (—) suite décroissante. Et ——— 0

Vn Vn

1 Z (?/_1)71

nz1

(="
Vn

Alors d'apres Leibnitz,

nz=1

2) Z(—l)”sin (%) Ona (sin (%))I = :l—zlcos (%) <\0, (sin (%)) décroissante,

nz1

est convergente:

1 400 1
Et sin (E) 7% 0. Alors d'apres/leibnitz, Z(—l)"sin (;) est convergente.

nz1

7) Convergence absolue et semi-convergenje d’unglsérig’numérique :

Soit Z U, une série numerique

nz0

a) On dit que la série Z u, est absolument convergente ssi la série Z |lu,| est convergente.

nz0 nz0

b) On dit que la/série z u, est semi-convergente ssi la série Z u, estconvergente et la série

n20 nz0

Z |uy| divergente.

n=0
Prop@sitiop
Zlunl convergente = z u, convergente.
nz0 n=0
Exemples :
(=" SRR (=" . .
1) Z N convergente d apres Leibnitz. z 7 = Z \/—_ série de Riemann
nz1 n nz1 n nz1 n



n

Vn

1
(a =3 < 1) divergente. Alors Z

nz1

=D =D 1 1
2) Zg—z Un =5 s s = o il =5 T
2n3+n++3 2n®+n++3 2n+n¢+3 2n

n=0

1
Z o3 Série de Riemann convergente (a¢ = 3 > 1).

n=1

Al —(—1)" t absol t t
ors: est absolument convergente.
. 2n3+n?+3 &

nz

D' (-1 t t v
ou 02n3 T2 +3 est convergen e/g
nz

est semi-convergente.



