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I. Séries numériques 

 

1) Définitions :   

                  Soient (𝑢𝑛)𝑛 une suite numérique, 𝑢𝑛 ∈ 𝐼𝐾  (𝐼𝐾 = ℝ ou ℂ). 

                  Et (𝑆𝑛) une suite définie par : 𝑆𝑛 = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 +⋯+ 𝑢𝑛 (Somme de 𝑛 premier termes de(𝑢𝑛)) 

On appelle série numérique le couple (𝑆𝑛 , 𝑢𝑛) constitué de suites (𝑢𝑛) et (𝑆𝑛). 

On appelle 𝑢𝑛  le terme général de la série. 

  

On appelle 𝑆𝑛 = ∑𝑢𝑘 

𝑘=𝑛

𝑘=0

La somme partielle de la série. 

On dit que la série (𝑆𝑛 , 𝑢𝑛) est convergente si seulement si la suite (𝑆𝑛) est convergente. 

On appelle  𝑠 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = ∑𝑢𝑛  

+∞

𝑛=0

 La Somme de la série .  

        Remarque :  

                           1)  On appelle : ∑𝑢𝑛 

+∞

𝑛=0

  Série numérique de terme général 𝑢𝑛 . 

            2) Une série numérique qui n'est pas convergente, est dite divergente. (𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑆𝑛  = ∞ 

                  Ou n’existe pas). 

        Exemples :  

1)   𝑠 = ∑𝑢𝑛     ,     𝑢𝑛 =
1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

+∞

𝑛=0

 

       𝑢𝑛 =
1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
=

1

𝑛 + 1
−

1

𝑛 + 2
 

                            

                                       𝑆𝑛 =∑𝑢𝑘 

𝑛

𝑘=0

=∑(
1

𝑛 + 1
−

1

𝑛 + 2
) = (1 −

1

2
) + (

1

2
−
1

3
) + ⋯+ (

1

𝑛 + 1
−

1

𝑛 + 2
) 

𝑛

𝑘=0

 

                                   𝑆𝑛 = 1 −
1

𝑛+2
   Et     𝑠 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
𝑆𝑛 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→+∞
(1 −

1

𝑛+2
) = 1 .                        

                                    Alors : ∑
1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
 

+∞

𝑛=0

 est convergente, et sa somme  𝑠 = 1. 

                             

                                  2) ∑ 𝑙𝑛 (1 +
1

𝑛
)       ,   𝑢𝑛 = 𝑙𝑛 (1 +

1

𝑛
) = 𝑙𝑛 (

𝑛 + 1

𝑛
)

+∞

𝑛=0

= ln(𝑛 + 1) − ln (𝑛)  
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    𝑆𝑛 =∑𝑢𝑘 = (ln(2) − ln (1)) + (ln(3) − ln (2)) + ⋯+ (ln(𝑛) − ln (𝑛 − 1)) + (ln(𝑛 + 1) − ln (𝑛)) 

𝑛

𝑘=0

 

𝑆𝑛 = ln(𝑛 + 1) − ln(1) = ln(𝑛 + 1)   ,    𝑠 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = +∞ Alors : ∑ 𝑙𝑛 (1 +
1

𝑛
)   divergente.   

+∞

𝑛=0

 

2) Condition nécessaire de convergence :      

                               

                                        ∑ 𝑢𝑛  

+∞

𝑛=0

 convergente   ⇒   𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0  

 Remarque :                                                 

                                      lim
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = 0  ⇏    ∑𝑢𝑛  

+∞

𝑛=0

 convergente 

Exemples :   

                  

                  1)   ∑
𝑛

𝑛 + 1
  

+∞

𝑛=0

 ,    𝑢𝑛 =
𝑛

𝑛 + 1
  
𝑛→+∞
→      1 Alors :   ∑

𝑛

𝑛 + 1
  

+∞

𝑛=0

 divergente. 

                     

                

                2)  ∑ 𝑙𝑛 (1 +
1

𝑛
)    ,    𝑢𝑛 = 𝑙𝑛 (1 +

1

𝑛
)

+∞

𝑛=0

  
𝑛→+∞
→     0  Et   ∑ 𝑙𝑛 (1 +

1

𝑛
)  

+∞

𝑛=0

 divergente.  

                                                                                                               (Voir l’exemple 2 précédent) 

3) Séries particulières :  

                                  1.  Série de Riemann : ∑
1

𝑛𝛼
𝑛≥0

   Convergente si seulement si 𝛼 > 1. 

                                  2.  Série harmonique : ∑
1

𝑛
   Divergente (Riemann α=1)

𝑛≥0

. 

                                  3.  Série géométrique : ∑𝑟𝛼     Convergente si seulement si |𝑟|<1. 

𝑛≥0

 

                                 4.   Série de Bertrand : ∑
1

𝑛𝛼(ln (𝑛))𝛽
   convergente si seulement si

𝑛≥0

 ∶ {
𝛼 > 1  et  β∈R
𝛽 > 1  et  α=1

 

4) Critères de convergences :  

                                             Soit la série : ∑𝑢𝑛  de terme général 𝑢𝑛.

𝑛≥0

 

                          Théorème 01 : Règle de Cauchy         

         Si  𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

√|𝑢𝑛|
𝑛

= 𝑙  Existe, alors : 

{
 
 

 
 ∑𝑢𝑛  convergente si    𝑙 < 1 

𝑛≥0

∑𝑢𝑛  divergente si     𝑙 > 1  

𝑛≥0
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              Exemples :   

                                1) ∑(
𝑛 + 5

2𝑛 + 1
)

𝑛

𝑛≥0

   , √|𝑢𝑛|
𝑛

=
𝑛 + 5

2𝑛 + 1
 
𝑛→+∞
→      

1

2
< 1  alors ∑(

𝑛 + 5

2𝑛 + 1
)

𝑛

𝑛≥0

convergente. 

                          

                                2) ∑(
2

3
)
𝑛2

  ,   √|𝑢𝑛|
𝑛

= (
2

3
)
𝑛

 
𝑛→+∞
→      0 < 1  alors ∑(

2

3
)
𝑛2

𝑛≥0

convergente.       

𝑛≥0

 

 

 Théorème 02 : Règle de D’Alembert     

 Si  𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

|
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛
| = 𝑙   Existe , alors : 

{
 
 

 
 ∑𝑢𝑛   convergente si    𝑙 < 1 

𝑛≥0

∑𝑢𝑛   divergente si     𝑙 > 1  

𝑛≥0

 

            Exemples :   

1) ∑
2𝑛

𝑛!
  ,   |

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛
| =

2

𝑛 + 1
 
𝑛→+∞
→      0 < 1  alors ∑

2𝑛

𝑛!
𝑛≥0

convergente.       

𝑛≥0

 

                                 

                       2) ∑
(𝑛 + 1)!

𝑛2
  ,   |

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛
| = (

𝑛

𝑛 + 1
)
2

(𝑛 + 2)
𝑛→+∞
→     +∞  alors ∑

2𝑛

𝑛!
𝑛≥0

divergente.       

𝑛≥0

 

 

                    Théorème 03 : Règle de comparaison 

                 

Soient ∑  𝑢𝑛 et ∑  𝑣𝑛   deux séries à termes positifs. 

𝑛≥0

 

𝑛≥0

 

                       

                                  Pour    𝑛 ≥ 𝑛0 , 𝑢𝑛 ≤ 𝑣𝑛   alors :  

{
 
 

 
 ∑𝑣𝑛  Convergente ⇒ ∑𝑢𝑛  Convergente  

𝑛≥0

 

𝑛≥0

∑𝑢𝑛  Divergente ⇒ ∑𝑣𝑛  Divergente  

𝑛≥0

 

𝑛≥0

 

               Exemples :                                 

                                     1)   ∑
3𝑛

1 + 5𝑛
       𝑢𝑛 =

3𝑛

1 + 5𝑛
≤
3𝑛

5𝑛
𝑛≥0

= (
3

5
)
𝑛

  (0 < 5𝑛 ≤ 1 + 5𝑛 ⟹
1

1 + 5𝑛
≤
1

5𝑛
) 

                     

Comme ∑(
3

5
)
𝑛

𝑛≥0

 série géométrique convergente (𝑞 =
3

5
< 1). 
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                                           Alors : ∑
3𝑛

1 + 5𝑛
  est convergente .  

𝑛≥0

 

  

                  2)  ∑
1

√𝑛2 − 1
       

𝑛≥2

  𝑢𝑛 =
1

√𝑛2 − 1
 ≥
1

𝑛
           (𝑛 ≥ 2, √𝑛2 − 1 ≤ √𝑛2 = 𝑛). 

      ∑
1

𝑛
   Série harmonique divergente, alors ∑

1

√𝑛2 − 1
  

𝑛≥2

est divergente.    

𝑛≥2

 

                                            

          Théorème 04 : Règle d’équivalence 

                                   

Soient ∑  𝑢𝑛 et ∑  𝑣𝑛   deux séries à termes positifs. 

𝑛≥0

 

𝑛≥0

 

               

Si 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛
𝑣𝑛
= 1   Alors : ∑𝑢𝑛

𝑛≥0

  et ∑𝑣𝑛
𝑛≥0

 sont de même nature. 

       Exemples :                              

                                  1) ∑
2𝑛2 + 1

𝑛5 + 4
 

𝑛≥0

            𝑢𝑛 =
2𝑛2 + 1

𝑛5 + 4
 ~ 
2𝑛2

𝑛5
=
2

𝑛3
 

                            ∑
2

𝑛3
𝑛≥0

  Série de Riemann convergente (𝛼 = 3 > 1). Alors : ∑
2𝑛2 + 1

𝑛5 + 4
 

𝑛≥0

 est convergente. 

   

                                 2)  ∑
7𝑛

5𝑛 + ln (𝑛)
  

𝑛≥0

     𝑢𝑛 =
7𝑛

5𝑛 + ln (𝑛)
 ~ 
7𝑛

5𝑛
= (
7

5
)
𝑛

       ( 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

ln (𝑛)

5𝑛
= 1) . 

                          

                        ∑ (
7

5
)
𝑛

     Série géométrique divergente (𝑞 =
7

5
> 1) . Alors 

  𝑛≥0

∑
7𝑛

5𝑛 + ln (𝑛)
  

𝑛≥0

Divergente. 

 

       Théorème 05 : Règle d’Abel                               

                                   La série ∑(𝑢𝑛𝑣𝑛) Convergente si seulement si 

{
 

 
(𝑢𝑛) monotone et lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = 0

∃𝑀 ≥ 0        |∑𝑣𝑘

𝑛

𝑘=0

| ≤ 𝑀
 

𝑛≥0

 

          Exemple :                        

                             ∑
(−1)𝑛

2𝑛3 + 1
       𝑛≥0

              𝑢𝑛 =
(−1)𝑛

2𝑛3 + 1
= 𝑎𝑛𝑏𝑛 
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{
 

 𝑎𝑛 =
1

2𝑛3 + 1
  décroissante et lim

𝑛→+∞
𝑎𝑛 = 0

|∑ 𝑏𝑘
𝑛

𝑘=0
| = |∑ (−1)𝑛

𝑛

𝑘=0
| = |

1 − (−1)𝑛+1

2
| ≤

1 + |(−1)𝑛+1|

2
= 1

 

                

                                 D'après Abel  ∑
(−1)𝑛

2𝑛3 + 1
𝑛≥0

 est convergente. 

 

5) Propriétés :                     

                     Soient  ∑𝑢𝑛 ,

𝑛≥0

∑𝑣𝑛  Deux séries numériques, et 𝛼 un réel. On a :

𝑛≥0

 

         

             

{
  
 

  
 Si ∑𝑢𝑛 et  

𝑛≥0

∑𝑣𝑛 convergentes , alors ∑𝛼𝑢𝑛 Et ∑(𝑢𝑛 + 𝑣𝑛) sont convergentes

𝑛≥0𝑛≥0

 

𝑛≥0

Si ∑𝑢𝑛 convergente et ∑𝑣𝑛 divergente

𝑛≥0

, alors ∑(𝑢𝑛 + 𝑣𝑛) est divergente

𝑛≥0

   

𝑛≥0

Si ∑𝑢𝑛divergente et ∑𝑣𝑛 divergente,

𝑛≥0

 On ne peut rien conclure   

𝑛≥0

 

 

Exemple :  

              Soient  ∑(
1

5𝑛
+ 2𝑛)    Et   ∑(

1

5𝑛
− 2𝑛)      deux séries divergentes.   

𝑛≥0

  

𝑛≥0

 

            

                            Posons : 𝑢𝑛 =
1

5𝑛
+ 2𝑛   et   𝑣𝑛 =

1

5𝑛
− 2𝑛 

{
 
 

 
 
𝑢𝑛 + 𝑣𝑛 =

2

5𝑛

𝑢𝑛 − 𝑣𝑛 = 2
𝑛+1

    ⟹   

{
 
 

 
 ∑(𝑢𝑛 + 𝑣𝑛) =∑

2

5𝑛
𝑛≥0

 est convergente(série géométrique 𝑞 =
1

5
<1)

𝑛≥0

∑(𝑢𝑛 − 𝑣𝑛) = ∑2𝑛+1

𝑛≥0

 est divergente(série géométrique 𝑞 = 2 > 1)

𝑛≥0

 

 

6) Séries alternées :   

 

                            On appelle série alternée toute série s’écrit sous la forme :  

                              

                               ∑(−1)𝑛𝑢𝑛
𝑛≥0

   Avec (𝑢𝑛) de signe constante. 
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           Théorème de Leibnitz :                                  

                      Si la suite (𝑢𝑛) est monotone, et tend vers zéro. Alors la série  ∑(−1)𝑛𝑢𝑛
𝑛≥0

 est convergente. 

  

          

  Exemples :                          

                              1)  ∑
(−1)𝑛

√𝑛
𝑛≥1

        On a  (
1

√𝑛
 )  suite décroissante.  Et  

1

√𝑛

𝑛→+∞
→     0 . 

                               

                                                                 Alors d'après Leibnitz, ∑
(−1)𝑛

√𝑛
𝑛≥1

 est convergente.  

                          

                           2)  ∑(−1)𝑛𝑠𝑖𝑛 (
1

𝑛
)

𝑛≥1

          On a (𝑠𝑖𝑛 (
1

𝑛
))

′

=
−1

𝑛2
𝑐𝑜𝑠 (

1

𝑛
) < 0, (𝑠𝑖𝑛 (

1

𝑛
))  décroissante, 

                                                  

                                             Et    𝑠𝑖𝑛 (
1

𝑛
) 
𝑛→+∞
→     0 .  Alors d'après Leibnitz, ∑(−1)𝑛𝑠𝑖𝑛 (

1

𝑛
)

𝑛≥1

 est convergente.   

 

7) Convergence absolue et semi-convergente d’une série numérique : 

  

                 Soit ∑𝑢𝑛 une série numérique

𝑛≥0

 

a) On dit que la série ∑𝑢𝑛 est absolument convergente ssi la série∑|𝑢𝑛|

𝑛≥0𝑛≥0

 est convergente. 

b) On dit que la série ∑𝑢𝑛 est semi-convergente ssi la série∑𝑢𝑛
𝑛≥0𝑛≥0

 est convergente et la série  

    

       ∑|𝑢𝑛| 

𝑛≥0

divergente. 

       Proposition :                          

                                   ∑|𝑢𝑛| 

𝑛≥0

convergente ⟹ ∑𝑢𝑛 convergente.

𝑛≥0

   

             Exemples :                              

                          1) ∑
(−1)𝑛

√𝑛
𝑛≥1

      convergente d'après Leibnitz.   ∑ |
(−1)𝑛

√𝑛
|

𝑛≥1

=∑
1

√𝑛
𝑛≥1

  série de Riemann  
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                                                (𝛼 =
1

2
< 1)divergente. Alors ∑

(−1)𝑛

√𝑛
𝑛≥1

 est semi-convergente. 

 

                  

                       2)  ∑
(−1)𝑛

2𝑛3 + 𝑛2 + 3
𝑛≥0

      𝑢𝑛 =
(−1)𝑛

2𝑛3 + 𝑛2 + 3
    ,    |𝑢𝑛| =

1

2𝑛3 + 𝑛2 + 3
 ~ 

1

2𝑛3
 

                                       ∑
1

2𝑛3
   Série de Riemann convergente (𝛼 = 3 > 1).

𝑛≥1

  

                                             

                                        Alors : ∑
(−1)𝑛

2𝑛3 + 𝑛2 + 3
𝑛≥0

  est absolument convergente. 

  

                                       D'ou ∑
(−1)𝑛

2𝑛3 + 𝑛2 + 3
𝑛≥0

 est convergente. 


