Chapitre 03 : Equations a Dériveées partielles (EDP)

Rappel sur les dérivées partielles d une fonction composée.

Exercice :
N _ .3 2 2 x=3u—v
Soient: f(x,y) = x3 + 2x*y + y* Et {y=u+2v
Calculer - of of 0% f 0% f 0% f
TWE w2 vz’ Guav
(0f of ox of dy of of
| L = DT - 2 2 — 2
4011 axou " aydu 36x+6 3(3x% + 4xy) + 2x% + 2y = 11x*12xy + 2y
of _ofox ofdy  of of
| 22— o 9.2 2 — 2 _
kav axav T ayav 6x+26y 3x% — 4xy'+ 2(2x% 4 2y) = x* — 4xydy
( aZf_ 0 (6/‘)_ 0 (36f+6f) 3 (af)+ 0 (af)
du? OJu\du/ Odu\ ox dy du\dx/ iou\dy
ik d (0 d 0 d (0
|2 a2 - 2L N 52
vz dv\ov) av\ ox dy 0v \0x dv \dy
0%f 0 (6f>_ 0 ( af 26f>_ d (af)+2 d (af)
\udv  ou\dv)  ou\ ox oyhs"  Oul\dx du \dy
(0?2 0%f 0 0%f. 0 0%f ox 0%*f0
—f= _f_x f—y f_x —f—y=78x+36y+2
ou? 0x? du dx0yodu O0xdydu 0y?du
ik 0%f a 0%f.0 0%f o 0%f 0
] f__0/0x foyr, , 9°F 0x —f—y=—10x+4y+8
ov? 0x20v  dxdyov dxdy dv dy? dv
0% f 0%f ox 10%f 0Oy 0%f ox 0%f dy
RN VE E Rt i s 2 =2x—12y+4
\oudv 0x?du 0xdydu dxdy du dy? ou

Remarque ; Considérons dans ce chapitre des fonctions a deux variables continues sur Q € R2,

- Définitions et notations :

Définition 01 :
On appelle une équation a dérivées partielles (EDP) toute relation entre une fonction
u a deux variables et ses dérivées partielles. Elle s’écrit :

ou ou 0%u 0*u 9J%u

F 0™u ™u  I0™u
x'y'u'6x'6y'6x2'6y2'6x6y""'"

ox™’ ay™’ dxn1oy T

0™"u
dxdyn1




Définition 02 :
On appelle ordre d’une EDP 1’ordre le plus élevé des dérivées partielles dans I’équation.
Définition 03 :

On dit qu’une EDP est linéaire si seulement si elle linéaire par rapport a la fonction u
Et ses dérivées partielles.

Définition 04 :

On dit qu’une EDP est homogéne si seulement si le second membre de ’équation égale 0.

Exemples :
ou 0%u
— =——+ ¢ * EDPd'ordre 2, linéaire, et non homogene.
ox dy?
0%u 0%u
— + 3= = 0 EDP d'ordre 2, linéaire, et homogene.
dx? dy?
ou . A% .
P 2u? + sin(x) = 0 EDP d'ordre 1, nonlinéaire, et non homogeéne.
2
= 0 EDP d'ordre 2, linéaire, et homogene.
dxdy
0% 9% EDP dlordre 3 non linéaire, et homog?
u 2 3 ordre 3, non linéaire, et homogene.

EDP d’ordre premies

Elle, est delaforme: A(x, y) + B(x, y)— =C(x,y)+ D) (E)

ou
Ou A(x,y)a + B(x,y)@ = C(x,y,u)

Avee.7A, B, C, et D des fonctions a deux variables continues sur un domaine ) CR?.

Méthodes de résolution :

a)

Méthode des caractéristiques :

A@y) +B@y%——6&ym)(ﬂ



Théoréeme :

La solution de 1’équation (E’) est donnée par : ¢ (C;, C;) = 0 Avec C, et C, deux
dx dy du

A(xy) B®xy) Clyw

Intégrales indépendantes de systéme des caractéristiques :

Remarque :

p(Cy,C,) =0 = C; =f(C,) Avec f une fonction arbitraire.

Exemples :
E): oy Ay =1, By = -1, CGy) =
Vi 9y Tay =Y xy)=1 Blxy)=-1 Clxy)=y
( ay _
Le systéme d téristi dx _dy _du {dx_—l G=xty
e systeme des caracteristiques : —=—= —
y

1 1
La solution générale est : ¢ (x +y,u— —y2> =0 ouulx,y) =— Eyz + f(x + y)Avec f arbitraire.

2
(B)ixetyoi=2 (4G =3, BGy) =y, C(xy) =2
(x_4y y
~dx _dy [fdu {x oy { C; ==
Ona: —=—=— = = x
Xy 2 kﬁzd_u C,=-2In(x)+u
x 2

La solution générale€st donnée par: ¢ (%, —2In(x) + u) =0ou ulx,y) =2In(x) +f (%)

Avec, flune foriction arbitraire.

Remarque’: Les fonctions arbitraires se détermine par des conditions initiales.

Exemple :
Ju ou
——tXxX——=u \ P
(E) =4 0x oy le systeme des caractéristiques :
u(0,y) = sin(y)

dx =d 1

dx dy d x y =y ——x2

X y u { {Cl—y X
C, = —x+In(u)

3



Alors la solution générale est :

1 12
® (y — Exz,—x + ln(u)) =0ou u(x,y) = e*(v=3+%),

Ona u(0,y) =sin(y) = f(y) = In (sin(y)) Alors la solution particuliére de (E) est :

x+ln<sin(y—%x2)>

u(x,y) =e
b) Méthode de séparation des variables :

ou
(E): A — + B @ = 0 Avec A et B des fonctions d'une seule variable.

Posons: u(x,y) = X(x) Y(y)

F) 0
% = X' ()Y (), % =X()Y'(y)

Remplacant dans (E) : AX'(x)Y(y) + BX(x)Y"(y) =0
On obtient un systeme EDO suivants®, A % = —B% = k (constante)

Intégrer les deux EDO, et remplacer /X, Y dans u.

Exemples :

ou ou
: R — 2__ = . =
(E): y A +x 5 0. Posons:u(x,y) =X(x)Y(y)

(2L @y o
1A S YXGYO) +XXCY'() = 0= 3= = k (cte)
L Ay XY (y) y

_1xl X’ _k
-1x B _ -k
xZ X = k Y == _ka lanl - 3 x3 + Cl X = CleTx3
1Y’ T i = Ty
—_—— = — = Y - ¢
\yY v =k nlYl=5y*+c ’

-k _3 k —k,3,k. 2 k3K
Alors: u(x,y) = X(x) Y(y) = C,e 3" C,e2” = (,C,e 3" "2¥ =Ce3* 72,



ou ou
M _— 2 _—= . =
(Ey) : o + 2xy 3y 0 Posons:u(x,y) =X(x)Y()

d
(S =x@re) ,

1X Y
{ 9 > X' ()YW) + 2xy?2X(x)Y'(y) =0=> —— = —y? — =k (cte)
ou ) 2x X Y
| 35 = X@Y'®)
y
! X’
ii =k (Y = 2xk In|X| = kx? + ¢, X = Clekxz
ZXX, =>{ p = k = X
2Y Y k ln|Y|=—+C2 Y =C,eY
—yt—= k k— = - y = (€
Y Y y

&

2,k kx24+=

Alors: u(x,y) = X(x) Y(y) = C,C,e**"e¥ = ClCZekx Ty = et Y.

c) Meéthode des coordonnées :

6u ou
(E) : + b— = ¢ Avec a, b, et ¢ des constantes.
ax dy

s = ax + by

Pour la résoudre posons le changement : {t — bx —ay

(au_auas+auat_ 0u+b0u
{ax_asax atox  os TPt

ou  duds oot oul 5, Remplagons dansI'équation (E), on obtient :

oy ~9say Tacdy. "asV “ac

ou du ou c
a?—+hi—=mc o —=—— > ulxy)=—-

ds as ds a?+b? s+ @),

2+b2

Alers: w(x,y) = ——=(ax+by) + f(bx —ay).

2+b2

Exemple :
u 6u
E =2
E): 5.- 25,
Posons le ch t: { S=x—2y
osons le changement £ = —2x — y

f Arbitraire.



(au_auas+auat_au Ju
{ax_asax ot dx 0ds ot

ou  0uds . dudt ou  ou Remplagons dans I'équation (E;), on obtient :
\oy " 3say " atay  “as ot
Sau—2=> ou_2 = u( )—2 +f(t) Foncti bitrai

35 = P ulx,y) =¢s f(t), f Fonction arbitraire.

Alors: u(x,y) =§(x—2y) +f(-2x—y).

4 du 3 ou .
(E,) : dx dy
u(x,y) = y°

s =4x — 3y
Posons le changement : {t = —3x— 4y
( du OJduds Judt ou ou

{a=$a+aa=4£‘3a

ou  ouds . ouot  _ou ou Remplagonsidans 1'équation (E), on obtient :
\oy " 3say " atay  "as ot
ou ou . o
25 5= 0 = F 0 = u(x,y) =f(t), JAvec f Fonction arbitraire.

Alors la solution générale est ;| u(x,y) = f(—3x —4y).

Onau(0,y) =y*> =f(-4) =9 "= f(y) =

.3
64~
Alors : u( )—_1(3 4)3—1(3 + 4y)3
ors: uCx,y) = x—4y) = Gx+4y)°.

EDP/linéaire de second ordre

On{ appelle une EDP linéaire de second ordre dans Q € R?, une équation de la forme :

2 2 2

0“u u 0“u ou ou
A(x,y)W+B(x,y)axay+C(x,y) 2+D(x,y)—x+F(x,y)@+G(x,y)u—H(x,y)

ay? )

u au)

ou ou
On peut poser:D(x,y)a + F(x,y)@ +G(x,y)u—H(x,y) =F (x,y,u,a,@

L'équation devient: A(xy) %+ B(xy) 2% 4 o( )azu_F<
équation devient: A(x,y) 7 X,y 320y X,y 377 X, Y, U
6

Jdu au)
"0x’ dy



Classification des EDP de second ordre

Posons : A= B% — 4AC on distingue trois cas :
A> 0 On dit que I'EDP est de type Hyperbolique
A= 0 On dit que I'EDP est de type Parabolique
A< 0 On dit que I'EDP est de type Elliptique

Exemples :
_62u 5 0u 0 A=25>0Alorsl'EDPesth boli
— = = r 1que.
%2 xdy ors est hyperboliqu
_62u+3 _au * A=0 AlorsI'EDP est boli
32 xay e ors est parabolique
0%u 0%u Elliptique si x ety # 0
i R = = — 25,2 !
Y 552 + x 3y +3u=0 A= —4x°y* Alors!|'EDP est {Parabolique sixouy=0"

Méthodes de résolution
Méthode directe :

Exemples :

2

Q
<

|( " = ysin(x)
(Ey) : 4| ufx, 0) = x2
\

(a3}

ulx, 2) = gsin (x)

0?2 ou 1
a—yl: = ysin(x) = @ = f ysin(x)dy = Eyz sin(x) + f(x) , f Fonction arbitraire.

= ulx,y) = f (%yz sin(x) + f(x)> dy = %y:* sin(x) + yf (x) + g(x).

Avec g une fonction arbitraire.

u(x,0) = x? glx) = x?

L 1y,
u(X,2)=§sin(x) = f(x)=—%x2 = u(x,y)=gy Sm(x)+<1_§y)x'



(0 ou

Ixay ay =3
(Ez) 4 u(0,y) =0

| o

k%(xO)—x

0%u au_gﬁa(au ) S:Gu _f 3d
dxdy dy ay\ax U ox “7 y

du L o
i —3y + f(x) EDO linéaire, f arbitraire.

( Uy = ke”*

4“” =3y+e f ferax WY =ket+3yte f e *dx

\

( (
u(0,y) =0 k+3y+ j fXe™dx =0 ..4L...... (1)

<a—u(xO)—x =)

ke* + e* f f(xX)e™*dx +f(x) =%2 .......(2)
\

(2)—e*(1): f(x) =x%+ ye* et f f(x)e¥dx = J-(xze‘x + y)dx = yx — (x? + 2x + 2)e ™.

(1) : k=2-3y. Alors: ulx,y)=(yx—3y+2)e*+3y—x2—2x—2.

Remarque :

ou ov  d%u
On peutposer: v = —

dy et ax dxdy

Méthode des caractéristiques :

Pour résoudre une EDP par cette méthode on suit les étapes suivantes :

Premiere étape : chercher la solution de 1’équation des caractéristiques suivante :

dy\> _dy e
A (E) —B Ix 4+ C =0 Avec:A,B et C des coéfficients de 'EDP.



( dy B++A

>0, T 2
dy B
ON distingue trois cas : < =
g4 A=0, x=72a
d B+iv—A
A< O , _y -
\ dx 24

Intégrer les deux équations différentielles, et posons : C; = @(x,y) et C, = ¢p(x,y)

Deuxieme étape : chercher la forme canonique de I’EDP.

. s=C =opky)
Poser le changement suivant : { L
8 t=C, = ¢(xy)

Ecrire ’EDP en fonction des nouvelles variables s et t.

Remarque : On appelle la nouvelle équation la forme canonique de EDP.

Troisiéme étape : Résoudre la nouvelle EDP. Et écrire la solution en/fonction de x et y.

Exemples :

0%u azu ou

(Ey): 6_ axa + i 0 Formecanoniqueé de (E,).

Etape 1: Résoudre I'équation caractéristique/:

dy
dy\*  dy dy (dy dx ) y=C Ci=y
(E) T dx(dx 4)“0 - dy _, :>{y=4x+cf’{cz =—4x+y
dx
Etape 2 : La/forme canonique de (E;)
( (')u_(')u(')s Jdu ot 46u
9x  dsox Tatox o
p { s=y dou - 62u_6(6u>_ 46(6u)_ 662u
PO =y —4x 01 ax2  ox\ox) “ox\at) "otz
0%u 0 (E)u) 4 0 (6u> _ 4 0%u 462u
\9ydx _ dy \ox ay\ot) " adsot = otz
2u
(Ey): = 0 estla forme canonique de (E,).

at



0’u  0%u
(Ez) :

oxz ay?
Etape 1:
o - dy\* dy
I'équation caractéristique : (E) — 1 = 0 nous donne: E=i1'

4y _;
dx :{y=x+Cl :{C1=y—x

dy 1 y=—-x+C(, C,=y+x

dx

Etape 2 : La forme canonique de (E,)
(au du ds Ou at du Jdu

s=y-—x {Ox 9sox Tatax os ot
t=y+x du duds dudt du du

\Gy “dsdy " dtdy i ds Tt

Posons : {

(izi(a_u>=i(_a_u+a_u>=62u_zazu N/
gaxz ox \ox/ ox\ ds ot 0s? 0sot 0t?
| 62_u 0 (6u> 0 (6u 6u> 0°u 82 azu
| ay2 ~ay\ay) ~ay\as " at)  as? 2 o%0t T a2

0°u  0*u 462u Y 0%u
dx2 0y?  0sdt s dsat

='0 Forme canonique de (E,).

Etape 3 :
2u

959t 0

u =? solution de

0° d
as;t =0'= 0_1:: fi(s) =2 ulx,y) = ff(s)ds+gt) = ulx,y) = F(s) + g(t)

Avec : F, g des fonctions arbitraires.

La solution générale de (E;) est: u(x,y) = F(y — x) + g(y + x).

(E.) : E)Zu 62u
3 x a y ay )

Etape 1: L'équation caractéristique :

10



dy\’ dy . 7?2
2 =) —y?= —=+(=
X (dx) v =0= 7 _(x)
d
d_y=z y =xC; c _Y
dx X = _CZ = 1 x
“__Y Y= C, = xy
dx X

Etape 2 : La forme canonique de (E3)

Ju Oduds Odudt y du ou
(T% _ _

posons: | =% d {a—awaa-—x—za”a
osons: t=ay du_duds dudt 10w du
\dy " dsdy "dedy x5 ‘ot
4 x2  0x\dx/) 9dx\ x20s at)  x%ds x? 0s0t ot x3 ds
| 0’u 9 [ou 0 (1ou ol 1 0%u 0°u ~ ,0%u
AT NI N .
\ dy2 ~ ay\ay)  dy\xads T0t) “x2ds? ' " dsot at?
AL L ) A L S P Ly
X oxz Y ay2 T Y asat\,“kas Sasar T as
2t 0%u u—o tla’ F ' de (E3)
559c~ 751 0 \estla’ Forme canonique de (E5).
Etape3: u=7?
P u | :>2t6v _0:>6v_6t:> B Vi
0sons ; =7 Frimie o =7 v =f(s)
Ju
5=V = f(s)Vt :>u=\/fff(s)ds+g(t)=\/t_F(s)+g(t)

Alors : u(x,y) = /xy F (%) + g(xy) estlasolution générale de (E5).
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