Chapitre 01 : introduction

Notions de base de la logigue mathématique

1. Introduction

Lalogique est la base fondamentale de tous les raisonnements mathématiques. Elle est tres importante pour
I'énonciation de propositions et I'étude de leur valeur de vérité.

Dans ce premier chapitre, nous introduirons les bases de la logique. Nous présenterons en particulier les
définitions d'assertions, ainsi que les différents connecteurs logiques.

Ce chapitre prévoit les notions apparaissant dans les deux chapitres suivants soient la logique
propositionnelle et la logique descriptive du premier ordre.

2.Assertion (formule ou proposition)

Une assertion est un énoncé mathématique auquel on attribue I'une des deux valeurs logiques

> le vrai (V') ou le faux (F ), mais pas les deux a la fois (C’est le principe du tiers-exclu).

Exemple 1
L'assertion : 3 + 1 = 4 est vraie.

La proposition : Alger est la capitale d’ Algérie. est vraie.
La proposition: 1+ 1 =2 est vraie.

La proposition :Un carré a 4 angles droits est vraie.

La proposition : il pleut est fausse.

La proposition : 2 + 2 = 3. est fausse.
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La proposition : 3 > &t est fausse.

8. L'assertion: 2 + 2 =5 est fausse.
Toutes les phrases déclaratives précédentes sont des propositions : Les quatre premieres
phrases sont des propositions dont la valeur de Vérité est vraie alors que les quatre derniéres

sont des propositions mathématiques dont la valeur de Vérité est fausse.

Exemple 2
1. Quelle heure est-il?

2. Lisez-le attentivement.



3. Qu’elle est belle !
4. x=3

5 x+1=2.

6. Il pleuvra demain
7. 4+5

Les phrases précédentes ne sont pas des propositions.

3.Connecteurs
Dans tout raisonnement mathématique, Ils existent cing (5) connecteurs logiques, Soient P et Q deux
assertions.

3.1. La négation non ou -
Nous appellerons la négation de P, l'assertion (non P) ou (not P) et qui sera notée sous forme formalisée
-PouP .

3.1.1. Table de vérité de la négation
Nous présentons ces définitions en forme de tableaux de vérité, ou V:=vrai, et F:=faux.

P —p
\ F
F \

Table 1.1: Table de vérité de la négation

3.2. La négation de la négation
En mathématique, une double négation est considérée comme une affirmation.

Exemple
Si p est la proposition (assertion) X= 0, —p est la proposition X#0

Le 05 est non pair donc 05 est impair.

3.3. Conjonction (et) ou (A)

Nous appellerons conjonction de P et Q, I'assertion (P et Q) (P and Q) et qui sera notée (P A Q)

3.3.1. La table de vérité de la conjonction



P Q (PA Q)
Y r r
Vv Y Vv
F F F
F Y F

Table 1.2: Table de Vérité de la conjonction
Nous dirons que I'assertion P A Q est fausse lorsque I'une au moins des deux assertions est fausse.

Exemple
P : Laterre est ronde (vraie) et Q : Le ciel est bleu (vraie).

(PetQ)ou (P A Q)selitdonc La terre est ronde ET le ciel est bleu. (P A Q est vraie.

Remarque
La conjonction est commutative

(PAQ=(QAP)
3.4. Ladisjonction (ou) ou (V)

Nous appellerons disjonction de P ou Q, I'assertion (P ou Q) (P or Q) et qui sera notée (P V

Q)
3.4.1. La table de vérité de la disjonction

P Q (PV Q)
V F V
V V V
F F F
F \Y, \Y,

Table 1.3: Table de vérité de la disjonction

Nous dirons que I'assertion (P V Q) est fausse lorsque les des deux assertions p et g sont fausse.



Exemple
P : Mouhamed mange la gaulette (vraie)

Q : Mouhamed mange la pomme (fausse)

(PouQ)ou(PV Q) se lit donc Mouhamed mange la gaulette OU Mouhamed mange la pomme. (P V Q

) est vraie.

Remarque
1. Ladisjonction est commutative

(PVQ=(@QVP)

2. En mathématiques, le ou est non-exclusif, c'est a dire qu'il comprend la posisibilité que les deux
propositions soient vraies. Ainsi la proposition x.y = 0 équivaut a la proposition x =0 ou 'y = 0,
elle est vraie quand I'un des deux nombres est nul, elle est aussi vraie quand les deux sont nuls.

3.5. L’implication =

L’implication de Q par P est la proposition ((-=P) v Q), notée « P = Q » ou « P implique Q »
qui est fausse seulement si la proposition P estvraie et la proposition Q est
fausse. L’implication est vraie dans tous les autres cas. P s'appelle alors I'hypothése et Q la

conclusion. Nous pouvons lire de différentes fagons :

Si P alors Q,

Pour que P il fautQ,

Pour que Q il suffit P,

P est une condition suffisante pour Q,

Q est une condition nécessaire de P.

3.5.1. La table de vérité de I’implication

P —p Q

P =Q)

~pVQ

F
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F Vv F Vv Vv

F \Y4 Vv Vv Vv

Table 1.4: Table de vérité de I’implication

Exemple

Soit les propositions « P : le quadrilatere ABCD est un carré » et « Q : le quadrilatere
ABCD est un rectangle ».

On a alors I’implication logique « P = Q » qui se lit de la fagon suivante « si le
quadrilatére ABCD est un carré, alors le quadrilatere ABCD est un rectangle ».

Remarque

L’implication Q = P s'appelle la réciproque de I'implication P = Q.

3.6. Equivalence
Etant donné des propositions P et Q, I’équivalence logique de P et Q est la nouvelle

proposition, notée P < Q, qui est vraie si et seulement si la biconditionnelle P « Q est

une tautologie.

La proposition P & Q correspond a la proposition (P = Q) et (Q = P). Nous pourrons

I'exprimer :

P est équivalent a Q,

Pour P, il faut et il suffit Q,

P est une condition nécessaire et suffisante pour Q,

P si et seulement si Q.

3.6.1. La table de vérité de I’équivalence

P Q Pe Q)
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F F Vv

F v F

Table 1.5: Table de vérité de 1’équivalence

Exercice d’application

Sachant que X, y sont vrais et z est faux, trouver les valeurs de
vérité des propositions :

1. Xviy Az)A(y vz) .

2. (y 2 X)Va(X & y)A(z A X).
Solution

Posons 1 = Vrai et 0 = Faux.

1. xXviyAz)Ay vz)=Av(@AnrAn0))A(lvO =@AAvOoAal=1
ANl =1

2. (y 2 X)) VaX o y)hA@zArn-XxX) =1 = 1)Vv-(1 < DH)AOA-])
=1v-(1)A(OAO0) =1vO0OAO0=0

4. Théoremes d'equivalence (lois)
Définition :
Deux fbfs F et G sont équivalentes si et seulement si les valeurs de vérité de F

et de G sont les mémes dans toute interprétation.

Soient A, B et C des formules bien formées.

a. Implication

A = B cela est équivalenta -AVB
b. Equivalence

A & B celaestéquivalenta (A= B)A (B> A)
c. Commutativité

e A AB celaestéquivalenta B A A
e AV B celaestéquivalenta BV A



d. Associativité

e (AV B)V Ccelaestéquivalenta AV (BV C)
e (AA B)A Ccelaestéquivalenta AA (BA C)

e. Distributivité

a) AV (BA C)celaestéquivalenta (AV B)A(AV C)
b) AA (BV C) celaestéquivalenta (AA B)V (AA C)

f.

a) AV V celaest équivalenta V
b) AA V celaestéquivalenta A

g.

a) AV F celaestéquivalenta A
e b) AA Fcelaestéquivalenta F

h. Complémentarité

a) A V-A celaest équivalenta V
b) A A=A cela est équivalent a F

i. Involution
(= (=A)) celaestéquivalenta A
j. ldentité

e AV A celaestéquivalenta A
e A A Acelaestéquivalenta A

5.Lois de Morgan

Les lois de De Morgan permettent de transformer une conjonction en une disjonction (et

réciproquement) via la négation.

On peut utiliser ces théoremes d'équivalence pour transformer une formule bien formée en
une autre formule bien formée qui lui est équivalente. Cela va permettre de simplifier

I'écriture de formules bien formées.



6. Priorité des connecteurs logiques

A) Dans certains ouvrages 1’ordre de priorité des connecteurs est : (Le plus prioritaire)

a & w0 bhpoe
<

Exemple 1
Ar—BwvC—>DnsEdoitselire (A ~»(=B))v C)— (D AE))

Exemple 2
1. =-pAqg se lit(-p)AQ.

2. pAg=>rselit(paq) = .
3. pvqg Arse litpv(qg Ar).

4. pvqg vrselit(pvg)vr

B) Et certains ouvrages 1’ordre de priorité des connecteurs est : (Le plus

prioritaire)

1o

oA W N e
!

A,
V.

Pour enlever cette ambiguité : Les parenthéses sont toujours prioritaires, donc, une formule

sans parenthéses n’est pas une formules bien formée (sauf C. et D.)

C. On omet par abus les parenthéses les plus externes

(AvB) devient Av B
D. Quand il y a un seul connecteur, I'association se fait de gauche a

droite. A — B—C correspond a (A — B) — C)



Exercice d’application

A) Explicitez le parenthésage implicite des formules suivantes :
1. a—>b—c;

2. avbAac;

3. avbAac o d > —evfAg

B) Simplifiez au maximum le parenthese des formules suivantes (voir la table ) :

(@) (aV 1) (a) A ()
=(((a) A D)) aV(bAc) (avb)Ae

(@A (b—c)) ((aVb)Aec) e (((avb)Ae) <> e) = f
(@ —=b) =¢)—>d) | (an(bAc)) (a— (b—c)

(=(a Vb)) ((a A b) — c) ((anb)Ve) < (e = f)

Table des formules a simplifier

Solution
A)

I.a—>b—-o>c=(a—Db) — ¢
2. avbac = (av(bAc))

3. avbAc o d - —mevfAg=(av(dAac) & d— ((—e)Vv(f AQg))))

B)

(a)=a ((avb)=aVvb ((a) A (b)=aAb

=(((a) Ab))=—(aVvb) |aV(bAec)=—(aAb) (avb)he=aVbAc

(an(b—=c)=an(b—|((avb)Ac)re=(aV | (((aVb) Ae) +re) = =

¢) byNcre ((avb)Ncre)— f

(((a=b) 2¢c)—=d =|[(aNbAc)=arbrc |[(a—=(b—c)=a— (b—

a—=b—c—d c)

(m(aVvb)=-(aVbd) ((anb) w2 c)=anb—c|((anb)Ve) < (e > f) =
aANbVeee— f

formules simplifiée




Exercice d’application

Donnez les tables de vérités des formules suivantes. Puis indiquez les équivalences entre les formules.

1.=(pAq),
2.-pV q,
3.-(pVva)
4.-|p/\-|q,
5.pVv(pAQ),
6.pA(pVa),
7.p
plallprg]|-lpig)| Solution
VIV v F plal-e|—qgl-rv-gllp lallpvag]l|-lpYVag)
VIF F v VIV F | F FIIVIV V F
FlV F v VIF| F |V VIIVIF v F
F|F F 3 FIV]|] V| F VIIFIV A\ F
FIF| V|V VIIF|F F V
1. 2. 3.
plall-p|l-g|l-pA-g] plalrrglevierg |lp lalepVelpAipVa)
VIV F | F Fl VIV V VIVIY V V
VIF F |V F|l V|F F VIVIF v V
FIVIV | F Fl F|IV] F FF |V V F
FIFNITvV IV V] FI|F F FIF|F F F
4 5. 6
p
v
F
;
Les formules équivalentes sont :
Les éguivalences sont :
let2 -alpAg)=-pvV g
3et4d -=(pVg)=-p A g

S5etb6et7

-pViphg)l=ph(pVg) =p




7.Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les notions de base de la logique mathématique qui
vont nous servir dans la logique descriptive et la logique des prédicats. Nous aborderons
dans le prochain chapitre la logique d'ordre O .



