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1. Equations difféerentielles ordinaires
1) Définition :  On appelle une équation différentielle ordinaire toute relation entre une variable
réelle x, une fonction inconnue y et ses dérivées y', y",y®, ..., y™
Toute équation différentielle ordinaire (EDO) s’écrit sous I'une des formes suivantes :
(B) : F(x,9, ¥',.., y™) =0 ou y™ =F(x,y,y’, ...,y D)
On appelle I’entier n dans I’équation différentielle (E) 1’ordre de ’équation différentiellé.
Exemple :
(Ey):y'=xy+3 EDOd’ordre 1.
(E)) :y" +x%y' =x EDO d’ordre 2.
(E3) : x(y)?+y+e*=0 EDOdordre 1.
(E,)) :y" — (¥)3 = cos(x) EDO d’ordre 2.
2) Solution d’une équation différentielle :
On appelle solution de I’équation (E) toute fonction ¢, n-fois dérivable sur un
Intervalle I € R , et F(x, @, @ Nsp™) = 0.
On appelle aussi & TVintégrale de 1’équation(E) sur I < R. Et le graphe de ¢
S’appelle la ¢ourbe intégrale de(E).
Exemple :
Soit I’équation différentielle (E) : xy’ —y = 0. La fonction ¢(x) = x est une solution de(E).
Et la droite, (A):y'= x.est la courbe intégrale de (E).
Théoréme :
Soitd’équation différentielle (E) : F(x,y, y',..,y™) =0
8i ¢,/ et @, deux solutions de (E) surl < R.
Alors : pourtout a,f € R, ag, + B¢, est une solution de (E).
Exemple :
Soit (E):y"” —5y+ 6y =0 Ete,(x) =e?*, et @,(x) = e3*sont deux solutions de (E).

Alors : @(x) = @1 (x) + @,(x) = e** + e3* est une solution de (E).



(p'(x) =2e?* +3e3* |, @"(x) = 4e?* +9e3*, ¢"(x) —5¢'(x) + 6¢(x) =0)
3) Probléme de Cauchy :
On appelle un probléme de Cauchy tout systéme constitué d’une équation

Différentielle et de certaines conditions dites conditions initiales.

y(n) = F(x,y,y’, .--,y(n_l))

Un probléme de Cauchy s’écrit comme suit : (P) : { ) »
y(x0) = ¥0,'(x0) = y1, 0, YV (x0) = yuly

. N y' +2xy=0
Exemple : Résoudre le probleme (P) : {

Ona y'+2xy=0 > y' =-2xy (y’=3—§) :Z—i:—ny

d
> 7y = —2xdx

:f‘i/—yz—zfxdx

S inlyl = 2x+¢
Sy = e 2XHC = gCe=2X = [=2X (g€ = )
Ondit que y = ke™2* est la solution générale de (P) .
Onay(0) =2 remplacant dans la solutiony. On trouvek = 2 . Alors y,, = 2e~2* est la solution
Particuliére de (P).
Remarque : Dans la suite du cours mipusintéressons au calcul de solutions (méthodes de résolution)

Et non a I’étude Jdes solitions (stabilité) ou a I’intervalle d’existence.

2. Equations différentjelles ordinaires du premier ordre

Elles sontde laforme=” f(x,y,y’) =0 ou y' =f(xy)
Il existetrois types principaux d’équations différentielles d’ordre 1
Equation différentielle a variables séparées ou séparables
Equation différentielle homogene
Equation différentielle linéaire
Et un nombre fini d’équations spéciales : Equation de Bernoulli, équation de Riccati, équation de
Lagrange, et de Clairaut....

Résolution d’équations différentielles d’ordre 1 :

1) Equations différentielles a variables séparées :  Elles sont de la forme : f(y)y’ = g(x)
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Pour la résoudre poser y' = Z—z et intégrer les deux cotés d’égalité : [ f(y)dy = [ g(x)dx

Exemples: 1) (E;): (1+x?)y’ =xy EDO avariables séparables

2Ya,! — ldy  x dy _ x _1 2
on(1+x3)y' =xy = T he fy —f1+x2dx =>ln|y|—zln(1+x)+c

= In|y| = ln|k v1+ x2| (c =In(k))
Sy =kVitaZ
Alors y = k1 + x? est lasolution générale de (E,).

2) (E;) : xy'=y+xy estune EDO a variables séparables

_ 1+x

Ona xy' =y+xy =>xy’=y(1+x):»a;—y— dx = Inly| =x + Inlx| + ¢

x
= Y= ex+ln|x|+c
= y1= kxe® "\ (k = e°).

Alors y = kxe* est la solution générale de (E,).

3) (E,): {}/’ =2xJy—1

y(1) =1

r— _ Y _ 11,2 — 1.2 2
y' =2x/y 1=>2y_1—x=> y 1—2x +c:>y—1+(2x +c)

2
Alorsy =1+ ze + c) est la solution générale de(E5) .

Onay(l)=1 = c= _71 Alors y, ‘&1 +i(x2 — 1)? est la solution particuliere de (E;).

2) Equations.différentielles homogeénes : Elles sont de la forme : y' = f G)

Pour résoudre une equation différentielle homogéne poser le changement de variable z = = ;
X

zz% S>y=xzety =z+xz.

1L y r_ 1 I 1 P . . ,
y = f(x) >z+xz' =f(z) = f(z)—ZZ = 2 Est une équation a variables séparables.

Exemples;:

1) (Ey): (x2+y?) —xyy' =0 . Divisons surx? .

2 1+
L’équation (E;) devient (1 + (%) ) — %y’ =0=>y' = ¥ = f (Z) (*)



Posons : z = % = y = xz et y' = z + xz'remplacons dans I’équation (*)

=In(x)+c = z2=mnx?>)+k (k=20

0
|
U
|

1
f(Z)—ZZ —; = ZZ

=>z=+/In(x%)+k

Ou z=dtn(k,x?) (k= ln(ky))

y=xz =y ==x.In(kx?) estlasolution générale de (E,).

2) (E) : xy’=y+xcos(¥) Divisons surx.y’ =§+ cos G) =f(i‘)-
Y _ - ' 2 _1 1\/_1
POSOHS-Z—x =y=xz,y =z+tXxz et f(2)-z . % :cos(z)z x
[ dz —fE Posons't—tan(f) z = 2arctan(t), dz = =4 dt
cos(z) Y «x T 2/ N Y
1_t2 dZ 1+t
cos(z) = fcos(z)—fl tzdt—f(l_H+T) dt = In |
= In|x| + ¢ = Inlkx| (c = In|k])
| | l|k|=>1+t—k :>t—kx_1=> =2arct (kx_l)
- nlkx e x = Tt 1 z = 2 arctan o+ 1

kx~1 o
Ety = 2x arctan (ﬁ) est la solution générale de (E,).

2y' 22xy +yi=0
3 (Es): {xy y(f)yzzy

x2y M2+ y¥ =0 >y = 2%—(%)2=f(%) Posons : z =2,y = xz

1 dz dx
y'=z+xz'=22—zz=> 7zl==> = [==
z—2z2 x z—2z2 X
1 z kx kx?
[-2 _f( )dz=ln|—|=ln|kx|=>z= Sy =
zZ—2z2 1-z 1-z kx+1 kx+1

S est la solution générale de (E3)
Y= kx+1 g 37

y(1) =2 = m =2=k=-2> Yp = 31 7 est la solution particuliére de (E3).

3) Equations différentielles linéaires : Elles sont de type : (E) : y' + a(x)y = b(x),
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a, b deux fonctions continues surl/ € R.

Pour résoudre une équation différentielle linéaire il faut passer par les deux étapes
Suivantes :

1%¢ Etape : chercher Y, la solution de 1’équation (E,) sans le second membre (b(x) = 0) .
(Bo) = ¥ +a()y=0 = > =—a(0) = yo = ke [0

2°M Etape :  Chercher Yp la solution particuliére de(E).
Utilisons la méthode de la variation de la constante. k = k(x) (Fonction)
Onay = ke~ Jawdx = 5 = k e—Jatodx _ a(x)e~ atdx
Remplacons dans (E) : k'e~Jatdx — b(x) > k= fb(x)efa(x)dxdx.
Alors: y, = ke~ Jatdx — e‘fa(x)dxfb(x)efa(x)dxdx.
La solution générale de (E) est donnée par : y; = Yo +/4/p-

Ve = k e—fa(x)dx + e—fa(x)dx f b(x)ef a(x)dxdx.

Exemples :
I 1 3
1) (B :xy' +2y= X
1x2 2 1x2

’ 1 1, 2
Xy +2y=5x3:>y + 5y =7 a(x) == ,b(x) =3

D) yo =2 (E)™y +2y=0  y,=ke [owax
[ alx)dx = f%dx = 2In(x) = In(x?) Alors: y, = x£2
Ii) y,'=? Solution particuliére de (E;)
_ 1 01 1
Yy =€ Jat)dx | b(x)el a@adx gy = ;fzx‘*dx = Ex3.

: kK o1
Conclusion:  yg =Yo + Yy = =+ Ex3



(Y +2y=e” _ o
) E): P sy =2 b =e

D) yo =7 (Ep) : y'+2y=0 Vo = k e—Ja()adx

[a(x)dx =2 [dx =2x Alors:y, = ke ?*,
ii) y, =? Solution particuliére de (E)

- _ 1
Y, =e fa(x)dxfb(x)efa(x)dxdx —e 2xfe3xdx — Eex_
. _ 1
Conclusion : yg = yo + ¥, = ke 2"+§e".
- 1_ =2 y=2p-2x 4 1,x
y(O)-l:k+3—1=>k—3.y—3e +oe”.

3) (E3):y' — % = x arctan(x) a(x) = —i , b(x) = x arctan(x)

i) ¥o=? (Eo):y' —iy =0 Yo =k e~ Ja(x)dx

[a(x)dx = — i—x = —In|x| 2 y, = k x.

i) y, =? Solution particuliére de (E3)

yp = e~Jamax [ p(x)el e qx = [arctan(x) dx  Par partie

x
1+x2

[ arctan(x) dx = xarctan(x) — [ dx = xarctan(x) — %ln(l + x?)

yp = x*arctan(x) —% x In( + x?)
Conclusion: yg= k x +%*arctan(x) —% x In(1 + x2).

4y Eguations différentielles de Bernoulli :

Ellestsont'de laforme : (E) : y' + a(x)y = b(x)y™, n > 1 (entier naturel)
1

Pour résoudre une équation de Bernoulli posons le changement de variable : z = — .
y

" 1-
A= i = z' = y—nny' Remplacons dans (E)

(E): %y' RGO b(x) = 1Tan, + a(x)z = b(x) Est une EDO linéaire.

yn-1 -

Exemples :

1) (E;) : xy' +y =y?In(x) EDO de Bernoulli avec n = 2.

o1 In(x
xy' +y=y%n(x) = %+—— =)

xy — x



. _1 r__l ! . . ' 1
Posons : z=2,2 =33y (Ey) devient : —z" + =

7z = @ EDO linéaire avec :
a) =7, bx) ==

i) zy =? solutionde z’ — iz =0, z,= ke JaWdx = | x

it) z, =7 Solution particuliere de (Ey).

In(x)
xZ

z, = e~ 1a0Iax [ p(x)el aMIax gy = —x [T dx Par partie.

jlnx(f) dx = _71 (1+In(®) = 2, = 1+ In(x)

Alors: zg = zp+ z, = kx+1In(x) +1

zZ= 1 >y = - 1 Est la solution générale de (E;)
Ty Y= z  kx+ln(x)+1 g 1/

2) (E,): x*y"+xy=y> EDO de Bernoulli avec n = 5.

1 1 -4 , . .
x2y' +xy=y° = Y 42— =— Posons; z= i zl= ;y’ I’équation devient

x2

-1 1 1 4 —4 sk
—z'+-z=— >z —-z=— Une EDO linéaire
4 X X X X

i) z,? Solution de I’équation z' — gz =0

4
z'—-z=0>= zo = kx*.

ii) z, =? Solution particuliere de'z’, + sz = ;—: . par variation de la constante k = k(x) (Fonction)

4 -4
Onaz =kx*étz = k'x*+ 4kx® Remplacons dans z’ — ~Z =—_; ontrouve:

r=i% =4 c g =2 - — et 4
k' =i f=1g Alors: z, = —et zg = 20+ 2, = kx* + —.
1 1
ZE—= 2V =1t ——.
yt 4 4
kx*+—
5x

5) Equations différentielles de Riccati :
Elles sont de la forme : (E) : y' + a(x)y? + b(x)y = c(x) Avec: a, b, et c trois fonctions

Continues sur un intervalle I € R.
Pour résoudre une équation de Riccati, il faut connaitre une solution particuliére y; , et posons

Le changement de variable : y = y, +§ :

Yy=w +§ ety =y’ — Zizz’ Remplacons dans(E), et aprés les simplifications nous

Obtiendrons une équation linéaire : z' — (2a(x)y, + b(x))z = a(x).



Remarque :

Dans la résolution de 1’équation de Riccati on peut poser deux changements de variable,
Le premier : Posons y = u +y, . L’équation (E) deviendra une équation de Bernoulli (n = 2).

u + Qa(x)y; + b(x)u+ al(x)u? =0

-\ 1 -1 ) . . , . o
Le deuxieme : Posons z = = z' = z_ZZ" L’équation de nouveau devient une équation lingdire.

z' — (2a(x)y, + b(x)) z = a(x)

Exemples :
2

2 - a2 _1 1 ] ] ]
1 E:{xy Xy =Xy Av == ne solution particuliére.
) (E) y(1) = 2 ec y; xestu e solution particuliere

x2y' ' =xy—x%y?—1 =y +y?— iy =21 Equation de Riccati

x2

Avec: a(x) =1, b(x) =_71,et ct) ==,
Pour la résoudre posons : y = i +y,,y = ;—zlz’ +'%'1 Nous obtiendrons : z’ — iz =1 (linéaire)
i) zo, =? Solutionde z' — %Z =0, 2zy=kx
ii) z, =? Solution particuliére de 2z’ — %z =1/ z, = xln|x]|

Alors : z; = zy + z, =fx'+ xln|x| solution générale de 1’équation linéaire.

1 __ £ Est la solution de I’équation (E).

kx+xinl|x|, [ x

1

1 1 __ 2+In|x|

—_— = Est la solution passant
x+xln|x| x x+xin|x|

Onay(1)=1u4= %+1=2 >k=1 Alors:y, =
Par le point (1, 2).
2) (B):y' = —2x+ (1 + %)y + %yz , et yo, = x est une solution particuliére.

2 +(1+1> +1 2 L2 (1+1) 2

== —_— ol = - - - = -
Y x X y xy y x}’ X y X
1 1
a(x)——; , b(x)——(1+;) , c(x) =—-2x

Posons : y = T4 x y' = 22+ 1 (E)devient: 2/ + (3 + l)z = =2 (linéaire)

' z ! z2 ' x x

i) z, =? Solutionde z’ + (3 + i)z =0, zy= %e‘“



ii) z, =? Solution particuliere de z" + (3 + i) zZ= _71 , Zp = %

k _ 1 . ., y s . 1 -1
Zg = Zg+ z, ==-e73¥ —— Solution générale de ’équation z' + (3 +=)z=—
G p X 3x x x

1 3
Ety= - +x = WJ‘;‘—l + x (on peut remplacer 3k par k ).
3x
T ke™3%—1 tx

3) Equations differentielles du second ordre :
Les équations différentielles d’ordre 2 prennent la forme : y"" = F(x,y,y") ouF(x,y,y' /»").= 0,
Il existe deux types principales d’équations différentielles d’ordre 2 :
Equations différentielles incompletes et Equations différentielles linéaires

1) Equations différentielles incompletes :  Généralement, il-y-a trois cas :

Premier cas : Les équations qui prennent la forme : (E) : y" = f(x)
Pour la résoudre on integre deux fois la fonction .
y"'=f(x) =2y = f(x)dx =F(x)sc\|, F primitivede f.
=y =[(F(x)+c)dx= G()+ cx + k , G primitive de F.

Exemple: (E) : y"=—

y”:L > y=mnll+x|+c =2y=(V+x)In|l +x|—x+cx+k

1+x
y=0+x)n|1+x|+Cx+k (C=c—-1)
Deuxieme cas : Les équations qui prennent la forme : (E) : y" = f(x,y")
Pour la résoudre posons le changement : y' = z
y' =z = 7 = f(x,z) EDO du premier ordre.
Exemple: (E): xy!'—9' =0 Posons: y' =z (y" =2")
xy"'—w.=0 2xz'—z=0 = Z;':% >z =kx :>y=%kx.
Troisieme’cas : Les équations qui prennent la forme : (E) : y" = f(y,y")
Psons u(y) =y’ , ufonctioneny
uy) =y =y =u'Q)y =uw’

(E) Devient : uu’ = f(y,u) EDO d’ordre 1 (Ici la variable esty )

10



_ v

Exemple : (E): y" = o

ut Ly = W EDO d’ordre 1

Posons u = u(:V) =y 2[uu = tan(y) = uu ~ sin(y)

“u' = 28 5 nlul = Infk sin(y)| = u = ksin(y)

u - sin(y)

— ! — Droi ay  _ _ dy Cp Y
u=y' =ksin(y) = fsin(y) =[kdx =>kx+C= fsm(y) (Posons : t = tan (2) )

fsi:fy) =In |tan (%)| =kx+C = tan @) = Cek (C, = e©)

y = 2 arctan(C,e**) Solution de (E).

2) Equations différentielles lineaires : Elles prennent la forme :
(E) :a(x)y" +b(x)y" + c(x)y = f(x) Aveca,b,c, et f

Des fonctions continues sur un(intervalle /'c R.
Remarque : Dans ce chapitre nous intéressons au équations coeffiieats constants (a, b, et € R)

3) Equations différentielles linéaires du second @rdreNa\coefficients constants :

Elles sont de la forme : (E) : ay” + by' +'cy = £ (%)
Avec a, b, c des réels, a # 0, et f une fonction/'continue sur un segment I € R.

i) Equation différentielle d’ordre 2’homogene i (Sans le second membre )
Elle prend la forme : (E§) : ay” + by’ +cy =0, a,b,c desréels, eta # 0.

Pour la résoudre considérons,la solution y = e™ Avec r € C.

y=e"™, y' Ere™, ety” =r?e™ Remplagons dans 1’équation(E,), on trouve :

ar? +br'4+c=0).
On appelle le palynéme (r) = ar? + br + ¢ , un polyndme caractéristique associée a I’équation (E,)

Pour trouyer la solution générale de I’équation homogene (E,) on distingue trois cas :

Premier cas : Le discriminant de P est strictement positif (A= b? — 4ac > 0).

. z —b+VA —b—VA
P admet deux racines réelles : r; = 2;/— , Ty = Zf

Et la solution générale donnée par : =C,e™* + C,e"*
Yo 1 2

Exemples :
Pry=ar?+br+c=r?>+r-2

1) (B): y'+y'—2y=0
A=9>0,T‘1=—2,T‘2=1
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Alors : y, = C;e™%* + C,e* est la solution générale de (E,).

2) (Ep): 3y"—=5y'+2y=0 P(r)=3r>—-5r+2
2

A=1>0,T‘1=§,TZ=1
2
Alors : y, = Cie3" + C,e*

Deuxiéme cas : Le discriminant de P est nul (A= b? — 4ac = 0).
P Admet une racine réelle double : r; = D

La solution générale donnée par : y, =

Exemples :
1) (E)): y"+2y"+y=0 Pr)=r?’4+2r+1=(r+1)>
Alors: y, = (Cix + Cy)e™

2) (Ep): 9y"—6y'+y=0 P(r)=9r2—6r+1 \AS0 ,,r
1
Alors : Yo = (Clx + Cz)egx

Troisiéme cas : Le discriminant de P est strictement négatif (A= b? — 4ac < 0).
P Admet deux racines complexes :ry =a+if, =1 =a—if
La solution générale donnée par, y, = (C,cos(Bx) + C,sin(Bx))e**

Exemples :
1) (Ep): y'=2y'"+2y=0 P =0r2-2r+2 &6=-1<0 (A=—4)
n=1+i, n=rn=1—-i(a=1 =1)

Alorst v, = (Cycos(x) + Csin(x))e*
2) (Eo): y" #2y=0 P(r)=712+2=(r —iv2)(r + iv2)
rn=iv2 , r,=—i2 (a=0 , ﬁ’:\/f)
Alors: y, = Clcos(\/f x) + Czsin(\/f x)

ii) Equation différenticlle d’ordre 2 avec le second membre :

(E) : ay" +by"+cy = f(x) Avec a,b,c desréelset # 0.

Pour résoudre (E) il faut suivre les deux étapes suivantes :
Premiére étape : Chercher y,Solution d’équation homogéne associée a(E) . (E,) : ay” + by’ +cy =0

Deuxieme étape : Chercher y,Solution particuliere de (E). Elle est sous la forme :
¥p = C1y1 + Gy, Avec y,; et y, Sont solutions de I’équation homogeéne (Ej).
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Déterminer C; et C, par la méthode de variation des constantes.

Intégrer C'; et C', Solution du systéme { Cava+ U2y, =0
€ I ! ’ 7 1
g 1 2 y Oy + Cay'y = L ()

a

Conclusion : y; = yo + ¥, Solution générale de (E).

Exemples :

1) (E):2y" -3y +y=e*
) yo =?  Solutionde (Ey) : 2y" =3y +y =0

P(r)=2r2=3r+1, A=1>0 , r1=1,r2=%

1
Alors : y, = C,e* + C,e?"
i) y, =?  Solution particuliere de (E). Variation des constantes. €; = C;(x) et C, = C,(x).
1
Yp = Ciyr + Gy, = Cie* + Cye?”
1
Ciy1+Cy, =0 Cie* + Cjé2" =0 (1)
1o 1o 1 = 1
C1y'1 +Gy'2 = f(x) Cle™% %Cz'ezx - %ex 2)
1 1 1
2)—(1) : C;=—e/= ,C,=—[er"dx = —2e?",
(D:C =15 = x
Alors .y =\(x =2)e”

1
Conclusion : yg'= yo + W = (x —2 + Cy)e* + C,ez". (Onpeut poser C3 = =2+ C; ).

Yo =)¥0 + ¥p = (x4 Ca)e* + Cyer*
2) (E)g y"'# y'& sin(x)
i) yo.=? ° Solutionde (Ey) : y" +y=0
Pr)=r’+1=0-D@+i) rn=i,rn=—i a=0etpf=1
Alors : y, = C; cos(x) + C,sin(x)
i) y, =?  Solution particuliere de (E). Variation des constantes. C; = C;(x) et C, = C,(x).
Vp = C1y1 + Gy, = C; cos(x) + Cpsin(x)

Ciyr + Gy, =0 s { Clcos(x) + Cysin(x) = 0 (1)
Ciy'1 +Cy'y = %f(x) —Cysin(x) + Cycos(x) = sin(x)  (2)
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(1) x sin(x) + (2) x cos(x) : C, = sin(x) cos(x) = %sin(Zx)

C, = _Tlcos(Zx) = %sin2 (x)
(1): ¢{ = —sin?(x) = %(cos(Zx) -1) > (¢, = isin(Zx) — %x
Alors : y, = %sin(x) cos?(x) — %xcos(x) +%sin3 (x)

= %sin(x) — %xcos(x).

Conclusion: y; = yo+ ¥, = (61 - %x) cos(x) + C;sin(x) (C3 = % ;- Cz).

3) (E): {4y” —4y' + y = xez"
y(0)=2, y'(0)=1

i)y, =? Solutionde (Ey) : 4y" —4y'+y =0
P(r) =4r?2 —4r +1 A= 0 7‘1=r2=r=%
1
Alors : y, = (Cix + C;)e?”
i) y, =?  Solution particuliere de (E). Variation'des constantes. C; = C;(x) et C, = C,(x).
1 a 1
yp = (Clx + Cz)ezx = Clxezx + Czezx

1 1 ' '
CixeZ" +.Cyez* = 0 Cix+(C;=0 (1)
Ona

1 1 1 1 1 1
(§x+1) Cl'efx+%C2'e5x:%erx (E’“’l) Ci+50=7x(2)

@)X2— (W ‘¢l ==x = ¢ =-x

W: C=—Cix > =222 = =52
Alors : =1 x3e%x
W T

1
Conglusion : y; = (ix3 + Cx + Cz) ez,

y(0) =2 ETP L fETT s y= (R a2)eb
Ona {y'(O):1 I (;1+%(;2:1 = €, =0 Alors : y—(ﬁx +2)ez,

Remarque :  (recherche de y, par identification)

1) Sile second membre f(x) = Q(x)e** Avec: Q unpolynbmeete R .

On distingue trois cas :
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[) Sis n’est pas racine de P(r). Alors : y,, = R(x)e*™, Rpolynéme et d°R = d°Q
ii) Sis est une racine simple de P(r). Alors : y,, = R(x)e™ avec d°R = d°Q +1

Ou ¥y, =x R(x)e™ avec d°R = d°Q
iit) Sis est une racine double de P(r). Alors : y,, = R(x)e™ avec d°R = d°Q + 2

Ou y, =x? R(x)e™ avec d°R = d°Q

2) Sile second membre f(x) = A cos(Bx) + B sin(Bx)
On distingue deux cas :

i) SiBin’est pas racine de P(r). Alors : y,, = A; cos(fx) + B;sin(Bx)
ii) Sipi est une racine de P(r). Alors : y, = x(A; cos(Bx) + B;sin(Bx)).
Exemples :
1) (E):y" =3y +2y=(2x?-3)e™™
i) yo=? Solutionde (Ey): y" —3y'+2y =0 P(r)=m*—-3r+2=0-1@-2)
Alors : y, = Cie* + C,e?*
i)y, =? Onaf(x)=Qx)e’*=2x*=8)e™* Js=—-1etdQ=2
s = —1 n’est pas racine/P . Alars:y, = R(x)e™* d°R =d°Q =2
yp = (ax*+ bx + c)e™*
yp=(—ax*+ Qa—-b)xt+b=cle ™ ety = (ax*+ (—4a+b)x +2a—2b+cle™*

¥y =3 ¥y + 2yy(= (6ax? = (10a — 6b)x + 2a — 5b + 6¢c)e™* = (2x* — 3)e™*

Olutwl]|r

6a =72
—10a + 6b=0
2a — 5b + 6c = —3

S N
Il

=> ¥ = %(9x2 + 15x — 4)e™™

|
KN

U
———

a
[l
N

Alors : y; = Cie* + C,e* + 2—17 (9x2 + 15x — 4)e™~.
2)(E) : y" + 4y = 3sin(2x)
i) yo=? Solutionde (Ey): y" +4y =0 P(r)=r?+4=(r—2i)(r+ 2i)
Alors:  y, = C; cos(2x) + C,sin(2x)
ii) y,=? Onaf(x)=Acos(fx)+ Bsin(fx) =3sin(2x) , =2
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Bi = 2i est une racine de P. Alors : y, = x(A cos(2x) + B sin(2x))
¥p = A cos(2x) + B sin(2x) + x(—=2A sin(2x) + 2Bcos(2x))
Vp = —4A sin(2x) + 4B cos(2x) + x(—4Acos(2x) — 4Bsin(2x))

—44=3 {A=

-3
y" + 4y = —4A sin(2x) + 4B cos(2x) = 3sin(2x) = { sB=0 4
- 0

oF

Alors @y, = _T3x cos(2x)
Conclusion : y; =y, +y, = (_Tsx + Cl) cos(2x) + C,sin(2x).
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