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Chapitre 1
Un peu de topologie générale

But recherché : Formaliser les concepts “intuitifs” de proximité de deux objets mathématiques
de “méme nature”, et de continuité des applications agissant sur ces objets.

1.1 Définitions

En licence, nous avons vu que l'introduction d’une norme permettait d’atteindre ce but.
Dans ce cours, nous serons parfois amenés a manipuler des objets pour lesquels l'introduction
d’une norme ne permet pas de mesurer la proximité de facon adéquate, et nous aurons besoin
de définir une notion encore plus générale.

Cela peut étre fait par le biais de la définition suivante.

Définition. Soit X un ensemble. On appelle topologie sur X la donnée d’un ensemble O
de parties de X possédant les propriétés suivantes :

(i) O contient 0 et X,
(4i) la réunion quelconque d’éléments de O est encore dans O,

(#ii) l'intersection finie d’éléments de O est encore dans O.

Les éléments de O sont appelés ouverts et les complémentaires des ouverts sont appelés
fermés. Le couple (X, Q) est appelé espace topologique.

Exemples. 1. Soit X un ensemble. Alors {f), X} est une topologie sur X, parfois appelée
topologie grossiere.
2. Si 'on prend pour O l'ensemble de toutes les parties de X, on obtient également une
topologie, appelée topologie discrete.
3. Sur R, I'ensemble des réunions arbitraires d’intervalles ouverts ]a,b[ est une topologie.
Sauf mention explicite, on munit toujours R de cette topologie.

Définition. Soit X un ensemble et O, Oy deux topologies sur X. On dit que O; est plus
fine (ou plus forte) que Oy si Oy C Os.

Ainsi, la topologie discrete est la plus fine et la topologie grossiere, la moins fine de toutes

les topologies. Dans le cas de R, la topologie “usuelle” se situe entre les deux.

La donnée d’une topologie O sur I’ensemble X permet de définir les notions de voisinage,
adhérence, intérieur, frontiere, etc.

Définition. Soit (X, O) un espace topologique.
— Soit z € X et V C X. On dit que V est un voisinage de x si V contient un ouvert
contenant z. L’ensemble des voisinages de z est noté Vx(x).

5
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6 CHAPITRE 1. UN PEU DE TOPOLOGIE GENERALE

— On dit qu’un sous-ensemble V de Vx (z) est une base de voisinages de z si tout élément
de Vx(x) contient un élément de V.

— On dit que x est un point intérieur a V si V est un voisinage de x.

— L’adhérence A d’une partie A de X est le plus petit fermé contenant A. On dit que A
est dense dans X si A = X.

— L’intérieur A d’'une partie A de X est le plus grand ouvert contenu dans A.

L’ensemble Z\A est appelé frontiére de A.

Remarque. On retiendra que ’ensemble des ouverts contenant un point z donné est une base
de voisinages de x, et qu’une partie est ouverte si et seulement si elle est voisinage de tous ses
points.

Attention : La définition de boule (vue en licence dans le cadre des espaces vectoriels normés)
n’a pas d’équivalent dans un espace topologique “général”.

Exercice : Soit (X,0) un espace topologique et A une partie de X. Montrer les propriétés
suivantes :

(i) A= A si et seulement si A est fermé.
(i) A= A si et seulement si A est ouvert.

(#ii) A est ouvert si et seulement si A est un voisinage de tous ses points.
() X\A=X\A et X\A=X\A.
(v) La frontiere de A est égale a X \ (A UX\A4).

Retenons la caractérisation suivante de ’adhérence et de la densité :

Proposition. Soit A une partie d’un espace topologique (X,QO).
(i) Un point x de X est dans A si et seulement si tout voisinage de x rencontre A.

(i) L’ensemble A est dense dans X si et seulement si A rencontre tout ouvert non vide
de X.

Preuve : Tout d’abord, si z ¢ A alors x appartient & 'ouvert X \ A qui est un voisinage de
x ne rencontrant pas A.

Réciproquement, s’il existe un ouvert 2 contenant z et disjoint de A alors X \ £ est un
fermé contenant A, donc A. En conséquence, x n’est pas dans A.

Prouvons (ii). Soit A dense, € un ouvert non vide de X et x un point de . Alors  est
voisinage de # € A donc rencontre A. Réciproquement, supposons que tout ouvert non
vide de X rencontre A. Soit z € X quelconque et V' un voisinage de z (que l'on peut
toujours supposer ouvert). Alors V rencontre A donc x € A puis A = X. [ |

La notion de “séparation des points” est fondamentale dans les espaces topologiques.

Définition. On dit qu’un espace topologique (X, Q) est séparé si pour tout couple (x,y) de
points distincts de X il existe un voisinage V' de z et un voisinage V' de y tels que VNV’ = ().

Exemples. 1. Soit X un ensemble contenant au moins deux éléments et muni de la topologie
grossiecre O = {0, X}. Alors (X, O) n’est pas séparé.

2. Un ensemble muni de la topologie discrete est toujours séparé. En effet, pour cette topo-
logie, tout singleton est voisinage du point qu’il contient.

3. L’ensemble R muni de sa topologie usuelle est séparé.

La preuve de la proposition suivante constitue un excellent exercice.
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Proposition. Soit (X,0) un espace topologique et A C X . L’ensemble O4 des parties Q2 de A
telles qu’il existe Q' € O wvérifiant Q = Q' N A est une topologie sur A. On l'appelle topologie
induite par O sur A.

Remarque. Sauf mention contraire, on munit toujours les parties d’un ensemble topologique de
la topologie induite.

Deux cas simples a retenir : si A est un ouvert de X alors tout ouvert de A est un ouvert
de X, si A est un fermé de X alors tout fermé de A est un fermé de X.

1.2 Continuité

Il est maintenant temps d’aborder la deuxiéme partie du but recherché : généraliser la notion
de continuité aux fonctions définies sur des espaces topologiques. Sans distance ou norme, il n’est
plus question de donner une définition a ’aide d’e et de 7. L’utilisation de voisinages est le bon
substitut. Commencons par définir la notion de limite.

Définition. Soit (X,0) et (X',0’) deux espaces topologiques. Soit A une partie de X,
feF(A X)), xpe Aet £ € X'. On dit que f a pour limite £ en ¢ si

v e Vx: (), 3V € Vx(x0), (.CE EANV = f(x) € V/) .

Remarque. Dans la définition ci-dessus, on peut bien str remplacer Vx:(¢) (resp. Vx(zg)) par
une base de voisinages de ¢ (resp xg).

Exercice : Montrer I'unicité de la limite dans le cas ot (X', Q') est séparé. Que peut-on dire
dans le cas général 7

On peut maintenant définir la continuité :

Définition. Sous les hypotheses précédentes, si de plus zo € A et f(xg) = ¢, on dit que f est
continue en xzy. Si f est continue en tout point de A, on dit que f est continue sur A.

Pour montrer la continuité en tout point, nul n’est besoin de recourir a la définition grace
au théoreme suivant.

Théoréme. Soit (X,0) et (X',O') deux espaces topologiques et f € F(X;X'). Les trois
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) la fonction f est continue sur X,

(i1) image réciproque par f de tout ouvert de X' pour la topologie O est un ouvert de X
pour la topologie O,

(iii) Uimage réciproque par [ de tout fermé de X' pour la topologie O est un fermé de X
pour la topologie O.

Preuve : Montrons juste ’équivalence entre les deux premieres assertions.

Soit donc f continue sur X et Q' un ouvert de X’. Considérons = € f~1(€’) et posons
' = f(x). L'ouvert Q' est voisinage de 2/. Par continuité de f en z, il existe donc un
voisinage V de z tel que f(V) C Q. Cela signifie que V C f~1(€). Donc f~1(Q') est
bien ouvert.

Réciproquement, supposons (i) vérifiée, et fixons z € X et V'’ un voisinage de f(z) (que
'on peut toujours supposer ouvert quitte & le diminuer). Alors f~1(V’) contient z et est
ouvert grace a (7). C’est donc un voisinage de x dont 'image est incluse dans V’. Cela
assure la continuité en =x. [ |
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8 CHAPITRE 1. UN PEU DE TOPOLOGIE GENERALE

Théoréme (de composition). Soit (X,0), (X', 0') et (X", 0") trois espaces topologiques.
La composée d’une fonction continue f : X — X' et d’une fonction continue f' : X' — X"
est une fonction continue f'of : X — X".

Preuve : Grace au théoréeme précédent, la démonstration est treés facile. En effet, si " est
un ouvert de X” alors, par continuité de f’, ensemble f~'(€2") est un ouvert de X',
puis, par continuité de f, I’ensemble f‘l( I 71((2” )) est un ouvert de . Il ne reste plus

qu’a remarquer que (f’ o f)~1(Q") = f_l(f/_l(Q”))- .

1.3 Topologie produit (hors-programme)

I1 arrive souvent que ’on dispose d’une famille d’espaces topologiques (X;, O;);cr et que 'on
cherche une topologie “naturelle” & mettre sur le produit cartésien J[,.; X;. En pratique, il est
souhaitable que la topologie choisie sur ’espace produit rende continues toutes les projections
canoniques p; définies par

p; { [Le/ Xi — X
(Ti)ier > xj

Pour simplifier, examinons d’abord le cas de deux espaces topologiques (X1,01) et (X2, O2).
Les deux projections canoniques associées a X1 X Xo sont

{ X1 X X2 — X1 { X1 X X2 — X2
D1 et po:
(x1,22) +—— m1 (x1,m2) +— mo.

Remarquons que pour tout A; C X7 et Ay C X5 on a
pfl(Al) =A; x X9 et p;l(Ag) = X1 X As.

Une condition nécessaire et suffisante de continuité pour p; et py est donc que pour tout ouvert
01 de X et tout ouvert Os de Xo, les rectangles O x Xo et X7 x Oy soient des ouverts pour
la topologie de X7 x Xo.

Comme une topologie doit étre stable par intersection finie et réunion quelconque, celle que
nous souhaitons construire doit en particulier contenir tous les ouverts élémentaires O x Oy
avec 01 ouvert de Xy et Oy ouvert de Xs. On en déduit la définition suivante de topologie
produit sur X7 x Xo :

Définition. La topologie produit sur X; x X5 est la topologie engendrée par les rectangles
01 x X5 et X1 X Os. C’est la plus petite topologie contenant tous les ouverts élémentaires.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la topologie produit est I’ensemble des réunions
arbitraires d’ouverts élémentaires, et que c’est la topologie la moins fine rendant continues les
projections canoniques p; et ps.

Exemple. Si l'on prend X; = X9 = R muni de la topologie usuelle, la topologie produit sur
R? = X; x Xy est 'ensemble des réunions arbitraires de rectangles ouverts.

Examinons maintenant le cas d’une famille arbitraire (X;, O;);er d’espaces topologiques. Les
considérations ci-dessus nous amenent a la définition suivante de la topologie produit.

Définition. On appelle topologie produit sur J],.; X; la plus petite topologie contenant tous
les rectangles élémentaires

HOi avec O; ouvert de X;.
i€l
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1.4. SUITES DES ESPACES TOPOLOGIQUES 9

En reprenant les considérations du cas de deux espaces topologiques, on conclut aisément au
résultat suivant.

Proposition. La topologie produit est la topologie la moins fine rendant continues toutes les
projections canoniques. C’est l’ensemble des réunions arbitraires d’ouverts élémentaires.

Terminons cette section par un résultat fort utile.
Proposition. Si tous les (X;, O;) sont séparés alors [[,c; X; muni de la topologie produit aussi.

Preuve : Soit a et b deux éléments distincts de [[;c; Xi. Alors il existe ig € I tel que
aij, # bi,. Comme X;, est séparé, il existe deux ouverts disjoints U;, et V;, de Xj,
contenant respectivement a;, et b;,. Il est alors clair que

Upx [[Xi et Vigx [[ X
i#i i#ig

sont deux ouverts disjoints de ’espace produit contenant respectivement a et b. ]

1.4 Suites des espaces topologiques

Il est souvent commode de pouvoir exprimer les notions de topologie abstraite a 'aide de
suites. Pour cela, il faut avant tout donner un sens a la notion de convergence.

Définition. Soit (X, O) un espace topologique, ¢ € X et (zp)nen une suite d’éléments de X .
On dit que la suite (x,)nen converge vers £ si pour tout voisinage V' de £ il existe N € N tel
que xz, € V pour tout n > N.

Exercice : Dans le cas d'un espace topologique séparé, montrer I'unicité de la limite d’une
suite. Que dire pour un espace topologique non séparé 7

Proposition 1. Soit F' un fermé de (X, O) et (xn)nen une suite convergente de points de F.
Alors la limite de cette suite est encore dans F. On dit que F est séquentiellement fermé.

Preuve : Supposons par Iabsurde que la suite (z,)neny admette une limite z dans le
complémentaire 2 de F. Comme {2 est un voisinage (ouvert) de z, les termes de la
suite doivent tous se trouver dans {2 a partir d’'un certain rang, ce qui est contraire aux
hypotheses. [ |

Remarque. Nous verrons plus loin que la réciproque est vraie dans un espace métrique (ou plus
généralement dans tout espace topologique admettant des bases de voisinages dénombrables en
chaque point).

On laisse au lecteur le soin d’établir le résultat suivant :

Proposition 2. Soit (X,0) et (X', 0") deuz espaces topologiques, v € X et f: X — X'
continue en x. Alors pour toute suite (Tp)nen d’éléments de X convergeant vers x, on a

li = .
S f(za) = f(@)

La propriété exhibée ci-dessus est appelée continuité séquentielle. D’apres la proposition
2, la continuité séquentielle est donc une propriété plus faible que la continuité. Il existe des
espaces topologiques pour lesquels la notion de continuité séquentielle est strictement plus faible
que celle de continuité.
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10 CHAPITRE 1. UN PEU DE TOPOLOGIE GENERALE

Exercice : Donner un exemple d’espaces topologiques (X,0) et (X', 0’) et de fonction f :
X — X' continue séquentiellement mais non continue.

Terminons ces généralités par la définition de wvaleur d’adhérence (& comparer a celle de
limite).

Définition. Soit (X, O) espace topologique et (z,)nen suite d’éléments de X . On dit que
a € X est valeur d’adhérence de (z,),en si pour tout voisinage V' de a et pour tout
N € N, il existe un n > N tel que z, € V.

Remarque. S'il existe une extraction® ¢ telle que la suite (Ty(n))nen (appelée suite extraite
ou sous-suite de (x,),cn) converge vers a alors a est valeur d’adhérence de (xy,)nen.

Exercice : Soit (x,)nen une suite de I'espace topologique (X, O) et A I'ensemble des valeurs
d’adhérence de (xy)nen. On note S, = {x, /p > n}. Montrer que

A=) S (1.1)

neN

1.5 Compacité

La notion de compacité est d’une importance fondamentale car c’est elle qui permet par
exemple de montrer que des suites admettent des sous-suites convergentes sous des hypotheses
favorables portant principalement sur ’espace topologique auquel appartient la suite. Dans cette
section, nous définissons la notion de compacité et en donnons les propriétés les plus classiques
dans le cadre des espaces topologiques généraux. Nous reverrons la notion de compacité plus
loin, dans le cadre des espaces métriques puis des espaces vectoriels normés.

Définition. Un espace topologique X est compact s’il est séparé et si tout recouvrement de
X par des ouverts admet un sous-recouvrement fini.

Une partie A d’un espace topologique quelconque X est compacte si, munie de la topologie
induite, c’est un espace topologique compact.

Remarque. On laisse au lecteur le soin de vérifier qu’un ensemble topologique séparé est compact
si et seulement si de toute famille de fermés d’intersection vide, on peut extraire une sous-famille
finie d’intersection vide.

Donnons une caractérisation des parties compactes bien plus maniable que la définition.

Proposition. Soit (X,0) un espace topologique séparé et A une partie de X. Alors A est
compacte si et seulement si de toute famille d’ouverts de X recouvrant A on peut extraire un
sous-recouvrement fing.

Preuve : Supposons d’abord A compacte et considérons un recouvrement (£2;);c; de A par
des ouverts de X. On a alors aussi

AcJ@ina).
i€l
Comme chaque Q; N A est ouvert pour la topologie induite, on peut extraire un sous-
recouvrement fini (£;, N A)1<x<, de A. On a bien sir

AC U Qlk
k=1

ce qui est la propriété souhaitée.

1. c’est-a-dire une application strictement croissante de N dans N
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Réciproquement supposons que de toute famille d’ouverts de X recouvrant A on puisse
extraire un sous-recouvrement fini. Soit (£2);c; un recouvrement de A pour la topologie
induite. Par définition de la topologie induite, pour chaque i € I, il existe un ouvert €2; de
X tel que Q = Q;NA. Extrayons de (£;);e; un sous-recouvrement fini (€2;, )1<x<n. Alors
(ng)lgkgn est un sous-recouvrement fini de A. Donc A est bien une partie compacte. ®

On retiendra donc qu’'une partie A d’un espace topologique séparé (X, Q) est compacte si et
seulement si pour toute famille (€2;);c; d’ouverts de X telle que A C |J;c; €2 on peut trouver
un nombre fini d’indices i1, 4, tels que A C Jp_; Q.

Exemples. 1. Tous les sous-ensembles finis d’un espace topologique séparé sont compacts.

2. Dans un espace topologique séparé, I’ensemble constitué par une suite convergente et sa
limite est compact.

3. L’ensemble R muni de sa topologie usuelle n’est pas compact, mais [a,b] l'est.

Théoréme. Soit (X,0) un espace topologique séparé et A une partie de X .
(i) Si A est compacte alors A est fermée.

(i) Réciproquement si A est fermée et si de plus X est compact alors A est compacte.

Preuve : Pour établir la premiere propriété, nous allons démontrer que X \ A est ouvert. Soit
donc z € X\ A. Comme z ¢ A et la topologie est séparée, pour tout a € A il existe deux
ouverts disjoints V, et W, tels que

reVy,aeW, et V,NW,=0.

La famille (W,)4ea constitue un recouvrement du compact A par des ouverts, dont un
peut extraire un sous-recouvrement fini (Wy,)i1<i<p. Il est alors clair que ﬂ?zl V,, est un
voisinage de x ne rencontrant pas A. Le point x étant arbitraire dans X \ A, on peut
conclure que X \ A est ouvert.

Pour établir la propriété (ii), considérons une famille (F;);c; de fermés de A d’intersec-
tion vide. Comme A est fermé, chaque F; est aussi un fermé du compact X. D’apres la
remarque 1.5, on en déduit que la famille de fermés considérée admet une sous-famille finie
d’intersection vide. Par conséquent, la partie A est compacte. [ |

Proposition 3. Dans un compact, toute suite a au moins une valeur d’adhérence. De plus,
si cette valeur d’adhérence est unique alors la suite converge.

La preuve de la premiere partie de la proposition repose sur le lemme suivant que nous laissons
au lecteur en guise d’exercice.

Lemme. Soit (X, O) un espace topologique compact et (F,,)nen une suite décroissante (au sens
de Uinclusion) de fermés non vides de X. Alors (), ey Fn nest pas vide.

Revenons a la preuve de la proposition. Soit X un compact et (zp)neny € X N Pour n €N,
notons S, = {x, /p > n} et A I'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite. La famille (S}, )nen
est une suite décroissante de fermés non vides du compact X donc, en vertu du lemme ci-dessus,
son intersection (qui n’est autre que A d’apres (1.1)) est non vide.

Supposons maintenant que ’ensemble S soit réduit & un point ¢ mais (par I’absurde) que
la suite ne converge pas. Il existe donc un voisinage V' de £ que l'on peut supposer ouvert, et
une sous-suite ($<p(n))neN tels que x,(,) ne soit jamais dans V. L’ensemble X \ V est un fermé
du compact X, donc est compact. On en déduit que la sous-suite considérée admet une valeur

d’adhérence dans X \ V, nécessairement distincte de ¢. Cela contredit ’hypothese faite.
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Proposition. Soit (X,0) et (X', 0') deux espaces topologiques, le premier étant compact et
le deuziéme, séparé. Alors l'image de X par toute application continue de X dans X' est
compacte.

Preuve : Soit f: X — X' continue et (£2;);c; un recouvrement de f(X) par des ouverts
de X’. On vérifie facilement que ( ffl(Qi))i ¢ ¢est un recouvrement de X. De plus, par
continuité de f, chaque ensemble f~!(Q;) est ouvert. On peut donc trouver un nombre
fini d’indices 41,---,iny tels que X C U{Ll F74Q,), dou lon tire f(X) C UkN:1 Q.
Comme X' est séparé, cela assure la compacité de f(X). ]

Remarque. En d’autres termes, dans des espaces topologiques séparés, 'image d’un compact par
une application continue, est compacte.
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Chapitre 2

Espaces métriques

Dans ce chapitre, on donne une présentation détaillée des espaces métriques. Une importance
particuliere est accordée aux notions de compacité et de complétude dans ce cadre.

2.1 Définitions

Définition. Soit X un ensemble. On dit qu’une application d : X x X — R est une distance
sur X si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) symétrie : pour tout (z,y) € X2, on a d(z,y) = d(y, ),
(ii) positivité : pour tout (x,y) € X2, on a d(x,y) > 0 et d(x,y) = 0 si et seulement si
=Y,
(iii) inégalité triangulaire : pour tout (x,y,2) € X3, on a d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).

Le couple (X, d) est alors appelé espace métrique.

De la définition d’une distance, on peut déduire la deuxiéme inégalité triangulaire valable
pour tout (z,y,2) € X3 :

|d(z,y) — d(y, 2)| < d(=,2).

Exemples. 1. La fonction d définie par d(z,y) = |z — y| pour tout (z,3) € R? est une
distance sur R. C’est la distance usuelle sur R.
2. La fonction d définie par d(z,y) = |arctanx — arctany| pour tout (z,y) € R? est aussi
une distance sur R.
3. N’importe quel ensemble non vide X peut étre muni de la distance triviale § définie
pour tout (x,y) € X2 par

1 si x ,
5($’y)_{0 si xiglj

Définition. Supposons ’ensemble X muni de deux distances d et d’. On dit que d et d' sont
équivalentes s'il existe C' € [1,400| tel que

Y(z,y) € X2, C 7 d(z,y) < d(z,y) < Cd(z,y).

Définition. On dit qu’une partie A d’un espace métrique (X, d) est bornée s’il existe x € X
et un réel positif M tels que

Va € A, d(a,z) < M.

Remarque. On établit aisément que A est une partie bornée si et seulement si la borne supérieure

§(A) de I'ensemble {d(z,y)/(z,y) € A%} est finie. On dit que §(A) est le diametre de A.

1
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Exemples. 1. Les parties bornées de R muni de la distance d définie ci-dessus sont les
parties bornées “habituelles” (par exemple [a,b], [—3,1]U]1,1000000], etc.).

2. Toutes les parties de R muni de la distance d sont bornées. En fait R Iui-méme est de
diametre .

3. Sur X muni de la distance triviale, toutes les parties ayant au moins deux éléments sont
bornées et de diametre 1. (Quant aux singletons, ils sont de diametre nul comme dans
n’importe quel espace métrique.)

Exercice : Vérifier que si X est muni de deux distances équivalentes d et d’ alors les parties
bornées de (X, d) sont les parties bornées de (X,d’). En déduire que sur R, la distance d(x,y) =
| arctan x — arctany| n’est pas équivalente a la distance usuelle.

Définition. Soit A et B deux parties non vides de l'espace métrique (X,d) et =z € X.
e Le réel positif
d(z, A) € inf d
(z,4) = inf d(z,a)
est appelé distance de = a ’ensemble A.
e Le réel positif

d(A, B) € inf {d(a,b) / (a,b) € A x B}

est appelé distance de A & B.

Proposition. Soit (X1,d1) et (Xo,d2) deux espaces métriques. Soit § la fonction définie pour
tout (x1,22) € X1 X Xo et (27, 2%) € X1 x Xo par

6((1‘1, 172), (:Ella :LJQ)) = max(dl (:1717 $/1)7 dg(ﬂj‘g, i‘é))
Alors § est une distance sur X1 X Xo appelée distance produit.

Remarque. La définition ci-dessus se généralise aisément au cas du produit d’un nombre fini
d’espaces métriques. Par ailleurs, on peut aussi définir la distance produit entre deux espaces
métriques par

§((z1,22), (27, 25)) = di (21, 7)) +da(z2, 25) ou 6((z1,22), (2], 25)) = \/d%(xl, o) +d3(z2, 7).
Ce choix n’a guere d’importance car les différentes distances obtenues sont équivalentes.

Définition. Soit (X,d) un espace métrique et Y une partie de X. La restriction de la fonction
d a l’ensemble Y x Y est une distance sur Y appelée distance induite.

2.2 Topologie des espaces métriques

Dans tout espace métrique, la distance permet de définir des boules.

Définition. Soit (X,d) un espace métrique, zp un élément de X et r un réel positif.

— L’ensemble Bx(xq,T) « {z € X, d(zg,z) <r} (noté aussi B(xg,r)) est appelé boule ou-
verte de centre zy et de rayon r.

~ L’ensemble By (zq,7) & {x € X, d(z0,7) <7} (noté aussi B(wg,r)) est appelé boule
fermée de centre x( et de rayon r.

— L’ensemble Sx(zq,r) « {z € X, d(xg,z) =r} (noté aussi S(xg,r)) est appelé spheére de
centre x( et de rayon r.

Les boules sont les pieces élémentaires permettant de définir une topologie sur les espaces
métriques :

WW. mat honec. con


www.mathonec.com

2.2. TOPOLOGIE DES ESPACES METRIQUES 15

Définition. Un sous-ensemble 2 d’'un espace métrique (X,d) est dit ouvert si pour tout
x € il existe 7 > 0 tel que Bx(z,r) C Q.

Un espace métrique est donc un espace topologique particulier. ..

Remarque. L’ensemble des boules ouvertes (ou fermées) ayant pour centre un point z donné
constitue une base de voisinages de x. En fait, chaque point possede une base dénombrable de
voisinages, par exemple la suite des boules ouvertes de centre = et de rayon 1/n.

Remarque. Nous laissons au lecteur le soin d’établir que la topologie associée a un espace
métrique n’est autre que la topologie engendrée par les boules ouvertes, c’est-a-dire la plus petite
topologie contenant toutes les boules ouvertes, ou encore ’ensemble des réunions quelconques
d’intersections finies de boules ouvertes.

Exemples. 1. Pour tout ensemble, la topologie associée a la distance triviale coincide avec
la topologie discrete.

2. La topologie sur R associée a la distance usuelle n’est autre que la topologie usuelle
introduite dans le chapitre précédent.

Remarque. Désormais, si A est une partie non vide d’un espace métrique (X,d), nous avons
donc deux fagons naturelles de munir A d’une topologie :
— on peut d’abord considérer la topologie O sur X associée a la distance d, puis munir A
de la topologie O4 induite par O,
— on peut au contraire munir A de la distance d4 induite par d, puis considérer la topologie
O’y sur A associée & da.
Heureusement, les deux topologies obtenues sont les mémes! (Le vérifier constitue un excellent
exercice).

Retenons aussi le fait suivant qui est fort utile :
Proposition 4. Deux distances équivalentes engendrent la méme topologie.

Preuve : Supposons 'ensemble X muni de deux métriques d et d’. Soit C' une constante
telle que
V(z,y) € X*, Cld(z,y) < d'(z,y) < Cd(z,y). (2.1)

Notons O et O les topologies associées. Soit 2 un ouvert pour la topologie @ et x un
point de . Nous allons montrer que £ est un voisinage de = pour la topologie O’, ce qui
assurera que O C . Comme () est voisinage de x pour la topologie O, il existe r > 0
tel que tout point y € X tel que d(z,y) < r soit dans Q. En vertu de (2.1), on en déduit
que tout point y € X tel que d'(z,y) < C~!r est dans 2. En conséquence, Q est bien un
voisinage de x pour la topologie . Le point z étant arbitraire dans €2, on peut alors
conclure que € est un ouvert de @', puis que O C O'.

L’inclusion @' C O se démontre de la méme facon. Il suffit d’échanger les roles de Q et
de V. [

Exercice : Montrer que la réciproque de la proposition ci-dessus est fausse. On pourra montrer
que les topologies associées aux distances d et d sur R définies respectivement par

d(z,y) = |z —y| et d(z,y)=|arctanz — arctany|

sont les mémes bien que ces deux distances ne soient pas équivalentes.

Nous allons voir que la présence d’une distance confere a (X,d) de nombreuses propriétés
que les espaces topologiques généraux n’ont pas.
La premiere propriété est celle de séparation :
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Proposition. Tout espace métrique est un espace topologique séparé. ‘

Preuve : Soit x et y deux points distincts de ’espace métrique (X,d). Il est clair que les
boules ouvertes de centre respectifs = et y, et de rayon d(z,y)/2 sont disjointes. Par
ailleurs, ce sont des voisinages de x et de y respectivement. [ |

Dans un espace métrique, la propriété de fermeture peut étre caractérisée a I’aide de suites (dans
un espace topologique général, seule une implication est vraie, voir proposition 1 page 9) :

Proposition. Dans un espace métriqgue un ensemble est fermé si et seulement si il est
séquentiellement fermé.

Preuve : Seule la réciproque est & justifier. Raisonnons par contraposition. Soit donc A une
partie non fermée de X, et a € A\ A. Pour tout n € N, on choisit un point z,, de
I'ensemble (non vide) A N B(a,27"). La suite obtenue est une suite de points de A qui
converge vers a. Mais a n’est pas dans A donc A n’est pas séquentiellement fermé. m

Remarque : Dans un espace métrique, ’adhérence A d’une partie A est donc I’ensemble des
limites des suites convergentes d’éléments de A.

Exercice : Soit A une partie non vide d'un espace métrique (X,d). Montrer que = € A si et
seulement si d(z, A) = 0.

Dans les espaces métriques, on dispose d’une caractérisation des valeurs d’adhérence fort
commode :

Proposition. Soit (x,)nen une suite de points de l'espace métrique (X, d). Alors a est valeur
d’adhérence de (Tn)nen si et seulement si il eviste une suite extraite (Ty(n))nen qui converge
vers a.

Preuve : Seule 'implication directe est a justifier (I'implication réciproque découle de la
définition de valeur d’adhérence et reste vraie dans n’importe quel espace topologique).
Supposons donc a valeur d’adhérence de la suite. En se limitant aux voisinages de a
constitués par la famille de boules ouvertes B(a,27%) dans la définition de la valeur
d’adhérence, on voit que

Vk € N,VN € N,3n > N,d(a,z,) < 27",

On construit alors une suite extraite qui converge vers a par récurrence : on définit ¢(0)

comme étant le plus petit indice tel que d(a,z,)) < 1, puis ¢(1) comme le plus petit

indice strictement supérieur & ¢(0) vérifiant d(a,r,)) < 1/2, etc. ]
Exemple important : Soit une suite (z,),en d’éléments de R muni de la distance usuelle.
Rappelons que, par définition,

liminfz, = lim infx, et limsupz, = lim supx,.
n—+oo p>n n——+o0o p>n

Si la suite (2, )nen est minorée, 'ensemble de ses valeurs d’adhérence (lorsqu’il n’est pas vide)
I’est aussi, et la borne inférieure de toutes les valeurs d’adhérence est finie et coincide avec
liminf z,,. On vérifie alors qu’il existe une suite extraite de (zy)nen qui converge vers lim inf z,,.

De méme, si la suite est majorée et ’ensemble des valeurs d’adhérence n’est pas vide, la
borne supérieure des valeurs d’adhérence. est finie et coincide avec lim sup x,,.

Bien siur, il y a convergence de la suite si et seulement si liminf x,, et lim sup x,, sont finies
et égales et, dans ce cas, la limite de la suite est égale a la valeur commune de liminfx, et
lim sup x,.

Rappelons finalement au lecteur que liminfx, et limsupx, gardent un sens dans R U
{—00,+00} pour n'importe quelle suite réelle. Par exemple si (z,),en n’est pas majorée, on a
lim sup z,, = +o0.
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2.3 Continuité dans les espaces métriques

Dans un espace métrique, ’ensemble des boules ouvertes centrées en un point constitue une
base de voisinages de ce point.

En conséquence, une fonction f définie sur une partie A d’un espace métrique (Xi,d;) et a
valeurs dans un espace métrique (Xso,ds2) est continue en = € A si et seulement si on a :

Ve > 0,36 >0, Vy € X1 NA, di(z,y) <0 = dao(f(2), f(y)) <e.

Remarque : Si au lieu de prendre des boules ouvertes, on prend les boules fermées centrées en
x dans la définition de la continuité, on obtient des inégalités larges au lieu d’inégalités strictes.
Cela peut toujours servir. . .

La caractérisation ci-dessus de la continuité va nous permettre d’établir la propriété impor-
tante suivante (qui, elle non plus, n’est pas vraie dans les espaces topologiques “généraux”).

Proposition. Une application entre deux espaces métriques est continue en un point si et
seulement si elle est séquentiellement continue en ce point.

Preuve : Seule la réciproque est a montrer, I'implication directe étant vraie dans n’importe
quel espace topologique (voir proposition 2 page 9). Raisonnons par contraposition. Soit
donc une fonction f définie sur une partie A d’un espace métrique (X1,d;) et a valeurs
dans un espace métrique (Xo,ds). Soit a € A. Supposons que f ne soit pas continue en a.
Alors il existe un € > 0 tel que pour tout voisinage V de a il existe un z € VN A vérifiant
da(f(x), f(a)) > €. En prenant pour V les boules ouvertes B(a,27"), on construit une
suite (2, )nen telle que

Vn €N, da(f(xn), f(a)) > e et di(xn,a) <27

En conséquence, (f(z,))nen ne converge pas vers f(a) bien que (zp)nen tende vers a. B

Nous avons vu que pour une application f : (X1,d;) — (X2,dz2) entre deux espaces métriques,
la continuité en tout point pouvait étre caractérisée de la fagon suivante :

Ve > 0,

Vz € X1, 30 > 0,

Vy € Xu, dl(x7y) <d= d2(f(l'),f(y)) <e.

On peut définir une notion plus forte de continuité appelée continuité uniforme :

Définition. On dit qu’une application f : X; — X5 entre deux espaces métriques (Xi,d;)
et (X9,d2) est uniformément continue sil'on a :

Ve > 0,/30 > 0, Vx € X1,

Vy € Xu, dl(x>y) <d= d2(f(x)vf(y)> <Eé.

Bien slir continuité uniforme entraine continuité. La réciproque est fausse en général mais vraie
dans le cas d’'un espace métrique compact (voir plus loin).

Définition. Soit k& un réel positif. Une application f entre deux espaces métriques (Xi,d;)
et (Xa,da) est dite lipschitzienne de rapport k si

V(z,y) € X1 x X1, da f(2), f(y)) < kdi(2,y).

Exemple. Dans R™ muni de la distance associée & la valeur absolue, la fonction x — 2x+3 est
lipschitzienne de rapport 2, la fonction x — /z est uniformément continue sans étre lipschit-
zienne, et la fonction = — 22 est continue sans étre ni uniformément continue ni lipschitzienne.

Exercice : Montrer que lipschitzienne entraine uniformément continue, et qu’uniformément
continue entraine continue.
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Voici un exemple particulier d’application lipschitzienne.

Définition. Soit (X1,d;) et (X2,d2) deux espaces métriques. On dit que f: X7 — X2 est une
isométrie si f est bijective et conserve la distance :

V($,y) € X127 dg(f(ﬁ),f(y)) = dl(‘r?y)'

Remarque : Les propriétés de continuité, d’uniforme continuité et lipschitziennes sont inva-
riantes par changement de distance en une distance équivalente.

2.4 Compacité dans les espaces métriques
En général, I'uniforme continuité est une notion strictement plus forte que la continuité. Le
théoreme suivant établit que dans un espace métrique compact, les deux notions se rejoignent.

Théoréme (de Heine). Soit (X,dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. Supposons (X, dx)
compact. Alors toute fonction continue de X wers Y est uniformément continue sur X.

Preuve : Fixons € > 0. Par définition de la continuité, pour chaque x € X, il existe n, > 0

tel que
€
dx(z,y) <ne = dy(f(2), f(y)) < 3
Par compacité de X, on peut trouver un nombre fini de points x1,--- ,xn tels que
N n
Xxcl||B < , ﬂ)
kL_Jl x (2

Posons 1 = minj<j<y 7z, Pour tout couple (z,y) tel que dx(z,y) < Z, on peut trouver
un indice k tel que x et y soient dans Bx(z,7s,). On a alors

dy (f(2), f(y)) < dy (f (@), f(zx)) + dy (f(zr), f(y)) <e,

d’ou 'uniforme continuité. [ ]

Dans les espaces métriques, la compacité peut se caractériser a ’'aide de suites. Ce fait fonda-
mental est 'objet du théoreme ci-dessous.

Théoréme (de Bolzano-Weierstrass). Un espace métrique (X,d) est compact si et seulement
st toute suite d’éléments de X admet une sous-suite convergente.

Preuve : D’apres la proposition 3 page 11, toute suite d'un compact admet une valeur
d’adhérence. Comme par ailleurs, dans un espace métrique, il y a équivalence entre avoir
des sous-suites convergentes et posséder des valeurs d’adhérence, 'implication directe est
établie.

Concentrons-nous maintenant sur la démonstration de I'implication réciproque. Soit donc
X un espace métrique pour lequel toute suite a une valeur d’adhérence. Soit (£2;);e; un re-
couvrement de X par des ouverts. Il s’agit d’extraire de cette famille un sous-recouvrement
fini de X.
1. On se ramene a un recouvrement par des boules ouvertes de méme rayon.
Plus précisément, on montre qu’il existe un € > 0 tel que toute boule ouverte de rayon
€ soit contenue dans un des ;.
On procede par I’absurde en supposant qu’'un tel € n’existe pas. Alors pour tout n € N,
il existe =, € X tel que B(x,,2™") soit contenue dans aucun 2;. Cette suite admet
une valeur d’adhérence z qui, fatalement, appartient a un des §2;. Notons i, l'indice
correspondant et r > 0 tel que B(z,r) C €;,. Comme z est valeur d’adhérence de la
suite, il existe n € N tel que d(z,x,) < r/2 et 27" <r/2. On a donc B(zy,27") C Q,,,
ce qui contredit la définition de x,,.
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2. On montre que 'on peut recouvrir X par un nombre fini de boules de méme rayon e.

Pour cela, on part d’un point zy quelconque. Si X C B(xg,¢), il n’y a rien a faire, la
construction est terminée. Sinon, on choisit un z; tel que x1 & B(xg,¢€). Si B(xg,e) U
B(x1,¢e) recouvre X, la construction est terminée, sinon on choisit un point x5 tel que
x9 & B(xg,e) U B(x1,¢).
Par récurrence, on construit ainsi une famille (zg, - ,x,) telle que z,, & B(zg,e)U---U
B(xp-1,¢). Le procédé de construction s’arréte nécessairement au bout d’un nombre fini
d’étapes sinon on obtiendrait une suite (zp)nen telle que d(zy,x,,) > € pour n # m.
Une telle suite ne saurait avoir de sous-suite convergente.

3. Conclusion.

D’apres la premiere étape, il existe € > 0 tel que pour chaque x € X il existe un
indice i, € I tel que B(z,e) C €;,. D’apres la deuxiéme étape, il existe une famille
finie (z1,---,zn) d’éléments de X telle que X C Uivzl B(zg,¢e). On a a fortiori X C
Ui;vzl Qizk :

|

Donnons plusieurs conséquences importantes du théoreme de Bolzano-Weierstrass.

Définition. On dit qu’une partie A d’un espace topologique séparé X est relativement com-
pacte si A est compacte.

Corollaire 1. Soit (X,d) un espace métrique. Une partie A de X est relativement compacte
si et seulement si de toute suite d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite qui converge
dans X .

Preuve : Supposons A relativement compacte. Alors toute suite d’éléments de A est aussi
une suite d’éléments du compact A. En conséquence, elle admet au moins une valeur
d’adhérence dans A, et donc une sous-suite convergente dans X.

Réciproquement, supposons que de toute suite de A on puisse extraire une sous-suite
convergente et considérons une suite (z,)npeny d’éléments de A. Il existe alors une suite
(Yn)neny d’éléments de A telle que d(zp,yn) < 27" pour tout n € N. Cette suite admet
une sous-suite convergente (Y, (n))nen et il est clair que (2,(,))nen converge vers la méme
limite. Cette limite se trouve nécessairement dans le fermé A. En conséquence A est bien
relativement compact. n

Corollaire 2. Dans un espace métrique, toute partie relativement compacte est bornée et toute
partie compacte est fermée bornée.

Preuve : Pour démontrer la premiere partie du corollaire, raisonnons par contraposition. Soit
donc A une partie non bornée de 'espace métrique (X, d). Alors on peut construire (par
récurrence) une suite (2,)nen telle que d(xp,z,) > 1 pour tout (n,m) € N? tel que
n #% m. Une telle suite ne peut avoir de sous-suite convergente.

La deuxieme partie du corollaire devient alors évidente. En effet, tout compact est relati-
vement compact (donc borné), et fermé. ]

Corollaire 3. Le produit cartésien d’un nombre fini d’espaces métriques compacts est un espace
métrique compact.

Preuve : Pour simplifier, limitons nous au produit de deux espaces métriques compacts
(X1,d1) et (Xo,d2). Soit donc (Zn,Yn)nen une suite d’éléments de X; x Xy (muni
de la métrique produit). Par compacité de Xi, la suite (z,)nen admet une sous-suite
convergente (T, (n))nen. Par compacité de Xo, la suite (y,(n))nen admet une sous-suite
convergente (Yo (yp(n)))neN- 1l est clair que la suite (Zeoy(n)s Ypoy(n))JneN €st convergente.
La réciproque du théoreme de Bolzano-Weierstrass permet alors de conclure. ]
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Remarque. En utilisant le procédé diagonal de Cantor, on peut établir que le produit d’une
famille dénombrable d’espaces métriques compacts est un espace métrique compact. Cela reste
vrai pour une famille quelconque si I'on fait appel & I’axiome du choix.

2.5 Complétude

Rappelons tout d’abord la définition de suite de Cauchy.

Définition. Soit (X,d) un espace métrique. On dit qu'une suite (,)nen de XN est une
suite de Cauchy si elle vérifie :

Ve >0,dINeN, (p> N et n>N)= d(z,,z,) <.

A titre d’exercice, nous laissons le soin au lecteur d’établir que toute suite convergente est de
Cauchy.

La réciproque est fausse, en général. En effet, considérons I’ensemble (Q muni de la distance
de la valeur absolue. Alors la suite définie par

1
14+ 2,

zo=1 et zp41 = pour n >1

est une suite de Cauchy de Q (car elle converge dans R pour la méme distance). Cependant,

sa limite %(\/5 — 1) est irrationnelle et donc cette suite ne converge pas dans Q. Cet exemple

motive la définition suivante :

Définition. L’espace métrique (X,d) est dit complet si toute suite de Cauchy d’éléments
de X converge dans X.

Une partie A d’un espace métrique est dite complete si, munie de la distance induite, c’est un
espace métrique complet.

Exemple. L’ensemble des réels muni de la distance usuelle est, par construction, complet. En
revanche, Q muni de la méme distance ne ’est pas.

Exercice : Vérifier que dans tout espace métrique une suite de Cauchy ayant une valeur
d’adhérence est convergente.

Proposition. Soit (X,d) et (X', d') deuzx espaces métriques. Supposons qu’il existe une appli-
cation bijective f : X — X' telle que f et f=1 soient uniformément continues. Alors (X, d) est
complet si et seulement si (X', d") est complet.

Preuve : Supposons (X,d) complet. Soit (z,)nen une suite de Cauchy de (X', d’). Comme
f~1 est uniformément continue, on vérifie (en revenant & la définition) que (f~1(2/,))nen
est une suite de Cauchy de (X,d). Mais comme 'espace (X, d) est complet, cette suite
converge vers un élément de = de X. Enfin, comme f est continue, on conclut alors que
(f(zpn))nen converge vers f(z).

La réciproque se traite en échangeant les roles de X (resp. f) et de X’ (resp. f71). m

Attention : Contrairement aux propriétés topologiques vues jusqu’a présent, la complétude

n’est pas préservée par homéomorphisme .

Proposition. Toute partie compléte est fermée.

1. Rappelons qu'un homéomorphisme est une application bijective continue et d’application réciproque
continue entre deux espaces topologiques.
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Preuve : Soit A une partie complete de 'espace métrique (X,d). Si (zn)nen est une suite
convergente d’éléments de A alors c’est une suite de Cauchy. Comme A est complete, la
limite de cette suite est dans A. En conséquence A est fermée. [ |

Proposition. Toute partie fermée d’un espace métrique complet est complete.

Preuve : Soit A une partie fermée d’un espace métrique complet (X,d) et (z,,)nen une suite
de Cauchy de A. Alors (xy,)nen est aussi une suite de Cauchy de X donc converge dans
X. Comme A est fermé, la limite de cette suite est dans A. [ |

Nous laissons au lecteur le soin de montrer le résultat suivant :

Proposition. Le produit cartésien d’un nombre fini d’espaces métriques complets est un espace
métrique complet.

La proposition suivante permet de comparer les notions de complétude et de compacité.

Proposition. Soit (X,d) un espace métrique. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) (X,d) est compact,

(i) (X,d) est complet et, pour tout € > 0, X peut étre recouvert par un nombre fini de boules
de rayon €.

Preuve : (i) = (ii) : soit (zp)nen une suite de Cauchy de X. Comme (X, d) est un espace
métrique compact, la suite (x,)peny @ une valeur d’adhérence. Mais comme elle est de
Cauchy, elle converge. En conséquence (X, d) est complet. Par ailleurs, la compacité assure
aussi que X peut étre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de n’importe quel
rayon donné.

(11) = (i) : Supposons que (X,d) soit complet et que, pour tout € > 0, X puisse étre
recouvert par un nombre fini de boules ouvertes de rayon ¢.

Soit (zp)nen une suite de X N1 s’agit de montrer que cette suite admet une sous-suite
convergente. En fait, on va plutot établir qu'’il existe une sous-suite () )nen de (Tn)nen,
et une suite (y,)neny de XV telles que pour tout n € N et p € N on ait Tp(ntp) €
B(yn,27"). Cela assurera que (Zy(,))nen est de Cauchy et donc converge puisque (X, d)
est complet.

Afin de construire les (y,)nen et les extractions successives, on commence par remarquer
que comme X est recouvert par un nombre fini de boules de rayon 1, il existe yo € X
tel que B(yo,1) contienne une infinité de termes de (z,)nen. Cela permet de définir une
suite extraite (zy,(n))nen € B(yo, )N, De méme, X peut-étre recouvert par un nombre
fini de boules de rayon 1/2 donc il existe y; € X tel que la boule B(y;,1/2) contienne
une infinité de termes de (mwo(n))neN' Cela assure l'existence d’'une deuxieme extraction
@1 telle que B(y1,1/2) contienne tous les termes de la suite (zy)(4,(n)))nen. Par une
récurrence élémentaire, on obtient ainsi une suite (y,),en de points de X et des extractions

0o, 5Pk, - - telles que B(yk,Q_k) contienne tous les termes de (x@oo---owk(n))nEN‘ On
conclut & laide du procédé diagonal qui consiste & poser 1(n) = ¢go---opy(n). La suite
extraite ainsi construite vérifie la propriété souhaitée. ]

Corollaire 1. Soit (X,d) un espace métrique complet et A une partie de X. Il y a équivalence
entre les deuxr énoncés suivants :

(i) la partie A est relativement compacte,

(ii) pour tout € > 0, la partie A peut étre recouverte par un nombre fini de boules centrées en
des points de A.

WW. mat honec. con


www.mathonec.com

22 CHAPITRE 2. ESPACES METRIQUES

Preuve : (i) = (ii) : Il suffit de remarquer que

AcC U B(xz,e).

T€EA

Comme A est compact, on peut extraire du recouvrement ci-dessus un sous-recouvrement
fini de A donc (a fortiori) de A.

(ii) = (i) : on remarque que la complétude de (X, d) assure que (A,d) est complet. Il est
clair que si pour tout € > 0, la partie A peut étre recouverte par un nombre fini de boules
centrées en des points de A, il en est de méme pour A. En effet

AC OB(I‘Z,;) — AC LnJB(CCZ,E)
i=1 =1

La proposition précédente permet de conclure que (4,d) est compact. [

Corollaire 2. Les compacts de R sont les ensembles fermés bornés.

Preuve : On sait déja que dans un espace métrique, les compacts sont fermés bornés.
Réciproquement, sachant que R est complet et que toute partie bornée de R peut étre re-
couverte par un nombre fini de boules de rayon ¢ arbitrairement fixé, le corollaire précédent
assure que toute partie bornée de R est relativement compacte. ]

Attention : Il existe des espaces métriques complets qui ne sont pas compacts : R par exemple.
Dans un espace complet, on dispose du résultat de prolongement suivant :

Théoréme. Soit (X,dx) et (Y,dy) deuzx espaces métriques. Supposons (Y,dy) complet. Soit
A une partie dense de X et f: A—Y uniformément continue.

Alors il existe une unique application f: X — Y continue sur X qui prolonge® f sur X.
De plus ce prolongement est uniformément continu sur X.

Preuve : Démontrons d’abord l'unicité. Soit f; et fo deux prolongements continus de f,
et € X arbitraire. Fixons (xy,)nen € AN convergeant vers x. Comme chaque x, est
dans A, on a fi(x,) = fa(zy). En passant a la limite, on conclut que fi(x) = fa(z).
Passons maintenant & 1’existence du prolongement. Soit 2 € X arbitraire et (z,,)pen € AN
convergeant vers x. La suite (x,)nen est donc de Cauchy dans (X,dx). En utilisant
P'uniforme continuité de f, on vérifie aisément que (f(zy))nen est de Cauchy dans 1’espace
métrique complet (Y, dy) donc converge vers une certaine limite ¢. On laisse au lecteur le
soin de vérifier que la valeur de ¢ ne dépend pas du choix de la suite (z,)nen convergeant

vers x. On pose alors f(z) = £.
En passant a la limite dans la définition de l'uniforme continuité de f, on conclut a
l'uniforme continuité de f (en fait, & e fixé, tout n convenant a f convient aussi & f). m

Définition. Soit (X, d) un espace métrique. On dit d’une application f de X dans X qu’elle
est contractante s'il existe k € [0, 1] tel que

V(w,y) € X, d(f(2), f(y)) < kd(z,y).

Théoréme (du point fixe). Soit (X,d) un espace métrique complet et f une application
contractante de X dans X. Alors f admet un unique point fixe®.

a. On appelle point fixe de f tout élément z de X tel que f(z) = z.

2. c’est-a-dire f(z) = f(x) pour tout = € A.
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Preuve : La preuve est au moins aussi intéressante que 1’énoncé du théoreme. Fixons un réel
k € [0,1] tel que

d(f(x), f(y)) < kd(x,y) pour tout (z,y) € X2 (2.2)

L’unicité du point fixe est évidente. En effet si f(z) = x et f(y) = y alors (2.2) assure
que d(z,y) < kd(z,y), d’ou (1 — k)d(z,y) <0 puis d(z,y) = 0.

Pour montrer 'existence du point fixe, partons de x¢o € X quelconque et définissons la
suite (x,)nen par la relation de récurrence x,4+1 = f(z,). En exploitant (2.2), on voit que

Vn € N7 d(xn—i-l,xn) < knd(xlax(])

puis que
n
V(n,p) € N27 d(xn-i-p?xn) S 1— kd(a"lux[))'
En conséquence, la suite (zy)nen est de Cauchy. Comme (X, d) est complet, elle converge
vers un point = de X qui, clairement, vérifie f(z) = =. [ |
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Chapitre 3

Espaces vectoriels normés

3.1 Définitions

Définition. Soit F un espace vectoriel sur K = R ou C. Une fonction || - | : B — RT est
appelée norme sur E si elle vérifie les conditions suivantes :

(i) |lz] =0 <= = =0,
(#) VA €K, Vo e B, ||Az] = [Alll=],
(i) V(w,y) € B2, |lz +y| < ll=] + [ly-

Le couple (E,| - ||) est alors appelé espace vectoriel normé.

Remarque. Sur E x E, on définit la fonction d par :
V(z,y) € E%, d(z,y) = |z - yl|.

On vérifie aisément que d est une distance sur £. On I'appelle distance associée a la norme.
En plus des trois propriétés définissant les distances, la fonction d est invariante par translation :

V(z,y,2) € X3, d(z + 2,y + 2) = d(z,9)
et homogene de degré un :
V(z,y,\) € X x X x K, d(A\z, \y) = |\|d(z,y).
La deuxiéme inégalité triangulaire pour d peut s’écrire en termes de norme :
V(z,y) € B2, Jllzll = Iyl < Iz —yll.

Dans tout ce qui suit, on munit ’e.v.n. E de la topologie associée a la distance d. Notons que
les boules et les spheres peuvent se définir en termes de norme :
— la boule ouverte Bg(xg,r) de centre xy et de rayon r est égale & {z € E | ||z —xql| < r},
~ la boule fermée Bp(xo,r) de centre z( et de rayon r est égale & {z € E | ||z —zo| <7},
— la sphére Sg(zo,r) de centre zp et de rayon r est égale & {z € FE | ||z — xo|| = 7}.

Exercice : Soit E un evan, r > 0 et zyp € E. Montrer que 'adhérence de Bpg(zo,r) est
égale & Bp(wg,r) et que lintérieur de Bg(xo,7) vaut Bg(zo,r). En déduire que la frontiere
de Bg(xo,7) est la sphere Sg(zo,r). Que reste-t-il de ces résultats dans un espace métrique
“quelconque” ?

2
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Exemple 1. Soit £ = R"™. 1l est facile d’établir que la fonction = — ||z||cc = supl_, |z;| est
une norme sur R™.
Fixons maintenant un réel p > 1. Pour x € R™, on pose

n 1
P
Jell, = (X lai) "
i=1
Alors || - ||, est une norme sur R™. L’inégalité triangulaire
1z +yllp < llzllp + [lyll

qui n’est pas triviale si p > 1 est appelée inégalité de Minkowski.

L’inégalité de Minkowski se montre a l'aide de I'inégalité de Holder valable sur R™ ou C" :

n
E LiYi
i=1

ou 1 <p< +oo et g est ’exposant conjugué de p défini par la relation 1/p+1/¢ =1 (avec
la convention 1/00 = 0).

Le cas p = ¢ = 2 n’est autre que l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Le cas général repose
sur I'inégalité de Young! :

< llzllpllyllq

a?  be
V(a,b) e RT x RT, ab < — + —-
p q
En effet, si 'on écarte les cas triviaux ott « ou y est nul, on peut diviser par ||z||,|ly|l; et I'on a,
d’apres 'inégalité de Young :

] 7 I 71 O O 71

Vie {1, ,nl, <= “ 1l
Izl llyll, ~ 2 llzllp  allyllg

Une simple sommation sur ¢ donne l'inégalité de Holder.
Revenons a la preuve de l'inégalité de Minkowski. En appliquant deux fois 'inégalité de
Holder, on obtient :

IN

n
=+ yllp = Z | + yil lws + w7

n n
Z |zl + wil P+ Z il |l2s + yiP1,
i=1 i=1 i=1

p—1

n p=1 n p=1
P P
uxnp(Z |xz-+yz-rp) ; ||y|p(2 |a:z-+yi|p) |
=1 =1

- -1
= (lzllp + llyllp)llz + ylp~-

IN

Exemple 2. Pour tout p € [1,400], on peut munir 'ensemble ¢P(K) des suites de K de
puissance p-ieme sommable d’une structure d’espace vectoriel normé en posant :

+o00 N
laler = (Z |a:n\p> .
n=0

L’inégalité triangulaire se démontre comme dans l’exemple précédent en faisant tendre n vers
Pinfini.
L’ensemble ¢>°(K) des suites bornées de K peut étre muni de la norme ||z|gc = sup,,en |Zn].

1. qui se démontre dans le cas a > 0 et b > 0 en utilisant la concavité de la fonction logarithme.
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Exemple 3. L’ensemble C([0,1];R) peut étre muni d’une norme en posant

£l = sup |£(2)].
t€[0,1]

La norme ||| « ainsi définie est appelée norme uniforme.
D’autres choix sont possibles. Par exemple

) 1 , 1 ) 1 %
£l < /0 F@)2de,  ||f] L /O |f(t)|dt ou méme \fumd—ef( /0 If(t)!”dt>

avec p € [1,+oo.

Exemple 4. L’ensemble M,,(R) des matrices carrées de taille n a coefficients réels peut étre
muni des normes

n n 1
p
_ g _ P
| A]|co = 1;1112%(”](1,]] ou |All,= ( g g ;] > avec p € [1,+o0].

i=1 j=1
Définition. Soit £ un e.v. muni de deux normes || -||; et || - 2.
On dit que |[| - [|2 est plus forte que || - [[1 s'il existe une constante ¢ > 0 telle que

Ve € B, |zl < cfla.

On dit que || - ||1 et || - ||2 sont équivalentes s’il existe ¢ > 0 telle que

Vo € B, ¢ lzllz < ||zl < cllafl2-

Il est clair que les distances associées a deux normes équivalentes, sont équivalentes. En con-
séquence, d’apres la proposition 4 page 15, on a :

Proposition. Les topologies engendrées par deur normes équivalentes sont les mémes.

A titre d’exercice, le lecteur pourra vérifier la proposition suivante :

Proposition. Soit || - |1 et || - |2 deux normes sur E.
Alors || - ||2 est plus forte que || - ||1. si et seulement si tout ouvert de E pour la topologie
associée a || - |1 est ouvert pour la topologie de || - |2 .

On retiendra que plus la norme est forte plus la topologie associée est fine (c’est-a-dire plus
elle a d’ouverts).

Exemple 1. Dans M, (R), les normes |- ||; et || - ||oo sont équivalentes.
Exemple 2. Dans C([0,1];R), la norme || ||« est (strictement) plus forte que ||| ;1.
Remarque : Si (E,| - ||g) et (F,] -||F) sont deux espaces vectoriels normés, on peut munir

E x F d’une norme produit en posant pour tout (u,v) € E x F,

1w o)l = llulle + ol 1w o)z = y/llulf + [lIE 0w [[(w,v)]le = max(|ulle, [[v] ).

Les trois normes ci-dessus sont équivalentes. Les topologies associées sont donc les mémes.
Nous laissons au lecteur le soin de définir une norme pour le produit d’un nombre fini d’e.v.n.

WW. mat honec. con


www.mathonec.com

28 CHAPITRE 3. ESPACES VECTORIELS NORMES

3.2 Applications linéaires

Notation. Soit E et F' deux espaces vectoriels normés sur le méme corps K. On note L(E; F)
I’ensemble des applications linéaires de F dans F'.

L’équivalence entre les deux premieres assertions de la proposition suivante sera fondamentale
pour la suite du cours.

Proposition 5. Soit u € L(E; F). Les cing propriétés suivantes sont équivalentes.
(i) 3M >0,V € B, |[u(@)]r < Mjz|s,
(i) w est continue sur E,

(iii) w est continue en 0,

(iv) u est bornée sur la boule unité fermée,

(v) u est bornée sur la sphére unité.

Preuve : 1l suffit de prouver (i) = (i7) = (i17) = (iv) = (v) = (i).
(1) = (i1) Par linéarité de u, on a u(y) — u(z) = u(y — x). Donc,

V(w,y) € B, Ju(y) —u(@)|r < My —z|&.

Donc w est lipschitzienne donc continue.

(13) = (419) Trivial.

(7i1) = (iv) De la continuité en 0 de u, on déduit I’existence d’un n > 0 tel que ||u(x)||p <
1 dés que * € Bg(0,n). Or x € Bg(0,n) si et seulement si n~tzx € Bg(0,1). Par
linéarité de wu, on conclut que ||u(x)||r < 77! pour tout x € Bg(0,1). Donc u est
bornée sur la boule unité.

(itv) = (v) Trivial.

(v) = (i) Notons M une borne de u restreinte & la sphere unité. Si = # 0, le point
z/||z||g appartient & la sphere unité. En utilisant la linéarité de u et le fait que u est
bornée par M sur la sphere unité, on obtient donc

@)l = lelle o 5)]| < Mlele

Exercice : A l'aide de la proposition ci-dessus, démontrer que ’application

ExE — E
(z,y) — 24y

est continue.

Définition. Soit L(FE, F) 'ensemble des applications linéaires continues de F dans F'. Pour
f € L(E,F), onnote ||f|lzz r) la plus petite constante M telle que

Vo € B, ||f(@)|r < M|z

On a donc
Vo € B, | f(@)|lr < fllc:r e

Le lecteur vérifiera facilement que ’on a aussi

€T
Wlewm = sp e g @), (3.1)
sep\{o} 1ZllE (ZEE
|| =
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Proposition. Lespace (L(E,F);||-|lzg,r) est un espace vectoriel normé.

Preuve : Vérifions rapidement que |[|-||z(g;r) est une norme. La proposition 5 assure que pour
tout f € L(E,F), la quantité | f|z(g.r) est finie (et positive). Il est de plus immédiat
que Ml zery = M fllzer) pour tout A € K et que ||f||z(gr) = 0 si et seulement si
f=0.

Si f et g sont deux éléments de L(FE, F'), on a pour tout x € F,

I(F + 9 @)llr = 1/ (@) +9@)llr < If@)r + lg@)llr < (1fller) + 19lle@m) 2] e

Donc f + g est linéaire continue et vérifie ||f + gHE(E;F) < Hch(E;F) i HgHE(E;F)- Donc
| lz(z;F) est bien une norme. =

Attention : La définition de L£(E;F') dépend du choix des normes sur E et F'.

Pour illustrer ce fait, prenons E = C([0,1];R) et F' = R. On munit F' de la norme donnée
par la valeur absolue. Considérons la forme linéaire L définie sur E par L(f) = f(0).

Il est immédiat que L est continue si 'on munit £ de la norme ||| ;o . En revanche, L n’est
pas continue si 'on munit E de la norme ||-||;1. Pour s’en persuader, on pourra considérer la
suite de fonctions (f,)nen définie par

2 : 1
_fn—=nfr si xe€l0,.],
fn(2) _{ 0 siwell ).
Remarque. Cependant, changer la norme sur F et la norme sur F en des normes équivalentes
ne modifie pas L(E; F), et change || - [|z(g,r) en une norme équivalente.

Proposition. Soit E, F et G trois ev.n, f € L(E;F) et g € L(F;G). Alors go f € L(E;Q)
et l'on a linégalité suivante :

lgo fllecea) < fllerm) 9l zria)-

Preuve : Tout d’abord, le théoreme de composition des applications continues assure que go f
est continue. La linéarité de g o f est évidente. Soit x € E. Par définition de ||g/|z(rq)
on a

lgo f@)le < lglleralf(@)lle,
puis par définition de || f||z(z;F),

lg o f@)le < gl fllem e

En conséquence, on a bien [lgo fllezc) < | lleqem 9o .

Remarque. La proposition ci-dessus assure que I'ensemble L£(E) des applications linéaires conti-
nues de F dans E est tel que :

V(f,9) € LIE), lgo flleie < Nflleeellglleim)-

On vérifie aisément que |Idg| ) = 1.
Ces deux propri¢tés supplémentaires conferent a Uevn. (L(E);| - |lzr)) une structure
d’algébre normée. On dit que || - |[(z) est une norme d’algébre.

Pour les applications multilinéaires, on peut établir une caractérisation de la continuité similaire
a celle que 'on a pour les applications linéaires :

Proposition. Soit Ey, ---, Ey et F des espaces vectoriels sur K, munis de normes || - | g,,
o e et |- |le. Soit w une application k-linéaire de Ey X --- x Ey dans F'.
Les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :
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(i) u est continue,

(ii) u est continue en (0,---,0),
(iii) u est bornée sur B, (0,1) x --- x Bg, (0,1),
(v) il existe M € RT tel que

V(@1 k) € By X - X By, Ju(@y, - aw) |l < Mg, - ok 2, (3-2)

Preuve : Pour simplifier la présentation, on suppose que k = 2 et 'on munit E; x Ey de la
norme produit

H(ZE13$2)HE1><E2 = maX(HfUlHEp Hm2||E2)

11 suffit de prouver (i) = (i) = (ii1) = (iv) = (3).

(i) = (ii) Evident.

(13) = (i17) De la continuité en (0,0), on déduit I'existence d'un 1 > 0 tel que ||z1||z, <7
et ||z2||g, < n entraine ||u(z1,x2)||r < 1. On en déduit que

(@1, 22) | By x iy < 1= [lu(@1, @2)||r < 02

(iii) = (iv) Soit M une borne de u sur Bg,(0,1) x Bg,(0,1). Soit (x1,22) € Ey X Ey
tel que z1 # 0 et 22 # 0. On a alors (| L‘E) € Bg,(0,1) x Bg,(0,1) donc
2

)
w1l w2

(ol Toal)
u b
|21l " |22l £,

(1v) = (1) Soit (x1,x2) et (y1,y2) deux éléments de E; x Eo. Par bilinéarité de u, on a

< M||z1|| gy |2l 2, -
F

u(z1, 22)|| By By = |71 By | 22] 25

w(yr, y2) — u(zr, z2) = u(yr — 21, y2) + u(x1, y2 — z2),

donc

lu(yr,y2) = u(@r, 22)|r < M(llyr — 21l ly2]l 2 + 2112 Y2 — 2]l 25)-

Cela assure visiblement la continuité en (x1,y1).
|

KxFEF — FE

Exercice : A l'aide de la proposition ci-dessus, montrer que I’application { (ha) > Az

est continue.

Notations : On note £F (E1 X -+ x Ey; F) T'ensemble des applications k-linéaires continues
de Fq X -+ X By vers F.
Pour u € LF(E; x --- x Ey; F), on note | - | £k (B - x B, F) 1a borne inférieure de toutes les

constantes M vérifiant (3.2). On peut vérifier que c’est une norme sur £F(E; x --- x Ey; F).

3.3 Sous-espaces vectoriels

Proposition. Soit (E,| - ||g) un e.v.n. et F' un s.e.v. de E. Alors l'adhérence de F dans E
est un s.e.v. de E.

Preuve : C’est immédiat en utilisant la caractérisation de ’adhérence par les suites. [ |

Voici un résultat fort utile de prolongement des applications linéaires continues :
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Théoréme. Soit (E,| - ||g) un ev.n, (G| -||g) un e.v.n. complet et F' un s.e.v. dense de E.
Soit L € L(F; Q). N
Il existe une unique application L € L(E;G) qui prolonge L sur E. De plus, on a

I Ll z(e:) = I Ll 25 -

Preuve : Sachant que toute application linéaire continue est en fait lipschitzienne et donc
uniformément continue, la proposition de la page 22 assure l'existence et 1'unicité d’un
prolongement continu L défini sur E. Vérifions la linéarité de L. Soit donc (A, p) € K%
(z,y) € E?, (2n)neny € FY une suite tendant vers = et (yn)nen € FN une suite tendant
vers y. En passant a la limite dans 'égalité L(Ax,+ puyn) = AL(zy)+p1L(y,), on en déduit
que L(Az + py) = AL(z) + pL(y).

Enfin, sachant que

T _E plirel L(x G
HLHL(E»G) = Sup M et HLH[:(F,G) = sup M

cerr{0y |1ZllE ser\(oy lzllE
et que L(z) = L(x) pour z € F, il est clair que ”EHE(E;G) > || L]l z(ryq)- Mais si @ € E et
()neny € FN tend vers z alors on a

¥n €N, | L@n)llc < ILlcrellzalle.

donc B
IL@)le < Ll llzl e
Cela assure que | Ll zmc) < [ Lllera)- L]
Théoréme. Soit f une forme linéaire sur (E.| - ||g). Alors f est continue si et seulement si

ker f est fermé.

Preuve : Si f est continue alors I’ensemble ker f est fermé car image réciproque du fermé
{0} de K. Cela établit I'implication directe.
Pour établir la réciproque, supposons que f ne soit pas continue. Alors il existe une suite
(xn)nen tendant vers O et telle que f(x,) =1 pour tout n € N.
En effet, d’apres la proposition 5, la forme linéaire f n’est pas continue en 0. Donc il
existe € > 0 et une suite (yn)nen tendant vers 0 telle que |f(yn)| > € pour tout n € N.
La suite (zp)nen définie par z, = y,/f(yn) vérifie les propriétés souhaitées.
Soit maintenant z € E n’appartenant pas a ker f (c’est possible car f n’est pas nulle car
non continue). On constate que la suite de terme général z — f(z)z,, est dans (ker f)N
converge vers z. [

De la démonstration ci-dessus découle en fait un résultat bien plus précis, a savoir :

Corollaire. Une forme linéaire non nulle sur un e.v.n. E n’est pas continue si et seulement si
son noyau est dense dans E.

Théoréme (de Riesz). Soit (E,| - ||g) un ev.n. et M un s.e.v. fermé de E distinct de E.
Alors pour tout € > 0, il existe x. € E tel que

leclp=1 et inf a.—ml>1-c.

Preuve : Soit y € E'\ M. Posons « « d(y, M). Comme M est fermé et y ¢ M, on a a > 0.
Pour ¢ €]0, 1] fixé, on choisit alors m. € M tel que ||y — m.||p < a/(1—¢).
Un calcul facile montre que le point x. YT Mme
ly —melle
Remarque : Dans un espace euclidien, en faisant appel a 'orthogonalité, on peut facilement
construire un x € E correspondant a ¢ = 0. Mais pour un e.v.n. “général”, on ne peut pas faire
mieux que le théoreme de Riesz.

répond a la question. [ |
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3.4 Espaces de Banach

’Déﬁnition. Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach. ‘

Exemples. 1) Nous verrons dans le chapitre 5 que 1’espace vectoriel normé C([0, 1]; R) muni de
la norme || - || o est complet.

2) En revanche I'espace C([0,1]; R) muni de la norme || -||;1 n’est pas complet. Pour le voir, on
peut par exemple considérer la suite (f,)n>2 définie par

1 si tel0,1/2],
fa@®) =14 nE+i—t) si teli i+d]
0 si te[3+2,1].
Elle est de Cauchy au sens de la norme || -||;; mais ne converge pas dans C([0,1];R).

3) Nous verrons dans la section suivante que tous les e.v.n. de dimension finie sont complets.

Rappelons qu’une série Y | u, d’éléments de E est dite absolument convergente si Y ||uy||
converge.

Proposition. Dans un espace de Banach, toute série absolument convergente est convergente.

Preuve : En vertu de la propriété de complétude, il suffit d’établir que la suite de terme
général >}, uy est de Cauchy. Cela découle du fait que pour tout m > n, on a

m n m
D w = k| < Dl
k=0 k=0 k=n+1
et que Y ||lug|| converge. ]

Exercice : Montrer que, réciproquement, si F est un e.v.n. dans lequel toute série absolument
convergente, est convergente, alors E est complet.

Donnons un résultat de complétude fort utile :

Proposition. Soit (E,| -||g) un e.v.n. et (F,| | ) un Banach. Alors (L(E;F);| - |lz(gm)
est un Banach.

Preuve : Nous donnons juste la structure de la preuve et laissons au lecteur le plaisir d’écrire
les détails. Soit donc (Ly)nen une suite de Cauchy d’éléments de L(F; F). 1l s’agit de
montrer la convergence vers un élément L de L(E; F').

1. Convergence simple : On montre que pour tout z € F la suite (L, (z))nen est une
suite de Cauchy d’éléments de F. Comme F' est complet, elle converge vers un élément
L(x) de F.

2. Etude de la limite : On vérifie d’abord que L € L(FE; F) puis que L est continue.

3. Convergence en norme : On vérifie que (Lj,)nen converge vers L dans L(E; F).

|

Corollaire. Soit E un e.v.n. (quelconque). L’ensemble des formes linéaires continues sur E
est un espace de Banach.

Notation. L’ensemble des formes linéaires continues sur E est appelé dual topologique de F,
et noté E’. La norme ||f||g d’un élément de E’ est donc définie par
|/ ()]
[l e = sup :
[E41¥5

z#0
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3.5 Le cas de la dimension finie

Le résultat suivant est fondamental :

Théoréme. Dans un e.v. de dimension finie, les compacts sont les fermés bornés et toutes les
normes sont équivalentes.

Preuve : Nous avons déja vu qu'un compact est fermé borné. Il suffit donc d’établir qu’en
dimension finie tout fermé borné est compact et que toutes les normes sont équivalentes.
Soit donc E un e.v. de dimension finie p et (e1,--- ,e,) une base de E. Dans tout ce qui

suit, on note
p

|| = lrg%xpmz-] pour z = z;:riei.
1=

Premiére étape : On montre que dans (E, | - [|¥) les fermés bornés sont compacts.
Soit donc A une partie fermée bornée de E au sens de la norme || - [|¥. Supposons
pour simplifier que K =R ('adaptation au cas K = C est laissée au lecteur). Soit

o (RZ, [ floo) — (B, |- 1)
(21, ,@p) —> > 0| Tie;.
Alors ¢ est un isomorphisme isométrique entre (R?, |- ||o) et (E, || - ||¥). En parti-
culier, ¢! est continue, donc p~(A) est un fermé borné de (RP, ||-||o0). Soit M >0
tel que ¢~ 1(A) C [-M, M]P. L’ensemble [—M, M|P est compact car produit cartésien
de compacts. Comme ¢~ 1(A) est fermé, on conclut que ¢ !(A) est compact, puis
que A = (¢ 1(A)) est également compact.

Deuxiéme étape : Equivalence des normes.

Soit maintenant [ - ||z une norme quelconque sur E. Définissons :
o { BIIE 2 @)
Pour (x,y) € E?, on a (avec des notations évidentes) grace & la deuxiéme inégalité
triangulaire,
W(y) —¥(z) < lly—=le,
< HZfﬂ(yi —@iei||
< (S0 leills)lly = =15

En conséquence, 'application ¥ est continue sur E. Notons au passage que le calcul

précédent montre que la norme || - ||% est plus forte que || - || (prendre y =0 pour
le voir).
Sachant que d’apres la premiere étape la sphere unité de £ pour la norme || - ||% est

compacte, on en déduit que V¥ restreinte a S est bornée et atteint ses bornes. Cela
signifie en particulier qu’il existe un xg tel que

lzol|z =1 et ||z||g > ||xol|lp pour tout =z € E tel que |z||% = 1.
Par homogénéité, on conclut que
Vo € B, ||zllg > ||lzollell=| -

Enfin, il est clair que z¢ ne peut pas étre nul. Donc ||zg||g > 0. En conséquence, la
norme | - ||g est plus forte que | - ||co-

Finalement, les deux normes sont donc équivalentes.
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Troisiéeme étape : Fin de la preuve de la compacité.
Sachant que toute norme de E est équivalente a || - ||3, la premiere étape permet
maintenant conclure que tout fermé borné de E est compact.
|

Corollaire. Tous les e.v.n. de dimension finie sont complets.

Preuwve : Soit F un e.v.n. de dimension finie. Comme toutes les normes sur E sont équivalentes
on peut, sans nuire a la généralité, supposer que E est muni de la norme || - ||%. Avec ce
choix de norme, il apparait clairement qu’'une suite (x,)nen est de Cauchy dans E si et
seulement si les suites de ses composantes (z%,)neny pour i € {1,---,p} sont de Cauchy
dans K. Comme K est complet, on en déduit que les suites des composantes convergent,
puis que (Z,)peN converge aussi. [ |

En dimension infinie, les sous-espaces vectoriels ne sont pas nécessairement fermés. Par
exemple, si I'on considere I'espace vectoriel ¢y des suites réelles tendant vers 0 & l'infini, muni
de la norme ||z|lo = sup,ey |Zn|, et le sous-espace vectoriel F' de ¢y constitué par les suites
réelles nulles a partir d’un certain rang, alors F' est un s.e.v. dense de ¢y qui n’est pas fermé.

Nous disposons cependant du résultat suivant :

Théoréme. Soit (E,|-||g) un e.v.n. quelconque et F' un s.e.v. de E de dimension finie. Alors
F est fermé dans E.

Preuve : Fixons une base (e!,---,eP) de F. Comme toutes les normes sont équivalentes en
dimension finie, la norme de E restreinte a F est équivalente a la norme || - ||o sur F
associée & (el .-+, eP).

Soit (zp)nen une suite convergente de F. Elle est donc de Cauchy au sens de la norme
| - |loo introduite ci-dessus et il est alors immédiat que toutes les composantes de la suite
par rapport & (e!,---,eP) sont des suites de Cauchy de K, donc convergent. ]

Théoréme. La boule unité fermée de l’e.v.n. E est compacte si et seulement si E est de
dimension finie.

Preuve : Seule 'implication directe reste a prouver. On raisonne par contraposition : suppo-
sons F de dimension infinie. On peut alors construire par récurrence une suite (e)xen de
vecteurs linéairement indépendants. La suite (Vj)ren des sous-espaces vectoriels définis

par Vi ¥ Vect (eo,- -+ ,er) est une suite strictement croissante de s.e.v. fermés distincts
de E. En appliquant le théoreme de Riesz, on peut alors construire par récurrence une
suite (zy)nen de vecteurs unitaires telle que d(zy,, V,—1) > 1/2 et x, € V,,. On a visible-
ment ||z, — zp|| > 1/2 pour n # m. En conséquence la suite (x,)neny n'a pas de valeur
d’adhérence et la boule Bg(0,1) n’est donc pas compacte. [ ]
Corollaire. Soit E un e.v.n. de dimension finie. Alors
(i) toute suite bornée de E admet une valeur d’adhérence,

(ii) toute suite bornée ayant une seule valeur d’adhérence converge.

Exemple. Considérons I'espace E = C([0,7];R) muni de la norme

dé 1 i
Ny

Pour n € N*, posons f,(z) = sinnz. Il est clair que ||fu[72 = 1/2 et que ||fn — fmllp2 = 1
pour n # m. Donc la suite (f,)nen est une suite de Bg(0,1) qui n’a pas de valeur d’adhérence.
On en conclut que F est de dimension infinie.
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Remarque : Dans un e.v.n. (E, |- ||g) de dimension infinie, tous les compacts sont d’intérieur
vide. En effet si 'ensemble K n’est pas d’intérieur vide alors il contient une boule fermée
Bg(xg,7) avec r > 0. Si K était compact alors la boule fermée Bg(xq,r) serait aussi compacte
et donc F, de dimension finie.

Théoréme. Soit (E,| - ||g) et (F,| - ||r) deuz e.v.n, et f € L(E;F) une application linéaire.
Si E est de dimension finie alors f est nécessairement continue.

Preuve : Fixons une base (e!,---,eP) de E. Puisque sur E toutes les normes sont équiva-
lentes, on peut supposer que ||z||g = maxj<;<p 2% ot (z!,---,2P) sont les coordonnées
de x par rapport a (el,--- ,eP).

On a donc, d’apres 'inégalité triangulaire et la linéarité de f,

e M—HZ)mf\w<(§]u )IF) 2l

d’otu la continuité de f. [ |

Le lecteur pourra vérifier que plus généralement on a le résultat suivant :

Théoréme. Supposons que Ei,--- ,E, soient de dimension finie. Alors toute application p-
linéaire de By x --- X B, dans F' est continue.
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Chapitre 4

Connexité et convexité

4.1 Connexité

La notion de connexité est tres importante en topologie. Si I'on cherche a s’en faire une
représentation intuitive, on retiendra qu’une partie connexe ne comporte “qu’un seul morceau”.

4.1.1 Cadre général

La définition mathématique de connexité que nous donnons ci-dessous peut sembler de prime
abord assez éloignée de la représentation intuitive que nous avons tenté d’imposer au lecteur :

Proposition. Soit (X,O) un espace topologique et A une partie de X. Les trois propriétés
suivantes sont équivalentes! :

(i) A et () sont les seules parties ouvertes et fermées de A,

(ii) il n’existe pas de couple d’ouverts non vides de A, disjoints et de réunion égale a A,
(iii) il n’existe pas de couple de fermés de A non vides, disjoints et de réunion égale a A.
Si lune de ces trois propriétés est vérifiée, on dit que A est une partie connexe de X .

Preuve : (i) = (i) : Soit ©Q; et Qo deux ouverts disjoints et de réunion égale & A. Alors
Q= A\ Q donc Qy est & la fois ouvert et fermé. On en déduit que Qo vaut () ou A.

(i7) = (i) : Soit 2 une partie ouverte et fermée de A. Alors il en est de méme de A\ €,
donc I'un des deux ensembles Q2 et A\ 2 doit étre vide.

(1) <= (di7) : 1l suffit de passer au complémentaire. ]

Exemples. (i) Soit (X,0) un espace topologique séparé et A une partie finie de X ayant
au moins deux éléments. Il est facile de voir que tous les singletons de A sont a la fois
ouverts et fermés. En conséquence A n’est pas connexe.

(ii) Tout espace vectoriel normé est connexe.

’Proposition. L’image d’une partie connexe par une application continue est conneze. ‘

Preuve : Soit (X,0) et (X',0') deux espaces topologiques, A une partie connexe de X
et f € C(A;X’). Notons B = f(A). Soit U une partie ouverte et fermée de B (pour la
topologie induite). Par continuité de f, la partie f~1(U) est ouverte et fermée dans A.
Puisque A est connexe, on a donc f~1(U) = () (auquel cas U = @) ou bien f~1(U) = A
(et alors U = B). ]

1. Ci-dessous, quand on parle d’ouverts ou de fermés, c’est au sens de la topologie induite sur A.

3
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Corollaire 1. Une partie A de l’espace topologique (X, Q) est connexe si et seulement si toute
application continue de A dans {0,1} muni de la topologie discréte est constante.

Preuve : Soit A connexe et f une application continue de A dans {0,1}. Alors f(A) doit
étre une partie connexe de {0,1}. Sachant que {0,1} n’est pas connexe, cela signifie que
f(A) ne doit comporter qu'un seul élément.

Pour montrer la réciproque, procédons par contraposition. Supposons donc que A n’est pas
connexe. Alors il existe deux fermés B et C non vides, disjoints et tels que A = BUC. On
définit la fonction f sur A par f(z) =0si z € B et f(z) =1 si z € C. Par construction
de f, on vérifie facilement que pour tout fermé F de {0,1}, 'ensemble f~(F) est un
fermé de A. Donc f est continue et non constante. [ |

Corollaire 2. La réunion d’une famille de parties connexes d’intersection non vide est connexe.

Preuve : Soit (A;)ier une famille d’ensembles connexes d’intersection B non vide et f une
application continue de |J;c; A; dans {0,1}. Par connexité de A;, f est constante sur
chaque A;. Sil’on note a; la valeur de cette constante, on en déduit que f restreinte & B
(qui n’est pas vide) doit étre constante et égale a a; pour tout i. En conséquence, tous
les a; sont égaux entre eux, et f est donc constante sur J;c; A;. On conclut grace au
corollaire précédent. [ |

Attention : La réunion d’une famille quelconque de connexes n’est pas connexe en général.
De méme, I'intersection de deux connexes n’est pas toujours connexe (dans R?, considérer par
exemple l'intersection d’un anneau et d’un rectangle).

Corollaire 3. Soit A une partie connexe de (X,Q). Alors toute partie B de X telle que
A C B C A est connexe.

Preuve : Soit f une application continue de B & valeurs dans {0,1} et b un point de B.
Alors f restreinte & A est constante. Supposons par exemple que f vaille 0 sur A. Comme

be A, ona
f(b) = lim f(a) = 0.
a—b
acA
On conclut que f est nulle sur B. Donc B est connexe. [ |

4.1.2 Parties connexes de R

Théoréme. Les parties connexes de R sont les intervalles. ‘

Preuve : Considérons d’abord le cas d’un intervalle fermé borné de R : I = [a,b]. Soit F} et
F5 deux fermés disjoints de [a,b]. Comme [a,b] est fermé dans R, F} et F, sont en fait
deux fermés de R, et comme ils sont bornés, ils sont compacts. Supposons par ’absurde
que ces deux compacts soient non vides. Comme ils sont disjoints, on a d(Fy, F») > 0, et
il existe x1 € F et x9 € Fy tels que d(F1, Fy) = |x1 — x| (exercice : le prouver). Le point
(x1 4+ x2)/2 appartient aussi a Uintervalle [a,b] et doit donc appartenir & I'un des deux
fermés, par exemple F;. Mais

d<361 + x2 . ) _ |z1 — xa| _ d(Fy, F»)
2 s L2 9 2 )

ce qui est absurde. Donc F; ou Fy est vide et [a, b] est bien connexe.

Comme tout intervalle de R est réunion croissante d’intervalles fermés bornés, le corol-
laire 2 de la page 38 permet de conclure que tout intervalle de R est connexe.
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Si A C R n’est pas un intervalle, il existe deux points x et y de A tels que = < y et
[z,y] ¢ A. En prenant yo € [z,y] \ A, on constate que AN] — oo, yo] et AN [yo, +00[
sont deux fermés non vides et disjoints de A dont la réunion vaut A. Donc A n’est pas
connexe. [

Théoréme (des valeurs intermédiaires). Soit A une partie connexe d’un espace topologique
(X,0), et f une application continue de A dans R. Alors f(A) est un intervalle de R.

Preuve : On sait que f(A) est un ensemble connexe de R. Il ne reste plus qu’a appliquer le
théoreme précédent. [ |

Corollaire. Soit f une fonction continue de A dans R avec A a la fois compact et conneze.
Alors il existe (a,b) € R? avec a < b tel que f(A) = [a,b].

Preuve : D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, ’ensemble f(A) est un intervalle. Par
ailleurs, par compacité de A, 'ensemble f(A) doit étre un compact de R. En conséquence,
c’est un intervalle fermé borné. [

4.1.3 La connexité par arcs

Définition. Soit (X, O) un espace topologique, et A une partie non vide de X. Soit (a,b) un
couple de points de A. On dit qu’une application ¢ définie sur [0, 1] est un chemin de A allant
de a vers b si elle est continue de [0, 1] dans A, et vérifie ¢(0) =a et p(1) =b.

Remarque. L’image de [0,1] par ¢ est une courbe continue d’extrémités a et b.

Exemple. Soit E un espace vectoriel muni d’une topologie pour laquelle I'addition vectorielle
et la multiplication par un scalaire sont des opérations continues (on parle d’espace vectoriel
topologique). A tout segment fermé [a,b] = {(1 —t)a+tb, t € [0,1]} de E, on peut associer
un chemin allant de a vers b. Il suffit de considérer ¢ : ¢t — (1 —t)a + tb.

Définition. On dit que la partic A de X est connexe par arcs si pour tout couple (a,b) de
points de A il existe un chemin de A allant de a vers b.

Proposition. Toute partie connexe par arcs est conneze.

Preuve : On va utiliser la caractérisation de la connexité donnée par le corollaire 1 de la
page 38. Soit donc A connexe par arcs et f € C(A;{0,1}). Soit a et b deux points
quelconques de A. Il existe un chemin ¢ € C([0,1]; A) tel que ¢(0) = a, ¢(1) = b.
L’application f o ¢ est continue de [0,1] (partie connexe de R) dans {0,1} et est donc
constante. En particulier

fla) = fop(0) = fop(l)=r(b)
Donc f est constante. [ |

Attention : La réciproque est, en général, fausse.

On a cependant le résultat suivant :

Théoreme. Pour les parties ouvertes des espaces vectoriels normés, la connexité est
équivalente a la connexité par arcs.

Preuve : Soit A une partie connexe non vide et ouverte de E. Fixons a € A et considérons

I’ensemble )
BY {b € A il existe un chemin de A joignant a et b}.

Par définition méme, ’ensemble B est connexe par arcs. Reste & montrer que B = A.
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e B n’est pas vide car contient le point a.

e [’ensemble B est ouvert.
En effet, si b € B, il existe un chemin de A allant de a vers b et, puisque A est ouvert,
une boule non vide B(b,r) incluse dans A. Pour tout point ¢ de B(b,7), le segment
[b, c] est inclus dans B(b,r) donc dans A. Il existe donc un chemin de A allant de b
vers c. Enfin, la réunion d’un chemin allant de a & b avec un chemin allant de b vers ¢
est un chemin allant de a vers ¢. On conclut donc que ¢ € B, puis que B(b,r) C B.

e [’ensemble B est fermé.
Soit b € BN A. Choisissons 7 > 0 tel que B(b,r) C A. Comme b € B, I'ensemble
B(b,7)N B n’est pas vide et contient donc un point c¢. Par définition de ’ensemble B, il
existe un chemin de A joignant a a c. Par ailleurs, le segment [b, ¢| appartient & B(b, )
donc est inclus dans A, et 'on en déduit finalement que b € B.

Comme l’ensemble A est connexe, on conclut que B = A. [ |

4.2 Un peu de convexité

Définition. Une partie A d’un e.v. F est dite convexe si

V(z,y) € Ax A, [z,y] C A.

Remarque : Les notions de connexité et de connexité par arc sont des notions topologiques
(i.e. elles ne dépendent que de la topologie choisie). Dans le cas d’un e.v.n, elles sont donc
invariantes par changement de norme en une norme équivalente.

La notion de convexité est une notion algébrique et est donc indépendante de la topologie
choisie.

Proposition. Dans un espace vectoriel topologique, tout ensemble conveze est connexe par arc.

Preuve : Soit A une partie convexe de E. Soit (z,y) € A% Par convexité, I'image de

I’application continue
0,1] — FE
t — (1—t)x +ty

est incluse dans A.

Donc A est bien connexe par arc. [
Proposition 1. Soit A convezxe. Alors pour tout n-uplet (z1,--- ,xz,) d’éléments de A et tout
n-uplet (a1, - ,an) € [0,1]" vérifiant o + -+, =1, on a

n
Zaixi c A.
i=1

Preuve : On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 est évident. Supposons le résultat

établi pour tout (x1,---,xy,) € E™ et (g, ,ay) € [0,1]" vérifiant oy + -+ + a, = 1.
Soit (z1,-++ ,2np1) € A" et (B1, -+, Bnr1) € [0,1]"T tel que B + -+ + Bpy1 = 1. On
peut de plus supposer que tous les coefficients f3; sont dans ]0,1] (sinon le résultat est
contenu dans I’hypotheése de récurrence).

Soit x = Z;fll ;z;. On constate que

n

éf _
2= Bop1tnir + (1= Boy1)y avec y= E (1—Bns1) ' Bi @i
—_——

=1 M
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Comme > ; a; = 1, I'hypothese de récurrence assure que y € A. Par convexité de A,
on a donc z € A comme souhaité. [ |

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier les propriétés suivantes :
1. L’image d’une partie convexe par une application linéaire ou affine est convexe.
2. L’image réciproque d’un convexe par une application linéaire est convexe.
3. L’intersection d’une famille quelconque de convexes est convexe.
4. Soit A et B deux convexes, et (a, 3) € R2. Alors oA + BB est convexe.

Définition. Soit A une partie quelconque de E. On appelle enveloppe convexe de A le plus
petit ensemble convexe contenant A.

Proposition. Soit A une partie de E. L’enveloppe convexe de A est l’ensemble des combinai-
sons linéaires finies a coefficients positifs dont la somme vaut 1, d’éléments de A.

Preuve : Notons B ’ensemble des combinaisons linéaires finies & coefficients positifs dont la
somme vaut 1, d’éléments de A. Il est clair que cet ensemble est convexe. Par ailleurs,
si C est un autre ensemble convexe contenant A, il doit en particulier contenir toutes les
combinaisons convexes d’éléments de A, donc B. [ |

Proposition. Dans un e.v.n, l’adhérence et lintérieur d’un ensemble convexe sont convezes.

Preuve : Soit A un convexe non vide, (z,y) € Aoette [0,1]. II existe alors deux suites
(Tn)nen et (Yn)neny d’éléments de A telles que

lim z, =2 et lim y, =y.
n—-+00 n—-+00

Par convexité de A, on a tz, + (1 — t)y, € A pour tout n € N. De plus il est clair que

lim tx,+(1—t)y, =+ (1—1t)y

n—-+o0o

donc tx + (1 —t)y € A. Ceci montre que A est convexe.

Montrons maintenant que A est aussi convexe. On écarte le cas A = () qui est trivial.
Soit (x,y) € A2. 1l existe alors r > 0 tel que les boules ouvertes B(z,r) et B(y,r) soient
incluses dans A. Par convexité de A, on a donc tB(x,r) + (1 —t)B(y,r) C A pour tout
t € [0,1]. On établit facilement que

tB(z,r)+ (1 —t)B(y,r) = B(tz + (1 — t)y,r).

Donc tz + (1 —t)y € A, et A est bien convexe. ]

Définition. Soit A une partie convexe de E et f: A — R. On dit que f est convexe si

Va € [0,1], V(z,y) € E?, flaz+ (1-a)y) < af(z) + (1—a)f(y).

On dit que f est concave si —f est convexe.

Proposition. Soit f : A — R wune fonction convexe. Alors pour tout réel ¢ les ensembles
] —o0,c]) et f~1(] — oo,c[) sont converes.

Preuve : Supposons f~1(] — 0o,c]) non vide et donnons nous x et y deux éléments de
f71(] — oo, c]) et t €]0,1]. Par convexité de f, on a

fltz+ (1 —t)y) <tf(z) + (1 -1)f(y) <te+ (1 -t)e=c

d’ou le résultat. La preuve de la convexité de f~1(] — oo, c|) est similaire. ]
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Exemple. Soit f : E — R une fonction affine, et a € R. Alors les ensembles f~!([a, +o0[),
ft(Ja,+oc), f71(] — o00,al) et f~(] — o0, a]) sont convexes.

En utilisant la proposition 1 de la page 40, et en raisonnant par récurrence, on obtient le résultat
suivant :

Proposition. Si f: A — R est une fonction conveze alors pour tout (a,--- ,ap) € [0,1]" tel

que Y i i =1,0na
n n
f (Z Oéiéﬂi) <> aif(wi).
i=1 i=1

Théoréme. Soit E un e.v.n. de dimension finie et U un ouvert convexe de E. Alors toute
fonction convexe définie sur U est continue.

Preuve : Soit f : U — R une fonction convexe. On fixe une base (e1,---,e,) de E et
l'on munit E de la norme |z|| = Y, , || pour z = ) " | zje; (cela n’influe en rien
sur les propriétés de continuité de f puisqu’en dimension finie toutes les normes sont
équivalentes). Fixons un b € U. 1l s’agit de montrer la continuité de f en b.

1. Réduction au cas b= 10, f(0) =0 et B(0,1) C U.
Quitte & considérer la fonction g : @ — f(Az+b)— f(b) avec A > 0 tel que B(b,\) C U,
on peut se ramener a étudier la continuité en 0 pour une fonction convexe définie sur
un ouvert contenant la boule unité fermée B(0,1) et s’annulant en 0. On remarquera
en effet que f et g sont simultanément convexes et que f est continue en b si et
seulement si g est continue en 0.

2. Majoration de g sur B(0,1).
Notons ag l'origine, a:r =e¢; et a; = —e; pour ¢ = 1,--- ,n. On remarque que tout
point z =Y, z;e; de B(0,1) se décompose en

n
x=(1—|zl)ao + Z |zila;’ avec g; = “+7 si x; >0 et g = “" sinon.
=1

Il est clair que 1—|z|| € [0,1], |z;| € [0,1] pour ¢ € {1,--- ,n} et 1—||z||+>_7" |zi| =
1. Par convexité de g et comme g(ap) = 0, on a donc, d’apres la proposition
précédente,

g(z) < Ml|z|| avec M =max(g(a]), - g(a;) glay), - g(ay)). (4.1)

3. Fin de la preuve.

En écrivant que 0 = 5 + (_QI) et en utilisant g(0) = 0, on obtient

9(x) = —g(—z) = —M||z|.
On conclut que o
vz € B(0,1), |g(x)] < Mllz].

Donc g est continue en 0, et f, en b.

Attention : Le résultat ci-dessus est faux en général si I'on ne suppose pas que U est ouvert
ou si 'on se place en dimension infinie.
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Chapitre 5

Espaces d’applications continues

5.1 Généralités

Dans tout ce chapitre, (X,dx) et (Y,dy) désignent deux espaces métriques et 1'on note
C(X;Y) l'ensemble des applications continues de X vers Y. Comme d’habitude, F(X;Y) est
I’ensemble des fonctions de X vers Y.

Considérons une suite (fp)neny de fonctions de F(X;Y). Nous souhaitons exprimer le fait
que cette suite converge vers une fonction f de F(X;Y'). Sil'on se réfere aucas X =Y =R, il
y a au moins deux types de convergence a considérer : la convergence simple (ou ponctuelle)
et la convergence uniforme. Cela motive la définition suivante :

Définition. Soit (f,)nen une suite de fonctions de F(X;Y'), et f une fonction de F(X;Y).

On dit que

e (fn)nen converge simplement vers f si (f,(z))nen tend vers f(z) pour tout z € X,

¢ (fn)nen converge uniformément vers f si sup,cx dy (fn(x), f(z)) tend vers 0 quand n
tend vers +oo.

Dans le cas X = [0,1] et Y = R, il est bien connu que la convergence uniforme peut étre
exprimée en termes de norme : dire qu’une suite de fonctions (f,)nen définies sur [0, 1] converge
uniformément vers f signifie que

lim £ — flle = 0.

n—-+4o0o

En conséquence, la norme || - ||z est associée a la notion de convergence uniforme. La topologie
correspondante est souvent appelée topologie de la convergence uniforme.

Cela est en fait vrai dans un cadre bien plus général :

Proposition. Supposons (X,dx) compact. Alors la fonction 6 définie sur C(X;Y) x C(X;Y)
par

5(f,9) = sup dy (f(z),9(x))

est une distance sur C(X;Y).

Preuve : La seule chose a vérifier est que la fonction 0 est bien a valeurs finies. Soit donc (f, g)
un couple de fonctions de C(X;Y’). Sachant que X est compact, les ensembles f(X) et
g(X) sont aussi compacts, et donc bornés. En conséquence, 'ensemble {dy (f(x),g(x)),z €
X} est un borné de R*. Des vérifications de routine permettent alors de conclure que §
est bien une distance. [

Théoréme. Supposons (X,dx) compact et (Y,dy) complet. Alors l'ensemble C(X;Y) muni
de la distance § est un espace métrique complet.
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Preuve : Soit (fn)nen une suite de Cauchy de fonctions de C(X;Y). Il s’agit de montrer que
(fn)nen converge vers un élément f de C(X;Y') au sens de la distance .

1. Convergence simple :
En combinant les définitions de suite de Cauchy et de 9, on voit que

Ve>0,IN €N, (n>N et p>N) = (Vz € X, dy(fn(2), fpo(z)) <e). (5.1)

Cela assure en particulier que pour x € X fixé, la suite (f,(x))nen est de Cauchy dans Y.
Comme Y est complet, cette suite converge donc vers un élément f(z) de Y.

2. Convergence uniforme :
Fixons € > 0 et » > N dans (5.1). En faisant tendre p vers +oco, on obtient

Ve € X, dy(fu(x), f(x)) <e.

En conséquence la suite (f,,)nen converge uniformément vers f.

3. Continuité de la fonction limite :

Pour achever la démonstration du théoreme, il ne reste plus qu’a établir que f est continue
sur X. Soit donc € > 0 et zg € X. Pour tout x € X et n € N, on peut écrire :

dY(f($)7 f(xo)) < dy(f(.%'), fn(x)) + dY(fn<x)7 fn(xO)) + dY(fn<1'0)7 f(x()))

Choisissons n de telle sorte que sup,cx dy (f(z), fn(z)) < § (c’est possible d’apres I'étape
précédente). On obtient

2
Vo € X, dy(f(z), f(20)) < 3 e+ dy(fu(2), fu(2o)). (5.2)
Sachant que f,, est continue en x, il existe n > 0 tel que

Vo € X, dx(z,20) < 1= dy(fu(z), fu(z0)) <

W ™

D’apres (5.2), on a donc
Ve e X, dx(z,20) <1 = dy(f(z), f(20)) <e,

d’ou la continuité en xg. [ ]

5.2 Equicontinuité

Définition. Soit F une partie de C(X;Y") et z¢ un point de X. On dit que F est équicontinue
en xg si

Ve >0,3a >0,Vf e F,VycX,dx(zo,y) <a=dy(f(zo),f(y)) <e.

On dit que F est équicontinue sur X si F est équicontinue en tout point de X .
Si 'on a la condition plus forte :

Ve > 0,3a > 0,Vf € F.¥(x,y) € X2, dx(z,y) < a=dy(f(2), f(y) <e, (5:3)
on dit que F est uniformément équicontinue.

Rappelons que sur un compact, continuité entraine uniforme continuité (c’est le théoreme
de Heine). Nous disposons d’un résultat analogue pour I’équicontinuité :
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Lemme 1. Soit F une partie équicontinue de C(X;Y). Supposons (X,dx) compact. Alors F
est uniformément équicontinue sur X .

Preuve : 1l s’agit d’'une adaptation facile de la démonstration du théoreme de Heine. Les
détails sont laissés en exercice. [ |

Exemples. 1. Une partie F de C(X;Y) comportant un nombre fini d’éléments est tou-
jours équicontinue. Si de plus les éléments de F sont uniformément continus alors F est
uniformément équicontinue.

2. La réunion de deux parties équicontinues de C(X;Y) est une partie équicontinue de
C(X;Y).

3. Fixons M € RT. L’ensemble F des fonctions f : X — Y lipschitziennes de rapport M
est uniformément équicontinu sur X : a e fixé, il suffit de prendre a = ¢/M dans (5.3).

4. On prend X = [0,1] et Y = R munis tous les deux de la distance d(z,y) = |z — y|. Soit

F={recwonm)/ [ Irwpast)

Alors F est équicontinue sur [0, 1].
En effet, si et y sont deux points de [0,1] tels que = < y, on a d’apres 'inégalité de
Cauchy-Schwarz,

1) - @) < Vi3] [ 10k < V=T

5. Prenons maintenant

F=A{fn:z—e " neN}L
Alors F est équicontinue en tout point de |0, 1] mais pas en 0. Le défaut d’équicontinuité
en 0 est di au fait que la suite (f),(0))nen n’est pas bornée.
6. Considérons enfin
F ={fn: 2z~ sin(nz), n € N}.
Alors F n’est équicontinue en aucun point de [0, 1].
En général la propriété de convergence uniforme est strictement plus forte que celle de conver-

gence simple. Cependant, si 'on se restreint a des suites de fonctions appartenant a une partie
uniformément équicontinue de C(X;Y), on a le résultat remarquable suivant :

Lemme 2. Supposons (X,dx) compact. Soit F wune partie uniformément équicontinue de
C(X;Y) et (fn)nen une suite de fonctions de F. On a l’équivalence suivante :

(fn)nen converge simplement vers f <= (fn)nen converge uniformément vers f.

Preuve : 1l suffit de justifier 'implication directe. Soit € un réel strictement positif arbitraire.
Par hypothese, il existe un réel a strictement positif tel que pour tout n € N, on ait

dx(l‘,x,) <a = dy(fn(x)7fn(1")) < %

Par passage a la limite, on constate que l'inégalité ci-dessus est aussi vérifiée par f. (En
particulier f est donc uniformément continue.) On recouvre ensuite le compact X par une
famille finie de boules (Bx(zj,a))i<j<n.. Soit x € X et z; tel que z € Bx(z;,). On a

Ay (@), J@)) = dy (fal@), fule)) + e (fulay), £G3)) + (), (@),
< e+ max dy(fu(e). f(2)
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En vertu de ’hypothese de convergence simple, il existe ng tel que

Vn > ng, | max dy (fn(zs), f(2:)) <

€

Wl m

D’ou le lemme. [ ]

5.3 Le théoreme d’Ascoli

Il s’agit d’un résultat fondamental d’analyse fonctionnelle qui a des applications dans de
nombreux domaines des mathématiques (comme nous le verrons dans la suite du cours ainsi que
dans le module équations aux dérivées partielles).

Pour le démontrer, nous ferons appel aux lemmes 1 et 2, ainsi qu’au résultat suivant :

Lemme 3. Tout espace métrique compact admet une partie dénombrable dense®.

Preuve : Pour tout p € N, I'ensemble X peut étre recouvert par un nombre fini IV, de boules
Bx(2?,27P). Par construction, 'ensemble {z¥ /p € N, 1 < i < N,} est dénombrable et
dense dans X. m

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme d’Ascoli :

Théoréme (d’Ascoli). Soit (X, dx) un espace métriqgue compact, (Y,dy) un espace métrique
complet et F une partie de C(X;Y). On suppose que

(i) F est équicontinue sur X,

(i1) pour tout x € X Uensemble {f(x)/f € F} est relativement compact dans Y.

Alors F est relativement compacte dans C(X;Y).

Preuve : Nous allons donner deux démonstrations du théoreme d’Ascoli.
La premiere démonstration consiste a établir que toute suite (fy,)neny d’éléments de F
admet une sous-suite convergente dans C(X;Y’). Pour construire cette sous-suite, on part
d’une suite (x,)pen dense dans X (dont l'existence est assurée par le lemme 3). Par
hypothese, 'ensemble

{f(wo)| f € F}

est d’adhérence compacte. Donc il existe une fonction g strictement croissante de N
dans N et un élément g(zo) de Y tels que

lim f ) (70) = g(0)-

n—oo

De méme, il existe un point g(z;) de Y et une fonction ¢; strictement croissante de N
dans N telle que

Jm fogop (ny(21) = g(21).

On définit ainsi par récurrence une sous-suite (¢p)pen de fonctions strictement croissantes
de N dans N telle que

VpeN, Vk <p, nh~>n;o f(poo---ogop(n) (xk) = g(xk)

On souhaite maintenant obtenir une sous-suite de (f,)nen qui converge simplement pour
tout point xz,. Cela peut se faire a l'aide du procédé diagonal de Cantor : on définit la
fonction 1 de N dans N par

Y(n) =@oo---opy(n).

1. Un ensemble topologique jouissant de cette propriété est dit séparable.
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C’est clairement une fonction strictement croissante de N dans N qui, par construction,
vérifie
Vp e N, lim fym)(ap) = g(xp)- (5.4)

L’ensemble X étant compact, le lemme 1 assure que F est uniformément équicontinue.
Démontrons maintenant que la fonction g est uniformément continue sur {z, | p € N}.
Soit & un réel strictement positif et « vérifiant (5.3). Pour tout couple d’entiers (p,q) tel
que dx(zp,xq) < o, 0n a

dy (9(zp), 9(q)) < dy (9(p), fn)(@p)) +dy (fm) (@), Fum)(Te)) +dy (fym)(Tq), 9(24)),
<e+dy(9(zp), fum)(@p)) + dy (fym)(q), 9(z4))-

L’inégalité ci-dessus étant vraie pour tout n, on obtient, en passant a la limite n — oo,

dx (zp, q) < a = dy(g(zp),9(zq)) <e.

La fonction g est donc uniformément continue sur {z, | p € N} qui est une partie dense
de X. Comme l'espace métrique (Y, dy) est complet, le théoréeme de la page 22 garantit
que g peut étre prolongée de maniére unique en une application uniformément continue
définie sur X entier.

Notons encore g ce prolongement. Pour conclure la preuve du théoreme d’Ascoli, il suffit
de démontrer que

Vo e X, lim fym)(z) = g(z).

En effet, F est une partie uniformément équicontinue. En vertu du lemme 2, il suffit donc
d’établir la convergence simple. Soit € un réel strictement positif arbitraire et « un élément
de X. Il existe un réel a > 0 tel que

DN ™

VneN, dx(z,2') <a= sup dy (fym) (@); ) (27) + dy (9(2), g(2")) <

Il existe un entier p tel que dx(z,z,) < a. Il en résulte que

dY(f¢(n)(x)vg(x)) < dY(f¢(n)(x)a f¢(n)(xp)) + dY(fi/)(n)(xp)ag(xp)) + dy(g(l'p),g(ilj‘))

< 5+ dy (Fum(@p), gay).

La relation (5.4) permet de conclure a la convergence simple. Ceci achéve la preuve du

théoréme d’Ascoli.

Donnons maintenant une autre démonstration du théoreme d’Ascoli. reposant sur la ca-
ractérisation des ensembles relativement compacts des espaces métriques complets donnée
par le corollaire 1 de la page 21. Comme l'ensemble C(X;Y’) muni de la distance ¢ est
bien complet, il suffit finalement de montrer que pour tout € > 0 ’ensemble F peut étre
recouvert par un nombre fini de boules Be(x,y)(fi, ) avec f; € F.

Fixons donc un € > 0. Soit 1 > 0 tel que
Vf € F,\V/(ﬂf,y) € X2adX(l‘ay) <n=— dY(f(x)’f(y)) < 8/3 (55)

Comme X est compact, il existe une famille finie (z1,---,x,) de points de X telle que

n
X C U Bx(xi,n).

=1
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Par hypothese, les n ensembles { flzi)/ feF } sont relativement compacts dans Y, donc
I’ensemble

{(F@), - f(e) ] f € F)

est relativement compact dans Y™ muni de la distance produit.

L’espace Y" est complet car produit d’espaces métriques complets. Donc en vertu du
corollaire 1 de la page 21, on peut le recouvrir par un nombre fini p de boules de type
Byn ((fj(ml), e fimn)), %) avec f; € F. Montrons que

p
F < | Beay)(fire),

j=1
ou, de maniere équivalente, que pour tout f € F, il existe j € {1,--- ,p} tel que

Ve e X, dy(f(x), fi(z)) <e.

Soit donc f € F et x € X. Choisissons i € {1,---,n} tel que dx(z,x;) < n et j €
{17"' 7p} tel que (f(xl)a o ,f(xn)) € Byn ((fj(xl)a' o af](wn))a%)

Ecrivons que

dy (f(x), fi(x)) < dy (f(z), f(z5)) + dy (f(@:), fi(x:)) + dy (fj(x), ().

Le choix de j assure que le deuxiéme terme du membre de droite est strictement plus petit
que £/3. Il en est de méme des deux autres termes d’apres (5.5). ]

Corollaire. Soit K un compact de R™. Munissons l’ensemble C(K;R) de la norme

[flloo = sup [f(z)].
zeK

Soit F une partie équicontinue de C(K;R) telle que l’ensemble {f(z)|f € F} soit borné pour
tout © € K. Alors F est relativement compacte dans C(K;R).

Exemple. Soit

1 1
F={reciosmy/ [iraras [ irapasi).

On a déja vu dans un exemple précédent que F était une partie uniformément équicontinue de
C([0,1];R). Par ailleurs, si f € F alors la fonction |f| qui est aussi continue sur [0,1] atteint
son minimum en un point zg € [0,1]. D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a pour tout
z € [0,1],

T 2
(1£@) =1 @0)])? < | ()~ Flao) < ( / |f’<t>dt) < le—ao

[ Foral < [ PP

et, clairement,

1
|f(900)|2§/0 £ ()2 dt.

En conséquence, pour tout z € [0,1], on a

1 1
[f (@) = |f (o)l + |f ()] = [f(wo)| < \//O If(t)\zdtJr\//O |f'(£)]? dt < 2.
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Donc toutes les hypothéses du corollaire précédent sont vérifiées par F. En conséquence, F est
une partie relativement compacte de C([0, 1];R).
Autrement dit de toute suite (f,)nen de fonctions de C1([0,1];R) telles que

1 1
/rmwﬁﬁ+/|mwﬁﬁgL
0 0

on peut extraire une sous-suite convergente dans C([0,1];R).

5.4 Le théoréme de Stone-Weierstrass (hors-programme)

Dans cette partie, on cherche a établir un critéere simple permettant de déterminer si une
partie F de C(X;K) (avec K=R ou C) est dense.
On suppose dans un premier temps que K = R.

Lemme 4. Pour tout a > 0 il existe une suite de fonctions polynémes qui converge uni-
formément vers f:x — |z| sur [—a,a].

Preuve : Pour y € [0, 1], posons ¢g(y) = v/1 + y. D’apres la formule de Taylor-Lagrange, pour
tout y € [0,1] et n € N, il existe 6 €]0, 1] tel que

yn+1

mg(nﬂ)(ey)-

g(y) = gg( )(0) +
k=0

La somme P, apparaissant au membre de droite est un polynéome de degré n. Un calcul
facile montre que pour tout z € [0, 1],

1 b
99 =+ 25 ] (5-4).
=0

Donc, pour tout y € [0, 1], la valeur absolue du terme de reste dans le développement de
Taylor-Lagrange est majorée par

On constate que up+1/u, =1 — ﬁ + O(#) En conséquence, la suite (up)nen converge

vers 0 (on peut montrer que u, est un O(n_%) ). Cela assure la convergence uniforme de
la suite de polynomes (P,)nen vers g sur [0, 1].

En remarquant que f(z) = |z| = g(z®—1), et en posant Q,(x) = P,(z%—1), on en déduit
que (Qn)nen converge uniformément vers f sur [—1,1].

Le cas général a # 1 s’en déduit par dilatation : on vérifie que la suite de polyndémes

(aQn(a=1))pen converge vers f sur [—a,al. ]

Théoréme (de Stone-Weierstrass). Soit (X,d) un espace métrique compact et F une par-
tie de C(X;R). On suppose que F est stable par combinaison linéaire et multiplication®,

contient toutes les fonctions constantes sur X, et sépare les points®. Alors F est dense
dans C(X;R).

a. Autrement dit, F est une sous-algébre de C(X;R)
b. ce qui signifie que pour tout (z1,z2) € X2 avec x1 # 2, et (y1,y2) € R?, il existe une fonction f de F
telle que f(z1) =y1 et f(z2) = ya2.
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Preuve : Nous allons en fait démontrer que F est dense dans C(X;R). Comme F est fermé,
cela entrainera que F = C(X;R). Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que F est
stable par combinaison linéaire et multiplication, contient toutes les fonctions constantes
et sépare les points.

1. Stabilité de F par passage & la valeur absolue.
Soit f € F et M > 0 une borne de f sur X (dont l'existence est garantie par la
compacité de X ). Le lemme 5 assure I'existence d’une suite de polynomes (P, ),en qui
converge uniformément vers x +— |z| sur [-M, M]. Posons f, = P,(f). Comme F
contient les fonctions constantes, et est stable par addition et multiplication, il est clair
que f, € F. Par ailleurs, on constate aisément que (fy,)nen converge uniformément
vers |f| sur X.

2. Stabilité par passage au sup ou a l’inf .
Soit f et g deux fonctions de F. En remarquant que

iﬁﬁy%:%U+g—U—gD et &mﬁy%:%U+g+U—gm

et en utilisant la stabilité de F par combinaison linéaire et passage a la valeur absolue,
on en déduit que
inf(f,g) € F et sup(f,g) € F. (5.6)

3. Démonstration proprement dite.
Fixons une fonction f de C(X;R) et € > 0. Il s’agit de montrer 'existence d’une
fonction g de F telle que sup,cx |f(z) —g(x)| <e.
Pour commencer, fixons un point x de X. Pour tout y € X \ {z}, donnons-nous une
fonction f, de F telle que fy(z) = f(z) et f,(y) = f(y). L’ensemble

def
{2/ € X/ fy(2) —¢}

est un ouvert de X contenant z et y donc (Oy)y;,gx est un recouvrement de X par
des ouverts. Par compacité, il existe donc y1,--- ,y, tels que

p

x=[Jo,.

i=1

Posons alors g, o sup(fy,, -+, fy,). D’apres (5.6), la fonction g, est dans F et il est

facile de voir que g,(x) = f(z) et
V' € X, go(2') > f(a') —
On considere maintenant les ensembles

{x € X /g.(2) < f(w —i—a}

Comme précédemment, ces ensembles sont des ouverts non vides dont la réunion

def

recouvre X. On peut donc trouver un nombre fini de points x1,--- , 24 tels que
q
X =%,
i=1
La fonction g W inf (9215, Gz,) est dans F et vérifie

V' e X, f(2') —e < g(a') < f(a) +¢,

donc répond a la question.
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Exemples. 1. Soit Lip l'ensemble des fonctions lipschitziennes de ’espace métrique com-
pact (X,d) dans R. Il est clair que ’ensemble Lip est stable par combinaison linéaire et
multiplication, et contient toutes les fonctions constantes. Il est de plus séparant. En effet,
soit (z1,72) € X2 tel que o1 # 29, et (A1, A2) € R2. Alors la fonction

d(z1,x)

d(z1,x2)

est lipschitzienne, égale a A1 en x1, et & Ao en xo.

f:x>—>)\1+ ()\2—)\1)

Le théoreme de Stone-Weierstrass assure donc que ’ensemble des fonctions lipschitziennes
sur X est dense dans C(X;R).

2. Pour tout a < b, l'ensemble des fonctions polynémes de [a,b] dans R est dense dans
C([a,b];R). En effet, cet ensemble contient les constantes, sépare les points, et est bien sur
stable par combinaison linéaire et multiplication.

3. A titre d’exercice, nous laissons au lecteur le soin de vérifier que 'ensemble des polynomes
trigonométriques du type

n
Z ay, cos(kx) + by sin(kz)
k=0
est dense dans I’ensemble des fonctions continues 27-périodiques de R dans R.

Le théoreme de Stone-Weierstrass se généralise aux fonctions a valeurs complexes comme
suit :

Théoréme. Soit (X,d) un espace métrique compact et F une partie de C(X;C). On suppose
que F est stable par conjugaison 2, combinaison linéaire et multiplication, contient les fonctions
constantes et sépare les points. Alors F est dense dans C(X;C).

Preuve : Notons Fr. = {Ref/f€F} et Frn ={Imf/feF}.
La stabilité par conjugaison et le fait que

Ref—f;f et Imf:f;i

assure que ces deux ensembles vérifient les hypotheses du théoreme de Stone-Weirstrass
pour les fonctions a valeurs réelles. En conséquence, si f € F(X;C) et € > 0, il existe
g € Fre et h € Fr,, tels que

d(Ref,g) <e/2 et §(Imf,h) <e/2.

~

Donc 6(f, g+ ih) <e. ]
Remarque : Comme le montre ’exemple suivant, ’hypothese de stabilité par conjugaison est
indispensable. Considérons en effet 1'espace métrique X = {z € C/|z| = 1} et ensemble F

constitué par la restriction des polyndémes a coefficients complexes, a ’ensemble X. Alors F
est une sous-algebre de C(X;C) qui contient les constantes et sépare les points. Cependant, la
fonction continue ¢ : z — 1/z n’est pas dans 'adhérence de F car pour tout P € F, on a

2
/ e?P(e)dh =0
0
alors que

2m )
/ e (e do = 2m.
0

2. c’est-a-dire que f € F entraine f € F
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Chapitre 6

Les grands théoremes de 1’analyse
fonctionnelle

6.1 Le théoreme de Baire

On peut donner deux énoncés équivalents du théoreme de Baire.

Théoréme (de Baire). Soit (X,d) un espace métrique complet et (F,)nen une suite de fermés
de X, d’intérieur vide. Alors | J,cn Frn est dintérieur vide®.

a. mais pas forcément fermé!

Théoréme (de Baire). Soit (X,d) un espace métrique complet et (2y,)nen une suite d’ouverts
denses de X . Alors (),cn 2 est dense® dans X .

a. mais pas forcément ouvert !

Pour voir que les deux énoncés sont équivalents, il suffit de passer au complémentaire et d’utiliser
le fait que pour toute partie A d’un espace topologique (W, O), 'adhérence de W \ A est égale
au complémentaire de A. Donc un ensemble est dense si et seulement si son complémentaire est
d’intérieur vide.

Donnons maintenant une démonstration du deuxiéme énoncé du théoreme de Baire. Soit
() nen une suite d’ouverts denses de X et V' un ouvert non vide de X. Il s’agit de montrer
que V N (N,en 2n) n'est pas vide.

Etape 0. Par densité de g, I'ouvert g NV est non vide. Donc il existe zg € X et rg > 0 tels
que B(zg,ro) C QoNV.
Etape 1. De méme, par densité de 21, il existe 1 € X et r1 > 0 tels que

B(z1,7m1) C Q1N B(xg,r0) C QN NV

Quitte & diminuer r1, on peut toujours supposer que r; < ro/2.

Etape n. Supposons construits une famille (zg,z1,---,2z,) de points de X, et une famille
(ro,r1,- -+ ,7yn) de réels strictement positifs tels que pour j =1,--- ,n on ait

B($jarj) - B(l'jflarj—l) N Qj et rj < Tj71/2-

Comme €, 1 N B(xy,r,) n'est pas vide, on peut choisir un x,4+1 € X et un réel r,4; de
10,7, /2] tels que

B(SUnJrla rn+1) C QnJrl N B(-Tna Tn)-

5
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On a donc construit une suite (z,,)nen de points de X, et une suite (ry,),en de réels strictement
positifs vérfiant

Vn € N,B(zn,mn) CQN---NQ NV, B(xni1,7ns1) C B(an,m) et i1 < ra/2.

Il est clair que la suite (zy,)nen construite est de Cauchy. Comme X est complet, elle converge
vers un élément = de X qui, par construction, appartient & toutes les boules fermées B(zy,, )
donc a VN (N,en n)- ]

En relation avec le théoreme de Baire, nous pouvons introduire la définition suivante :

Définition. On dit qu’un espace topologique séparé (X, ) a la propriété de Baire si pour
toute suite (£2,)nen d’ouverts denses de X, 'ensemble ﬂneN Q,, est dense.

Remarque. Le théoreme de Baire assure que tout espace de Banach a la propriété de Baire. Mais
on peut construire des e.v.n. (forcément non complets!) qui n’ont pas la propriété de Baire.
C’est le cas par exemple de E = C([0,1]; R) muni de la norme ||f|;1 = fo |f(t)] dt. En effet, si
I’on définit

te(0,1]

Fn:{f€E| sup \f(t)|§n},

on a clairement |,y Fn = E bien que chaque F,, soit fermé d’intérieur vide. En effet, si f € F,
alors on constate que pour tout j € N, la fonction f + f; avec f; continue affine par morceaux
sur [0,1], nulle en 0 et sur [277,1] et égale & 2(n+1) en 27771 appartient & E\ F,, (car f+ f;
vaut au moins n +2 en 27/71). Cependant || f;||;1 =27/(n+1) donc f + f; tend vers f dans
FE quand j tend vers l'infini. En conséquence, il n’existe pas de voisinage de f qui soit inclus
dans F,.

Remarque. Sachant que R est un espace métrique complet, le théoreme de Baire permet de
retrouver le fait que R n’est pas dénombrable (indication : considérer l'intersection de tous les
ouverts R\ {a} avec a € R).

Proposition. Soit X un espace topologique séparé ayant la propriété de Baire et € un ouvert
de X . Alors 0 muni de la topologie induite par X a aussi la propriété de Baire.

Preuve : Soit (Qp)neny une suite d’ouverts denses de Q. Comme ) est ouvert, on vérifie
facilement que (€2, U(X\ Q))n cy est une suite d’ouverts denses de X. On est donc assuré

que (N,en (2 U (X \ Q) est dense dans X.
Maintenant si V' est un ouvert arbitraire de ©, c’est un ouvert de X tel que VN (X\Q) = 0.

Donc
v (N (@uE\@)) =va((e)uEn2)=va ()
neN neN neN
est non vide, d’ou le résultat. ]

Théoréme. Soit X un espace topologique de Baire et (Fy,)nen une suite de fermés de X telle
que U, ey Fro = X . Alors |, Fr est dense dans X .

Preuve : Soit  un ouvert non vide de X. Comme X est un espace de Baire, {2 aussi.
Chaque ensemble F;,, N est un fermé de 2 pour la topologie induite. En raisonnant par
’absurde, on en déduit facilement que (J,cy (Fn N Q) n’est pas vide. [ ]

Corollaire. Soit Q un ouvert non vide et non borné de R*. Alors il existe T > 0 tel que
{neN|nT € Q}

ait une infinité d’éléments.
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Preuve : On veut trouver un 7" > 0 tel que
1
Te (U ! Q)
n>1 “p>n

On vérifie que pour tout n € N*, 'ensemble €2, = UpZn %  est un ouvert dense de RT.

Comme RT est un espace métrique complet, ensemble N;,>1€2, est donc dense dans R+,
En particulier, il contient un élément T > 0. [ |

6.2 Le théoreme de Banach-Steinhaus

Théoréme (de Banach-Steinhaus). Soit E un Banach, F un e.v.n. et (T;)ier une famille
d’applications de L(E;F). On suppose que pour tout x € E, l'ensemble {T;(x) | i € I} est
borné dans F'.

Alors il existe M >0 tel que Vi € I, ||Til|z(pry < M.

Preuve : Pour tout n € N, on définit I'ensemble A, & {z e E|Vie I,|Ti(z)|[r <n}. L'en-

semble A, est est un fermé de F (car intersection de tous les fermés T, '(Br(0,n))) et
I'on a | J,,cy An = £. Comme E est complet et, manifestement, n’est pas d’intérieur vide,
le théoreme de Baire garantit I'existence d'un ng € N tel que A, ne soit pas d’intérieur
vide. 1l existe donc zg € E et 19 > 0 tels que B(zg,79) C Ap,. Autrement dit,

Vi € I,Vy € Bg(0,1), ||Ti(xo + roy) | r < no-
En conséquence, en vertu de la linéarité des T;,
Vie I, Vy € Be(0,1), [|T;(z0) + roTi(y) || Fr < no
d’oli, grace a la deuxieme inégalité triangulaire,

sup || Ti(y)llr < v (no + [ Ti(wo)llr).-
yeBp(0,1)

On a donc bien le résultat voulu : il suffit de choisir M = ry! (no + [|T3(zo) || F)- ]

Corollaire. Soit E un Banach, F un e.v.n, et (Ty)nen une suite de L(E; F). On suppose

que pour tout x € E, la suite (T),(x))nen converge dans F vers une limite notée T(x). Alors
T e L(E;F), la suite (T),)nen est bornée et

1T\ z(p:ry < Uminf || T 2 g5y (6.1)

Preuve : Tout d’abord, les opérations linéaires étant des opérations continues, I’application
T est linéaire. Ensuite, sachant que toute suite convergente est bornée, le théoreme de
Banach-Steinhaus assure que la suite (7, )nen est bornée : il existe un M > 0 tel que

Vn e N,Va € E, |T,(z)llp < M|z|p-
Du fait que pour tout x € E on a
Vn eN, [Th(z)llr < I Tollceemlzle,

on en déduit que
Vo € B, |T()|r < o] g liminf [ T o,

Le théoreme de continuité des applications linéaires permet maintenant de conclure que
T est continue et vérifie (6.1). ]
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Attention : Pour appliquer le théoréeme de Banach-Steinhaus, il est essentiel que 1’espace de
départ soit complet.

En effet, considérons E = C!([0,1;R) et F = C([3,2];R). On munit E et F de la norme
de la convergence uniforme. Pour tout h €]0, i[ et f € E on note Tj(f) la fonction définie sur
1L.3] par [Th(H)(x) = h~1(f(z + h) — f(2)).

On constate alors que chaque T}, est linéaire continue de E sur F|, et que
IT0(Dlle < 1 e et lim Th(f) = f*.
—0

Autrement dit, en notant 7' : f — f’, on remarque que (T-n(f)),~o converge vers T'(f) pour
tout f € F. Il est par ailleurs facile de montrer que T ¢ L(FE; F), ce qui semble contredire le
corollaire ci-dessus.

En fait, toutes les hypotheses du corollaire sont vérifiées sauf une : la complétude de FE.

6.3 Le théoreme de I’application ouverte

Définition. Soit (X,0), (X', 0') deux espaces topologiques. On dit que f: X — X' est une
application ouverte si I'image de tout ouvert de X par f est un ouvert de X’.

Attention : Si f est une fonction continue de X sur X’ alors I'image réciproque de tout ouvert
de X’ est un ouvert de X. On ne peut rien dire a priori sur la nature topologique de 'image
(directe) d’'un ouvert de X par f.

Pour s’en persuader, on peut considérer le cas d’une application constante de R dans R.
Pour tout ouvert non vide 2 C R, f(£2) est un singleton, et n’est donc pas ouvert (pour la
topologie usuelle de R), bien que f soit continue.

Théoréme (de l'application ouverte). Soit E et F' deux Banach, et T € L(E; F) surjective.
Alors T est une application ouverte.

Preuve : Premiére étape : on cherche un ¢ > 0 tel que Br(0,4c) C T(Bg(0,1)).

Soit X, & T(Bg(0,n)). Comme T est surjectif, on a F' = J,cn- Xn et donc a fortiori

F =, en+ Xn- L'espace F' étant complet, le théoreme de Baire assure l'existence d’un
entier ng € N* tel que l'intérieur de X, ne soit pas vide.
Soit donc yo € F' et 19 > 0 tels que

Br(yo,m0) C T(Bg(0,m0)).
Par linéarité de T, on vérifie que
Br(ng y0,n '10) U BF(—ng g0, ng '0) € T(Bg(0,1)).

La linéarité de T assure aussi que T'(Bg(0,1)) est convexe.
On en déduit que

_ 1 _ _ 1 _ _ —_—
Br(0,n5'rg) = iBF(no Yo, ng tro) + §BF(—n0 Yo, ng'r0) € T(BE(0,1)).

On peut donc prendre ¢ = rg/(4ny).
Deuxiéme étape : on montre que Br(0,¢) C T(Bg(0,1)).
Soit y € Br(0,c). On construit par récurrence une suite (z,)nen € EY telle que

Vn e N*, ||zallp < 27D et |ly—T(z1+ -+ 2)||lF < 27"
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Cela est possible car I’étape précédente implique que Br(0,c¢) C T(Bg(0,1/4)). 1l existe
donc z; € E tel que ||z1]|g <1/4 et ||y — T'(z1)||F < ¢/2.

Ensuite, si zq,--- ,x, ont été construits, on remarque que
12"y —T(2"x1 + -+ 2"zy)||F < ¢

et 'on obtient comme précédemment un z,11 € E tel que ||2"z,11||p < 1/4 et ||2"y —
T2 x4 -+ 2"xy,) — T(2"xp11)||F < ¢/2.

Par complétude de E, comme la série ) x,, est absolument convergente, la série > > | x,,
converge vers un élément = de E vérifiant ||z||g < 1/2 < 1. De plus, par continuité de T,
onavy=T(x).

Donc Br(0,¢) C T(Bg(0,3)) C T(Bg(0,1)).

Troisieme étape : Conclusion.

On veut montrer que T'(£2) est ouvert dans F, pour tout 2 ouvert de E. On peut toujours
supposer que {2 n’est pas vide. Soit donc y € T'(Q) et = € Q tel que y = T'(x). Comme z
est intérieur a €, il existe r > 0 tel que Bg(x,r) C Q. En utilisant la deuxiéme étape et
la linéarité de T, on en déduit que

Br(y,cr) =T(z) +rBr(0,¢) C T'(x) + rT(Bg(0,1)) = T(Bg(z,r)) C T(Q).

En conséquence y est bien un point intérieur a T'(2), et T'(2) est ouvert. ]

Remarque. La complétude de I est utilisée dans la premiere étape alors que celle de F intervient
dans la deuxieme étape.

Corollaire 1. Soit E et F deur Banach, et T € L(E; F) bijective. Alors T~' est continue.

Preuve : Soit 2 un ouvert de E. Comme T est bijective, on a (T~1)71(Q) = T(£2). Mais
T(€) est ouvert en vertu du théoreme précédent. On peut donc maintenant conclure que
I'image réciproque de tout ouvert de E par T~! est ouvert. Donc T~! est continue. ®

Corollaire 2. Soit E un e.v.n. que l’on munit de deux normes ||-||1 et || -||2. On suppose que
(E |- 1l1) et (B, -|l2) sont complets et qu’il existe ¢ > 0 tel que

Ve e B, |zl < cfl2-

Alors les normes || - ||1 et || - ||2 sont équivalentes.

Preuve : Considérons I'application identité Id de (E,|| - ||2) dans (E,|| - ||1). Vues les hy-
potheses, le corollaire 1 assure que Id ™! est continue. Il existe donc ¢ > 0 telle que

Vo € B, [l < ¢lzfh,

d’ou ’équivalence des normes. [ |

6.4 Le théoreme du graphe fermé

Définition. Soit F, F' deux e.v.n. et T" une application linéaire de E vers F'. On appelle
graphe de T' (noté G(T')) le sous-ensemble de E x F' suivant :

G(T)={(z,y) e EXF | y=T(x)}.
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Il est facile de vérifier que T' continue entraine que G(T') est fermé (au sens de la topologie
produit de E x F'). Sous de bonnes hypotheses, il y a en fait équivalence entre la continuité et
la fermeture du graphe :

Théoréme (du graphe fermé). Soit E et F', deux Banach, et T une application linéaire de
E vers F. Alors T est continue si et seulement si G(T') est un fermé de E x F.

Preuve : Seule I'implication réciproque n’est pas triviale. Supposons donc que G(T') est fermé
dans F x F. Comme FE et F sont complets, on vérifie aisément que F x F muni de la
norme ||(z,y)||exr = max(||z| g, ||y||F) est aussi complet puis que l'e.v.n. G(T") muni de
la norme induite est complet (c’est ici qu’intervient ’hypothese que G(T') est fermé).

P:{ﬂﬂ

.
(z,y) —

Définissons

L’application P est bijective par définition de G(T'). De plus, pour tout (x,y) € G(T),
on a

1Pz, y)lle = llzllz < (2, y)llzxF-

Donc P est continue. Le corollaire du théoréme de ’application ouverte assure donc que
P~ aussi est continue. Autrement dit, il existe C' > 0 tel que

Ve € B, |T(2)llr < max(||z]|g, [T(2)||lF) < Cllzle,

d’ou le résultat. m

Remarque. Soit E et F' des Banach et T linéaire de E vers F'. Pour montrer la continuité de
T, il suffit donc d’établir que pour toute suite (x,)neny de E telle que (2, T(zy))nen converge
vers (z,y),ona y=T(x).

Exercice : Soit T un endomorphisme sur L?([0, 1]). On suppose 7' continu de (L?([0, 1]); ||| z2)
dans (L2([0,1]); ]|+ ||z1)- A I'aide du théoreéme du graphe fermé, montrer que 7' est aussi continu
de (L*([0,1]);]| - [l z2) dans (L2([0,1]); ]| - I 2)-

6.5 Autour du théoréme de Hahn-Banach (hors-programme)

6.5.1 Théoreme de Hahn-Banach, forme analytique

Au chapitre 3, nous avons vu que toute application linéaire continue définie sur un sous-
espace dense F' d’un e.v.n. E et a valeurs dans un Banach admettait un unique prolongement
continu & F tout entier, et que ce prolongement avait de plus la méme norme.

Dans cette section, nous cherchons & établir que, sans hypothese particuliere, toute forme
linéaire continue sur F admet un prolongement continu ! sur E.

Nous verrons que ce résultat est 'une des multiples conséquences du théoréme de Hahn-
Banach que nous énoncons ci-dessous.

1. pas nécessairement unique
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Théoréme (Hahn-Banach, version analytique). Soit E un espace vectoriel sur R et p une
fonction de E dans R wvérifiant :

(i) YA>0, Vz € E, p(Ax) = Ap(x),
(ii) Y(z,y) € R?, p(z +y) < p(x) +p(y).
Soit F' un s.e.v. de E et L une forme linéaire sur F telle que

Ve € F, L(x) < p(x).

Alors il existe une forme linéaire L définie sur E, qui prolonge L (i.e. z(:c) = L(z) pour tout
x € F) et telle que

Vz € E, L(z) < p(x).

La démonstration de ce théoréeme repose sur un résultat célebre de la théorie des ensembles, le
lemme de Zorn qui est lui-méme équivalent & ’axiome du choix.
Avant d’énoncer le lemme de Zorn, nous avons besoin de rappeler quelques notions provenant
de la théorie des ensembles.
Définition. Soit £ un ensemble. On dit que < est une relation d’ordre sur £ si
(i) Y(z,y,2) € &3, (x <yety< z) =z < z,
(i) Y(z,y) €E2, (z<yety<az)=z=y,
(i9) Ve € &€, v < x.
On dit que I'ordre est total si de plus pour tout (x,y) € £2, ona 2 <y ou y < .
Un couple (&, <) avec < relation d’ordre sur E est appelé ensemble ordonné.
Exemples. 1. L’ensemble N muni de la relation d’ordre usuel est totalement ordonné.

2. Si A est un ensemble ayant au moins deux éléments, I'ensemble F(A;R) muni de la
relation d’ordre
f<g si f(z)<g(xr) pourtout xze€A

n’est pas totalement ordonné.

Définition. Soit (£,<) un ensemble ordonné et X une partie de £. On dit que x est un
majorant de X si
Yye X, y<u.

On dit que z est un élément maximal de X si
Vyel, e <y=y=nuz.

Définition. On dit qu'un ensemble ordonné (&,<) est inductif si toute partie totalement
ordonnée de £ admet un majorant.

Lemme (de Zorn). Tout ensemble non vide inductif admet un élément maximal.

Preuve du théoréme de Hahn-Banach :

On note & l'ensemble des couples (V,u) tels que V soit un sous-espace vectoriel de E
contenant F, et u une forme linéaire sur V' qui coincide avec L sur F' et vérifie u(z) < p(x)
pour tout z € V. On munit £ de la relation d’ordre < définie par

(Vi,up) < (Va,ug) si ViCVa et wg=wu sur Vi.
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L’ensemble (£, <) est ordonné par construction. De plus, il est non vide car contient L et inductif
car si {(Vi,u;),i1 € I} est une partie totalement ordonnée de & alors U;crV; est un sous-espace
vectoriel de E contenant F' et ’endomorphisme u définit sur U;e;V; par u(x) = u;(z) si x € V;
est bien un majorant de la partie {(V;,u;),i € I} N

D’apres le lemme de Zorn, £ admet donc un élément maximal (V, L). Supposons par ’ab-
surde que V # E. Alors E'\ V contient au moins un élément x non nul. Pour a réel donné, on
définit alors une forme linéaire Ea sur V @& Rx par

L,(y)=L(y) si yeV, et Za(:v) =a.
Grace aux propriétés de L et de p, on peut ajuster a de telle sorte que
Vy e V,VAER, Lo(y + Ax) = L(y) + Aa < p(y + A\z). (6.2)

En effet, (6.2) est clairement vérifiée pour tout y € V si A = 0. Par ailleurs, 'inégalité (6.2)
restreinte aux A > 0 est équivalente a

Vy eV, L(y) +a < ply + =)
alors que pour A < 0, elle est équivalente a
VzeV, L(z) —a < p(z — z).

Finalement (6.2) est donc vérifiée si et seulement si a est choisi de telle sorte que

ggxﬂa—p@fm)Sas;g@@+mfi@0.

Comme pour tout (y,z) € V2, ona L(y) + L(z) < ply + 2) < p(y + x) + p(z — x), un tel choix
de a est possible. _ _
On a donc (V,L) < (V &Rz, L,). Comme z ¢ V, cela contredit la maximalité de (V,L). m

Avant de d’énoncer un corollaire fondamental du théoreme de Hahn-Banach, définissons le
concept de semi-norme.

Définition. Soit E un e.v. sur K = R ou C. On dit quune application p : E — RT est une
semi-norme si

(i) VA eK, Vo € E, p(Azx) = |\|p(x),
(i) V(z,y) € B2, p(z +y) < p(x) + p(y).

Exemples. (i) Une norme est toujours une semi-norme.
(ii) Soit E = C'([0,1];R). Pour f € E, posons

p(f) = sup [f'(?)].

t€[0,1]

Alors p est une semi-norme mais pas une norme car p(f) = 0 n’entraine pas f = 0 (en
fait dans cet exemple, p(f) =0 ssi f est constante).

Corollaire 1. Sous les hypotheses du théoreme de Hahn-Banach, si de plus p est une semi-
norme alors on peut trouver une forme linéaire L qui prolonge L sur E et telle que

Vo e E, |L(z)| < p(x).

Preuve : Notons Lle prolongement fourni par le théoreme de Hahn-Banach. Comme Z(—x) =
—L(x) pour tout = € E et comme p(x) = p(—x), on obtient clairement |L(x)| < p(z). m
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Corollaire 2. Le corollaire précédent reste valable pour les espaces vectoriels sur C a condition
de supposer de plus que |L(x)| < p(x) pour tout x € F' et d’interpréter |-| comme le module.

Preuve : On considere E comme un R-espace vectoriel. Il est alors clair que 'application
linéaire Re L vérifie les hypotheses du corollaire 1. Soit ¢ une forme linéaire de F sur R
qui prolonge Re L sur E entier et vérifie

vz € B, o(z)] < p(a).
Pour tout x € F, on pose alors L(z) = ¢(z) —ip(iz). 1l est immédiat que L est une forme
linéaire de £ sur C et que L coincide avec L sur F. Enfin, si l'on note L(z) = |L(z)|e?,
ona e “L(z) € R donc

|L(z)| = L(e™"z) = ¢(e"z) < p(e™ ") = p(x).

Corollaire 3. Soit F' un s.e.v. de E' et L une forme linéaire continue sur F'. Alors on peut
prolonger L en une forme linéaire L continue sur E et de méme norme que L.

Preuve : On applique I'un des deux corollaires précédents avec p(z) = ||L||z(px)llzl[p. ™

Définition. On appelle dual topologique de FE l’ensemble des formes linéaires continues
sur . On note E’ le dual topologique.

Corollaire 4. Soit E un e.v.n. et xg € E. Alors il existe f € E' telle que

Ifller = llwolle et f(zo) = [lol-

Preuve : Apres avoir écarté le cas xg = 0 qui est trivial, on applique le corollaire précédent
a F =Kuzg et L définie sur F par L(Azo) = A||zo||% pour tout A € K. ]

On en déduit que pour tout x € E non nul, on peut trouver une forme linéaire f continue sur
E telle que f(z)# 0. On a en fait bien mieux :

Corollaire 5. Soit E un e.v.n. Pour tout t € E, on a

|z|lg=  sup  [L(z)],
LEE!, || L gr=1

et le sup est atteint.

Preuve : Le résultat est trivial si x = 0. Supposons donc que x # 0. Soit L € E’' de norme 1.
Alors, par définition de la norme sur E’, on a |L(z)| < ||z||[g pour tout = € E. Donc

sup  |L(z)| < |lz]|&-
LeR, | Ll| =1

Réciproquement, le corollaire 4 assure 'existence de L € E’ telle que |[L||g = ||z||g et
|L(z)| = ||z||%. La forme linéaire L < |lz| 'L est continue, de norme 1 et telle que
L(x) = ||z||g. D’ou le résultat. ]
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6.5.2 Le théoreme de Hahn-Banach, forme géométrique
Dans toute cette section, les espaces vectoriels considérés sont réels.

Définition. On dit que M C E est un sous-espace affine de F s’il existe zg € E et un s.e.v.
My de E tels que M = xg + My. On dit alors que M est le sous-espace affine passant par xg
et dirigé par M.

Définition. On dit que H est un hyperplan de E ¢§’il existe une forme linéaire L non nulle

et un réel « tels que
H={xeFE | L(z) =a}.

Remarque. Un hyperplan est donc un espace affine dirigé par le noyau d’une forme linéaire. Si
de plus cette forme linéaire est continue alors I’hyperplan est nécessairement fermé.

En fait, on a un résultat plus précis :
Lemme 1. Tout hyperplan de E est ou bien dense dans E ou bien fermé dans E.

Preuve : Soit H={z € E|¢(z) =a} avec o € R et ¢ € L(E;R) non nulle. Supposons que
H ne soit pas dense dans E. Il existe alors 29 € E et ro > 0 tels que B(zo,70) C E\ H.
On a donc
a — ¢(zo)

Vz € B(0,1), ¢(x) # ———~.

ro
Comme B(0,1) est convexe et ¢, lindaire, 'ensemble ¢(B(0,1)) est un convexe de R. On
en déduit que ¢ — (%@0)) garde un signe constant sur B(0,1) puis que ¢ est bornée

To
sur la boule unité, donc continue. En conséquence, H est fermé. [ |

Définition. Soit A et B deux sous-ensembles de E et H un hyperplan de E. On dit que H
sépare A et B s’il existe une forme linéaire L sur E et un réel a tels que

Vee A, L(z) <a et Vre B, Lx) > a.

On dit que H sépare A et B strictement si les inégalités ci-dessus sont strictes.

Théoréme (Hahn-Banach, version géométrique). Soit A et B deux parties convexes disjointes
de E avec A fermé et B compact. Alors il existe un hyperplan fermé séparant strictement A
et B. Plus précisément, il exviste « € R et L € E' tels que

Vee A, L(z) <a et VzxeB, Lx)> .

La preuve de ce théoreme repose sur les deux résultats intermédiaires suivants :

1 Si A est une partie convexe ouverte non vide de E et M est un sous-espace affine de E,
disjoint de A alors il existe un hyperplan fermé contenant M et disjoint de A.

2 Si A et B sont convexes disjoints avec A ouvert alors il existe un hyperplan fermé séparant
Aet B.

Preuve du premier résultat intermédiaire

Supposons pour simplifier que 0 € A. On introduit alors la fonction de Minkowski p
définie pour tout x € E par
p(x) =inf{A > 0|1z € A}.

En utilisant le fait que A est ouvert et convexe, on montre que p vérifie les hypotheses du
théoréeme de Hahn-Banach et que A = p~1([0,1]).
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Soit g € E et My un s.e.v. de E tels que M = x¢g + My. Comme 0 € A et MNA =0,
on sait que xg € My. Le s.e.v. V engendré par xg et My est donc V = My @ Rxg. On définit
alors la forme linéaire L sur V par L(z) = X pour x = A\xg +y avec A € R et y € M.

On vérifie facilement que L < p sur V. En effet, si A < 0 et y € My, il est évident que

L(Axo+1vy) < p(Axg+y) puisque le membre de gauche est négatif alors que le membre de droite
est positif. Si A > 0, on a p(Azo+y) = Ap(zo+A"1y) > XA = L(Azo+y) puisque zo+A"'y & A.

Le théoréeme de Hahn-Banach nous permet donc de prolonger L en LeE telle que L<p
sur E. 11 est clair que 'hyperplan H = L~1({1}) contient M et est disjoint de A. Enfin,
cet hyperplan est fermé. En effet, s’il ne ’était pas, il serait dense d’apres le lemme 1 et donc
intersecterait 'ouvert A.

Le cas général ou A ne contient pas 0 peut se ramener au cas précédent par translation. Les
détails sont laissés au lecteur.

Remarque. De ce premier résultat, on déduit facilement que si 0 € M alors il existe L € E’ telle
que L =0 sur M et L >0 sur A.

Preuve du deuxiéme résultat intermédiaire

Sous les hypotheses A ouvert convexe, B convexe et AN B = (), 'ensemble C' = Y A-Best

ouvert, convexe, non vide et ne contient pas 0.
Gréce a la remarque précédente (appliquée avec M = {0} et A =C), il existe L € E’ telle
que L > 0 sur C. Autrement dit,

V(a,b) € A x B, L(a) > L(b).
On pose a = infye 4 L(a). L'hyperplan L~!({a}) répond alors & la question.

Conclusion

Soit A et B vérifiant les hypotheses du théoréeme de Hahn-Banach (forme géométrique).
Pour tout € > 0, on pose

déf déf

A. = A+ B(0,¢), B. = B + B(0,¢).

Les ensembles A, et B. sont ouverts, convexes, et non vides. De plus, les hypotheéses A compact,
B fermé et AN B = () assurent que d(A4,B) > 0. Donc A. et B. sont disjoints pour &
suffisamment petit. Fixons un tel e.

Soit a € R et L € E' tels que 'hyperplan H d:éfL_l({a}) sépare A. et B.. On a donc
Y(z,y) € Ax B,Y(z,2') € B(0,1)%, Lz +¢2) <a < L(y+ 2.
On en déduit alors facilement que
Y(r,y) € Ax B, L(z)+ ¢l Ll < o < L(y) — el|Ll| .
d’otu le résultat.

Corollaire 1. Soit ' un sous-espace vectoriel de E non dense. Alors I est inclus dans un
hyperplan fermé de E.

Preuve : Soit zg € E\ F. On applique le théoréeme de Hahn-Banach avec A = F et B = {x}.
Il existe donc o € R et L € E’ tels que

Vz € F, L(z) < a < L(zo).

On a donc L(Ax) < « pour tout x € F' et A € R. Cela entraine la nullité de L sur F. Par
ailleurs L # 0 puisque L(xg) > L(x) pour tout x € F. Donc F' est inclus dans ’hyperplan
fermé Ker L. [ |
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Donnons un dernier corollaire fort utile.

Corollaire 2. Soit F' un s.e.v. de E. Alors F' est dense si et seulement si toute forme linéaire
L € E' s’annulant sur F s’annule aussi sur E tout entier.

Preuve : L’implication directe est évidente car une application continue s’annulant sur une
partie dense de E est forcément nulle.
Montrons la réciproque par contraposition en supposant que F' est un s.e.v. non dense
de E. Alors le corollaire précédent assure I'existence d’une forme linéaire continue L non
nulle telle que F' C Ker L, d’otu le résultat. [ ]

6.5.3 Supplémentaires topologiques
Dans toute cette section, F est un Banach.

Proposition. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels fermés de E tels que F + G soit ausst
fermé. Alors il existe C € R tel que tout élément z de F+G puisse se décomposer en z = x+y
avec

[zl < Cllzll et lyll < Cl=]]

Preuve : On munit F' x G de la norme ||(z,9)||lrxc = ||z]|lE + ||yllg et F + G, de la norme
induite par E. L’application

FxG — F+dG
T
(z,y) — z+y

est linéaire, continue et surjective.
Comme F x G et F'+ G sont fermés, le théoreme de 'application ouverte s’applique. Il
existe donc ¢ > 0 tel que

Br16(0,¢) C T(Bpxa(0,1)).
Autrement dit, pour tout z € F + G tel que ||z||g < ¢, il existe (z,y) € F x G tel que
[zlle + llylle <1 et z=a+y.

Pour z € F + G non nul arbitraire, on pose 2z’ = 2. On a 2’ € Bpyg(0,¢). Donc il

_c
2|zl e

existe (7,y) € F x G tel que ||z||g+||yllg <1 et Z= x+y. En multipliant par 2¢ (2| gz,
on obtient le résultat voulu. [

Définition. Soit F' un s.e.v. fermé de E. On dit que F' admet un supplémentaire topolo-
gique G ¢'il existe un s.e.v. fermé G de E tel que F = F @ G.

Définition. Soit F' et G deux s.e.v. de F tels que F = F ® G. On appelle projecteur sur F
parallelement a G I’endomorphisme p sur E défini par

Ve e E, (xzy—kz,yéF,zGG) = p(z) =y.
Grace au théoreme ci-dessus, on en déduit le

Corollaire. Soit F' un s.e.v. fermé de E admettant un supplémentaire topologique G. Alors le
projecteur p sur F parallélement a G est continu, ainsi que le projecteur q sur G parallélement
a F.

Exemples. 1. Tout s.e.v. de dimension finie admet un supplémentaire topologique.

En effet, si F' est de dimension finie, on sait déja que F est fermé. On fixe alors (e, -+, ey)

*

une base de F' et la base duale (e}, -- ,e’) de F'. Le théoreme de Hahn-Banach permet

de prolonger cette base en une famille (¢1,---,¢y) de formes linéaires continues sur E
telles que si z = Y7 xje; alors ¢;(z) = ;.
On vérifie aisément que [, Ker ¢; est un supplémentaire topologique.
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2. Tout s.e.v. fermé de codimension finie admet un supplémentaire topologique (prendre un
supplémentaire algébrique qui, étant de dimension finie, est forcément fermé). En particu-
lier tout s.e.v. de E s’écrivant comme intersection finie de noyaux d’éléments de E’ rentre
dans cette catégorie. En effet, soit F' = ﬂleKer L; avec L; € E'. On peut supposer sans
perte de généralité que (Li,---,L,) est une famille libre de E’. On définit alors

EFE — R?
¢:{$Fﬁ(h@ww%@)

On montre facilement que ® est linéaire, continue et surjective. Soit (1, - ,¢p) la base ca-
nonique de RP. Alors le sous-espace vectoriel G de E engendré par (@~ 1(g1),- - - 7(1),1(%))
est un supplémentaire topologique de F.

Théoréme. Soit T' € L(E; F) avec E et F espaces de Banach. On suppose de plus que T est
surjective. Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) T admet un inverse a droite continu (i.e. il existe S € L(F; E) tel que T oS =1dp ).
(i) KerT admet un supplémentaire topologique.
Preuve : Si T admet un inverse a droite S qui est continu, on constate que S(F') est un

supplémentaire algébrique de Ker T'. En effet, il est clair que S(F') et Ker T sont en somme
directe, et comme tout x € E peut se décomposer en

x = (z—S(T(z))) +S(T(x)),

on a bien KerT @ S(F) = E.
Le fait que S(F) soit fermé se vérifie facilement & 1’aide de la propriété 7' o S = Idp.

Réciproquement, supposons que KerT' admette un supplémentaire topologique G.

Soit p la projection sur G parallelement & KerT. Soit y € F' et x € E tel que T'(z) =y
(existe car T est surjective). On pose alors S(y) = p(x).

On vérifie facilement que S est bien définie (i.e. ne dépend pas du choix de x) et linéaire,
et que T oS = Idp.
Enfin, d’apres le théoreme de 'application ouverte, il existe ¢ > 0 tel que

Ve e E, |T(z)|lr < c=||z||g < 1.
En prenant x de la forme x = S(y) avec y € F, on en déduit que
vy € BF(070)7 HS(y)HE <L

Cela assure la continuité de S. ]
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Chapitre 7

Espaces de Hilbert

7.1 Produit scalaire

Dans toute cette section, E désigne un espace vectoriel sur R ou sur C. Nous souhaitons
munir cet espace d’une forme bilinéaire symétrique particuliere appelée produit scalaire. Pour
faciliter la lecture, nous distinguerons le cas réel du cas complexe.

7.1.1 Le cas réel

Dans toute cette partie, F désigne un espace vectoriel réel.

Définition. On dit qu'une forme bilinéaire! b sur E est un produit scalaire si elle est
— symétrique : V(z,y) € E?, b(y,x) = b(z,v),
— définie positive : Yz € F\ {0}, b(x,z) > 0.

Exemples. 1. Sur R"™, Papplication
n
(z,y) — > _ x5y
j=1

est un produit scalaire, appelé produit scalaire canonique de R"”.

2. Sur I'ensemble ¢2(R) des suites réelles de carrés sommables, 1’application
o0
(@, y) — > _ x5y
j=0

est un produit scalaire.

3. Soit  un ouvert de R™. Sur l’ensemble Cp(£2;R) des fonctions continues bornées sur €2
et a valeurs réelles, 'application

(f.9) — /Q f(2)g(x) du

est un produit scalaire.

Définition. Un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilber-
tien réel. Le produit scalaire b(z,y) est alors noté (z | y) et 'on pose ||z|| = /(x| z).

1. Rappelons que, par définition, une forme bilinéaire sur un espace vectoriel réel est une application bilinéaire
de E x E dans R.

6
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Remarque : Un espace préhilbertien réel de dimension finie est aussi appelé espace euclidien.

Proposition. Soit E un espace préhilbertien réel. Alors ’inégalité de Cauchy-Schwarz est
vérifiée :
2
V(z,y) € E7, [(z | y)| < [l=]| [yl
avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.
Preuve : Fixons x et y dans F. Eliminons d’emblée le cas y = 0 qui est trivial.

Pour A € R, on pose alors f(\) = (x + Ay|x + A\y). En développant 'expression de f, on
trouve

FON) = N (yly) +2A(zly) + (z]x). (7.1)
Comme (y|y) > 0 (puisque l'on a supposé que y # 0), la fonction f est un polynéme de
degré 2 en A qui reste positif pour tout A € R. Son discriminant réduit

A" =|(z|y)* = (z]) (yly)

est donc négatif, ce qui montre I'inégalité voulue.
Les cas d’égalité correspondent & A’ = 0 ce qui revient a dire que f peut s’annuler sur
R, i.e. il existe A\g € R tel que = + gy = 0. ]

Corollaire. L’application de E dans R qui a © € E associe ||z|| est une norme sur E. On dit
que c’est la norme associée au produit scalaire.

Preuve : 1l est clair que la fonction = +— ||z| est bien définie sur E entier, positive, et
qu’elle ne s’annule que si = 0. Il est aussi immédiat que ||[Az| = |A|||z||. Reste a prouver
I'inégalité triangulaire. Pour ce, on calcule

lz +ylI? = llz[|* + 2(2ly) + yI*
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a (z|y) < ||z|/||ly||. Donc
e+ ylI* < lll* + 2z [lllyll + l1* = () + lylh?*.

D’ou le résultat en prenant la racine carrée. [ |

Remarque : Dans le cas ou E est un espace euclidien, la norme associée au produit scalaire
est appelée norme euclidienne .

Proposition. Dans tout espace préhilbertien, ’identité du parallélogramme suivante est
vérifiée :

V(@,y) € B |l +yl” + llz — ylI* = 2]j«|* + 2|ly|

ainsi que I’identité de polarisation :

1
V(e,y) € B2 (@] y) = 1 (llo +yl? = 2 = y?).

Preuve : 1l suffit de remarquer que, par définition de la norme, on a
(e yl!i = Hl‘llz +2(z |y)+ Hyllz,
le=yl® = llzlI® —2(= | y) + llyl*

Il est clair qu’additionner les deux égalités donne I'identité du parallélogramme, et que
retrancher la deuxieme a la premiere permet d’obtenir I'identité de polarisation. [ |

Exercice : Démontrer la réciproque : si E est un espace vectoriel normé réel muni d’une norme
vérifiant I'identité du parallélogramme alors c’est un espace préhilbertien.
Hint : utiliser I’identité de polarisation pour définir le produit scalaire.
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Il est bien connu que les isométries du plan ou de 'espace conservent les angles (ou, de
fagon équivalente, le produit scalaire). Cette propriété se généralise aisément a tout espace
préhilbertien réel :

Proposition. Soit E un espace préhilbertien réel et f une isométrie sur E. Alors on a

V(z,y) € B, (f(2)|f(y) = (zly)-

Preuve : Grace a 'identité de polarisation, on a pour tout (z,y) € E?,

A(f@)IF (W) = () + FI? = (@) = F)l*.

Par linéarité de f, on a

f@)+fy)=flx+y) et f(z)—fly) = flz—y),

puis, comme f conserve la norme,

[f@+yll =llzt+yll et |f(@—-yl=lz—yl

En revenant a 1’égalité initiale, on obtient donc

4(f@)fW) = llz +yl* = o — y|I?

et I'identité de polarisation appliquée aux vecteurs = et y permet de conclure. ]

7.1.2 Le cas complexe
Dans toute cette partie, E désigne un espace vectoriel compleze.

Définition. On dit qu’une application h : £ X E — C est un produit scalaire hermitien si
elle est ?
— linéaire par rapport & la premiére variable : h(z+ A2/, y) = h(z,y) + Ah(2',y) pour
tout (z,2',y) € E3 et A € C,
— antilinéaire par rapport a la deuxiéme variable : h(z,y + \y') = h(z,y) + Mh(x, )
pour tout (z,y,7') € E® et A € C,
— hermitienne : V(z,y) € E?, h(y,z) = h(z,y),
— définie positive :

Vo € E\ {0}, h(z,z) > 0.

Attention : Certains auteurs préferent imposer I’antilinéarité par rapport a la premiére variable.
En mathématiques, on convient en général de ’antilinéarité par rapport a la deuxieme variable,
alors qu’en physique c’est le contraire. Tout est affaire de convention. ..

Exemples. 1. Sur C", l'application
n
(m ) y) — Z TiYj
j=1
est un produit scalaire, appelé produit scalaire canonique de C™.

2. Sur 'ensemble ¢?(C) des suites complexes de carrés sommables, Papplication

[e.9]
(,9) — D%
=0

est un produit scalaire.

2. Une application vérifiant les deux premieres propriétés est dite sesquilinéaire.
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3. Soit 2 un ouvert de R™. Sur l’ensemble Cp(£2;C) des fonctions continues bornées sur €2
et a valeurs complexes, ’application

(f.9) — /Q f(2)9(@) de

est un produit scalaire.

Définition. Un espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire est appelé espace pré-
hilbertien complexe. Le produit scalaire hermitien h(x,y) est alors noté (x | y) et I'on pose

[o] = /([ z).

Remarque : Un espace préhilbertien complexe de dimension finie est aussi appelé espace
hermitien.

Proposition. Soit E un espace préhilbertien complexe. Alors ’inégalité de Cauchy-Schwarz
est vérifiée :
2
V(z,y) € E% (= | y)| < = [lyll

avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Preuve : La preuve differe un peu de celle du cas réel. Le cas y = 0 étant trivial, on suppose
désormais que y # 0. On pose alors f()\) = ||z + Ay||?> pour A € C et I'on constate que

FOO) =Nz + MPlly 1 + 2Re (A | y)) -
Ecrivons que (2 | y) = |(z | y)| € et posons g(p) = f(pe’®) pour p € R. On a donc

Vp € R, g(p) = P llyll* + 20l (x | y)| + 2]
Comme g est une fonction positive, on peut conclure comme dans le cas réel a I'inégalité
de Cauchy-Schwarz.
Les cas d’égalité sont laissés au lecteur. [ |

. o . : déf
Corollaire. L’application de E dans R qui a * € E associe ||z| = /(x|r) est une norme
sur E. On dit que c’est la norme associée au produit scalaire.

Preuve : 1l est clair que la fonction = +— ||z| est bien définie sur E entier, positive, et
qu’elle ne s’annule que si = 0. Il est aussi immédiat que ||Az| = |A|||z||. Reste a prouver
I'inégalité triangulaire. Pour ce, on calcule

lz + ylI* = [[2]* + 2Re (= | y) + Iy

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a Re (z | y) < |[(z | y)| < ||=|||ly]] et I'on peut donc
conclure comme dans le cas réel. [ |

Remarque : Dans le cas ou F est un espace hermitien, la norme associée au produit scalaire
est appelée norme hermitienne.

Proposition. Dans tout espace préhilbertien, I’identité du parallélogramme suivante est
vérifiée :

V(w,y) € B2 llz +yl* + llz = ylI* = 2l|=]|* + 2/|y”

ainsi que ’identité de polarisation :

1 . . . .
V(w.y) € B (@ |y) = 7 (Il +vl? = o =yl +illo + iy|? - ill2 — iy|2).
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Preuve : 1l suffit de remarquer que, par définition de la norme, on a

lz+yl* = |z|®+2Re (= | y) + Iy,
lz =yl =zl = 2Re (| y) + [lyll*,
lz+ iyl = |l|® +2Zm (x| y) + [ly]%,
lo =yl = ll® = 2Zm (x| y) + [ly]*.

Additionner les deux égalités donne l'identité du parallélogramme. On constate aussi que
Iz +ylI” = [l —y|* =4Re (x| y) et o +iyl]* — |z —iy|* = 4Zm (z | y),

ce qui permet d’obtenir 'identité de polarisation. ]

Exercice : Démontrer la réciproque : si E est un espace vectoriel normé complexe muni d’une
norme vérifiant I'identité du parallélogramme alors c’est un espace préhilbertien.
Hint : utiliser I'identité de polarisation pour définir le produit scalaire.

En utilisant I'identité de polarisation, le lecteur pourra établir que dans le cas complexe
aussi, les isométries conservent les angles :

Proposition. Soit E un espace préhilbertien complexe et f une isométrie sur E. Alors on a

V(w,y) € B2 (f(2)|f(y) = (zly)-

7.2 Orthogonalité

Dans toute cette partie E désigne un espace préhilbertien réel ou complexe.

Définition. On dit que deux éléments = et y de E sont orthogonaux si (z | y) = 0. On note
alors z ly.

Théoréme (de Pythagore). Supposons que xly. Alors on a |z +y|*> = |z|* + ||ly|*

Preuve : On a ||z +y||?> = ||z|> + 2Re (x| y) + ||y||>. Or (z | y) = 0 d’ou le résultat. |
Définition. Pour tout z € E, on définit 'orthogonal de x par la formule
T E{ye B/ (x|y) =0}
Plus généralement, pour tout sous-ensemble A non vide de F, on définit 'orthogonal de A par
Alcﬁf{yeE/VxeA, (x| y) = 0}.

Proposition. Pour tout A C E non vide, Uensemble A est un sous-espace vectoriel fermé de
E, et l'on a AN A+ c {0}.

Preuve : Montrons d’abord que A+ est fermé. Soit (Zn)nen une suite convergente d’éléments
de Al et z € E, sa limite. On a pour tout y € A et n € N,

|(@ly)| = [(@nly) + (= = 2nly)| = [(@ — zaly)| < [z — zallly]-

Par convergence de la suite, le dernier terme tend vers 0 quand n tend vers 'infini. Cela
permet de conclure que z € AL.
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Montrons maintenant que AL est un sous-espace vectoriel de E. Il est évident que A+
contient 0. Il suffit donc de vérifier que A est stable par combinaisons linéaires. C’est
une conséquence immédiate de la linéarité (ou de I'antilinéarité) du produit scalaire par
rapport a chaque variable.

Enfin, si AN AL contient un élément x alors z est orthogonal & lui-méme donc est nul. m
Proposition. Pour tout sous-ensemble A de E, on a
Ac (AhH)t

Preuve : 1l est évident que A C (AJ-)l. De plus, d’apres la proposition précédente, un
orthogonal est toujours fermé, donc (A+)+ doit contenir ’adhérence de A. [

Attention : Si E est de dimension finie et A est un sous-espace vectoriel de E alors A = (A+)+
(exercice : le démontrer). Mais en dimension infinie, Iinclusion A C (A1)* peut étre stricte.
Nous reviendrons plus loin sur les cas d’égalité.

Définition. On dit qu'une famille (z;);c; d’éléments de E est orthogonale si l'on a

V(i,j) € I?, (i # j) = (x: | 7;) = 0.

On dit que (x;);c; est orthonormale si elle est orthogonale et si de plus ||z;|]] = 1 pour tout
1el.
Proposition. Soit (x1,---,xp) une famille orthogonale constituée de vecteurs tous non nuls.

Alors cette famille est libre.

Preuve : Supposons donc que Y ¢, \jz; = 0. En prenant le produit scalaire de cette égalité
avec x;, tous les termes disparaissent, sauf celui correspondant a i = j. On obtient donc
Ajllz;[|> = 0. Mais comme z; # 0, on conclut que A; = 0. Donc finalement tous les

sont nuls, ce qui donne le résultat voulu. [ |
Proposition. Soit (e1,---,e,) une famille orthonormale de E et x € Vect(e1,- - ,ep).
Alors
n
T = Z(x | ei)e;
i=1
Preuve : Par hypothese, il existe un n-uplet (z1,---,xy) tel que = = Y ;" z5e;. On en

déduit que

(x| e5) szezlej = x;.

|
Corollaire. Soit (e, ,e,) une famille orthonormale de E et (z,y) un couple d’éléments de
Vect (e1,--- ,ep). Alors on a
n [
Yay) € B2 (@] y) = Y (e] ey .
i=1
Preuve : Silonnote x =" | xe; et y =1 ", y;e;, un calcul immédiat donne
(@ | y) Z:vzyz
D’apres la proposition précédente, on a z; = (z | €;) et y; = (y | €;) d’ou le résultat. ®
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Théoréme (Orthonormalisation de Gram-Schmidt). Soit (a1,---,ap) une famille libre de
E. Alors il existe une unique famille orthonormale (e1,--- ,ep) telle que

i) Vj e {l,---,p}, Vect(er,---,ej) = Vect (a1, - ,a;),
i) Vje{l,---,p}, (a; | e;) €RS.

Preuve : La démonstration est presque plus intéressante que le résultat car elle fournit un
algorithme permettant de construire (e1,--- ,ep) a partir de la famille (aq,--- ,ap).
Pour ce faire, on utilise une récurrence limitée. Tout d’abord, on pose e; = ai/| a1l
Ce vecteur est clairement de norme 1, son produit scalaire avec a; vaut ||ai|| donc est
strictement positif, et bien sir e; et a; engendrent la méme droite vectorielle.

Supposons que l'on ait construit une famille orthonormale (ey,--- ,ey) vérifiant i) et i)
pour j € {1,---,k}. Si kK = p, la preuve est terminée. Sinon, on cherche ex,1 sous la
forme

k
ept1 = )\(akH + Z aiei> avec A # 0.
i=1

Prenons le produit scalaire de cette égalité avec e; (pour i € {1,---,k}). Pour que eg41
soit orthogonal & e;, il est nécessaire et suffisant que (ag4+1 | €;) + a; = 0. Donc

k
k1 = >\<ak+1 =) (ars1 | €) 61)-

i=1
Comme ay41 & Vect (e1,--- ,er) (car (ai,---,ars1) est libre), le terme entre parentheses
n’est pas nul.
Pour rendre ej1; de norme 1, il suffit donc de choisir A = ||ag+1 — Zle(akﬂ | ei)eq]| L.
En conséquence,
a1 — D (g | e)es
ks = 325 (arsn | ea)e

En prenant le produit scalaire de ep41 avec cette égalité, on obtient de plus

Ck+1 =

_ (ak+1 | €x+1)
= k )
llak+1 — D iy (ars1 | ei)esl|

ce qui montre que (ag4+1 | ex+1) > 0. Ceci acheve la preuve de 'existence.
L’unicité se démontre en reprenant la construction précédente et en vérifiant qu’a chaque
étape il n’y a pas d’autre choix possible que celui que I'on a fait ci-dessus. ]

Corollaire. En dimension finie, toute famille orthonormale peut étre complétée en une base
orthonormale. En particulier, tout espace euclidien (ou hermitien) admet une base orthonormale.

Preuve : Soit (fi,---,fp,) une famille orthonormale de E (avec éventuellement p = 0).
On commence par compléter cette famille en une base (f1,---, fp, fp41, -+, fn) de E. Le
procédé d’orthonormalisation de Gram—Schmidt permet alors de transformer cette base
en une base orthonormale de F. Clairement, les p premiers vecteurs de la base resteront
inchangés. [ |

Exercice : En déduire que si E est de dimension finie et si A est un s.e.v. de F, alors on a
dim A 4 dim A+ = dim E.

En effectuant une récurrence complete, on obtient une version infinie du procédé d’orthonorma-
lisation de Schmidt :
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Théoreme. Soit (ap)pen une famille libre de E. Alors il existe une famille orthonormale unique
(ep)pen de E telle que

(i) ¥j € N, Vect (e1,--- ,ej) = Vect (a1, ,a;),
(’LZ) Vi e N, (aj | ej) € Rj.

7.3 Espaces de Hilbert

Définition. Un espace préhilbertien complet pour la norme associée au produit scalaire est
appelé espace de Hilbert.

Exemples. 1. Tout espace euclidien ou hermitien est complet car de dimension finie. C’est

donc un espace de Hilbert. En particulier, R” et C® munis du produit scalaire canonique
sont des espaces de Hilbert.

. L’ensemble des suites réelles ou complexes de carrés sommables muni du produit scalaire

+oo
(ulo) = > unty
n=0

est un espace de Hilbert.

. Nous démontrerons plus loin que pour toute partie mesurable A de R™ l’ensemble des

classes d’équivalence? de fonctions mesurables sur A & valeurs dans R ou C, de module
au carré intégrable, muni du produit scalaire

<fww34ﬂmwmm

est un espace de Hilbert.

En revanche, méme dans le cas A compact, C(A;R"™) muni de ce méme produit scalaire
n’est pas complet (exercice : donner un contre-exemple).

Un espace de Hilbert est en particulier un espace de Banach. De ce fait, toute série absolument
convergente y est convergente. Mais on dispose d’une propriété plus forte qui peut étre vue
comme une généralisation du théoreme de Pythagore a une suite de vecteurs orthogonaux :

Proposition. Soit (zy)nen une famille orthogonale d’un espace de Hilbert H. Alors Y xy,
converge dans H si et et seulement si Y., |lzn|? < co. Si cette derniére condition est vérifiée,
on a alors l’égalité de Parseval :

+oo 2 400
an = Z 2| (7.2)
n=0 n=0

Preuve : Notons S, =Y ;. Pour p>n, ona S,—S, = Zi:nJrl xk. Par orthogonalité

de la famille (x)gen, on a donc

/4

1S, = Sall> = > llawll®.

k=n+1

3. pour la relation d’égalité presque partout au sens de la mesure de Lebesgue.
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Si I'on suppose que Yoy [lzk]|* < oo alors le terme de droite tend vers 0 (unifomément
en p > n) quand n tend vers 4o0o0. Donc (Sy,)nen est une suite de Cauchy de H, donc
converge vers une limite S car H est complet. En reprenant le calcul ci-dessus, on obtient

15all? = > llzsll®. (7.3)
k=0

En faisant tendre n vers 400, on conclut que ||S||? = 3, .y [lzx||>. Cela acheve la preuve
de la réciproque de la proposition, et de (7.2).

Pour la partie directe, on utilise le fait que si Y x, converge alors on peut passer a la
limite dans (7.3). ]

7.4 Projecteurs orthogonaux

Dans cette section et les suivantes, sauf mention contraire, H désignera un espace de Hilbert
réel ou complexe.

Théoreme. Soit K un convexe fermé non vide de H. Alors pour tout x € H, il existe un
unique point p, € K tel que

déf .
|z = pal| = d(z, K) = inf |lz -yl
yeK

Le point p, est appelé projection de x sur K. C’est l'unique point de K vérifiant

Vye K, Re(zr —ps |y —pz) <O0. (7.4)
Preuve : L’unicité de p, provient du fait que si p/, € K vérifie aussi ||z — pl|| = d(x, K)
alors on a d’apres l'identité de la médiane (conséquence facile de l'identité du pa-

rallélogramme) :
2 iz Ly 2 Prtpa (|2
— Px — Pz = 5Py — Pz - 73 >
lz = pall” + llz = P2 = Sllpa — pall” + 2l|2 I

et donc pl, # p, entrainerait ||z — pé%” < d(z, K). Comme, par convexité, le point p;%
est dans K, cela contredirait la définition de d(z, K).

Démontrons maintenant I'existence. Notons d = d(z, K). Par définition de d, il existe une
suite (zp)nen de points de K telle que lim, 4 ||z — 25| = d. D’apres 'identité de la
médiane, on a pour tout (m,n) € N2,
2 2 1 2 Tn+Tm ||2
|2 = 2| + |z — 2| = §Hxn — T ||” + 2|z — EEm ||
Par convexité de K, on a #nt2m ¢ K donc ||z — 22522 || > d. En conséquence, on a

1
Sl = zml* < o = zml|* + ||z — 20| — 2d%,

et la suite (2, )nen est donc de Cauchy. Sa limite p, appartient & K car K est fermé.

I1 ne reste plus qu’a vérifier (7.4). Soit donc y € K. Pour tout ¢ € [0,1], le point y; &

Pz + t(y — py) appartient a K. Donc on a

2z —pol® < llz — wll” = |z — pall* + [y — pall® + 2t Re (pz — 2|y — pa).-
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En faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit que Re (x — pz|y — pz) < 0. Réciproquement, si
un point zg € K vérifie Re (x — zo|y — z9) < 0 pour tout y € K alors on a, compte-tenu
de Re (2o — pz|z — p2) <0,

lxo —m}H2 = Re (xg — pzlro — x) + Re (xg — pzlx — pr) < 0.
Donc zg = py. [ |

Corollaire. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H . Pour tout x € H, la projection de x

sur F est Uunique point p, de F tel que x — p, € FT.

Preuve : On sait déja que p, est I'unique point de F' tel que
VzeF, Re(x —py | z—pz) <O0.

Pour y € F' fixé, en appliquant cette inégalité & z = p, —y puis & z = p, +y, (et aussi a
z = p, iy dans le cas complexe), on obtient (x — p, | y) = 0.
Soit p, un point de F tel que = — p’, € F+. Comme p/, — p, est dans F, on a

(x—pe | Ph —Pe) =0 et (z—p)|p, —ps) =0

En retranchant la deuxieéme égalité & la premiere, on trouve que ||p,, — p.||> = 0. Donc
bz = p;- |
Si F est un sous-espace vectoriel de I’espace de Hilbert H, on a toujours F N F+ = {0} mais il
n’y pas de raison en général pour que l'on ait F+ F1 = H. De méme, on n’a pas nécessairement
F = (F*+)* : seule I'inclusion F C (F1)* est toujours vérifiée.
Dans la proposition ci-dessous, nous donnons une condition nécessaire suffisante pour que
ces deux identités soient vérifiées.

Proposition. Soit F un sous-espace vectoriel de H. Les trois énoncés suivants sont équivalents :
(i) F est fermé,

(i) H=F & F+,

(isi) (FH)* =F.

Preuve : (i) = (ii) : Supposons F fermé et montrons que H = F + F*. Soit donc z € H
et p, la projection de x sur le s.e.v. fermé F. On a bien str & = p, + (z—p,). Par définiton
de p, et d’apres le corollaire précédent, on a p, € F et  — p, € F-. En conséquence
x € F+ FL, ce qui assure que H = F @ F+.

(i4) = (iii) : Soit = un élément de (FL)L. Ecrivons 2 = y + z avec y € F et z € FL.
On a donc
2
(@|2)=(y|z)+ |-l

Comme par hypotheése z est orthogonal & F*, le terme de gauche est nul. Mais comme
y € F alors que z € FX, on a aussi (y | z) = 0. On conclut que z = 0, autrement dit
x € F. Donc (F)* C F. Comme l'autre inclusion est toujours vraie, on a (F+)+ = F.

(#ii) = (i) : Par hypothese F' = (F+)*. Or un orthogonal est toujours fermé. Donc F est
fermé. ]

Corollaire. Pour tout s.e.v. F d’un espace de Hilbert, on a F = (F*)*.

Preuve : Seule I'inclusion (F1)t C F est a établir. Comme F est fermé, la proposition
précédente assure que ((F)+)t = F. Mais sachant que F C F, on a F+ > (F)* puis
(FH)*: ()t =F. m
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Nous sommes maintenant en mesure de définir les projecteurs orthogonaux.

Définition. Soit F' un s.e.v. fermé de H. Le s.e.v. F'- est appelé supplémentaire orthogonal
de F. Tout élément x de H se décompose alors de maniere unique en

t=y+z avec yeF et zeFt

Le vecteur y est la projection orthogonale de z sur F' et 'application x — y est appelée
projection orthogonale ou projecteur orthogonal sur F.

Remarque. Comme F = (F1)+, le point z de la décomposition ci-dessus est égal & la projection
orthogonale de z sur F.

Sachant qu’un s.e.v. de dimension finie est fermé, on peut toujours lui associer un projecteur
orthogonal. Cela motive les deux résultats suivants.

Proposition. Soit F' un s.e.v. de dimension finie, et (e1,--- ,en) une base orthonormale de F.
Le projecteur orthogonal p sur F est donné par la formule :

n

Vz € F, p(x) = Z(x | ei) €. (7.5)

i=1

Preuve : Notons p le projecteur défini par la formule (7.5). Il est clair que Imp = F' et que
Kerp = F*. La proposition est donc démontrée. [ |

En combinant ce résultat avec la définition de la projection d’un point sur F en termes de
distance, on obtient le résultat suivant.

Corollaire. Soit F' un s.e.v. de E de dimension finie. Soit (e1,--- ,e,) une base orthonormale
de F'. Alors on a

n

x—Z(a: | ei)e;

i=1

Ve e E, d(z, F) =

n
De plus lunique point de F' o1 cette distance est atteinte est p(x) = Z(:L’ | e;)e;.
i=1

7.5 Deux résultats importants sur les espaces de Hilbert

Dans le théoréeme ci-dessous, nous allons établir qu’il existe une isométrie bijective entre
I’espace de Hilbert H et son dual topologique H'. Cette propriété est bien connue en dimension
finie. Elle demeure vraie pour les espaces de Hilbert. C’est une conséquence facile du théoreme
suivant :

Théoréme (de représentation de Riesz-Fréchet). Soit H un Hilbert. Alors pour tout f € H',
il existe un unique x € H tel que

Yy e H, f(y)=(y|=). (7.6)

De plus, ||z|| = || f|l g

Preuve : Tout d’abord, si f(y) = (y | z) = (y | 2/) pour tout y € H, alors on a
Vye H, (y|x—2")=0,

et donc x — 2’ = 0. Cela donne 'unicité.
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L’existence dans le cas f = 0 est évidente (prendre x = 0). Supposons maintenant que
f € H'\ {0}. Alors Ker f est un hyperplan fermé de H et admet donc un supplémentaire
orthogonal (Ker f)* qui n’est pas réduit & {0}. Fixons un vecteur xg non nul de (Ker f)*.
On a donc f(zg) # 0 et on constate que

Yye H, y— J{((ﬂi‘/o))xo € Ker f.

En conséquence, on a

f() 2
Vy € H, (y | xo) = -7 l|@ol|”
(y | o) Flo) [[zoll
Il ne reste plus qu’a poser z = ’”ﬁgféﬁg) pour établir (7.6).

Enfin, puisque f(y) = (y | ) pour tout y € H, l'inégalité de Cauchy-Schwarz assure
que [f(y) < llzllllyll, et donc |[fllm < [lz]. Mais comme f(z) = ||z]*, on a en fait
1l = llzl- u

Théoréme (de Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert et a une forme bilinéaire continue
sur H. On suppose que a est coercive, c’est-a-dire qu’il existe co > 0 tel que

Alors pour tout f € H' il existe un unique x € H vérifiant

Vo € H, Rea(z,z) > col|z||*.

Vy € H, a(y,:v) = f(y)

Preuve : L’unicité de x est une conséquence facile de la coercivité. Démontrons I’existence.

Comme a est, par hypothese, continue, pour tout x € H, 'application
y — a(y,z)

est une forme linéaire continue sur H. En conséquence, le théoréeme de Riesz-Fréchet assure
Iexistence d’un unique élément A, de H tel que

Vye H, ay,xz) = (y | Az).

Il est clair que l’application A : x — A, est linéaire dans le cas réel et antilinéaire dans
le cas complexe. De plus, par continuité de a, il existe un réel positif C' tel que

Vo € H, | A:]* = (As | As) = a(As, ) < O Aoll]l].

Cela assure que I'application A est continue de H dans H.
Par ailleurs, toujours d’apres le théoreme de Riesz-Fréchet, il existe un zg € H tel que

Yy € H, f(y) = (v | o).

Nous sommes donc ramenés a la résolution de I'équation A(z) = zo.
Pour p > 0 considérons ’application

JH — H
Sp'{:n — x+ p(zo — A(x)).

Clairement a p fixé résoudre A(x) = xo revient a trouver un point fixe pour S,.
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On a pour tout (x,z') € H?,
1Sp(x) = Sp(a")|I* = ||z — 2'||* + 2pRe (z — 2’ | A2’ — z)) + p*||A(e" - 2)[*.
Donc, en notant ¢ la norme de 'application linéaire A et en utilisant la coercivité de a,
V(w,2') € H, ||Sy(x) = S,y(2')|* < (1= 2pco + p*c?)||z — 2|,

On choisit p > 0 suffisamment proche de 0 pour que 1 — 2pcy + p?>c? < 1. Le calcul
ci-dessus montre alors que S, est contractante. Comme H est un espace métrique complet
(car c’est un Hilbert), le théoréme du point fixe permet de conclure qu’il existe un unique
x € H tel que S,(z) = x. ]

7.6 Bases hilbertiennes et espaces de Hilbert séparables

Définition. On dit qu’un sous-ensemble A d’un espace de Hilbert H est total si le sous-espace
vectoriel Vect A engendré par A est dense dans H.

Proposition. Soit A un sous-ensemble de H. Alors A est total si et seulement si A+ = {0}.

Preuve : Supposons d’abord que A soit total. Soit z € AL. Alors par linéarité du produit
scalaire par rapport a la premiere variable, on déduit que = est aussi orthogonal a toute
combinaison linéaire d’éléments de A, donc a Vect A qui, par hypothese est dense dans
H. Soit (xp)pen une suite d’éléments de Vect A qui converge vers z. On a bien sir
(2 | £,) = 0 pour tout n € N. En passant & la limite, on en conclut que |z|*> = 0. Donc
z = 0.

Réciproquement, supposons que A+ = {0}. Alors on a (AY) = H. Mais il clair que
At = (Vect A)J—. En conséquence, on a

Vect A = ((Vect A)J‘)L =AbhHt=mH.

Donc A est total. [ ]

Remarque. Comme cas particulier tres important, on obtient le fait qu'un s.e.v. F' est dense
si et seulement si F+ = {0}.

Rappelons qu'un espace topologique est dit séparable s’il contient une partie dénombrable
dense.

Attention : Ne pas confondre séparable et séparé! Tout espace de Hilbert est séparé car muni
de la topologie associée a une norme, mais on peut construire des espaces de Hilbert qui ne sont
pas séparables.

Proposition. Un espace de Hilbert est séparable si et seulement si il admet un sous-ensemble
total dénombrable.

Preuve : La partie directe est triviale.
Réciproquement, soit A un sous-ensemble total dénombrable de I'espace de Hilbert H
considéré. Alors on vérifie aisément que I’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments
de A a coefficients rationnels (cas réel) ou & parties réelles et imaginaires rationnelles (cas
complexe) est dense dans H. Cet ensemble est dénombrable, donc H est bien séparable.
|

Définition. Soit H un Hilbert et (ey)nen une suite d’éléments de H. On dit que (e,)pen est
une base hilbertienne de H si
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(i) (en)nen est une famille orthonormale de H,
(7) 'ensemble {e,, n € N} est total.

Proposition. Un espace de Hilbert de dimension infinie est séparable si et seulement si il admet
une base hilbertienne.

Preuve : Si l'espace de Hilbert H admet une base hilbertienne (eg)ren, alors I’ensemble
constitué par ces vecteurs est total et dénombrable. Donc H est séparable.
Réciproquement, supposons H séparable. Soit (a,)neny une suite totale de H. Quitte a
supprimer des éléments de cette suite, on peut se ramener au cas ou cette famille est
linéairement indépendante : il suffit de raisonner par récurrence en supprimant de la suite
(an)nen tout vecteur qui est combinaison linéaire des précédents. La famille ainsi obtenue
est libre, et dénombrable non finie (sinon H serait de dimension finie).

Notons (bg)ren cette famille. Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt permet
alors de construire a partir de (bg)gen une suite orthonormale (e)ren telle que pour tout
n € N, on ait

Vect (eg, -+ ,en) = Vect (b, -+ ,by).

Vérifions que 'ensemble {ej , k € N} est total. Soit z € H et € > 0. Comme {b, k € N}
est total, il existe n € N et y € Vect (bg,--- ,bn) = Vect (eg, -+ ,en) tel que ||z —y|| <e.
Cela acheve la démonstration. [

Proposition. Soit H un espace de Hilbert séparable et (en)nen une base hilbertienne de H.
Alors pour tout x € H, on a

x = Z(:c len)en et ||z))? = Z!(:p ] en)|2 (égalité de Parseval).
neN neN

Réciproquement, si (oun)nen est une suite de €2 alors > ane, converge dans H et l'on a

Vm € N, <Z Qpén em> = Qup.

neN
Preuve : Soit x € H. Posons z, =Y ,_,(x | ex)er. On a, d’apres le théoréme de Pythagore,

(@] zn) =Y |(@]en)]” = llzal®.
k=0

A Tlaide de inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit que ||z,||z < ||z||g pour tout

n € N. En conséquence, la série > ’(x | ek)’2 est convergente. La proposition de la page
74 assure donc la convergence de ) (z | ex)er. De plus, en notant y la somme de cette

série, on a
2
lyll> =" |(x | en)]™.

neN
Il est aussi clair que (y — x| ex) = 0 pour tout k € N. Comme (e,)nen est totale, on en
conclut que y — z = 0.
Reste a démontrer la réciproque. La convergence de la série ) ane, est un cas parti-
culier de la proposition de la page 74. Maintenant, si la série converge, on a, par continuité
du produit scalaire, et grace a (e | €m) = Ogm,
em> = Q-

n
(Soweeen) = Jim, (S eue
k=0

keN
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Exercice : Sous les hypotheses de la proposition précédente, vérifier que

V(z,y) € H, (z]y) =Y (xlen) (ylen).

neN

Remarques : 1) La proposition ci-dessus fournit une isométrie bijective naturelle entre tout
espace de Hilbert séparable et ¢2, une fois fixée une base hilbertienne (e,)nen. 11 suffit de
considérer
{ 72 — H
(an)nEN — ZnEN On€n.

Par conséquent, I’étude des espaces de Hilbert séparables (les seuls qui apparaissent dans les
applications) peut se ramener & celle de I'espace £2.

2) On prendra garde au fait qu'une base hilbertienne n’est jamais une base algébrique : en
reprenant les notations précédentes, il n’est pas vrai que tout vecteur de H peut s’exprimer
comme combinaison linéaire des (e,)nen. Pour “la plupart” des vecteurs, il faut utiliser une
infinité d’éléments de e,.

7.7 La convergence faible dans les espaces de Hilbert

L’un des problemes de base que 'on rencontre dans les espaces de Hilbert de dimension
infinie comme 'espace L? des fonctions de carré sommable est que les ensembles bornés sont
tres loin d’étre d’adhérence compacte. A titre d’exemple, considérons la boule unité d’un espace
de Hilbert séparable de dimension infinie H, et une base hilbertienne (e;);en de H. D’apres
la formule de Parseval, pour tout élément x de H, la suite (x|e;)jen est de carré sommable.
Donc son terme général tend vers 0. Donc si la suite (e;);jen admet une valeur d’adhérence, ce
ne peut étre que 0. Or |lej|| =1 pour tout j. Donc 0 ne saurait étre valeur d’adhérence d’une
telle suite. Cette constatation motive la définition suivante.

Définition. Soient (z,),en une suite d’éléments d’un espace de Hilbert H et x un élément
de H. On dit que la (z,,)neny converge faiblement vers x si

Vh e H, (h|zpn) = (h|z).

lim
n—oo

On utilise alors la notation x, — x.

Remarque. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier I'unicité de la limite faible.

Exemple. Le raisonnement ci-dessus montre que dans un espace de Hilbert séparable, toute
base hilbertienne converge faiblement vers 0.

Dans le théoréme suivant, on donne quelques conséquences de la propriété de convergence
faible.

Théoréme. Soit (rn)nen €t (Yn)nen deux suites d’éléments d’un espace de Hilbert H et xz, y
deux éléments de H. On a alors :

Tp = = (Tp)nen est bornée et ||z|| < liminf ||z,]; (7.7)
Tp — T = Tp —T; (7.8)
Ty, =z et lim [|z,| =|z|| = lim ||z, —z| =0. (7.9)
n—oo n—oo
(zn =z et yp —y) = lim (zp|yn) = (z|y). (7.10)
n—oo
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Preuve : La preuve du premier point du théoreme découle du théoreme de Banach-Steinhaus.
En effet, notons T, 'application définie sur H par T,,(h) = (h | x,). 1l s’agit clairement
d’une forme linéaire continue sur H. Par ailleurs, pour h fixé, la suite de terme général
(T,)(h) est convergente. En conséquence, le théoreme de Banach-Steinhaus (ou plutét le
corollaire qui suit) assure que la suite (T},),en est bornée et que lapplication linéaire
limite T : h +— (h|x) est continue et vérifie

Mais, d’apres le théoreme de Riesz-Fréchet, on a ||T|| g = |||z et |Tn]] = ||znllf, ce qui
acheve la démonstration de la premiere propriété.

Le deuxieme point résulte simplement du fait que
|(hlzn) — (Rlz)] < (Al |l2n — 2.
Pour le troisieme point, il suffit d’écrire que
lzn — 2| = llzal® — 2Re (x|25) + [z
Comme (z,)pen tend faiblement vers x, on a

—2 lim Re (z|z,) = —2||z|>

n—o0

Cela assure (7.9).

La démonstration de la derniere propriété est tres simple. Il suffit d’écrire que

|(@n = lyn)| + | (2[yn — v)]

|(nlyn) — (zly)] <
< lzn = 2| {ynll + [(2lyn — v)|-

Le théoreme précédent affirme que la (y,)nen est bornée. Donc, on a

[(@nlyn) — (2ly)| < Cllan — =] + |(zlyn — y)I,
d’ou la proposition. ]
Proposition. En dimension finie, la convergence faible est équivalente a la convergence forte.

Preuve : D’apres le théoreme précédent, la convergence forte entraine toujours la convergence
faible. Réciproquement, supposons que ’espace hilbertien H soit de dimension finie et don-
nons nous une base orthonormale (eq,--- ,e,) de H, et une suite faiblement convergente
(Tn)nen. Soit z sa limite faible. On a

p
lzn =2l = I(es | zn—2)|%.
i=1

Par convergence faible, on a lim,, o (€; | z,—z) = 0 pour tout 7 € {1,---,p}. Donc
limy s 4 oo ||Zn — || = 0. ]

Donnons un autre cas ou les notions de convergence forte et faible se rejoignent :

Proposition. Soit C' un ensemble convexe de l’espace de Hilbert H. Alors les deux énoncés
susvants sont équivalents :
— l’ensemble C' est fermé,
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— pour toute suite (Tp)nen faiblement convergente d’éléments de C, la limite faible = est
dans C.

Preuve : Sachant que toute suite fortement convergente est faiblement convergente, I'impli-
cation réciproque est évidente.
Supposons donc C' fermé et considérons une suite (z,)neny € CY convergeant faiblement
vers © € H. Il s’agit de démontrer que = est dans C. Comme C est convexe fermé, le
point z admet une projection p, sur C. Cette projection est I'unique point de C tel que

Vy e, Re(x —ps |y —ps) <0.

En appliquant cette relation & y = x, puis en faisant tendre n vers linfini (c’est ici
qu’intervient I’hypotheése de convergence faible), on obtient

|2 _prQ <0.

En conséquence =z = p, € C. [ |

En dimension finie, le théoreme de Riesz assure que toute suite bornée admet une sous-suite
convergente. Le théoreme suivant (dont les applications notamment en EDP sont multiples)
assure que la propriété demeure vraie pour la convergence faible dans n’importe quel espace de
Hilbert.

Théoréme (de compacité faible). De toute suite bornée d’un espace de Hilbert, on peut
extraire une sous-suite faiblement convergente.

Preuve : Soit (zy)nen une suite bornée de 'espace de Hilbert H. Notons M une borne
strictement positive de la suite. Pour simplifier, supposons dans un premier temps que H
soit séparable. Nous écartons d’emblée le cas de la dimension finie qui est couvert par le
théoreme de Riesz et fixons une base hilbertienne (e;);en de H. Pour montrer la conver-
gence faible de la suite, nous allons faire appel une fois de plus au procédé d’extraction
diagonal de Cantor.

La suite (eg | pn)nen est une suite bornée de K. Il existe donc un élément Ay de K et une
extraction g de N dans N tels que 'on ait

Jim (e [ Zp0(n)) = Ao-

Supposons construites une suite finie ((pj)ogjgm de fonctions strictement croissantes de N
dans N et une suite finie (A\j)i<j<m de scalaires telles que, pour tout j < m, on ait

nli)r—fl—loo(ej | x‘POO"'O‘Pj(”)) = )\j'

La suite (em+1 | xapoo~~~oapm(n))n6N est une suite bornée de K. Il existe donc une fonction
strictement croissante ¢, +1 de N dans N et un élément \,,4+1 de K tels que

Vi<m+1, T}Lngo(ej | T pg0opmyr(n) = Aj-

Finalement, si 'on pose ¢(n) = @g o --- 0 pu(n), toutes les suites (ej | Zy(n))nen sont
convergentes.

Soit V' le sous-espace vectoriel engendré par tous les e;, c’est-a-dire I’ensemble des com-
binaisons linéaires (finies) de e;. Puisque (ej)jen est une base hilbertienne de H, l'en-

semble V' est dense dans H . Considérons I'application linéaire L définie par

I V — K
: y = lim (ylzym)-
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Notons que la défininition de L ne pose pas de probleme puisque tout élément de V' est
combinaison linéaire finie des e; et que la suite (e; | zy(,)) converge pour chaque j € N.
De plus, L est continue car, pour tout y de V', nous avons

IL(y)| < (SléngnH)HyH < Mllyll.

En vertu du théoreme de la page 31, la densité de V' nous permet alors de prolonger la
forme linéaire L a ’espace H tout entier. Notons L la forme linéaire continue sur H ainsi
obtenue.

D’apres le théoreme de Riesz-Fréchet, il existe un élément x de H tel que
Vy e H, L(y) = (y | z).
Ainsi nous avons en particulier que
vy eV, lim (yleym) = (yle).

Il reste a démontrer la convergence pour tout z € H. Fixons donc z € H et ¢ > (0. Par
densité de V dans H, il existe y € V tel que 2(M + ||z||)|ly — z|| < e. En écrivant que
(2| pm) — ) = (Yly@m) — ) + (2 = y|Tym) — T), et en se souvenant que la suite est bornée
par M > 0, on obtient

|2y — )| < |Wlzpm) — )| +e/2.

Pour n assez grand, on aura donc |(z|zy,) —z)| < e. Cela achéve la démonstration de la
convergence faible de (2y(n))nen-

Pour terminer, considérons le cas d’'un espace de Hilbert H non séparable. On définit
alors F' comme étant ’adhérence du sous-espace vectoriel engendré par (x,)nen. L’espace
préhilbertien F' est un espace de Hilbert car est un fermé d’un espace de Hilbert. Il est
bien sur séparable, par construction. La démonstration précédente assure I’existence d’une
sous-suite (Zyn))nen €t d'un élément = de F tels que (zy(n))nen tende vers x pour la
convergence faible sur F'.
Soit maintenant y € H quelconque. Sachant que H = F @ F (car F est fermé), on peut
écrire y = y1 + y2 avec y; € F et yp € FL. Il est alors clair que pour tout n € N, on a
Yz ym) = Wilzym)) et que (y|z) = (y1|z). On a donc

hm (y[zym) = (yl2).

n—-+o00

Cela acheve la démonstration du cas général. [ |

Comme application, donnons le résultat suivant qui généralise un théoreme bien connu en di-
mension finie (voir le cours de calcul différentiel de licence) :

Théoreme. Soit H un espace de Hilbert et et A un convexe fermé non vide de H. Soit ¢ €
C(A;R). On suppose que ¢ est conveze et vérifie

lim  o(z) = +oo.
z€A
||z||—+o0

Alors ¢ est minorée et atteint son minimum absolu : il existe a € A tel que

Ve € A, o(x) > p(a).
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Preuve : Soit m = inf,c4 ¢(x). Supposons par ’absurde que
Ve € A, p(z) > m.
Soit (2, )nen une suite d’éléments de A telle que

Comme ¢ tend vers U'infini & 'infini, la suite (z;,),en est bornée donc admet une sous-
suite (2y(n))nen faiblement convergente en vertu de théoreme de compacité faible. Notons
a la limite de cette sous-suite.

Pour = € A notons A, = {y € A|¢(y) < p(z)}. Cet ensemble est convexe fermé car ¢ est
convexe continue, et il contient les termes de la suite (zy,))nen & partir d’un certain rang,
donc a en vertu de la proposition de la page 82. On a donc en particulier ¢(a) < ¢(x).
En d’autres termes, ¢ atteint sa borne inférieure. Cela acheve la preuve du théoreme. ®

7.8 Application a I’espace L? et aux séries de Fourier

Dans toute cette section, nous ferons appel & des notions classiques de théorie de 'intégration

vues en cours de licence 4.

7.8.1 Les espaces [*

Soit A un borélien de R de mesure non nulle. Pour p € [1,400[, on note
LP(A;K) o {f : A — K | f Lebesgue mesurable et / |f(2)|P dx < oo}.
A

L’application
1
&f p
P sl 2 ([ 176 o)

a toutes les propriétés d’une norme sauf celle qui stipule que || f||zr = 0 si et seulement si f = 0.
En effet || f||zr = 0 entraine seulement que f = 0 presque partout. De ce fait ||-||r n’est qu’une
semi-norme sur £P(A4; K).

Pour pallier ce grave défaut, on considere les classes d’équivalence des fonctions de LP(A;K)
pour la relation d’équivalence d’égalité presque partout au sens de la mesure de Lebesgue.
On note LP(A;K) (ou plus simplement LP en 'absence d’ambiguité) 1'ensemble de ces classes
d’équivalence et en pratique, on confond les éléments de LP (qui sont des classes d’équivalence
de fonctions) avec leurs représentants (qui sont des fonctions de puissance p-iéme sommable).

Théoréme. Pour tout p € [1,400|, l’espace LP(A;K) muni de la norme || - || r» est complet.

Preuve : Soit (fn)nen une suite de Cauchy de LP(A;K). On veut montrer que cette suite
converge dans LP(A;K).
Tout d’abord remarquons que I’on peut construire par récurrence une sous-suite ( f¢(n))neN
telle que

Vn €N, ||f<p(n+1) - fgp(n)”LP <27

Si 'on pose u, o Jo(n+1) — fo(n), on constate donc que la série > uy, vérifie

D unl e < 00

neN

4. pour plus de détails on pourra lire avec profit [1], [8] ou les deux premiers chapitres de [9].
5. On dit que la série Y u, est absolument convergente.

WW. mat honec. con


www.mathonec.com

86

CHAPITRE 7. ESPACES DE HILBERT

Si l'on parvient a démontrer que Y wu, converge dans LP(A;K) alors on en déduira
que (fy(n))nen est une suite convergente. En d’autres termes, (fn)nen aura une valeur
d’adhérence. Mais comme c’est aussi une suite de Cauchy, on pourra finalement conclure

que (fn)nen converge.
Reste donc a établir que Y u,, converge. Par 'inégalité triangulaire, on a pour tout n € N,

n n oo
D olul| < Nkl < llukle
k=0 k=0 k=0

Donc, d’apres le théoreme de convergence monotone,

ACZ: |uk(m)|>pdx < .

Cela assure que Z::OB |ug| est fini presque partout sur A et appartient & LP(A;K). On en
déduit que Zgﬁ% ug converge aussi pour presque tout z € A et appartient & LP(A;K).

Lp

Reste & montrer la convergence de > p_ux vers > ;oo ug dans LP(A;K). Pour cela, il
suffit d’écrire que

+oo n p +oo P
ug(z) = Y ug(z)| doe= ug(z)| dx.

L’intégrand du membre de droite tend vers 0 presque partout et est majoré par la fonction
( ﬁ;"é \uk|)p qui est intégrable. En conséquence, le théoreme de convergence dominée
permet de conclure que le membre de gauche tend vers 0 quand n tend vers linfini.
Autrement dit, ) uy est convergente dans LP(A;K). [

Afin d’aborder I'étude des séries de Fourier, nous aurons aussi besoin du résultat de densité
suivant.

Théoréme. Pour tout p € [1,400[, l’ensemble C.(R;K) des fonctions continues de R dans K
@ support compact b est dense dans LP(R;K). De plus, si f € LP(R;K) est nulle en dehors
de Uintervalle [a,b] alors on peut trouver une suite de fonctions continues f, sur R nulles en
dehors de [a,b] telle que

Hm | f = fallr = 0.

n—-+o0o

Preuve : Soit f € LP(R;K). On veut construire une suite de fonctions de C.(R;K) qui

converge vers f dans LP. A l'aide du théoréeme de convergence dominée, il est facile de
voir que pour toute fonction f dans LP, on a

lim |f(x)|P dz = 0.

En conséquence, il suffit de traiter le cas ot f est a support compact.

Traitons d’abord le cas p = 1. Supposons donc que f € L'(R;K) est nulle en dehors d'un
intervalle [a,b]. Rappelons qu’on appelle fonction simple toute combinaison linéaire de
fonctions de type 14 avec A borélien de mesure finie et que, par construction de I'intégrale
de Lebesgue, on peut trouver une suite de fonctions simples nulles en dehors de [a,b] qui
converge vers f dans L'(R;K). Il suffit donc de montrer le résultat de densité dans le cas

6. C’est-a-dire nulles en dehors d’un compact de R.
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f = 1p avec B borélien borné. Mais par construction de la mesure de Lebesgue, pour tout
€ > 0 on peut trouver un ouvert {2 de R contenant B et tel que

0<p() —u(B) = / (la(z) — 1p(z)) dz <e.
R

Donc il suffit de traiter le cas ou B est un ouvert borné de R. On utilise ensuite le fait que

tout ouvert borné de R s’écrit comme réunion finie ou dénombrable d’intervalles ouverts

bornés et deux a deux disjoints.

En effet, pour x € B, on note I, la réunion de tous les intervalles contenant x et inclus
dans B. Comme B est ouvert et tous les I, sont connexes et contiennent x, ’ensemble I,
est un connexe ouvert de R inclus dans B. C’est donc un intervalle ouvert. Il est aussi aisé
de vérifier que si x et y sont deux points de B alors ou bien I, = I, ou bien I, NI, = (.
Cela permet de définir la relation d’équivalence suivante :

r~y si I =1,

Comme Q est dense dans R, on constate que chaque classe d’équivalence pour la relation
~ contient un nombre rationnel. En conséquence, si I’on choisit un nombre rationnel x,,
dans chaque classe d’équivalence, on peut écrire

B=|/L,.
n

La réunion est finie et dénombrable puisque Q est dénombrable. Enfin, par construction,
les intervalles sélectionnés sont deux a deux disjoints. Cela permet d’écrire que

lp=>Y 1y, .
n

Comme 1p est dans L'(R;K), le théoreme de convergence dominée assure que la série
ci-dessus converge au sens de la norme || - || 1. Cela permet de se ramener au cas ou B
est réunion finie d’intervalles. Enfin, comme le résultat que nous souhaitons démontrer est
stable par combinaison linéaire, il suffit de considérer le cas ou B est un intervalle ouvert
borné.

En résumé, il s’agit finalement de montrer que la fonction 1y, peut étre approchée au
sens de la norme ||-||;1 par une suite de fonctions continues nulles en dehors de [a, b]. Pour
cela, on peut considérer (pour n suffisamment grand) les fonctions f,, continues affines par
morceaux, nulles en dehors de [a,b] et valant 1 sur [a + 27", b —27"]. Un calcul évident
(ou méme un dessin) permet de vérifier que

La,e0 = full = 2177,

d’ou le résultat dans ce cas particulier, et donc le théoreme dans le cas p = 1.

Traitons maintenant que le cas p €]1, co[. Soit donc une fonction f de LP(R;K) & support
compact. Quitte & séparer f en partie réelle et partie imaginaire, on peut se restreindre
au cas K = R. Maintenant, si f est a valeurs réelles alors on peut écrire

f:f+_f* avec f+:sup(0,f) et f_zsup(O,—f),

et 'on a f dans LP(R;R) si et seulement si f_ et fi le sont. Donc on peut se limiter au
cas ou f est dans LP et est positive et nulle en dehors d’un intervalle [a, b].
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Pour N € N, notons fy = inf(f, N). On a

p(F N, +oo) = Lz < <1

/{ﬂ?GR/1<|f($)P/N”}

Donc limpy oo pt(f (] N, +00[)) = 0. Une fois de plus par convergence dominée, on en
déduit que (fy)nen converge vers f dans LP.

On peut donc se limiter au cas ou f est positive, bornée et nulle en dehors d’'un intervalle
[a, b]. 11 est alors évident que f est intégrable sur R. Donc il existe une suite de fonctions
(fn)nen continues & support compact (inclus dans [a,b] si f est nulle en dehors de [a, b))
qui converge vers f dans L'. Soit

gn = Sup(()?inf(fna ||f||L°°))

On constate que |g, — f| < |fn — f]- Donc (gn)nen est une suite de fonctions continues a
support compact tendant vers f dans L' et vérifiant de plus 0 < g, < ||f|lr~. Sachant
que

b b
15 =gl = [ 156@) = gu(@)l do = [ 1f(@) = gala)] (@) - gula)P" d,

on en conclut que
-1
1f = gnllpe < IfI7ee I1f = gnllra-

Donc (gp)nen converge vers f dans LP. [

7.8.2 Séries de Fourier

Nous supposons désormais que p = 2. Visiblement, || - ||;2 est la norme associée au produit
scalaire

(f 1 9) = /A f(2)9() de. (7.11)

On en déduit le résultat fondamental suivant :

Théoréme. Pour tout borélien A de R, l’ensemble L?(A;K) muni du produit scalaire défini
en (7.11) est un espace de Hilbert.

Nous supposons désormais que A = [a, b]. Pour des raisons qui apparaitront un peu plus loin,
nous munissons L?([a, b]; K) du produit scalaire

. b _
(199 4 [ @ s avee T=b-a

ce qui évidemment ne change rien aux propriétés topologiques énoncées jusqu’a présent.

Théoréme. L’ensemble L*([a,b];C) est un espace de Hilbert séparable et les fonctions e,
définies par

_ [a,b] — C 27
ep - . L pipet  GVEC W= o et peZ

forment une base hilbertienne de L?([a,b]; C).
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Preuve : Par définition du produit scalaire et de la suite (e,)pez, on pour tout (p,q) € Z2,

b
(ep | e ):1/ lp—qwt 1
Pl T '

En calculant I'intégrale, on vérifie que (ep)pez est une famille orthonormale.

Pour montrer que cette famille constitue une base hilbertienne, il suffit d’établir que ’or-
thogonal de {e, /n € Z} est réduit & {0}. Soit donc f € L?([a,b];C) telle que

VneZ, (f|e,) =0. (7.12)

Fixons € > 0. Si 'on prolonge f par 0 en dehors de [a,b], on obtient une fonction de
L?(R;C). D’apres le théoreme de densité de la section 7.8.1 il existe donc g € C(R;C)
nulle en dehors de ]a,b[ et telle que |[f — g2 < §. Comme g(a) = g(b) = 0, on peut
prolonger g en une fonction continue sur R par périodicité puis la considérer comme une
fonction g définie sur I'ensemble " R/TZ.

L’ensemble R/T7Z muni de la distance induite par celle de R est un ensemble métrique
compact. A toute fonction €n, ON peut associer son représentant ¢, sur R/TZ. L’ensemble
T des polynomes trigonométriques de période T' (c’est-a-dire le s.e.v. engendré par les €, )
est clairement stable par conjugaison, combinaison linéaire et multiplication. De plus, il
contient les fonctions constantes et sépare les points (exercice : vérifier cette derniere
propriété). Le théoreme de Stone-Weierstrass (cas complexe) assure donc la densité de
T dans C(R/TZ;C). En conséquence, il existe un polynéme trigonométrique P tel que
lg— Pl < %.

On a donc finalement |f — P||;2 < ¢ avec P polynoéme trigonométrique. Ecrivons que

1132 = (f| f=P)+(f|P).

D’apres (7.12), on a (f | P) = 0. Une application immédiate de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz assure donc que
Ifllrz <e.

Le raisonnement étant valable pour tout € > 0, on peut conclure que f = 0. Donc (e,)nez
est une base hilbertienne de L?([a, b]; C). Comme conséquence immédiate, on obtient le
fait que L?([a,b];C) est séparable. ]

Maintenant que nous savons que L?([a,b]; C) est un espace de Hilbert séparable et que (e,)ncz
en est une base hilbertienne, la proposition de la page 80 nous donne le résultat suivant :

Corollaire. Soit a < b et w = 27/(b — a). Toute fonction f de L*([a,b];C) peut se
décomposer de facon unique en

b .
F=S el avee eplt) = o) = (F o) =y [P (113)

et 'on a l'identité de Bessel-Parseval suivante :

b
b [ @R =3 e P

PEZL

Réciproquement, pour toute suite (yp)pez € (*(Z), la série Y vpe, converge dans L?([a,bl; C)
vers une fonction f telle que cp(f) = vp.

7. Rappelons que cet ensemble est celui des classes d’équivalence de réels pour la relation de congruance
modulo T : dire que = =y dans R/TZ signifie que z — y est un multiple de T'.
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Remarque : L’égalité (7.13) doit étre comprise dans le sens suivant :

n
p=—n
au sens de la norme de L?([a, b]; C) (appelée parfois norme de la convergence en moyenne
quadratique). Cela entraine bien str la convergence en presque tout point. Pour avoir vraiment
une convergence en tout point, il faut faire des hypotheses nettement plus fortes sur f (vues en
L3 dans le cours suites et séries de fonctions).

En identifiant les fonctions T' périodiques a leur restriction sur un intervalle d’amplitude T'
(par exemple [0,77]), le corollaire ci-dessus donne :

Corollaire. Toute fonction f périodique de période T et de carré sommable sur [0,T] peut
se décomposer de facon unique en

T
f:ZCp(f)eipwt avec Cp(f) — 11_‘/0 e—ipwtf(t) dt, et w= 2?77‘7

PEZ

l’égalité ayant lieu au sens de la convergence des sommes partielles de —n a n dans
L?([0,T];C). De plus on a lidentité de Bessel-Parseval

T
7 | roRd= S

PEZL
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Chapitre 8

Opérateurs compacts sur les espaces
de Hilbert

8.1 Opérateurs compacts

Dans toute cette section, Hi et Ho sont des espaces de Hilbert, et I’on note §H1 et EHQ
leur boule unité respective.

Définition. On dit qu’une application linéaire T'" de H; dans H> est compacte si I'image
de la boule unité de Hy par T est relativement compacte dans Ho.

Notation. On note K(Hi, Hy) 'ensemble des opérateurs compacts de Hy dans Hy. Dans le cas
H, = Hy, = H, on adopte la notation condensée K(H).

Retenons la caractérisation suivante, fort utile, des applications linéaires compactes (appelées
aussi opérateurs compacts).

Proposition. Une application linéaire T de Hy dans Ho est compacte si et seulement si pour
toute suite bornée (xp)nen de Hi, la suite (T(xp))nen a une valeur d’adhérence dans Hs.

Preuve : Supposons que T soit compact et considérons une quelconque suite bornée (x;,)nen
de Hi. Soit M > 0 une borne de cette suite. La suite (T(M~'z,))nen est incluse dans
T(Bpg,) dont 'adhérence est compacte. On peut donc extraire de (T'(M~'z,))nen une
sous-suite convergente. Il en va de méme pour (7'(z,))nen-

Réciproquement, soit (y,)nen une suite d’éléments de 1'adhérence de T(Bpy,). Il existe
une suite (2, )npen d’éléments de T'(Bpy,) telle que

VneN, [y, — 2zl <277

Par hypothese, la suite (z,)nen admet une valeur d’adhérence, donc la suite (y,,)nen aussi.
|

Proposition. L’ensemble K(Hi; Ha) est un s.e.v. fermé de L(Hy; Ha).

Preuve : Tout d’abord, si T' € K(Hy, Hs) alors T(EHl) est un borné de Hy car est rela-
tivement compact dans Hy. Cela assure que T' € L(H1, Hs). Le fait que K(Hy, Ha) soit
stable par combinaison linéaire est facile a établir (raisonner avec des suites extraites).
Bien str K(H;, Hz) n’est pas vide (car contient l’application linéaire nulle par exemple)
donc K(Hj, Hz) est bien un s.e.v. de L(H1, Ha).

Soit maintenant (7},),en une suite d’opérateurs compacts qui tend vers T' dans L(H1, Ha).
Soit ¢ > 0. Il s’agit de montrer que T(Bp,) peut étre recouvert par un nombre fini de
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boules de Hy de rayon e. Fixons un ng € N tel que ||T'— Ty, ||l o(p,r) < §. Comme Tpy, est

un opérateur compact, il existe une famille finie (z1,--- ,2y) d’éléments de By, telle que
B N
TnO (BH1) - U BH2 (Tno (xZ)a %)
i=1
Fixons © € By, et i € {1,--- ,N} tel que [ Tng () — Thno(2:)|lm, < 5. En éerivant que

1T (z) = T2l 5, < | T(x) = T ()| 21 + (| Tng () = Tng (i) | 12 + T () — T (i) || 112,
on conclut que

N
T(EHI) - U BHQ(T(zi)vg)v
1=1

ce qui acheve la preuve de la compacité de T. [ |

Proposition. La composée d’un opérateur compact et d’une application linéaire continue (dans
un sens ou dans l'autre) est encore un opérateur compact.

Preuve : Soit Hy, Hs et Hs trois espaces de Hilbert, Ty € L(Hy, Hs) et Ty € K(Hy, Hs).

Comme T} est continu, il existe ¢ > 0 tel que Ti(cBg,) C Bpy,. Par compacité de Tb,
on en déduit que T5 o T1(cByy, ) est relativement compact dans Hs. Il en est bien sir de
méme pour 75 0Ty(Bpy,). Donc T 0 Ty est un opérateur compact.

Le cas Ty € K(H1, H2) et Ty € L(Hs, H3) est laissé en exercice. [}

Définition. On dit que T' € L(H;, H2) est un opérateur de rang fini si dimIm7T < oo.

Proposition. Un opérateur de rang fini est compact.

Preuve : 11 suffit de remarquer que si T est de rang fini alors T'(By,) est un borné de I'espace

vectoriel de dimension finie Im 7', donc est relativement compact. ]

Théoréme. Une application linéaire entre espaces de Hilbert est compacte si et seulement si
elle est la limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

Preuve : La partie directe est facile : un opérateur de rang fini étant compact et I’ensemble

des opérateurs compacts étant un fermé de L£(Hi; Hz), une limite d’une suite d’opérateurs
de rang fini est bien un opérateur compact.

Montrons la réciproque. Soit donc T' € K(Hy; H). AneN fixé, il existe un nombre fini
N, de points z}' de H; tels que

Nn,
T(Bu,) C | B, (T(2}),277).
=1

Notons G, le s.e.v. (fermé car de dimension finie) engendré par (T(x’f), e ,T(x?vn)), Dn
le projecteur orthogonal sur G,, et T, = p, o T. Par construction, T, est continu et de
rang fini. De plus, compte tenu de p,(T(z?)) = T(z}),

(2 (2

Vo € Hy, Vi € {1, Nu}, ([ To(2) =T ()| 1, < llpn (T (2) =T (27) | o+ T (27") =T () || 11,
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Si z est dans Bp,, on peut choisir i € {1,---,N,} de telle sorte que T(z) soit dans
By, (T(z}),27"). Alors, comme un projecteur orthogonal est toujours de norme inférieure
ou égale & 1!, on obtient finalement,

Vo € Ba, ITa(@) — T(@) i, < 27
En conséquence, la suite d’opérateurs de rang fini (7},)nen tend vers T. [

Exemple. Soit a < b deux réels. Rappelons que ’ensemble L? & L?([a, b]; C) muni du produit

scalaire
(fl9)e=7— / f(t)

est un espace de Hilbert séparable, et que (ep)pez avec ey(t) = et et w = 27/(b— a) en est
une base hilbertienne. Autrement dit, toute fonction f de L? s’écrit

I :
=S el avee e(f)= ;oo [ s

PEZL

et I'on a d’apres 1’égalité de Parseval,

f‘9L2:ZCp

PEL

Soit H' 'ensemble des fonctions f de L? telles que

Y 1+ W)l (f)P < oo,

PEZL

Il n’est pas difficile de montrer (exercice : le faire) que H' muni du produit scalaire

(f19)m = Z(l + w2p2) ep(f)ep(9)

pEZ

€p

v 1+w?2p?
une base hilbertienne. Enfin, il est évident que ||f]|z2 < || f|lgn pour tout f € H'.
Il n’est pas difficile de démontrer a ’aide du théoreme de Dirichlet pour les séries de Fourier

que si f et g admettent un prolongement périodique de classe C! et C? par morceaux alors

(f19m = (f 192+ (f g1z

On verra dans le cours ’EDP que H! est I’ensemble des éléments de L? dont la dérivée au
sens des distributions appartient & L?. L’espace H' est appelé espace de Sobolev.

est aussi un espace de Hilbert séparable, et que la suite constituée des vecteurs en est

Proposition. L’application identité de H' dans L? est compacte.

Preuve : Notons T(f) = f pour f € H'. Comme ||f||z2 < ||f||z1, Papplication T est linéaire
continue. Nous allons montrer que 1" est limite d’opérateurs de rang fini. Cela donnera le
résultat voulu.

Pour f € H', nous posons donc

n

To(f) = Y e(fep.

p=—n

1. En effet, si p est un projecteur orthogonal de ’espace de Hilbert H alors le théoréme de Pythagore assure
que pour tout = € H, on a [|z]|* = [Ip(z)||* + [lz — p(z)||*, et donc ||p(z)]| < ||]l.
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Il est évident que T), est de rang fini (son image est le s.e.v. de dimension 2n+ 1 engendré
par (e_p, -+ ,ey)). De plus, pour tout f € H', on a en vertu de I’égalité de Parseval,

1 = TulDIB = Spon len(HI

< () Y (el ()2,
< (A +wPn?) £l
Cela assure la convergence de la suite (T},)pen vers 7. [}

8.2 Opérateurs adjoints

Dans toute cette section, Hy et Hy désignent deux espaces de Hilbert. On dira que T : H; —
H> est un opérateur borné de H; dans Hy si T est une application linéaire continue de Hy
dans Hs. La définition ci-dessous généralise aux espaces de Hilbert la notion d’endomorphisme
adjoint vue en L2 dans le cadre des espaces euclidiens.

Théoreme. Soit T un opérateur borné de Hi dans Hs. Il existe un et un seul opérateur
borné T de Ho dans Hi vérifiant

V(f,g) € Hi x Hy, (T(f) | 9)r, = (f | T"(9)) 1,

L’opérateur T* est appelé opérateur adjoint de T, et l'on a ||T| z(a, ;1) = 1T\ £(F2: ) -

Preuve : A g € Hy fixé, considérons la forme linéaire L sur H; définie par L,(f) = (T(f) | 9).
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans Ha, [Lg(f)| < |7 £, m0) 191 5 ||| 2, - Done
L, est continue. Le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet assure donc l'existence
d’un unique élément T*(g) de H; tel que

Ve, (T(f) | 9)m, = (f | T*(9))m,-

De plus, ce méme théoreme donne | T%(g)|m, = [|Lgllar; < 1Tl 2y m2)l9] 1, Vérifions
la lindarité de 'application g — T*(g). Pour (A1, )\2) € K2 et (g1,92) € H3, on a par
définition de T,

V€ Hi, (f 1T (Mg +X2g2))y, = (T(f) [ Agr + A2g2) i,
= M(T(f) | 9)m, + X2(T(f) | g2) s
= M(fIT*(90)m, + o (f | T*(92) m,,
= (f 1 uT*(g1) + 22T*(92))) -

Donc T*()\lgl + )\292) = )\1T*(g1) + )\QT*(gg).
Reste a montrer que T et T™* ont la méme norme. On a déja vu que

Vg € Ha, [T*(9)llmy < Tl 2o ;o) 91|12

Done [T z(ry;m) < NN oer:m)-
Mais en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la définition de ’adjoint, on obtient

1Tz, = [(TOIT | = [T (TEN] < NN ey | I 1T ) 1

ce qui assure visiblement que ||T'| £z, m,) < 177 | £(#:m,)- ]
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Remarque : Retenons également que (7%)* = T. En effet, par définition de (7*)*, on a pour
tout (f,g) € Hi x Ho,

GIT)* () g, = (T (DI F) -

Mais en prenant le conjugué de cette égalité et en utilisant la sesquilinéarité, on obtient

(T (Ng) g, = SIT*(9)) 1,

Par définition de T™, le membre de gauche vaut (7°(f)|g). Donc on a (T™)*(f) = T(f).

Exemple. Soit I un intervalle de R et a une fonction bornée sur I et a valeurs dans C. Prenons
H = L?(I;C). 1l est clair que Iapplication linéaire T : f +— af est linéaire continue de H dans
H. En effet, d’apres 'inégalité de Holder,

vfe H, |T(f)l7. = /1 la(2) f(2)? da < |lalZ | £l

De plus, on a

V(f.9) € H?, (T(f) | 9) = /a(:ﬂ)f(w)g(x)dﬂf = /If(:v)a(fv)g(l‘) dz.

I

Donc T™* est I'opérateur de multiplication par la fonction a.

Définition. On dit qu’une application linéaire T': H; — H» est faiblement continue si pour
toute suite (z,)neny € HY, on a z, — z implique T'(z,) — T(x).

La définition de I’adjoint va nous permettre de montrer que pour les applications linéaires,
la continuité faible est équivalente & la continuité forte.

Proposition. Une application linéaire est continue si et seulement si elle est faiblement conti-
nue.

Preuve : Soit T : Hy — Hs continue et (x,)pen € HlN telle que x,, — x. On a donc pour
tout y € Ho,

(T(xn) | Y)ms = (@n | T W) 1y —ntoo (@ [ T () = (T(2) | Y) 1,

Donc T est faiblement continue.

Réciproquement, supposons T' faiblement continue. Soit (z,),en une suite d’éléments de
H; telle que (zy,,T(xn))nen converge fortement vers (x,y) dans H; x Hy. Alors on a
aussi z, — z et donc T'(z,) — T(x). Mais par hypothese T'(x,) — y, et donc a fortiori
T(x,) — y. Par unicité de la limite faible, on en déduit que y = T'(x). En conséquence,
le graphe de T est fermé. Comme H; et Hy sont complets, le théoreme du graphe fermé
permet de conclure que 'opérateur T est continu. ]

Examinons maintenant 'effet d’un opérateur compact sur la convergence faible.

Proposition. Soit T un opérateur continu de l’espace de Hilbert Hy dans l’espace de Hilbert
Hs. Les deuz énoncés suivants sont équivalents :

(i) L’opérateur T' est compact.

(it) Pour toute suite (xn)neny € HY, on a (z, = z) = (T(2,) — T(x)).
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Preuve : Supposons d’abord que T soit compact. Soit (x,) € H{N une suite faiblement
convergente vers x € Hj. Un opérateur compact étant continu, on a T'(z,) — T(z)
d’apres la proposition précédente. Mais toute suite faiblement convergente est bornée. Donc
(T'(xn))neny admet une sous-suite fortement convergente. La limite de cette sous-suite ne
peut étre que T(z). Finalement (T(z,))nen est & valeurs dans le compact T(Bpg,) et
a pour unique valeur d’adhérence T'(x). Donc la suite toute entiére converge fortement
vers T'(z).

Réciproquement supposons que la propriété (i) soit vérifiée. Soit (z,,)nen une quelconque
suite bornée de Hj. Alors il existe € H; et une sous-suite (T, )nen telles que i,y —
x. D’apreés 'hypothese, on a donc T'(2y(,)) — T'(z). En conséquence, 'opérateur T est
compact. [ ]

Proposition. Soit T' une application linéaire continue de Hy dans Ho. Alors T est compact
st et seulement si T* est compact.

Preuve : Supposons que T : Hy — Hs soit compact. Soit (yn)neny une suite faiblement
convergente d’éléments de H,. Notons y sa limite faible. Comme T est faiblement
continu car linéaire continu, on a T*(y,) — T™(y). Donc, par compacité de T, on a
aussi T(T*(yn)) — T(T*(y)) Par ailleurs,

IT* () l3r, = (T*(yn) | T*(yn)) i1y = W | T(T*(ya))) iy = (| T(T* () 11z = 1T () I3,

car y, =y et T(T*(yn)) = T(T"(y)).
On a donc ala fois || T*(yn)|| ez, = |17 (W) |z, et T (yn) — T™(y), ce qui entraine T (y,,) —
T*(y). Donc T* est compact.

La réciproque se démontre en appliquant le raisonnement précédent a T™ et en utilisant
le fait que (T*)* =T. ]

8.3 Alternative de Fredholm

Pour simplifier, on suppose dans toute cette section que H; = Hy = H espace de Hilbert 2.
Proposition. Soit T un opérateur borné sur H. On a les propriétés suivantes.

(i) KerT = (ImT*)*, (i) KerT* = (ImT)*,
(iii) ImT = (Ker T*)*, (iv) ImT* = (KerT)* .

Preuve : Le fait que (T*)* =T assure que les propriétés (i) et (ii) (resp. (iii) et (iv)) sont
équivalentes. Nous nous bornerons donc a la démonstration de (i) et de (7).

— Démonstration de (i) : Soit z € KerT et z € ImT™*. Fixons y € H tel que z = T%(y).
Puisque T'(x) =0, on a

(z]2) = (z[T*(y)) = (T(x) [ y) = 0.

Donc = € (Im7™)*.
Réciproquement, soit = € (Im7*)+. Alors pout tout y € H, on a

0=(z[T(y) = (T(z) | y).

Donc T(z) = 0. Donc (ImT*)* C KerT.

2. Mais la proposition suivante demeure valable si Hi # Ho.
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— Démonstration de (ii7) : En prenant 'orthogonal de I’égalité (ii), on obtient

(Ker T*)" = (Im 7)) "

Or dans un espace de Hilbert, tout sous-espace vectoriel F' vérifie (F1)+ = F, d’oti le
résultat.
|

Notation. dans tout ce qui suit, I désigne 'opérateur identité de H défini par I(z) = x.

Théoréme (Alternative de Fredholm). Soit T un opérateur compact sur l'espace de Hilbert H.
Alors les propriétés suivantes sont vérifiées.

(i) Ker (I —T) est de dimension finie.
(i) ITm (I —T) est fermé.
(iii) Alternative de Fredholm : Ker (I —T) = {0} si et seulement si Im (I —T) = H.

Preuve : Soit (z,)nen une suite bornée de Ker (I —T'). On a donc x,, = T'(z,) pour tout
n € N. Mais T est un opérateur compact donc la suite (7'(zy))nen admet une sous-suite
(T'(%p(n)) Jnen convergente. Cela assure que (T (n))nen est convergente. On en déduit que
tout ensemble borné de Ker (I — T') est relativement compact. Donc Ker (I — T') est de
dimension finie (cf th. de Riesz).

Pour montrer (i7), nous considérons une suite (z,)nen telle que ((I—T")(zy))nen converge
vers y € H. 1l s’agit de démontrer que y € Im (I — T).

Soit z, la projection orthogonale de x, sur le sous-espace vectoriel fermé Ker (I — T).
On a donc d(zy,,Ker (I —T)) = ||zn — zn|| et (I —T)(xy, — 2n) = (I — T)(xy). Notons
xl, = Tp — zn. Si lon parvient & démontrer que la suite (z,)n,en est bornée alors on
obtient y € Im (I — T'). En effet, par compacité de T, il existera une extraction ¢ telle

que T'(z ga(n))HGN converge, ce qui entralnera aussi la convergence de (x; (n))neN-
Supposons par absurde que (x)),eny n’est pas borné. Alors il existe une extraction ¢
telle que (||xfp (n)H)nGN soit une suite strictement positive tendant vers l'infini. Soit w, =
/ / :
xw(n)/]\xw(n)ﬂ. 11 est clair que
li I1-T = 0. N

im (1= T)(wn) =0 (8.1)
La suite (wy,)nen étant bornée, on peut supposer, quitte a extraire & nouveau une sous-suite
que (T'(wn))nen est convergente. L’égalité (8.1) implique alors que (wy)nen converge aussi
vers un élément w appartenant & Ker (I — T'). Mais, par construction w, € Ker (I —T)=+
donc w € Ker (I — T)*, d’ott w = 0. Comme tous les w, sont de norme 1, on doit avoir
lw|| =1, ce qui est impossible.
Démontrons (7). Supposons d’abord que Ker (I-T) = {0}. Supposons par I'absurde que

I — T ne soit pas surjectif. Notons Ey & Im (I —T), puis B, & (I T)(Eh), etc. D’apres
(ii), (Ep)nen est une suite de s.e.v. fermés de H. Comme I —T est injectif et non surjectif,
la suite (Ep)nen est strictement décroissante (au sens de U'inclusion). En effet, si tel n’était
pas le cas, il existerait un indice ng > 1 tel que (I —T)(Epn,) = (I = T)(Eny—1) = En,
mais I, strictement inclus dans E,,_1. Cela contredirait I'injectivité.

Finalement donc la suite (E,),en est strictement décroissante, et 'on peut appliquer le
théoreme de Riesz du chapitre 1. On obtient une suite (x,),eny de H telle que?

1

VneN, |lz,||=1, x,€E, et d(xp, Eyy1) > 5

3. En fait dans un Hilbert, on peut se passer du théoréme de Riesz et remplacer le facteur % ci-dessous par 1
(exo : pourquoi?)
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Pour n > m, on a

T(xn) — T(wm) = (I — T)(xm) — (I — T)(an) + Tn — Tm.

6Em+1

Donc ||T(zy) — T(2zm)|| = 3 et (T(zn))nen n'a donc pas de valeur d’adhérence. Cela
contredit la compacité de T.

Réciproquement, supposons que Im (I —T") = H. Alors la proposition précédente montre
que Ker (I — T*) = {0}. Mais l'opérateur T™ est aussi compact, donc en appliquant le
raisonnement ci-dessus & T au lieu de T, on obtient Im (I —T*) = H puis, en passant a
lorthogonal, Ker (I —T') = {0}. ]

Proposition. Soit T un opérateur compact sur l’espace de Hilbert H. Alors on a

dim (Ker (I — T')) = dim (Ker (I — T™)).

Preuve : Comme T et T™ sont compacts, on sait déja que les deux s.e.v. considérés sont de

dimension finie. Notons d et d* leurs dimensions respectives.

Comme Im (I — T') est fermé, on peut décomposer H en
H=Im(I-T)*®Im(-T)=Ker(I T ®Im( —T).

Supposons par ’absurde que d < d*. Il existe alors une application linéaire A continue
injective (mais non surjective) de Ker (I —T') dans Ker (I —T™). Soit S =T+ Ao P ou
P désigne le projecteur orthogonal sur Ker (I —T'). Clairement S est compact car somme
d’un opérateur compact et d'un opérateur de rang fini. Par ailleurs, si (I —S)(z) = 0 alors

(I —T)(z) = Ao P(x).

Mais le membre de gauche appartient & Im (I —T') alors que le membre de droite appartient
au sous-espace Ker (I —T™) qui lui est orthogonal. Donc A(P(z)) =0 puis P(zx) =2 =0
par injectivité de A et parce que = € Ker (I — T). Donc, en vertu de lalternative de
Fredholm, (I — S) est bijective. Soit donc y € Ker (I —T7%) \ ImA et x € H tel que
(I —S)(z)=y. Ona

(I =5)(z)=I-T)(x)- AP(x) =y
—_—— ~—
elmu-17) eKer(i-17)
Comme Im (I-T)NKer (I-T%) = {0} et y € Ker (I—-T%), cela entraine que (I—T")(x) = 0,
puis y € Im A, ce qui est contraire & I’hypothese sur y. Conclusion : d > d*.
L’autre inégalité se démontre en appliquant ce qui précede a T*. [ |

8.4 Spectre des opérateurs

Définition. Soit E un espace vectoriel sur K =R ou C, et T un endomorphisme de £. On
appelle :

e spectre de T l'ensemble o(T') des A € K tels que T'— AI ne soit pas bijectif de E dans F,
e spectre ponctuel de T I’ensemble 0,(T") des valeurs propres de T,

e ensemble résolvant de T' le complémentaire p(T") du spectre o(T).

Remarque. En dimension finie, on a bien str o(T") = o,(T"). C’est une conséquence triviale du
théoréeme du rang. En dimension infinie en revanche, I'ensemble o,(7T") peut étre strictement
inclus dans o(T") (par exemple pour E =R[X] et T: P+— XP, ona 0€o(T)\op(T)).

WW. mat honec. con


www.mathonec.com

8.4. SPECTRE DES OPERATEURS 99

Proposition 1. Soit E un Banach sur K et T € L(E). Alors o(T') est un compact de K borné
par [T z(m)-
Preuve : Soit A € R tel que [A| > ||T|z(g). On a

T — M =-\I-\1T).

Du fait que [[A™'T zp) < 1, lasérie ) (AT )¥ est absolument convergente donc conver-
gente car F est un Banach (voir la section 3.4). On vérifie aisément que la somme de cette
série est un isormorphisme continu de E qui est I'inverse de I — A™'T. En conséquence
I — X\7!T est inversible et donc A\ & o(T).

Montrons maintenant que R\ o(7") est un ouvert. Soit donc A\g € R\ ¢(7"). On a
T—)\I:T—)\of—l—()\o—)\)f.

déf

Par hypothese, ’endomorphisme S = T — Aol est inversible. Son inverse est continu (grace
au théoreme de Banach). En raisonnant comme précédemment, on en déduit que 7" — I
est également inversible deés que [Ag — Al[[S™H| gy < 1.

On peut maintenant conclure que o(7) est un fermé borné de R, donc un compact. ®

Théoréme. Soit H un espace de Hilbert et T € K(H).
(i) Si H est de dimension infinie alors 0 € o(T).
(ii) Si A€ o(T)\ {0} alors A est valeur propre de T de multiplicité finie.

(i1i) Si o(T') contient une suite d’éléments deux a deuz distincts alors cette suite tend vers 0.

Preuve :

(i) Supposons que 0 ¢ o(T"). Alors T' est inversible d’inverse continu (grace au théoreme
de Banach). En conséquence, I = T~ o T est compact car composée d'un opérateur
compact et d'un opérateur continu. Donc By = I(Bpy) est compacte. Le théoréme
de Riesz assure alors que H est de dimension finie.

(i) Soit A € R\ {0}. Si A n’est pas valeur propre de T alors I — A\~'T est injectif,
donc aussi surjectif d’apres 'alternative de Fredhlom. Donc A ¢ o(T'). Dans le cas
contraire, on a vu que X\ est de multiplicité finie.

(7i) Soit (An)nen une suite d’éléments deux a deux distincts de o(7"). On sait que cette

suite est bornée donc admet une valeur d’adhérence. Quitte a extraire, on peut sup-
poser que A, # 0 pour tout n € N et que (\,)nen tend vers une limite A.
Fixons pour tout n € N, un vecteur e, de norme 1 tel que T'(e,) = Ape,. On
montre aisément (comme en dimension finie) que (e, )nen est une famille libre. Posons
E, = Vect (eg, - ,e,). Lasuite (E,)nen est une suite strictement croissante de s.e.v.
fermés de H. Appliquons le théoreme de Riesz : il existe (x,)nen+ telle que

1
VneN, |z, =1, x, € E, et d(z,, En_1) > 3

En écrivant que

T(xn) T(m) _ T(xn) = Mxn  T(Tm) = AmZm N

eEn—l

on en déduit que |\, 1T(x,) — A T ()| > 5 pour n > m.
Donc la suite (A, 'T(2,))nen n’a pas de valeur d’adhérence. Comme T est compact,
cela est incompatible avec le fait que A # 0. Donc A = 0.

|
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8.5 Les opérateurs auto-adjoints

Définition. On dit que T' € L£L(H) est un opérateur auto-adjoint si "= T*, c’est-a-dire :

V(z,y) € H, (T(x) | y) = (¢ | T(y)).

Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que si T est auto-adjoint alors pour tout = € H,
(T'(z) | x) est réel (méme si H est un espace de Hilbert compleze).

Comme en dimension finie avec les endomorphismes symétriques, on peut définir les notions
de positivité et de négativité pour les opérateurs auto-adjoints.

Définition. On dit qu’un opérateur auto-adjoint 71" est positif si
Ve e H, (T(x)|z) > 0.

On dit qu’il est défini positif si 'inégalité ci-dessus est stricte pour = # 0.
On dit que T' est négatif (resp. défini négatif) si —7T est positif (resp. défini positif).

Proposition. Si T est opérateur auto-adjoint alors toutes ses valeurs propres sont réelles. Si
de plus il est positif (resp. défini positif) alors toutes ses valeurs propres sont positives (resp.
strictement positives).

Preuve : Soit A € 0,(T) et © # 0 tel que T'(z) = Az. Montrons d’abord que si T est
auto-adjoint alors A est réelle. On a

Mzl? = (A | 2) = (T(2) | 2) = (z | T(2)) = (z | Az) = Az,

donc A = \.
Si de plus T est défini positif alors on a

2
Alz]|” = (T(z) [ ) >0,
d’ou le résultat. Les autres cas se traitent de fagon similaire. [ |
Proposition 2. Soit T un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert réel. Notons

m = Hiﬂlfl(T(x) | z) et M = sup (T(x) | x).
zi= llell=1

Alors o(T) est inclus dans lUintervalle [m, M], et contient m et M .

Preuve : Concentrons-nous sur la borne supérieure M, la démonstration pour m étant
similaire. De la définition de M, on déduit que (T'(z)|z) < M||z||% pour tout = € H.
Pour A > M, on a donc

Vo € H, (\x — T(x)|z) > (A= M)|z|> (8.2)
Introduisons la forme bilinéaire a défine par
V(z,y) € H?, a(z,y) = (A — T(z) | y).

Elle est clairement continue et symétrique (car 7' est borné auto-adjoint), et coercive grace
a (8.2). En conséquence, le théoreme de Lax-Milgram assure que pour tout z € H, il existe
un unique x € H tel que

VyeH, A —T(x)|y) = alz,y) = (2] y).

Cela montre la bijectivité de A\l —T. Donc X & o(T).
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Montrons maintenant que M € o(T). Soit b(z,y) = (Mx — T(z) | y). La forme b est
bilinéaire symétrique positive et I’on dispose donc de I'inégalité de Cauchy-Schwarz sui-

vante4 :
V(z,y) € H?, |b(z,y)| < /b(z,2)b(y,y).

En prenant y = Mz — T'(x) et en exploitant la continuité de b, on en déduit que

Vo € H,|Mz —T(z)|g < CV(Mx —T(z)|z).

Soit (xp)nen une suite d’éléments de H de norme 1 telle que (T(zy,) | ) converge vers
M. L’inégalité ci-dessus assure que T'(x,) — Max,. Si 'on suppose (par l’absurde) que
M ¢ o(T) alors on a (MI —T)~! continu et

T, = (MI —T)"Y(MI —T)(z,),

et donc x,, — 0, ce qui contredit le fait que ||| =1 pour tout n € N. Donc M € o(T).
|

Corollaire. Sur un espace de Hilbert réel, le seul opérateur auto-adjoint T tel que o(T) = 0
est l'opérateur nul.

Preuve : D’apres la proposition précédente, on a m = M = 0, et donc (T(z) | ) = 0 pour
tout x € H. Cela entraine la nullité de T. [ |

En dimension finie, il est bien connu que tout endomorphisme symétrique admet une base
orthonormale de vecteurs propres. En dimension infinie, ce théoreme fondamental se généralise
aux opérateurs auto-adjoints compacts comme suit :

Théoréme (spectral). Soit H un espace de Hilbert réel séparable de dimension infinie, et T
un opérateur auto-adjoint compact sur H . Il existe alors une base hilbertienne de H constituée
de vecteurs propres de T'.

Preuve : D’apres le théoreme de la page 99, le spectre o(T") de T est borné et a au plus un

point d’accumulation (& savoir 0). Il est donc fini ou dénombrable . Soit E) « ker(T' — \I)
le sous-espace propre de T pour la valeur propre A. On vérifie (comme dans le cas de la
dimension finie) que les sous-espaces propres sont en somme directe orthogonale. Notons
F' le s.e.v. engendré par tous les vecteurs propres de T, et montrons que F' est dense
dans H. Il est clair que F est stable par T. Le s.e.v. F+ est aussi stable par T. En effet,
comme T est autoadjoint et T'(F) C F,

V(z,y) € F* x F, (T(z)ly) = (z|T(y)) = 0.

On peut donc définir I’application linéaire Ty induite par T sur F*. Notons que F*
est un sous-espace fermé de ’espace de Hilbert H. C’est donc un Hilbert. Par ailleurs,
lopérateur Ty est clairement compact auto-adjoint sur F- car T est compact auto-adjoint.
Remarquons enfin que o(7p) ne peut pas contenir d’élément non nul. En effet, dans le cas
contraire, cet élément serait une valeur propre de Ty et donc de T aussi. Tout vecteur
propre associé devrait donc se trouver dans F, ce qui est impossible puisque FNF+ = {0}.
Donc o (Tp) = {0}. D’apres le corollaire précédent, on a donc Ty = 0. Donc F+ C Ker T C
F puis '+ = {0}. Autrement dit, F est dense dans H.

4. qui se montre comme dans le cas classique en considérant le discriminant de la fonction A — b(x+Ay, z+Ay).
5. en effet, comme o(T') est compact, pour tout n > 1, I'ensemble o(T) N (] — 00, —1/n] U [1/n,+00[) a un
nombre fini d’éléments.
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On sait par ailleurs que chaque sous-espace propre correspondant a une valeur propre
non nulle est de dimension finie, donc possede une base orthonormale. Si 0 est valeur
propre, 'espace Ey est ou bien de dimension finie et donc admet une base orthonormale,
ou bien Hilbert séparable (car s.e.v. fermé de H Hilbert séparable) donc admet une base
hilbertienne. Pour construire une base hilbertienne de H constituée de vecteurs propres de
T, il suffit donc de considérer la réunion (au plus dénombrable) des bases orthonormales
(ou hilbertiennes) de tous les sous-espaces propres de 7. [ |

Remarque : Si T' est compact, auto-adjoint et défini positif, on peut de plus affirmer que chaque
vecteur de la base hilbertienne construite ci-dessus correspond & une valeur propre strictement
positive.

8.6 Quelques applications

8.6.1 Résolution d’une équation différentielle

Considérons I’équation différentielle suivante :

W' =,
(E) { w(a) = u(b) = 0.

Lorsque f est continue sur [a,b], cette équation peut se résoudre explicitement. En effet, en
intégrant une premiere fois, il vient, pour une constante C' a déterminer

t
o (t) = / f(s)ds - C., (8.3)
a
puis, en intégrant une deuxieéme fois, sachant que 'on veut que u(a) = 0,
T t
u(z) = / / f(s)dsdt — C(z — a).

a a

La deuxiéme condition u(b) = 0 permet de déterminer C' de maniére unique. On obtient fina-

lement :
t u(x):/:/atf(s)dsdt—“;_s /ab/abf(s)dsdt. (8.4)

On s’intéresse maintenant a 'opérateur 7' qui & f associe u. On munit C([a,b];R) de la norme
associée au produit scalaire

b
(g1h)= b—la/ g(x)h(z) dx.

Avec ce choix de norme, on a clairement, en vertu de 'inégalité de Cauchy-Schwarz,
Vg € C([a,b];R), [lgllz2 < llgllze-

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans la formule (8.4), il est alors facile d’établir
que T est borné de C([a,b];R) dans L2 « L?([a, b]; R) les deux espaces étant munis de la norme
définie ci-dessus. Par densité de C([a,b];R) dans L2, on peut donc prolonger 7' en un opérateur
borné de L? dans L?. On note encore T le prolongement obtenu.

Montrons que T est compact. Soit B la boule unité de L? et f € B. En utilisant 1'égalité
(8.3) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on constate que u’ est continue. Donc u est C! sur
[a,b]. De plus, toujours a l'aide de l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on montre 'existence d’'un
réel positif M indépendant de f € B tel que ||T(f)|lz2 + [(T(f)) |lz2 < M. En conséquence,

T(B) ¢ {g € C'([a,0;R) / lgll7> + llg'lI72 < M}
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Dans le chapitre 5, on a vu que 'ensemble de droite est relativement compact dans C([a, b]; R)
et donc a fortiori dans L?. Donc T est bien un opérateur compact.

Vérifions ensuite que 7' est auto-adjoint.
En intégrant par parties deux fois et en utilisant (E), on a pour tout couple de fonctions f
et g continues sur [a, b,

b
(ﬂﬁM)zl/Tm@M@Ma
%o
- /Twmwﬂmmmm,
b
- j/HUW@ﬂNQWMM,

b
=L/@mva@wma
= (F17).

Par densité de C([a,b]; R) dans L?, 1’égalité demeure vraie pour tout (f,g) € L? x L?. Donc T
est auto-adjoint. Remarquons aussi au passage que la troisieme égalité ci-dessus appliquée avec
g = f montre que T est négatif. De plus, a 'aide de la formule (8.4), il n’est pas difficile de
montrer que KerT = {0}. Donc toutes les valeurs propres de 1" sont strictement négatives.

Le théoreme spectral assure donc qu’il existe une base hilbertienne de L? constituée de
vecteurs propres pour 7. Comme les valeurs propres sont strictement négatives, on peut les
chercher sous la forme A\ = —a~2 avec a > 0. Soit donc f un vecteur propre associé a une
telle valeur propre. Comme T(f) = Af et T(f) est de classe C', il en est de méme pour f. En
conséquence f vérifie 'équation différentielle

f”+oz2f:O,
() {ﬂw—f@—u

Il s’agit maintenant de déterminer pour quelles valeurs de « le systéeme (F') admet une solution
non triviale.

La solution générale de f” + of =0 s’écrit
f(t) = Csin(at +¢) avec (C,¢) € R?.
Pour C # 0, les conditions f(a) = f(b) = 0 sont assurées si et seulement si
aa+p=0[n] et ab+¢=0][n].
On en déduit que a = kw/2 avec k € N* et ¢ = —akw/2. Comme d’habitude, on a posé
w = 27/(b — a). Enfin, on choisit C' = v/2 afin d’avoir ||f]|;2 = 1.

Nous pouvons résumer les résultats obtenus ainsi :

Proposition. Lopérateur T défini ci-dessus est compact, auto-adjoint, et défini négatif. La
suite des valeurs propres (Ap)ken+ et la base hilbertienne correspondante (fi)ren+ sont

Ak = _k;iﬂ et fr(t) = ﬂsin(W).
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8.6.2 Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Notons I lintervalle [a,b] et Q le carré [a,b] x [a,b]. Notons L?(I) = L*(I;R) et L?(Q) =
L?*(Q;R). On munit L?(I) du produit scalaire

(f | 9)y /f

et L?(Q) du produit scalaire

(F | G)req // (,y)G(z,y) dz dy.

Fixons une fonction K € L?*(Q). Pour u € C([a,b];R), on définit (formellement)

/Ka:y

Lorsque K et u sont continues, cette expression définit une fonction continue. Vérifions que
sous nos hypotheses, 'opérateur T est continu de L?(I) dans L?(I). Tout d’abord, on peut
vérifier a l'aide du théoréeme de Fubini et de I'inégalité de Cauchy-Schwarz que la fonction
(z,y) = K(z,y)u(y) est intégrable sur (). Donc T'u est une fonction mesurable.

Ensuite, grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

b b 2 b b b
/k@@WMys/(/wmw@X/ﬁ@@ﬁmwmawwan

Donc T est un opérateur borné de L?(I) dans L?(I), et Tl 22y < 11K 22

Nous allons maintenant montrer que T est compact. Pour cela, nous allons écrire T' comme
limite d’une suite d’opérateurs de rang fini & 'aide d'une base hilbertienne (ey)ren de L2(I).
Nous aurons besoin du résultat suivant :

Lemme. La famille tensorisée (e; ® ep)ren définie sur Q par
(ej @ ex)(x,y) = ej(@)er(y)
est une base hilbertienne de L*(Q).

Preuve : Un calcul immédiat montre que (e; ® ey)ren est orthonormale. Il s’agit maintenant
de démontrer que cette famille est totale, et pour cela il suffit d’établir que le seul élément
F de L?*(Q) orthogonal & tous les (e; ® e)ren est 0. Supposons donc que

b b
V(j, k) € N?, / / F(x,y)ej(x)ex(y) de dy = 0. (8.5)

Considérons deux fonctions f et g continues sur I. Soit f® g : (z,y) —> f(x)g(y).
Comme (e;)jen est une base hilbertienne de L?(I), on peut écrire

F=Y(fleprme; et g=> (g9]er)rzmex

jeN keN

ot les égalités doivent étre comprises au sens de la norme de L2([).
Il est alors facile de vérifier que, au sens de la norme de L?(Q),

fog= Z (f 1 ej)LQ(I)(g | ek)m([)ej X eg.
(j,k)eN2
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Comme le produit scalaire dans L?(Q) est continu par rapport & ses deux arguments,
I'identité (8.5) combinée au résultat de convergence ci-dessus permet de conclure que

b b
/ / F(z,y)f(x)g(y) d dy = 0. (3.6)

D’autre part, le s.e.v. F engendré par ’ensemble des fonctions de type (z,y) — f(z)g(y)
avec f et g continues sur I est stable par combinaison linéaire, multiplication, contient
les fonctions constantes et sépare les points. Comme () est un espace métrique compact,
le théoreme de Stone-Weirstrass assure la densité de F dans C(Q;R) au sens de la norme
L>®(Q) et donc, a fortiori, au sens de la norme L?(Q). Mais comme C(Q;R) est dense
dans L?(Q;R) (démonstration similaire & celle de la densité de C(I;R) dans L?(I;R)),
on en déduit que F est également dense dans L?(Q).

Soit € > 0 et G € F tel que ||[F' = Gl[12(q) < e. Ecrivons que
1F N 2y = (F | F = G)pag) + (F | G)r2(g)-

Comme G est combinaison linéaire de fonctions du type f ® g avec f et g continues
sur I, I’égalité (8.6) assure que le dernier terme ci-dessus est nul. En utilisant 1'inégalité
de Cauchy-Schwarz dans L?(Q) afin de majorer le premier terme du membre de droite,
on conclut que [|F||z2(g) < e. Comme notre raisonnement est valable pour tout € > 0, on
conclut que F' = 0. Donc (ej ® ex)(jryenz est totale. ]

Grace a ce lemme, en vertu de ’égalité de Parseval dans L?(I) puis dans L?(Q), on peut donc
écrire que

YTy = DD IT(e) [er) 2l

jeN JjEN keN
//nye] ek (z )d:ndy ,
(j,k)eN2

= HKHL2(Q)- (8.7)

En observant que tout f € L?(I) se décompose en

f= Z | €5) L2(I) €55

jeN

il vient, par continuité de T,

T(f) = Z(f | ej) 2y T(ej).

jEN
Il est donc naturel de poser

Vf e LA(I), Tu(f) = (f | €j)r2(r Tley).

i<n
L’opérateur T;, obtenu est clairement borné sur L?(I) et de rang fini. Par ailleurs

Ve LX), (T=T)(f) =D _(Fle)rznT(e)).

jzn
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Donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans ¢? et I’égalité de Parseval,

2
(T =T (32 < <Z|(f€j)L2(1)!||T(€j)HL2(1)> ,
i>n
< D ezl Y Tz,
i>n i>n
< N2y Do IT 72y
i>n

La somme de la derniére ligne est le reste d’une série convergente donc tend vers 0 quand n
tend vers l'infini. En conséquence, T}, — T dans L£(L?(I)) ce qui assure que T est compact.

Supposons de plus que la fonction K soit symétrique :
K(z,y) = K(y,x) pour presque tout (z,y) € R?

et vérifions que T est alors auto-adjoint.

Pour (f,g) € L?(I)x L?(I), le théoréme de Fubini, le changement de variables (z,y) — (y, z)
et le fait que K(z,y) = K(y,z) permettent d’écrire que

//ny ) g(x) dy dex,
://mem@mm
_ //ny f(x) d dy,

= f‘T9L2)

(Tf | Q)LZ(I)

Donc T est bien auto-adjoint.

Résumons le résultat obtenu.

Proposition. Soit K € L*(Q) tel que K(x,y) = K(y,z). L’opérateur de Hilbert-Schmidt T
défini de L*(I) dans L*(I) par
b
- [ Ky

est compact auto-adjoint et admet donc une base hilbertienne de vecteurs propres.

Remarque. Sil'on choisit pour (f;);en la base hilbertienne associée & la suite de valeurs propres
(Aj)jen de T, on obtient, grace a (8.7),

1220y = ST ey,
J
= >N

jEN
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Chapitre 9

La topologie faible

9.1 Le cadre abstrait

Soit X un espace topologique, et (Y;, O;)icr une famille d’espaces topologiques. On se donne
une famille d’applications ¢; : X — Y.

On cherche & déterminer une topologie sur X qui rende toutes les applications ¢; continues.
I est clair que si 'on munit X de la topologie discréte (celle qui rend toutes les parties de
X ouvertes) alors toutes les applications ¢; sont continues. Mais cette topologie n’est pas tres
intéressante : elle rend continue n’importe quelle application sur X.

On cherche & déterminer la topologie sur X la plus économique (c’est-a-dire la moins fine)
rendant toutes les applications ; continues. Cette topologie est décrite dans la proposition
suivante.

Proposition. L’ensemble O constitué par les réunions arbitraires d’intersections finies de
gp;l(wi) avec w; ouvert de Y; est une topologie sur X . C’est la topologie la moins fine ren-
dant toutes les applications p; continues.

Preuve : Tout d’abord, remarquons qu’une condition nécessaire pour que toutes les applica-
tions ¢; soient continues est que pour tout ¢ € I et ouvert w; de Y;, 'ensemble gpi_l(wi)
soit un ouvert de X. Donc une topologie rendant toutes les applications ¢; continues
doit nécessairement contenir tous les gp;l(wi) avec w; ouvert de X; puis les réunions
quelconques d’intersections finies de tels ensembles, donc O.

Par ailleurs, il est clair que O contient X et (), et est stable par intersection finie et réunion

quelconque. Enfin, par construction, pour tout ¢ € I et w; ouvert de Y;, ’ensemble gp;l(wi)
est dans O. Donc chaque application ¢; est continue. ]

Attention : Faire l'opération contraire (intersection finie de réunions quelconques) ne donne
pas forcément une topologie (exercice : pourquoi ?)

Dans (X, ), on dispose d’un critére simple pour déterminer si une suite converge :

Proposition 6. Une suite (z,,)nen d’éléments de X converge vers x € X au sens de la topologie

O si et seulement si chaque suite (cpi(xn))neN converge vers @;(x).

Preuve : Supposons que (2,)neny € X' converge vers x € X. Comme chaque ¢; est continue,
on a bien @;(x,) — ¢i(x).
Réciproquement, supposons que ¢;(x,) — @i(z) pour tout i € I, = € X et suite
(n)nen € XN convergente vers z. Soit Q un voisinage de z. Il existe alors un nombre
fini d’éléments i1,---,i, de I et d’ouverts w; ,---,w;, appartenant respectivement a
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Yi,---,Y;, tels que
k
x € m goi_jl(wij) c Q.
j=1

Mais il existe des entiers Nip,---, N;, tels que
Vie{l,--k}, n> Nj = @i, (2n) € wy.

Pour n > max(Ny,---,Ng), on a donc z, € Q. D’ou la convergence de la suite (zp)neN
vers . -

Sur le méme modele, on dispose du critere suivant pour la continuité.

Proposition 7. Soit Z un espace topologique et v : Z — X . L’application 1) est continue st
et seulement si chaque application p; 01 : Z — X; est continue.

La preuve est laissée au lecteur a titre d’exercice.

9.2 La topologie faible

Dans toute cette section, F est un espace de Banach. On rappelle que E’ désigne le dual
topologique de F, c’est-a-dire ’ensemble des formes linéaires continues sur FE.

On veut munir F de la topologie la moins fine possible rendant continues toutes les appli-
cations de E'.

Définition. On appelle topologie faible sur F (notée o(F, E’)) la topologie la moins fine
rendant continues toutes les formes linéaires de F'.

En appliquant la construction de la partie précédente a la famille comprenant tous les éléments de
E’, on voit que les ouverts pour la topologie faible sont les réunions quelconques d’intersections
finies d’ensembles du type L~!(w) avec w ouvert de R (ou de C si E est un e.v. sur C)

Etant donné que les intervalles ouverts ' constituent une base de voisinages pour R, on en
déduit le résultat suivant.

Bases de voisinages pour la topologie faible : Tout voisinage de xy € F pour la topologie
o(E,E") contient un ouvert du type

N

{z € E|1fi(x) = fi(zo)| < a:}

i=1
avec a; >0 et f; € E'.
Proposition. La topologie faible est séparée.

Preuve : Soit x1 et zo deux éléments distincts de E. D’apres la forme géométrique du
théoréme de Hahn-Banach, il existe L € E’ telle que L(z1) # L(x2). Posons
|L(w2) — L(z1)|

€= I . Vi=L'Y(L(z1)—e, L(z1)+¢[) et Vo= L (]L(z2)—e, L(z2)+e]).

Les ouverts V; et V5 contiennent respectivement xq et xs, et sont disjoints. [ |

On peut donc munir F de deux topologies séparées différentes :

(i) la “topologie forte” associée & la norme de E,

1. ou les disques ouverts si ’on travaille dans un e.v.n. sur C
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(#) la “topologie faible” notée o(F, E’).
Par construction, la topologie o(F, E’) est moins fine que la topologie forte : tout ouvert pour
la topologie faible est un ouvert pour la topologie forte.

Proposition. En dimension finie, les deux topologies sont les mémes.

Preuve : Soit E un e.v.n. de dimension finie. Fixons une base (e1,--- ,e,) de E et notons

*

(e7,---,er) la base duale. Puisqu’en dimension finie toutes les normes sont équivalentes,

on peut toujours supposer que la norme sur E est donnée par

¥z € B, |lzllp = max |ef(z)].

On sait déja que tout ouvert pour la topologie faible est un ouvert pour la topologie forte.
Il suffit donc d’établir que tout ouvert pour la topologie forte est aussi un ouvert pour la
topologie faible.

Soit 2 un ouvert de E pour la topologie forte, et x¢ € €. Fixons un rg > 0 tel que la
boule ouverte B(zp,ro) au sens de la norme introduite ci-dessus soit incluse dans 2. On
constate que

B(xo,m0) = {w € E|Vie{L,--+ n}, |ej(z — zo)| <ro}.

Donc B(zg,rg) est aussi un voisinage de zp pour la topologie faible. Cela permet de
conclure que §2 est un ouvert pour la topologie faible. [ |

En dimension infinie, il existe des ouverts pour la topologie forte qui ne sont pas des ouverts
pour la topologie faible. C’est une conséquence immédiate du résultat suivant :

Proposition. En dimension infinie, la boule unité ouverte B(0,1) est d’intérieur vide pour la
topologie faible.

Preuve : Soit F un Banach de dimension infinie. Supposons par I'absurde que B(0,1) ad-
mette un point intérieur zg. Alors il existe un nombre fini £ de formes linéaires continues
Y1, ,pr et de réels strictement positifs aq,--- , ay tels que

V(ﬁf {x ekl | Vi € {17 7k}7 ‘@Z(x_wo)‘ < ai} C B(O’l)
L’application
T - { E — RF
z — (e1®@), -, en(z))
est linéaire et non injective (sinon E serait de dimension finie). Il existe donc yo € E'\ {0}

tel que ¥(yo) = 0. Par linéarité, on en déduit que xo + Ayo appartient a V' pour tout
A € R. Cela contredit le caractére borné de V' donc le fait que V' C B(0,1). [

Par passage au complémentaire, on conclut qu’en dimension infinie la topologie forte contient
aussi plus de fermés que la topologie faible.
Dans le cas convexe cependant, les deux notions se rejoignent :

Proposition. Soit C un convexe de E. Alors C est fermé pour la topologie forte ssi C est
fermé pour la topologie faible.

Preuve : Seule la partie directe est non triviale. On considere donc un convexe C' fermé pour
la topologie forte. On peut supposer de plus que C' # E (sinon le résultat est trivial) et
on va montrer que F \ C est ouvert. Soit donc xg ¢ C. D’apres la forme géométrique du
théoréme de Hahn-Banach, il existe f € E' et a € R tels que

Ve e C, f(z) < a< f(xo).

L’ensemble f~!(Ja, +oc[) est un ouvert pour la topologie faible qui contient xy et est
inclus dans E'\ C. Donc E \ C est ouvert pour la topologie faible. [
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Avons de nous intéresser plus spécifiquement aux propriétés des suites convergentes au sens de
la topologie faible, introduisons les notations suivantes :

Soit (xn)nen une suite d’éléments de E, et 2 € E. On note

e Convergence forte : z, — x.

e Convergence faible : z,, — x.

Proposition. Soit (x,)nen une suite de E. On a les propriétés suivantes :
(i) xp — x ssi f(xn) — f(x) pour tout f € E'.
(i) xp > = xp — T

(i1i) Si xp, — x alors (Tp)nen est bornée dans E et ||z||p < liminf ||z, | g.

(v) @n — @ dans E' et x, =2 = @u(zy) = o(x).

Preuve : La premiere propriété résulte de la proposition 6.

Le deuxiéme point est également immédiat : si x, — x alors pour toute fonction f
continue, on a f(xy,) — f(z). On a donc a fortiori f(x,) — f(z) pour tout f € E'.
Démontrons (7ii). Pour tout n € N, on pose

{ E — R
T, :
o > o(xn).

Toutes les applications T, sont linéaires et continues sur E’. De plus, par hypothese, pour
tout ¢ € E’, la suite (T,(¢))nen est convergente donc bornée.

D’apres le théoreme de Banach-Steinhaus, la suite (7},),en est donc bornée : il existe
M € R* tel que
Vn € N,Vp € E', |Tn(¢)| = [¢(zn)| < Mp] g

Mais d’apres le corollaire 5 du théoreme de Hahn-Banach, on a

lznlle =" sup  |o(zn)l.
eeE" ol pr=1

Donc on peut conclure que

En passant a la limite inférieure dans I'inégalité

[p(@n)| < llollerllznlle
puis en appliquant a nouveau le corollaire 5 du théoreme de Hahn-Banach, on obtient
I'inégalité souhaitée.

Démontrons le dernier point. Pour cela, écrivons
on(zn) — @(@) = (¢nlzn) — @(an)) + (0(zn) — @()).
Par hypothese, le dernier terme tend vers 0. De plus,
[on(zn) = @(@n)| < [zl Ellen — @2
D’apres (iii), la suite (zy,)nen est bornée. Donc on a aussi
en(2n) — @(xn) =0,

ce qui acheve la preuve de la proposition. ]
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Terminons par un résultat spécifique aux applications linéaires.

Proposition. Soit E et ' deur Banach et T : E — F linéaire. Alors T est continue de E
vers F' pour la topologie forte (des deuz espaces) ssi T est continue de E vers F' au sens de la
topologie faible.

Preuve : (i) = (i) : Soit T': E — F linéaire continue au sens de la topologie forte. Soit
V un ouvert de (F,o(F,F")) et o € T-%(V). Comme T(xq) appartient a 'ouvert V,
il existe un nombre fini k de formes linéaires @1, -+, ¢, de E’ et de réels strictement
positifs ai,- -, ay tels que

k
My e FIvie{l -k} lpily = T(xo))] < i},

On constate que ’ensemble

k
US ({zeE|Vie{l, -k}, |pioT(x — x0)| < o}
j=1
vérifie U C T~1(V).
Comme T est (fortement) continue, chaque ; o T' est une forme linéaire continue sur F.
Donc U est un ouvert de o(E, E').

(17) = (i) : En vertu du théoréme du graphe fermé, il suffit d’établir que le graphe de T
est fermé pour la topologie forte.

Soit donc (xy,T(zn))neny qui converge vers (z,y) € E x F. En particulier z,, — =, donc
a fortiori x,, — x. Donc, puisque T est continue pour la topologie faible, T'(x,) — T(z).

Mais par hypotheése T'(z,,) — y. Donc T'(x,) — y. La topologie faible étant séparée, il y
a unicité de la limite et, par conséquent, y = T'(z). [

9.3 Un exemple

Soit £° Densemble des suites réelles bornées et ¢ 1’ensemble des suites réelles sommables :
» [ee]
B @n)nen €RY [ Y Joa] < 00}
n=0

Rappelons que les espaces vectoriels ¢! et /°° munis respectivement de la norme |z|; =
Yourolznl et ||zlloc = sup,en |zn| sont des Banach. Nous allons montrer que le dual topolo-
gique de ¢! peut étre identifié & £°.

Tout d’abord, remarquons qu’a toute suite y = (yn)nen de £°°, on peut associer une forme
linéaire continue 7T}, sur /' en posant

Vo e 0, Ty(x) = anyn
n=0

En effet, comme
V(x,y) € €8x £, | Ty ()] < [|2]l1]ylloo, (9.1)

I'application T}, est bien une forme linéaire continue sur o

Proposition. L’application T :y — f, est linéaire continue et bijective de £>° dans (€Y. De
plus elle conserve la norme.
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Preuve : La linéarité de T est évidente et I'inégalité (9.1) assure de plus que T}, est de norme
inférieure ou égale & ||y|/s. On a en fait égalité : en effet pour € €]0, ||y||s[, on considere
un indice ng € N tel que |yn,| > ||y|lcc — € et 'on constate que

1Ty (") = ltmo| = €™ 11 (lylloe — €),

ol €™ désigne la suite dont le ngeme terme vaut 1 et dont les autres termes sont nuls.

Donc I'application T conserve la norme comme annoncé. Reste a établir la surjectivité.
Soit donc ¢ € (¢1). On note y la suite définie par y, = ¢(e,) et 'on constate que y est
bornée et vérifie T'(y) = ¢. [

Remargue. 11 existe donc une isométrie bijective entre £ et (¢!). De ce fait, on a 'habitude
d’identifier (£')" et £, et I'on dit couramment que > est le dual de ¢*. On note d’ailleurs
o (01, ) (au lieu de o(¢4, (£1))) la topologie faible sur £*.

Bien que la topologie forte sur ¢! ait strictement plus d’ouverts que la topologie faible (on est
en dimension infinie), on a le résultat suivant? :

Théoréme (de Schur). Soit (z™),en une suite d’éléments de £1, et x € £1. Alors
" sz = z, — T

Preuve : Seule 'implication réciproque est & prouver. et I’on peut visiblement se limiter a
I’étude des suites tendant vers 0.
Soit donc (2™),en une suite d’éléments de ¢! telle que 2™ — 0. Supposons par 'absurde
que (z")pen ne tende pas fortement vers 0. Quitte & extraire une sous-suite, on peut se
ramener au cas ou il existe a > 0 tel que

Vn eN, ||2"|1 > a.

En posant y" = 2"/||z"||1 on obtient alors y™ — 0 et ||y"||1 = 1 pour tout n € N. On
procede alors comme suit :
o j1—1
- (?n choisit j; € N* tel que ;-1:0 |y§)| > %
Etant donné que y™ — 0, la suite de réels (y;?)neN tend vers 0 a j fixé. On peut donc
trouver n; € N tel que
Jji—1 1
n
Vn > ny, jZO \yj < g

Autrement dit, pour n > nq, toutes les suites y" sont telles que .-, |y7'| > z.
J2—1 o

— On considére maintenant jo > j; tel que Zj:jl |y;“| > % puis no > ny tel que

ja—1 1
(D WAES

Par récurrence, on obtient ainsi deux suites d’entiers naturels (ji)ren et (ng)ren stricte-
ment croissantes et telles que

jk+171 3 jkfl 1
Vk € N, jzj: ’y;lk| > 1 et ]Z; 7| < g pour n > Ny
=k —

2. Le caractére surprenant de ce résultat provient du fait que I'ensemble ¢! muni de la topologie faible n’est
pas métrisable c’est-a-dire que on ne peut pas trouver de distance sur £! dont la topologie associée coincide avec
a(£*,£°). De de fait, les deux topologies ont les mémes suites convergentes bien qu’elles ne soient pas égales !
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Soit alors (7;)jen la suite définie par v; = sgn(y}l’“) si jk < j < jrr1— 1. Clest clairement
une suite bornée telle que ||v||oo = 1. En écrivant que

00 Jr—1 Je+1—1
Z’ijj Z 'YJZ/] + Z 'ij] b+ Z ’YJ?J
7=0 J=Jk J=Jk+1

on constate que Z 0 ’yjy"’C 2 pour tout k € N.
Cela contredit la convergence falble de (y"™)ken vers 0.
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Chapitre 10

La topologie faible étoile

10.1 Définition

Soit E un Banach. On sait que E’ est aussi un espace de Banach. On note E” 1’ensemble
des formes linéaires continues sur E’. C’est encore un espace de Banach appelé bidual de E.

La construction du chapitre précédent permet de munir E’ de deux topologies (séparées) :

e la “topologie forte” associée & la norme de E’,

e la “topologie faible” sur E’, notée o(E’, E").
La deuxieme topologie est en général strictement plus faible que la premiere : elle a moins d’ou-
verts et de fermés. En contrepartie, elle possede plus de compacts et de suites convergentes. On
souhaiterait munir E’ d’une troisiéme topologie séparée suffisamment faible pour que Bg/(0,1)
devienne compacte méme si F est de dimension infinie.

Avant d’introduire cette nouvelle topologie, nous allons définir un sous-espace vectoriel de
E” par le procédé suivant. A tout x € E, on associe une forme linéaire &, sur £’ en posant

é&'{E’—>]R
L o fo).

On a pour tout (z,f) € E x E',

(N = 1f @) < fllerllzlle-

Donc &, est une forme linéaire continue sur E’ de norme inférieure ou égale a ||z||g. En fait, le
corollaire 5 du théoréme de Hahn-Banach assure que ||| g7 = ||z E.
On note J l'application x +— &;. Il est évident que J est linéaire. De plus, on vient de voir
que J conserve la norme donc J est continue. Autrement dit, J appartient & L(E; E").
L’application J est bien sir injective car conserve la norme. En revanche, si F est de
dimension infinie, il n’y a pas de raison pour que J soit surjective. En général J(E) est donc
un sous-espace strict de E”.

Définition. On appelle topologie faible * la topologie la moins fine rendant toutes les
applications &, continues. La topologie faible * se note o(E’, E)

On peut donc maintenant munir E’ de trois topologies différentes (que 1’on classe ci-dessous de
la plus forte a la moins forte) :

(7) la “topologie forte” associée & la norme de E’,
(#) la “topologie faible” sur E’, notée o(E’, E"),
(#i) la “topologie faible *” sur E’, notée o(E', F).
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10.2 Propriétés

Par définition, tout ouvert de o(E’, E) est du type

quelconque finie

ou les w; sont des ouverts de R et les x; des vecteurs de E.

On en déduit le résultat suivant sur les bases de voisinages pour la topologie faible *.

Proposition. Tout voisinage de fo € E' pour la topologie o(E', E) contient un ouvert du type

N
({f € B[ 1f(x:) = folwi)] < i}
i=1

avec a; >0 et x; € E.

On peut maintenant facilement prouver le résultat important suivant :

’Proposition. La topologie faible * est séparée.

Preuve : Soit (f1, f2) un couple d’éléments distincts de E’. Alors il existe x € E tel que

fi(xz) # fa(z). Posons

€= [f2(z) = fil)] et w; =|fi(x) —e, fi(x) +e] pour i=1,2.

4
Il est clair que w; et wy sont deux ensembles disjoints contenant respectivement fi et fo.
De plus, ce sont des ouverts pour la topologie faible *. ]

Notations pour la convergence des suites : Soit (f,)nen une suite d’éléments de E’, et
f € E’. On note

e Convergence en norme : f, — f.

e Convergence faible : f, — f.

e Convergence faible * : f,, — f faible *.

Proposition. Soit (f,)nen une suite de E'. On a les propriétés suivantes :
(i) fn— f faible * ssi fn(x) = f(x) pour tout x € E.

(i) fo—f = fo—Ff = fo— [ faible *.

(iii) Si fn, — f faible * alors (fn)nen est bornée dans E' et ||f|| g < Uminf || f,| -
(iv) x, — x et f, = [ faible * = fo(x,) — f(z).

Preuve : La propriété (i) découle de la définition de o(FE’, F') et de la proposition 6 page 107.
La premiere implication de (7i) est déja connue. Maintenant, si f, — f alors pour tout
€ E" ona&(fn) — &(f). En choisissant £ = ¢, avec = € E, on obtient f,(x) — f(x)
et 'on peut conclure a 'aide de (i).

Supposons que f,, — f faible *. Alors pour tout = € E, la suite (f,(x))nen est convergente
donc bornée. Le théoréeme de Banach-Steinhaus assure donc que (f,)nen est bornée.
Par ailleurs, pour tout = € F/, on a

[fu(@)| < [ fullrllz] -

En passant a la limite inf, on obtient donc

[f(@)] < (iminf || fu ]l ) 2] -

De par la définition de la norme || - ||z on a donc ||f||g < liminf || f, ||z
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Pour prouver (iv), on écrit

falan) = f(@) = (fa = [)(@) + fu(2n — 2).

Le premier terme tend vers 0 car f, — f faible *. Le deuxiéme aussi car d’apres (7ii) la
suite (fn)nen est bornée dans E’, et ||z, — z||g — 0. ]

Proposition 8. Soit ¢ : E' — R une application linéaire qui est continue pour la topologie
faible *. Alors p € J(E) (i.e. il existe x € E tel que pour tout f € E', on ait ¢(f) = f(z)).

Preuve : Comme ¢ est continue en 0, il existe un voisinage ouvert {2 de 0 pour la topologie
faible * sur E’ tel que

Ve le(f)l <1

Cet ouvert {2 contient un élément de la base de voisinage de 0 décrite ci-dessus. Autrement

dit, il existe des réels strictement positifs aq,--- ,an, et (z1, - ,zn) € EN tels que
Vg e B, (Vi€ (L, N}, lo(w)] < i) = lelg)] < 1 (10.1)
Quitte a supprimer des x; et & diminuer les «;, on peut de plus supposer que (1, ,ZN)

est libre. Introduisons alors la fonction
A E — RNt
' {f — (e(f), flz1),- -, flzn)).

L’application A est linéaire. De plus, elle n’est pas surjective. En effet, si f est une fonction
de E’ qui s’annule sur tous les z; alors, d’aprés (10.1), on a |¢(f)| < 1. En conséquence,
(1,0,---,0) € ImA.

Donc Im A est un s.e.v. strict de RVT1, et I’'on peut conclure que Im A est inclus dans un
hyperplan de RY+1. Autrement dit, il existe (Ao, ---,Ay) € RVF1\ {0} tel que

N
Vi€ E, dp(f)+ > Xif(x:) =0. (10.2)
=1

Si Ag #0, il n’y a plus qu’a poser z o _ Zf\;1 f\‘—éxi et I’on obtient ¢ = &,.
Reste a justifier que Ag ne peut pas étre nul. Supposons par ’absurde que Ag = 0. D’apres
(10.2), on a donc

N
=1

D’apres le corollaire 5 du théoréeme de Hahn-Banach (analytique), on a donc sz\; 1 iz =0,
d’ott, puisque (x1,---,xy) est libre, Ay =--- = Ay = 0. Ceci est contraire & la définition
de ()\0,'-- ,)\N). |

Théoréme. Soit H un hyperplan de E', fermé pour la topologie faible *. Alors il existe x € E
et a € R tels que

H={feF | f(z)=a}.

Preuve : Par définition d’un hyperplan de E’, il existe ¢ € E” non nulle et o € R tels que

H=yp'({a}).

Fixons un fy dans E'\ H. Comme E’ est fermé pour la topologie faible *, 'ensemble E'\ H
est ouvert. Il existe donc des réels strictement positifs oy, -+ ,an et (z1, -+ ,zn) € EN
tels que

Vd:ef{feEI/’vze{la 7n}7 |f(xl)_f0(xl)| <ai} CE,\H'

WW. mat honec. con


www.mathonec.com

118 CHAPITRE 10. LA TOPOLOGIE FAIBLE ETOILE

Notons W ¥ v — fo. Il est clair que

W= {g € E,‘V,L € {]-a ,TL}, ’g(xl)| < a’i}'

L’ensemble W est convexe et symétrique autour de 0. Comme ¢ est une fonction linéaire,
on en déduit que ¢(V') est un intervalle de R symétrique autour de 0. Cet intervalle est
en fait borné car, dans le cas contraire, il contiendrait a— p(fy) et il existerait donc h € V
tel que p(h) = a.

Finalement, il existe donc C > 0 tel que

Vg e W, |p(g)| < C.

Fixons € > 0 et gy € E’. L’inégalité ci-dessus assure que

€
Vg € (90+5W). (o) = plg0)] <=
Donc ¢ est continue pour la topologie o(FE’, ). En vertu de la proposition 8, il existe
donc x € E tel que p = &,. [ |

Remarque. Si £ € E”\ J(E) alors {f € E' | {(f) = 0} est un hyperplan qui est fermé pour la
topologie o(E’, E”) mais qui n’est pas pas fermé pour la topologie o(E’, E).

Dans le cas ou J(FE) # E” la topologie faible contient donc strictement plus de fermés que
la topologie faible *.

10.3 Un résultat de compacité

Dans cette partie, nous allons voir que la topologie faible étoile rend compacte la boule unité
fermée.

Théoréme (Banach-Alaoglu-Bourbaki). La boule unité fermée de E' (i.e. {f € E' | ||f|lg <
1} ) est compacte pour la topologie faible *.

Ce résultat fondamental repose sur le théoréme de Tychonov (admis) qui établit que le
produit cartésien d’'une famille arbitraire d’ensembles compacts est compact pour la topologie
produit (c’est-a-dire pour la topologie qui rend continues toutes les projections sur l'une des
composantes du produit).

Plus concrétement, donnons-nous une famille quelconque (X, )aer d’espaces topologiques et
notons

X =] Xa= {(xa)aef Vo€ I, zq € Xa}.
acl

On munit X de la topologie la moins fine rendant continues toutes les projections canoniques
définies par :

Py - X — Xﬁ
b (xa)ael — Ig.

Théoréme (de Tychonov). Si pour tout o € I 'espace topologique X, est compact alors X
(muni de la topologie la moins fine rendant continues toutes les projections canoniques) aussi.

La preuve du théoreme de Tychonov repose sur le lemme de Zorn, donc sur 'axiome du
choix.
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Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme de Banach-Alaoglu-Bourbaki.
Pour ce faire, nous allons appliquer le théoréme de Tychonov avec I = E et X; = R pour tout
i € I. En effet, on a alors X = RF = [I.cz R. Rappelons que, modulo I'usage de I’application

[ F(E;R) — RE
Q'{ I = (f@)eer

(qui est bien str bijective), I'ensemble RE peut étre identifié & Pensemble des fonctions de E
dans R.

Notons ¥ la bijection réciproque de ® restreinte a 'ensemble ®(E’). C’est une application
qui est continue de ®(E’) (muni de la topologie produit de R¥) dans £’ muni de la topologie
o(E',E).

En effet, en vertu de la proposition 7 page 108, il suffit de vérifier que pour tout y € F,
I’application

A { O(E) — R
. w o Y(w)(y)

est continue.
On constate que pour tout f € E’, on a

ou P, : RF — R désigne la projection canonique suivant la y—ieme composante.
Donc A, n’est autre que la restriction de Py, & ®(E’) donc est continue puisque P, lest.

Pour conclure, nous allons montrer que Bg/(0,1) est 'image par ¥ (qui est continue) d’un
compact de RF.

Introduisons K = {(wz)ecp | VZ € E, |wy| < ||z]|}. Comme K = [, cpl—Izl&, |z]|&], le
théoreme de Tychonof assure que K est compact.

Soit F'={we X |V¥(z,y) € E2V(\ 1) € R?, wrgppy = Awy + pwy .

Pour (z,y) € E? et (\, p) € R? fixés, 'application

Y W o Wipguy — AWz — MWy

est continue car les projections canoniques le sont ainsi que 'addition et la multiplication dans
I’ensemble des réels.

Donc F' est fermé comme intersection d’images réciproques de {0} par des fonctions conti-
nues. Cela entraine la compacité de K N F.

Il est clair que Br/(0,1) = U(K N F), ce qui achéve la preuve du théoreme. [
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Chapitre 11

Espaces réflexifs et espaces
séparables

11.1 Définition et exemples

En dimension finie, on a clairement dim ' = dim E' = dim E”. Du fait de l'injectivité de J,
on en déduit que J(E) = E”. L’application J est alors une isométrie bijective de E sur E” ce
qui fait qu’en pratique on identifie toujours E avec son bidual E”.

En dimension infinie, l'inclusion J(E) C E” est, en général, stricte, comme on va le voir dans
I’exemple suivant.

Proposition. L’ensemble cq des suites réelles tendant vers 0 a linfini muni de la norme
||| oo = sup,en |Zn| est un espace de Banach non réflexif.

Preuve : Soit £*° ’ensemble des suites réelles bornées muni de la norme || - ||oo. Nous laissons
au lecteur le soin de montrer que cg est un sous-espace fermé de ¢*°. Comme ¢ est
complet, ¢y est donc un espace de Banach. Dans le chapitre 9, nous avons vu que si 'on
munit ¢! de la norme ||z||; = 3, o |2n|, il existe une isométrie bijective S entre (> et
(¢Y)'. Nous allons montrer qu’il existe aussi une isométrie bijective T entre ¢! et cf. Pour
cela, considérons 'application T qui & tout y € ¢! associe la fonction

{ co — R
Ty, :
T D e TaYn-

I est clair que T}, est bien définie et linéaire, et vérifie

Tyl < lznllyn] < llzlloollyll1-
neN

Donc Ty € ¢. En conséquence T est une application de ¢! dans ¢y- La linéarité de T est
claire. De plus, on a

vy € 4 IITW) ey < Iyl

L’injectivité de T est évidente. Montrons la surjectivité. Soit donc ¢ € ¢. Soit y la suite
de terme général y,, = ¢(e") (avec e définie comme au chapitre 9). Pour tout N € N,
on a

N N N
> lunl = Y sen(ple)elen) = (D senp(em)er).
n=0 n=0 n=0

12
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Donc on a
N
>yl < Ml
n=0

En conséquence y € £ et ||y|; < [ll;- Enfin, il est clair que T'(y) = ¢ donc I'application
T est bien une isométrie bijective entre ¢! et c}.

Considérons maintenant la transposée 7" de T. Rappelons que T” est ’application linéaire
de ¢ dans (£!)" définie par

VE € g, Y € £ [T'(©)](w) = E(T ().

Sachant que T' est un_isomorphisme continu, il en est de méme pour T" (exercice : le
montrer). En notant S : ¢y — (£!)' la restriction de S au s.e.v. cp, et i l'injection
canonique de J(cg) dans ¢ définie par i(§) = £ pour tout & € J(cp), on obtient le
diagramme suivant :

Co ——J——) J(Co)

() —— &
Sachant que J et T” sont des bijections, mais que S nest pas surjective (car S est bijective
de ¢ dans (£') et cg est un sous-ensemble strict de ¢°°), on peut maintenant conclure

que i n’est pas surjective. Autrement dit, J(cp) est un sous-espace strict de cj.
|

Définition. On dit qu'un espace de Banach E est réflexif si J(E) = E”.

Remarque. Si E est réflexif, on identifie E” & E en confondant chaque ¢ € E” avec 'unique
xz € E tel que ¢ = J(x).

11.2 Résultats

Pour alléger la présentation, on convient dorénavant de noter Br la boule unité fermée de
l'ev.n. F.

Théoréme. Soit E un Banach. Alors E est réflexif si et seulement si Bg est compacte pour
la topologie faible o(E, E').

La preuve de ce théoreme repose sur les trois lemmes suivants :
Lemme 1. Un Banach E est réflezif si et seulement si J(Bg) = Bpn.

Preuve : Supposons J(Bg) = Bpr. Soit £ € E”. 1l est clair que I'antécédent de 0 par J est
0. On peut donc supposer que & # 0. On a alors ¢/||¢||gr € Bpr donc il existe € Bg
tel que &/||€||pr = J(z). 1l est clair que & = J(||€||grx) et 'on peut donc conclure que E
est réflexif.

Réciproquement, supposons F réflexif. Comme J conserve la norme, il est clair que
J(Bg) C Bgn. Inversement, si ¢ € Bgn, il existe par réflexivité de E, un = € E tel
que & = J(z). Sachant J conserve la norme, on doit avoir ||z||g = ||¢||g~, donc z € Bg.
Donc on a EE// C J(EE), d’ou J(EE) = EE//. |

WW. mat honec. con


www.mathonec.com

11.2. RESULTATS 123

Lemme 2. Soit £ un e.v.n, Ly,---, L, des formes linéaires continues sur E, et ay, -+ ,an
des réels. Les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Ve >0, 3z, € Bg, tel que sup<;<, |Li(ze) — ai| <e),

(1) Y(B1,--- 5 Bn) € R, | 200 Bicw| <220, BiLillgr-

Preuve : (i) = (ii). Soit (B1,--+,0n) € R, € > 0 et z. € B tel que |L;(z:) — ;] < &
pour tout i € {1,--- ,n}. On a
IS il < [T Biles — LiCee)| + | (S0 Al ) (2) .
< X 18]+ [T 8L, car el < 1.
Il ne reste plus qu’a faire tendre ¢ vers 0.
(19) = (7). Notons « le vecteur de R™ de composantes (o, -, ) et

{E — R»
Y l2 — (Li(x), -, Lo(z)).

On voit que montrer (i) revient & établir que « est dans 'adhérence dans R™ de ¢(Bg)
pour la norme || - ||oo-

Raisonnons par I'absurde : supposons que o & o(Bg). L’ensemble ¢(Bg) étant convexe
fermé et le singleton {a}, convexe compact, la version géométrique du théoreme de Hahn-

Banach assure qu'il existe un hyperplan H de R™ qui sépare strictement {a} et ¢(Bg).
Notons > | Biy; = v Péquation de cet hyperplan. On a donc

Vo € EE, iﬁsz(x> << Zn:[i’,a,

i=1 =1

n n
Hzl BiL; o <7< ;Biah
1= 1=

ce qui contredit (7). ]

Donc on a

Lemme 3. L’ensemble J(Bg) est dense un sous-ensemble dense dans Bp» pour la topologie
faible x sur E".

Preuve : Comme J conserve la norme, il est clair que J(Bg) C Bgr.
Soit & € Bgr et V un voisinage de ¢ pour la topologie o(E”, E'). Quitte & réduire V, on
peut supposer qu'il existe € >0 et Ly,---,L, dans E’ tels que

V={nek"| 1?}5 In(Ls) — &(Ly)| < €}

Notons a; = &(L;). Etant donné que €]l g < 1, on voit que pour tout (S1,---,5,) € R™,
on a
‘Z?:l ;B ‘f <Z?:1 5@'Li) :
< l€ller|| 320 BiL o
< s,

Le lemme précédent assure donc qu'’il existe . € B tel que
Vie{l, -+ n}, |Li(ze) — ail = [(J(2))(Li) — €§(Li)] <e.

Donc J(z.) € V avec z. € Bg. [ ]
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Remarque. Comme J conserve la norme, il est facile de montrer que J(Bg) est toujours fermé
pour la topologie forte de E”. En effet, si J(z,) — & pour la topologie forte de E”, la suite
(J(xp))nen est de Cauchy (car [|J(xn) — J(xm)||gr = |Xn — xm||g) donc converge car E” est
complet.

En conséquence, J(Bg) dense pour la topologie forte de E” entraine J(Bg) = Bpr, et
donc F réflexif.

Preuve du théoréme :

<= Supposons B compacte pour la topologie o(E, E'). Comme J : E — E” est conti-
nue pour la topologie forte, elle 'est aussi si I'on munit F de la topologie faible
o(E,E") et E" de la topologie faible o(E”, E") (cf chapitre 9). Comme o(E", E’)
est moins fine que o(E”, E"), on en déduit que J est continue de (E; o(E, E’)) dans
(E";0(E",E')). En conséquence J(Bp) est compact pour o(E”,E’) donc fermé.
Mais le lemme 3 nous garantit que J(Bg) est dense dans B, pour o(E”, E'). Donc
J(BE) = Bpn.
Gréace au lemme 1, on peut maintenant conclure que E réflexif.

— Supposons FE réflexif.
D’apres le lemme 1, J(Bg) = Bgr. De plus, Bg» est compacte pour o(E”, E'). Donc
il suffit de prouver que J~! est continue de (E”;o(E”, E')) dans (E;o(E, E')). Pour
ce faire, considérons un ouvert U de E pour o(FE, E'). 1l s’agit de montrer que J(U)
est un ouvert de E” pour o(E”, E’). Soit x¢ € U. 1l existe Ly, -+ ,L, € E' et £ >0

tels que
déf

V={xeE|Vie{l, - ,n}, |Li(x —xg)| <e} CU.

Par définition de J, on a
JV)={¢€E"|{¢=J(x) et Vie{l,---,n}, |Li(z) — Li(zo)| < £}.
Mais comme on a £(L;) = Li(z) pour & = J(z), cela peut se récrire
JV) ={e € E"| Vi€ {1,--- ,n}, |&(Li) = J(o)(Li)| < e}

Cet ensemble est un voisinage de J(z() pour la topologie o(E”, E’). En conséquence,
J~! est continue, et le théoreme est démontré.

Proposition 1. Soit E un Banach réflexif et M un s.e.v. fermé de E pour la topologie forte.
Alors M muni de la norme de E est aussi un Banach réflexif.

Preuve : Comme l'ensemble M est un Banach (car s.e.v. fermé d’'un Banach), on peut le
munir de la topologie faible o (M, M").
Montrons que o(M, M') n’est autre que la topologie induite par o(E, E’) sur M.
Soit U un ouvert de o(M, M'). On peut toujours supposer que U est de la forme

U={zeM|Vie{l,--- ,n}, |Li(x —x0)| <y} avec Ly € M’ pour i=1,--- n.
_(111)
On utilise le théoreme de Hahn-Banach pour prolonger les L; en forme linéaires L; conti-
nues sur F. Il est alors clair que U = M NV avec

V={zeE|Vie{l, - ,n}, |Li(z — x0)] < o;}.

Comme V est un ouvert de o(FE, E’), ensemble U est un ouvert pour la topologie induite
par o(E, E') sur M.
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Inversement, si V' est un ouvert de o(FE,E’), on peut toujours supposer qu’il est de la
forme

V={zecE|Vie{l, - n}, |Ei(x—m0)]<ai} avec Ly € E' pour i=1,---,n.

En notant L; la restriction de EZ a M, on constate que L; € M’ et que VN M est donné
par (11.1), donc est un ouvert de o (M, M').

Nous pouvons maintenant passer a la preuve de la proposition proprement dite. L’en-
semble M est un ensemble convexe (car c’est un s.e.v) fermé pour la topologie forte, donc
également fermé pour o(E, E') (voir le chapitre 9).

On a By, = M N Bg et Bg est compacte pour o(FE,E') car E est réflexif. Donc By,
est compacte pour la topologie induite par o(F,E’) sur M, donc pour o(M,M’). En
appliquant la réciproque du théoreme précédent, on peut maintenant conclure que M est
réflexif. [ |

La propriété de réflexivité est stable par isomorphisme continu :

Proposition 2. Soit 1, Ey deuxr Banach et T € L(E1; Es) bijective. Alors Ey est réflexif si
et seulement si Fo est réflexif.

Preuve : Pour i = 1,2, on note J; : E; — E!' 'isométrie définie par
Va; € E;,Vfi € El, (Ji(x:))(fi) = fi(x:).
On considere 7" : Ef, — E} Dapplication transposée de T' définie par
Vi € E1,VLy € Eb, [T'(Lo)|(21) = Lo(T (1))
puis 7”7 : EY — EY Dapplication transposée de T définie par
V&1 € By, YLy € By, [T"(&)][(L2) = &(T"(L2)).
Comme T est bijective continue, il en est de méme pour T" et pour T” (exercice :le

vérifier). Nous avons donc le diagramme suivant :

J
E1 —1> Ei/

Tl l "

B, —— Ej
2

Supposons E; réflexif de telle sorte que lapplication J; : E; — EYf soit une isométrie
bijective. Le diagramme ci-dessus montre que Jo est également bijective, et donc EY est
réflexif.

Cela peut se retrouver par le calcul : soit & € EY. Il s’agit de montrer que & a un
antécédent par Jo.

Comme J; et T" sont bijectives, il existe 71 € Ey tel que T"~1(¢) = Ji(x1), puis, comme
T est bijective, un élément yo de Fo tel que

& =T"(J(T"(22))).

Soit fo € Ej. On a
&(f2) = T"(J1(T™H(22)))(f2

Il
ﬁ\,_%
Sl
= =~
—_
SE
Lv
I~
8 3
N
=%

=

fa(x2),
= [2(z2)](f2).
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Donc & = Ja(x2).

L’implication réciproque se démontre en échangeant les roles de E7; et de Fo et en rem-
placant 7' par T~!. Cela est licite car le premier corollaire du théoréme de I’application
ouverte assure la continuité de 7. ]

De cette proposition et de la précédente, on déduit le résultat important suivant :

Théoréme. Soit E un Banach. Alors E est réflexif si et seulement si E' est réflexif. ‘

Preuve : Supposons E réflexif. Alors les topologies o(E’, E) et o(E’, E") coincident (pour
le voir, le plus simple est de revenir a la définition de ces deux topologies). On sait d’apres
le théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki que Bp/ est compacte pour o(E’, E). Donc elle
Pest aussi pour o(E’, E”) et le théoréme précédent assure donc que E’ est réflexif.
Réciproquement, supposons que E’ soit réflexif. En reprenant le raisonnement précédent,
on voit que E” est réflexif. Comme J(FE) est un sous-espace fermé de E” pour la topologie
forte, la proposition 1 assure que J(E) est réflexif.

Enfin, J est une isométrie bijective de E sur J(FE), et la proposition 2 permet de conclure
a la réflexivité de FE. ]

11.3 Espaces uniformément convexes

Dans cette partie, nous donnons un critere explicite assurant la réflexivité : il s’agit de
I’uniforme convexité.

Définition. On dit qu'un Banach E est uniformément convexe si
- = zT+y
Ve >0, 36 > 0, (mGBE,yGBE et ||$—yHE>8) — ||| <1-.

Exemple. Grace a l'identité, du parallélogramme, on constate que tout espace euclidien est
uniformément convexe.
En revanche, R” muni de la norme |jz|[; = ;" |2i| ou [|z]s = supl-, |x;| ne lest pas.
Cet exemple simple montre que ’uniforme convexité dépend de la norme choisie.
En particulier, méme en dimension finie, changer la norme en une norme équivalente peut faire
perdre la propriété d’uniforme convexité.

Théoréme. Un espace de Banach uniformément conveze est réflexif.

Preuve : Soit E un espace uniformément convexe. Pour montrer que E est réflexif, il suffit
d’établir que tout £ € E” de norme 1 est dans J(Bg). Sachant que J(Bg) est fermé pour
la topologie forte de E”, il suffit en fait d’établir que

Ve > O,Ell'g € EE, ||J($€) — £||E” <e.

Fixons donc € > 0 et choisissons § selon la définition de 'uniforme convexité. Comme
€llgr = 1, il existe L € E' de norme 1 tel que (L) > 1 — g. Soit

v e B (L)~ €()] < 3.

Par construction, V' est un voisinage de & pour la topologie faible * sur E”. On a vu
précédemment que J(Bg) était dense dans Bpr. Donc il existe x € Bg tel que J(x) € V.
Montrons que

1J(z) = €llpr < e (11.2)
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Supposons par 'absurde que cette inégalité n’est pas satisfaite. Alors £ appartient a
Pensemble W & E"\ (J(z) 4+ eBpr). Du fait que Bpgr est compacte donc fermée, cet
ensemble est ouvert pour la topologie faible *. Par ailleurs V' et W contiennent ¢ donc
VMW rencontre By. Par densité de J(Bg), il existe donc y € Bg tel que J(y) € VNW.
Par construction, on a donc nécessairement

1J(z) = J(Y)ler > e.

Par ailleurs, puisque J(y) € V et J(z) € V, on a

et |L(y)— (1)) < °

L) €L < 3 ’

2
d’ott
2(L) < Lz+y)+6 < |lz+y|g+6.

Mais comme &(L) > 1 — g, on peut maintenant conclure que HL‘QH’HE > 1-—19. Cela

contredit 'hypothese de convexité uniforme.

En conséquence, (11.2) est réalisée et le théoreme, démontré. [ |

11.4 Les espaces séparables

Définition. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que X est séparable si X admet une
partie dénombrable et dense.

Exemples. 1. Les espaces vectoriels R™ ou C” munis d’une norme quelconque sont séparables :
en effet Q" est dense dans R"”, et I’ensemble

{($1+iy17 o axn+zyn) | (-rly e 7xn) € Qn et (@/17 e 7yn) € Qn}

est dense dans C".

2. Pour p € [1,+o00], 'ensemble ¢P(R) des suites réelles de puissances p-iemes sommables est
séparable. Nous laissons au lecteur le soin d’établir que l’ensemble des suites a termes
rationnels et nulles & partir d’un certain rang est dénombrable et dense dans ¢P(R).

De méme, (P(C) est séparable pour p € [1,+o0].

3. L’ensemble ¢*°(R) des suites bornées muni de la norme |[u| = sup,cy|un| n’est pas
séparable. Il en est de méme pour ¢*°(C).

En effet, supposons que ¢*°(R) admette une partie dénombrable dense. Les éléments de
cette partie peuvent étre rangés en une suite (u"),en. Définissons v € £>°(R) par v, = —1
si up >0 et v, =1 sinon. On a

VneN, [[v—u"|o > |lvn —uyl > 1.
Cela montre que v & (u™)pen.

Exercice : Montrer que dans les e.v.n, la propriété de séparabilité est stable par isomorphisme
continu et, en particulier, par changement de norme en une norme équivalente.

Théoréme. Soit E un Banach. Si E' est séparable alors E [’est aussi.
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Preuve : Soit (fn)nen une suite dénombrable dense de E’. Pour tout n € N, on fixe un
@n, € E de norme 1 tel que |fn(24)| > 5|[fallz. On considere alors 'ensemble A des
combinaisons linéaires finies a coefficients rationnels de termes de la suite (zp,)nen.

On vérifie aisément que A est dénombrable et dense dans ’ensemble A des combinaisons
linéaires finies & coefficients réels de termes de la suite (z,)nen.

L’ensemble A est un s.e.v. D’apres le corollaire 2 du théoreme de Hahn-Banach (forme
géométrique), pour montrer que A est dense dans F, il suffit d’établir que le seul élément
de F' s’annulant sur A est la forme linéaire nulle.

Soit donc f € E' s’annulant sur A. Fixons e > 0. Soit n € N tel que ||f — fullzr < 5
Comme f(z,) =0, on a

1 €
Sl < [(f = fo)(@n)] < 3
2 3
Donc
€ 2
17l < 17 = e+ faller < 5+ % =<
En conclusion, ||f||gr =0 puis f =0. [ ]

Remarque. La réciproque est en général fausse. En effet, 'ensemble ¢! est séparable mais son
dual (£')" peut s’identifier isométriquement & l’espace ¢*° qui, lui, n’est pas séparable.

On a cependant le résultat suivant :

Corollaire. Soit E un Banach. Alors E est réflexif et séparable si et seulement si E' est
réflexif et séparable.

Preuve : On sait déja que E’ séparable entraine E séparable et E’ réflexif implique E
réflexif, donc I'implication réciproque est vraie.
Soit maintenant E réflexif séparable. Alors E” = J(E) est réflexif séparable, donc E’
aussi. ]

Remarque. Sachant que ¢! est séparable mais que > ne l'est pas, on en déduit que ¢! n’est
pas réflexif.

Théoréme. Soit E un Banach séparable. Alors il existe une distance d définie sur By et telle
que la topologie associée a d soit celle de la topologie induite par o(E', E) sur Bg. On dit que
la boule unité fermée de E' est métrisable pour la topologie faible *.

Preuve : Soit (z,)nen une suite dénombrable dense dans Bg. On pose pour tout (f,g) € E,
d(f,9) =Y 2 "|g(xn) = f(zn)]-
n=0

Comme tous les x,, vérifient ||z, ||g < 1, on vérifie facilement que d est a valeurs dans R

puis que c’est une distance sur E’. Reste & montrer que la topologie associée & d coincide

avec la topologie induite par o(E', E) sur Bg.

e Soit fo € Bp et V un voisinage de V pour fy au sens de la topologie o(E’, E). Nous
allons montrer que V' contient une boule ouverte centrée en fy pour la métrique d.
Comme d’habitude, on peut supposer que
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Pour tout i € {1,--- ,n}, il existe k; € N tel que ||y, —yil|z < §. Choisissons 7 > 0 tel
que 2%7r < £ pour tout i € {1 -,n}. Soit U « {f € Bp |d(f fo) <r}. Alors on a
pour tout f eUetie{l,- },

|fi) = folw)l < |f(wa) = flaw) + [ (@n,) = fol@e)] + [folzw,) — fo(wil,
< e 2kip4g
Vue I'hypothese sur r, on a donc |f(y;) — fo(yi)| < e, dou U C V.
e Inversement, fixons fo € Bgs et r > 0, et montrons que

def

={f e Bg |d(f, fo) <r}
est un voisinage de fy pour la topologie faible *. On a pour tout k € N,

+o00

d(f, fo) = 22 "If(@n) = folwa)l + Y 27"|f (@) = folwn)l.

n=k+1

Choisissons k tel que 28727 > 1 et posons

d(‘f

={re BE'I max [(f = fo)(wi)| < }

L’ensemble V est un ouvert pour la topologie induite par o(E’, E) sur Bgs. de plus,
f €V entraine

d(f fo) < 22”+222— 211<r

n=k+1

Doncona V C U.

Remarque. La réciproque du théoreme ci-dessus est vraie mais nous ne 'utiliserons pas.

Théoréme. Soit E un Banach réflexif et (x,)neny une suite bornée d’éléments de E. Alors
il existe une sous-suite (Ty(n))nen qui converge pour la topologie faible o(E, E').

®

Preuve : Quitte a multiplier chaque élément de la suite par une constante positive fixe, on
peut supposer que (z,)nen est une suite d’éléments de Bp.
Soit My l'espace vectoriel engendré par les x,, et M 1'adhérence de M (pour la topologie
forte). Il est clair que M est séparable (I’ensemble des combinaisons linéaires finies a
coefficients rationnels de x, est une partie dense de M), et réflexif (car s.e.v. fermé
de E réflexif). Donc By est compacte pour o(M, M'). De plus, comme M est réflexif
et séparable, M’ aussi, donc, d’apres le théoreme précédent, B est métrisable pour
o(M",M'). Comme il existe une isométrie bijective entre M et M”, la boule Bjs est
également métrisable pour o (M, M’). Cela signifie que Bj; muni de la topologie faible
est un espace métrique compact.

D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, il existe donc une sous-suite (xgo(n))néN qui

converge pour la topologie faible o(M, M') donc pour o(E,E’") (car o(M,M’) coincide

avec la topologie induite par o(E, E’) sur M). [ |
Comma application, donnons le résultat suivant qui généralise un théoreme bien connu en di-
mension finie (voir le cours de calcul différentiel de licence) :
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Théoreme 1. Soit E un Banach réflexif et A C E un conveze fermé non vide. Soit ¢ €
C(A;R). On suppose de plus que ¢ est conveze et que

lim  ¢(zr) = +o0.
€A
llz]l £—+00

Alors ¢ est minorée et atteint son minimum absolu : il existe a € A tel que
Vo € A, o) = ¢(a).
Preuve : Soit m = inf,cg p(x) et (x,)nen une suite d’éléments de A telle que

lim Typ) =M.

n—+00 SD( n)

Comme ¢ tend vers 'infini & 'infini, cette suite est bornée donc admet une sous-suite
(J%(n))neN faiblement convergente. Notons «a la limite de cette sous-suite.

Soit z € A et Ay = {y € A|p(y) < ¢(x)}. Cet ensemble est convexe fermé (car ¢ est
convexe continue) donc faiblement fermé. Si ¢(x) = m, le théoréme est prouvé. Sinon,
I’ensemble A, contient les termes de la suite (x¢(n))n€N a partir d’un certain rang donc a
car A est faiblement fermé. On a donc en particulier ¢(a) < ¢(x). Cela acheve la preuve
du théoreme. [ |

11.5 Les espaces L*

Dans toute cette section, A désigne un borélien de mesure non nulle de R™. Pour la définition
des espaces LP(A;K) dans le cas p fini, on renvoie a la section 7.8.1. Intéressons-nous maintenant
au cas p = 0o. On définit 'ensemble £>°(A;K) des fonctions mesurables f: A — R telles qu’il
existe C € RT vérifiant

|f(x)] < C pour presque tout z € €,

puis l'ensemble L>(A;K) des classes d’équivalence de fonctions de £°°(A;K) pour la relation
d’égalité presque partout au sens de la mesure de Lebesgue.

On munit L*°(A;K) d’une norme en prenant pour | f| e~ la borne inférieure de tous les C
tels que |f(x)| < C presque partout.

Dans la suite de cette section, on utilise la notation raccourcie LP pour désigner LP(A;K).
En adaptant les arguments utilisés dans le chapitre 7 dans le cas de la dimension 1, on obtient
le résultat classique suivant :

Théoréme. Pour tout p € [1,00] l'espace vectoriel normé (LP,| - ||,) est complet.

Les espaces LP possedent la propriété fondamentale suivante :

Théoréme. Pour tout p €]|1,00[, lespace (LP,| - ||Lr) est réflexif.

Preuve : Dans le cas p € [2,00[, la preuve de ce résultat repose sur I'inégalité de Clarkson

a+b a—2>b 1
< = p P)
| < 5 (1P 4

Y(a,b) € R?, 5

+

que nous admettons provisoirement et qui va nous permettre de montrer que LP est umni-
formément conveze.
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En effet, si || fl|;» <1, lgll;p <1 et ||f—gll;» > € pour un ¢ donné alors I'inégalité de

Clarkson assure que

v =,
V([ 1rorass [lgipar) - [ |2
< 1-()

N
On peut donc prendre § =1 — <1 — (%) )p dans la définition de 'uniforme convexité.

p

f@ta@) | gy

ftg
2

P
dzx,

IN

La preuve de I'inégalité de Clarkson repose sur un argument de convexité. Remarquons
tout d’abord que pour tout z € [0,1], et ¢ > 1, on a

2+ (1—-2z)<z+(l-2z)=1
En appliquant ceci & x = o?/(a? + 3?), et ¢ = p/2, on obtient
(o B) €RZ, Jaf? + |BI” = ()% + ()% < (o® + 5%)%.
Enfin, en choisissant « = (a + b)/2 et § = (a — b)/2, on en déduit que

a—b a4+ b2\ *
< .

Par convexité de la fonction z — 2.2, le membre de droite se majore par L(lalP + |b[P).

a-+b
2

La preuve de la réflexivité dans le cas p €]1,2[ repose sur un argument de dualité. Notons
p’ Pexposant conjugué de p défini par 1/p+1/p' =1.
Pour u € LP et f € L¥ | on pose Ty,(f) = [ 4 fudz. L'inégalité de Holder assure que Ty,(f)
est bien défini et que

[ Tu(H] < Ml e 11 -

En conséquence, T, est une forme linéaire continue sur L¥ et on a HTuH( Loy < llull ;-
Montrons que l'on a [Tyl 7y = flull s -

Fixons u € LP et posons f = |u[P~"sgnu. Il est clair que f € L et que | fll o = Hu||’£;1.
De plus T,(f) = ||ull}, . Donc on a bien I'égalité souhaitée.

Cela assure que T : u — T, est une isométrie de LP sur (L¥'). On en déduit que T est
injective et que T(LP) est un sous-espace fermé de (L?').

Comme p’ > 2, nous savons déja que L¥ est réflexif. Mais par ailleurs nous savons
également que le dual d’un espace réflexif est réflexif donc (L")’ est réflexif. Ainsi T'(LP)
est également réflexif car sous-espace fermé de (LP').

Finalement les espaces LP et T(LP) se déduisent I'un de I'autre par une isométrie bijective,
donc LP est réflexif. [

Les espaces LP possedent la propriété de dualité suivante :

Théoréme (de représentation de Riesz). Soit q €]1,00] et ¢’ l’exposant conjugué de q. Soit
© une forme linéaire continue sur LY. Alors il existe un unique u € LY tel que

Y L1 = dzx.
feLs, of) /AUf v

De plus ||| (Lay = [[ull 1o-
Autrement dit, lapplication T : uw — T, définie pour tout w € LT et f € L1 par T, (f) =
fA fudz est une isométrie bijective de LY sur (Lq)/.
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132 CHAPITRE 11. ESPACES REFLEXIFS ET ESPACES SEPARABLES

Preuve : Nous avons déja établi que T : u +— T, est une isométrie de L9 dans (L7)’
(remplacer p’ par ¢ dans la démonstration précédente). Reste & montrer la surjectivité.
Soit donc & € (L%)" tel que &(T},) = 0 pour tout u € LY. La réflexivité de L7 assure
Pexistence d'un élément h de L7 tel que £ = J(h). On a donc

Yue LY, £(T,) = Tu(h) = / hu.
A

En prenant u = |h|?" ! sgn h, on trouve que [ |h|9 =0 donc h = 0 puis £ = 0. Le corollaire
2 du théoréme de Hahn-Banach géométrique permet de conclure que T(LY) est dense dans
(L9)'. Comme T(L?) est aussi fermé, on a T(LY) = (L7)'. |

Remarque. Voici quelques résultats autres résultats imporants sur les espaces LP(A) :
e Pour 1 < p < oo, 'espace LP est réflexif et séparable.
e L’espace L' est séparable mais non réflexif, et son dual peut étre identifié & L>(A).
e L’espace L™ n’est ni séparable ni réflexif et son dual contient strictement L'.
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