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Préface

Ce polycopie d’analyse fonctionnelle est destiné aux étudiants de licence en mathématiques et applications
SMA. 1l est rédigé a ma facon toute en gardant le livre de H. Brezis : « Analyse fonctionnelle, Théorie et
applications. » a la portée de ma main.

Le but de ce cours est de donner des notions et des théorémes topologiques et algébriques abstraits qui consti-
tuent des outils mathématiques essentiels pour entamer les cycles d’études supérieurs. La partie la plus im-
portante a mon égard est la construction de la topologie a partir d’une famille de semi normes, je conseille le
lecteur de se focaliser sur ce point.

Bibliographie

v’ H.Brézis : Analyse fonctionnelle théorie et applications Masson fr Paris 1983 Collection Mathématiques
Appliquées pour la Maitrise.

v Hervé Queffélec, Josette Charles, Mostafa Mbekhta : Analyse fonctionnelle et théorie des opérateurs
Rappels de cours et exercices corrigés. Collection : Sciences Sup, Dunod.

v' Yves Sonntag : Topologie et analyse fonctionnelle : Cours de Licence avec 240 exercices et problemes
corrigés 1998.

v ]. Dieudonné : Eléments d’analyse. T. I -fondements de I’analyse moderne Gauthier-Villars fr Paris 1968.

v E Riesz, B. Nagy : Lecons d’analyse fonctionnelle, Akademiai Kiadohu Budapest 1955 Acadmie des
Sciences de Hongrie.

v' S. Banach : Théorie des opérations linéaires, Chealsea publishing company.

v S. Lang : Analysis II Addison-Wesley publishing company us Massachusetts 1969 Addison-Wesley se-
ries in mathematics.

v/ W. Rudin : Analyse réelle et complexe, édition Masson, 1975 (le monument).

Encore je le dis, la littérature est trés riche sur ce sujet. Il suffit de faire une recherche sur le
net pour avoir gratuitement des polycopiés (de cours et d’exercices) de différents auteurs
répondant a tous les gotts.

Pré-requis

La théorie des ensembles (la théorie ZFC, pour les courageux), la topologie générale (définition de topologie,
continuité, convergences, compacité...), algebre (espaces vectoriels, base algébrique, dimension) ... sont tres
sollicités ans ce cours.

A Avertissements

Je tiens a préciser que ce document contient probablement des erreurs de frappes (ce n’est pas grave!) et des
erreurs de mathématiques (par contre ¢a c’est grave!) qui ont échappé a ma vigilance. Ne l'utilisez qu’avec un
ceil critique et n’hésitez pas a me signaler ces problémes :
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Chapitre 1

Théoreme de Hahn-Banach et Théoreme de Baire

1.1 Théoréeme de Hahn-Banach

Un ingénieur, un physicien et un logicien sont dans un train en Ecosse. Ils voient un mouton
noir sur le bord de la route. « Les moutons écossais semblent étre noirs. » dit I'ingénieur. « Non,
il est plus correct de dire qu’au moins un mouton écossais est noir. » corrige le physicien. « Non,
il est plus correct de dire qu’il a existé a un instant donné en Ecosse au moins un mouton dont
P'un des cotés au moins est noir! » dit le logicien ...5®

| igwmmeLd

Soit X un K-espace vectoriel. Soit L une partie (famille) libre de X. Montrer que X posséde une
base (algébrique ou de Hamel) contenant L.

S%wmwaLﬂ

Soit E un espace vectoriel sur le corps K. Soit V un sous espace vectoriel de E. Montrer qu’il existe
un supplémentaire (algébrique) W de V, c-a-d W est un sous espace vectoriel de E tel que VNW =
{0} et E =V + W en d’autres écritures E=V & W.

Soit E = R[X] l'espace des polyndomes a coefficients réels, A I'ensembles des polynomes a coefficient
dominant strictement négatif et B 'ensemble des polyndomes avec des coefficients positifs.
1. Montrer que A et B sont convexes.

2. Montrer qu’on ne peut pas trouver une forme linéaire f sur E non nulle et un réel a tels que
VPeA VYQEB,

f(P)<a < f(Q)

—ﬂgmmwﬂ14§

Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie sur le corps K € {Q,R,C}.

1. Montrer qu’il existe une suite de vecteurs libres de normes 1. En déduire l'existence d’une
fonction linéaire non continue.

2. Montrer qu’il existe deux ensembles convexes A et B denses dans E tels que A(\B =0 et
E=AlB.

3. Montrer qu’il existe deux ensembles convexes A et B denses dans E telles que A(\1B =0 et

J E=A|B.




1.1. THEOREME DE HAHN-BANACH Tp « ANALYSE FONCTIONNELLE »

( 4. Peut-on séparer A et B avec un hyperplan fermé?

o —

\EW 1.1.5

Soit (K,d) un espace métrique compact non vide et f : K — K une application continue.

i. Montrer l’existence d’un ensemble fermé F non vide de K tel que f(F) C F et minimal pour cette
propriété au sens de l'inclusion C (Zorn!).

ii. Montrer qu'’il existe x € K et une application strictement croissante ¢ : N — N telle que

lim fY"(x)=x  (UtiliserF, € {f"(x); n > p}).

n—+o0

Montrer que dans un espace affine réel E, pour tous convexes disjoints A et B, il existe deux convexes
C et D, complémentaires 1'un de l'autre, tels que AC C et BC D.

| Econcice 117

Soit E = I®° 'espace des suite réelles bornées muni de la norme [x|,, = sup,, |x,| si x = (x;,) ey € [®.
Soit G I'ensemble de suite réelles qui converge en moyenne de Cesaro c-a-d

+o X,
G (x,)nen € E tel que I € R, lim 07 T ¥n-l

n—+oco n

=1}.
Notons g la fonction
g: G — R

(%ahy = lim 2T

Xo+--+ X1

et p la fonction
p: E — R
(xy), +— limsup, x,,.

1. Montrer que G est un sous espace vectoriel de E, que g est linéaire telle que Yx € G, g(x) < p(x) et
que p est sous linéaire sur E.

2. Montrer que si (x,), € E alors (v, = x,,,1 — X,,),, converge en moyenne de Cesaro vers 0.

3. En déduire l'existence de f € E’ = L (E;R) forme linéaire continue telle que Yx = (x,,), € E,

f(x) = f(z) et liminfx, < f(x) <limsupx,,

ou la suite z est définie par z,, = x,,, .

Soit X un espace vectoriel sur le corps R et 1,1, ,i,, n+ 1 formes linéaires telles que Vx € X
(Vi=1--n, ;(x)=0)= p(x) =0.

Montrer qu'il existe Ay,---,A, e Rtels que p =) 1" | A;9p;.
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1.1. THEOREME DE HAHN-BANACH Tp « ANALYSE FONCTIONNELLE »

Soit E = C([0,1];R) muni de la norme uniforme ||-||. Soit A = {P € E tel que P polynome } et B = {f;}

avec fo: x> Vx.
Montrer que AN B =0, A et B convexes. Peut-on séparer A et B au sens large ? Pourquoi?

_Emw;el.l.ld

Soit I'espace de Banach I! = {x = (Xp)n>1 € RY tel que Yoot |xu] < oo} muni de la norme |[x||; =
Y % |xul- Soit Ag = {xnl! tel que Vn>1, x5, =0} et B={x el tel que Yn > 1, x5, = 27"x5,_1}.
1) Vérifier que A, et B sont fermées dans I! et que I' = A + B.

2) Soit ¢ € I! telle que ¥n > 1, ¢y, = 0 et ¢y, = 27" Vérifier que c € Ag+ B et ANB = () avec

A% 4 —c.

3) Montrer que A et B ne peuvent pas étre séparés au sens large.

, —]
Excencice 1.1.11 |

Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé réel, F un sous espace vectoriel de E et g : F — R une
application linéaire continue. Par le théoreme de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire sur E
qui prolonge g et qui vérifie ||f|| = ||g]l. Montrer, par un exemple sur R?, que ce prolongement n’est
pas unique en général.

S&wmm.;\
12

Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie. Montrer que son dual topologique E’ est de
dimension infinie.

_Ewml.l.a

Soient E et F deux espaces vectoriels normés avec E non trivial. Montrer que

F est de Banach & L(E;F) est de Banach

ou L(E;F) est I'espace des applications linéaires continues de E dans F.

4\ Gocencice 1.1.14 (Preuve du lemme de Zorn a partir de 'axiome du choix) |

Supposons que (X, <) est un ensemble ordonné non vide inductif qui n’a pas d’éléments maximales.

‘ Définition : Soit A C X, A est dit bien ordonné si toute partie non vide de A admet un plus petit élément.

Notons € % {A e P(X) tel que (A, <) est bien ordonné }. Remarquons que @ € C!

0) Montrer que toutes parties bien ordonnées sont totalement ordonnées.

1) Montrer qu'’il existe une application h: C — X telle que YA € C, h(A) ¢ A et h(A) est un majorant
J (strict) de A .
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2) Montrer que YA€C, Vx € A,

AU{h(A)}eCet{teAtel quet<x}eC.

Définition : A est une h-chaine si A€ C et Vx € A, x = h({t € A tel que t <x}).
Définition : A est un segment initial de Bsi ACBetVae A, VbeB, b<a=beA.

3) Montrer que A est une h-chaine alors A U {h(A)} est une h-chaine.

4) Soient A,B deux h-chaines. Montrer que A est un segment initial de B ou B est un segment initial
de A. ( On peut considérer la réunion des segments initiaux de A et de B.)

5) Montrer que la réunion des h-chaines est une h-chaine.

6) Conclure.

1.2 Théoreme de Baire

Soit la famille (U, = R\ {x})xcr d’ouverts de R. Montrer que, pour tout x € R, U, est dense dans R.
Donner (), cg; Uy. Dite pourquoi le théoréme de Baire n’est pas applicable ici?

' ngﬂcellig

Soit E l'espace des fonctions polynomiales sur [0,1] a valeurs réelles, muni de la norme de la conver-

gence uniforme |[|P||o, e SUP;c(o,1] |P(t)].
Posons F, = {P € E tel que degP < n}. Montrer que F, est fermé dans E et d’intérieur vide. En
observant que E = |,y F,,, dite pourquoi on ne peut pas appliquer le théoréme de Baire.

Soit I un intervalle ouvert de R.

Montrer qu’une limite simple f : I — R de fonctions continues f, : I — R est continue sur un Gy
dense dans I.

Montrer que si f : I — R est dérivable alors sa fonction dérivée est continue sur un Gs dense dans
I

' igmuce 1.2.4’3

Montrer que Q n’est un Gs de R. et donc il n’y a pas de fonctions de R dans R dont ’ensemble des
points ol elle est continue est Q.

SEW 1.2.5§

Soit f : [0, + co[— R continue telle que Ya > 0, lim,_,, f(na) = 0. Montrer que lim,_,, f(x) =0
(On peut utiliser 'ensemble F def Nuzpla >0 tel quel|f(na)l<e })-
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Soit (E,|| - ||) un R-espace de Banach de dimension infinie et L = {e,,, n € N*} une famille libre de E.
1) Montrer que F,, = Vect{ey,-- ,e,} est un fermé d’intérieur vide.

2) En déduire que E n'admet pas de base (algébrique ou de Hamel) dénombrable. Qu’en déduisez
vous pour l’espace des fonctions polynomiales sur [0,1].

_Emm 1.2.7‘\

Soit (x,,),en une suite d’éléments de [0,1] de points dense dans [0,1] et soit la fonction f : [0,1] — R
définie par,

- 1
f(x):Z ﬂlog|x—xn|€RU{—oo} avec log0 = —co.
n=0
1) Montrer que Yc € R, (f <c) est un ouvert de [0,1] c-a-d f est semi-continue supérieurement
(scs).

2) Montrer que P i (f =—o0) C[0,1] est un Gs dense dans [0,1] (un G est une intersection dénom-
brable d’ouverts) et de mesure de Lebesgue nulle.

3) Montrer que P n’est pas dénombrable (utiliser que ©,, = (f < n) \ {a} est un ouvert dense dans
[0,1], pour tout a € [0,1]).

i&wlme 1.2.8 |

Soit C = C([0,1];R) I'espace des fonctions continues de [0,1] a valeurs dans R muni de la norme

uniforme ||f]| def SUP;e(o,1] | (t)|. Et considérons,pour n € N*, 'ensemble

©,={feC | ¥x€[0,1]dy €[0,1] tel que |y —x| < % et |f(y) - f(x)| > nly — x|}

1) Montrer que ©,, est un ouvert de C.
2) Soit x € [0,1], soit N € N* tel que N > 47, soit kY € N tel que Nx € [2kN 70, 2kN e+ 27 [ (ie kY = Lg]—;J)-
Posons

27'c+%7'( si kN =0et Nx € [0,7]

N def 1 2n+%rc si kY =0 et Nx €|, 2n[

TN 2N -1+ 3n sikY 20et Nx e [2kN w2k e+ 7]
2N —Dm+im sikl =0et Nx€]2kNm+ 7, 2kN o + 2.

Montrer que : (i) yN €[0,1], (ii) £ <|INx-Ny| < 4m et (iii) |sin(Nx) —sin(NyN)| > 1.

3) Soit f € C et a > 0, montrer qu’il existe un entier N tel que x — f(x)+ asin(Nx) est dans O,,.
4) Montrer que ©,, est un ouvert dense dans l’espace de Baire C.

5) Montrer que {f €C tel que f n’est nulle part dérivable} est dense dans (C,| - || )-

(voir la fonction de Takagi (td topologie) qui est une fonction nulle part dérivable ...?)

)
Gecencice 1.2.9 (Corominas and Sunyer i Balaguer 1954)4\

Soit f : R — R une fonction de classe C* telle que pour toutx € R il existe n € N tel que £ (x) = 0.
Montrer que f est une fonction polynomiale.

10
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1.3 Autres

Soit E = Q[V2] = {a+bV2; a,b € Q}. Posons

No(a+bV2)=|a+bV2| et Nj(a+bV2)=max{lal|b]}.

Montrer que

i. E est un Q-espace vectoriel de dimension 2.

ii. Ny et Ny sont des normes sur E.

iii. Ny et N1 ne sont pas équivalentes (on peut considérer x = V2 -1 et x").

| 58&@%1.3.2&

Soit l'espace I' = {x = (x,),>1 € RY tel que Y%, |x,| < co} muni de sa norme habituelle ||x||; =
Y orq lxul. Soit 'application
f: Il — R
x T, (1-27)x,

def P .
Montrer que ||f]| S sup f(x)=1 et que ce sup n'est pas atteint (on ne peut pas remplacer sup par
llxcll =1
max).

|
' ‘ Eecencice 1.3.3 (Jauge de Minkowski d’un conveﬂ

Soit E un espace normé non vide, soit C un convexe non vide de E tel que 0 € C. Soit la fonction p,
dite jauge de C, définie par

p=pc: E — [0,+00]

X — inf{s>0|%xeC} avec inf() = +oo

Montrer que
1)a)p(0)=0,b) YA >0, VxeE, p(Ax)= Ap(x)etc)siC est borné alors Vxe€ E p(x)=0=x=0.
2)Cc(p<l)cCc(p<l)cC.
3)Vxy€E, plx+y)<p(x)+p(y)
4)Si0eCalorsAM €R, Vx€E, 0 < p(x) < M|lx]letdoncC=(p<1)etC=(p=1).

11
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Chapitre 2

Espaces vectoriels topologiques

2.1 Geéneralités

Soit X un espace vectoriel non trivial.
i. Montrer que la topologie discréte sur X n’est pas vectoriel. ( On peut utiliser ¢ - txg, avec xg € X \ {0}).
ii. Montrer que la topologie grossiére sur X est vectoriel non séparée.

Soit E un EVT sur K. Montrer que
. Si (r,,), est une suite qui converge vers +co et V est un voisinage 0 alors E =, r,V.
. 51 M est un sous espace vectoriel de E alors M l’est aussi.

Si M est un sous espace Vectoriel de E et M = () alors M = E.

1
2
S
4. Si A est un convexe de E alors A et A le sont. 5

5. Montrer que si A est convexe et Az O alors Vxe A, Vy € A [v,x[€ A et en déduire que A = int(A).
6. Si A est une partie équilibrée de E alors A et co(A) sont équilibrées.

7.

8.

Si A est une partie équilibrée de E et 0 € A(1 e. A voisinage de 0!) alors Aest équilibrée.
A est absolument convexe si et seulement si A est convexe et équilibrée.

1. Montrer que I'image directe d’un sous espace vectoriel (resp. d’un convexe, d’une partie équili-
brée) par une application linéaire est un sous espace vectoriel (resp. un convexe, une partie équili-
brée).

2. Méme chose pour I'image réciproque.

Soit E un EVT sur K et A C E. Montrer que .
1. Pour tout voisinage V de 0 il existe un ouvert équilibrée U telque 0e UcUcU+UC V.
2. Pour tout voisinage convexe V de 0 il existe un ouvert équilibré convexe W tel que 0 e W C V.

12
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| ‘gwwu;e 2.1.5

Soit E un EVT sur K et A,B C E. Montrer que

1. BC A et A précompacte (totalement bornée) implique B précompacte (totalement bornée).
2. BC A et A bornée implique B bornée.

3. A relativement compact (A est compact) implique A précompacte (totalement bornée).

4. A précompacte (totalement bornée) implique A bornée.

5. A précompacte (totalement bornée) implique A précompacte (totalement bornée).

6. A bornée implique A bornée.

7. A sous espace vectoriel de E borné implique {0} C A C {0} (donc A = {0} si E est séparé).

\&wwae 2.1.6\

Soit E un EVT sur K et A C E tel que 0 € A.
1. Montrer que la réunion quelconque de parties équilibrées est équilibrée.
Notons N(A) = Upep , B dit le noyau équilibré de A avec

Ay & {B C A tel que B est équilibrée}.

2. Montrer que N(A) est la plus grande partie équilibrée contenue dans A.
3.S0itxeE;xe N(A) & VAleKtel que |} <1, AxeA.
4. AeVg(0) = N(A) € Vg(0).

_\%mw,e 2.1&I

Soit E un EVT sur K, soient A,B C E. Montrer que

1. Si A ou B sont ouverts alors A + B est ouvert.

2. Si A et B sont des parties quasi-compactes (compacité sans séparation!) alors A + B est quasi-
compact.

3. Si A est compact et B est fermé alors A + B est fermé et et si de plus AN B = 0 alors il existe un
voisinage V de 0 tel que (A+V)N(B+V)=0.

4.Si A et B sont fermés a-t-on A + B fermé?

5. A+BCA+B.

' S%m 2.1.8

Soit E un EVT sur K et A C E. Montrer que :
Abornée si et seulement si Y(x,), € AN, ¥(a,), € KN tel que a,, — 0; a,x, — 0.

' S%m 2.1.913

Soit E un EVT sur K, soit V un voisinage de 0 borné et soit (5,,),, €]0,+oo[ telle que &,, — 0. Montrer
que {0, V; n e N} est une base de voisinage de 0.

13
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Soit E = C(R;R) muni de la distance d(f,g) = min{1,sup,p|f(x) — g(x)|}. Monter que (E,d) est un

espace métrique complet mais non vectoriel (Prendre d(0,af) avec f non bornée et & parcourt R).

)
lgww'u;e 2.1.11 |
def

Soit (X,F,v) un espace probabilisé. Posons M = {f : X — R, mesurable} et

d: MxM — R,
(f.8) — Jx [1alf-gl]av.

Montrer que d est une distance et que (M,d) est un EVT complet.

Soit p €]0,1[ et LP ={f :[0,1] — R, borélienne tel que f[o 1 |f(£)]P dt < oo} et

d: LPxLP — R,
(f8) = Jiou f() =g dt.

1. Montrer que d est une métrique et que (LP,d) est un EVT complet.

2. Soit r > 0, montrer que B, (0,2'Pr) C co B4(0,r) et que ¥Yn € N, By4(0,2"17P)r)  co By4(0,r).

3. Montrer que le seul ouvert convexe non vide de LP est L? lui méme (donc (L?,d) est non locale-
ment convexe).

4. Montrer que 1 ‘application nulle est la seule forme linéaire continue sur LP (ie (LP)" = {0}, dual
topologique).

Soit p €]0,1[ et IP = {(x,), € CN tel que Y 2o lx,lP < oo} et d((x,)n, (Vn)n) = Lo 1%y — yulP. Montrer
que (I?,d) est un EVT complet non localement convexe.

AT&MW 2.1.14 (métrisabilité) l\

Soit (E,7) un EVT (resp. localement convexe) tel que 0 admet une base de voisinage dénombrable.
1. Montrer qu’il existe une suite (V,,),en de voisinages ouverts équilibrés de 0 et convexes si E
et localement convexe telle que V,,,1 + V, 1 + V1 + V,y C Vet B ={V,, n € N} est une base de
voisinage de 0 (utiliser ’exercice 2.1.4). En déduire que, pour toute partie Ade E, A = (),,en (A + V)

et en particulier (), Vi, = {0}
2. Notons F I’ensemble des parties non vides finies de N*. Pour F € F, posons

(o] () P
1 . 1 siieF
V:E V:E af v et :E —:E af 2 avec af =
' nek ’ = P PF Lz 2t = ! ! 0 sinon.

i) Montrer que, pour F € F, Vi est un voisinage ouvert équilibré de 0 et convexe si les V,, sont
convexes

14
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ii) Montrer que pp<21—k = VneF k<n = VpC Vi +-+ Vgyy C Vg (avec g = max F —k).
iii) Soit F,G € F tels que pp + pg < 1.

a. Montrer qu’il existe H € F tel que pr + pg = py-

; F,.G__H.
b. Supposons que ¥i € N¥, a; + aiG_ ;" ; montrer que Vp + Vg C V. .
; F H. o F H
c. Supposgns que Ji € N, a; +a;” # a;" ; posons iy = min{i € N*|a; + a;” # a;" }. Montrer que
F__G_ H_
a;, =a; = 0et @, = 1, que

VFCafV1+m+af

G G
ip—1 ‘/l'()—l + ‘/l'()+1 + ‘/i0+1 et VG c 0'/1 Vl teet aio_l ‘/l'()—l + ‘/l'()+1 + ‘/l'o-#l'

c. En déduire Vi + Vg callV +.--+ a{j_l Vip-1 + Vi, C Vi
3. Soit la fonction

d: ExE — R

(xy) . {il’lf}:eF {pFIX—yEVF} SiElFoeF,X—yEVFO
' 1

sinon.

i) Montrer que d est a valeurs dans [0,1] et que d(x,y) = d(x —,0) = d(y,x).
i) Démontrer que d(x,y) =0 & x—-y € {T}
iii) Montrer que Vt €K, [t| <1 = d(tx,ty) < d(x).
iv) Montrer que d(x,z) < d(x,y) + d(v,2).
v) On a d est une pseudo-distance (écart fini) invariante par translation d’apres i). Montrer que d
est une distance si (E,7) est séparé.
4. Posons, Pour r > 0etx € E, F, = {F € F tel que pp <r}, By(x,r) = {y € E tel que d(x,y) <r}=x+B(0,r)
et 7; ={U C E tel que Yx € U, Ar > 0; B;(x,r) C U} la topologie sur E associée a la pseudo-métrique
d.
Montrer que
Ba(0,r) = | J Vi

FeF,

En déduire que 7 =7, c-a-d 7 est pseudo-métrisable (métrisable s’il est séparé) et que B;(0,r) est
convexe si les V,, sont convexes.

—_—

, ]
Gocencice 2.1.15 (Normabilisable) \

Soit (E,7) un EVT. Montrer que

E est semi-normable si et seulement si 0 admet un voisinage convexe borné.

, |
Gocencice 2.1.16 (Topologie trace) \

Soit (E,7) un EVT et M un sous espace vectoriel de E et posons Ty =M N7 ={MNO, © €T}la
topologie trace (induite) de 7 sur M.

1. Dites pourquoi (M,7)) est un EVT ? séparé si E 1’est? localement convexe si E l'est?

2. Montrer que si (E, 7)) est pseudo-métrisable (resp. semi-normable) alors (M,7),) I’est aussi.

3. Montrer que si M est fermé et E est complet alors M est complet!
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2.2. EVT LOCALEMENT CONVEXE Tp « ANALYSE FONCTIONNELLE »

_YEW 2.1.@

Soit (E;,7;);c; une famille d’espaces vectoriels topologiques. Posons E =[];; E; qui sera muni de sa
topologie produit 7.

1. Montrer que E est un EVT. Donner une base de voisinages de 0.

2. Montrer que si E; sont localement convexe alors E I'est aussi.

)

sgocmuce 2.1.18 (Topologie quotient) (

Soit (E,7) un EVT sur le corps K et H un sous espace fermé de E, soit

c: E — E/H
X Edﬁf{yeEtelquex—yeH}:m—H

et 7’ ={A C E/H tel que 0~ !(A) € T} (topologie quotient).

1. Montrer que o est continue ouverte et que (E/H,7’) est un EVT, séparé. En déduire que si F est
sous espace vectoriel de dimension finie de E alors H + F est fermé dans (E,7 ).

2. Montrer que si B est une base de voisinage de 0 dans E alors {o(V), V € B} est une base de
voisinage de 0 dans E/H.

3. Montrer qu si (E,7) est localement convexe (resp. localement compact, localement bornée-0 a
un voisinage borné—, pseudo-métrisable, semi-normable) alors E/H est localement convexe (resp.
localement compact, localement bornée, métrisable, normable).

4. Supposons que (E,7) est complet (au sens des espaces vectoriels topologiques) et pseudo-
métrisable. Soit d une pseudo-distance sur E invariante par translation telle que 7 = 7;. Posons

6: E/HxE/H — [0,+00]
(0(x)0(y) +— inf d(x=yp.h)

a. Montrer que 6 une une distance sur E/H et que 7’ = Tj.
b. Montrer que (E/H,7’) est complet.

2.2 EVT localement convexe

‘ 3 )

\g)wwr,e 2.2.ﬂ
Soit E un espace vectoriel, L un sous espace vectoriel et p,q deux semi-normes sur E. Montrer que
p+q,sup(p,q), \Vp? + q? et pr(x) = infj; p(x + 1) sont des semi-normes sur E.

_EW 2.2.2\\

Soit E un EVT et p une semi-norme sur E. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
1. p est continue;

2. (p <1) est un ouvert;

3.0€int(p<1);

4.0€int(p<1);

5. p est continue en 0;

6. il existe une semi-norme continue g telle que p < g.
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2.2. EVT LOCALEMENT CONVEXE Tp « ANALYSE FONCTIONNELLE »

| Cocencice 2.2.3 |

Soit E un espace vectoriel (pas de topologie!), soit V une partie convexe équilibrée de E telle que
Vx eV, V —x est absorbant. Montrer qu’il existe une unique semi norme sur E telle que V = (p < 1).

Soit S = CN et P = {p;,i € N} avec p;(x) = |x;|. Montrer que (S,P) est un EVT complet métrisable et
localement convexe (est un espace de Fréchet).

Soit (E,, || - l)nen une suite d’espaces de Banach telle que VneN, E,,; CE,. Posons E =(,E, et

pn: E — R,

x v lxll,

Montrer que (E,P = {p,, n € N}) est un espace de Fréchet

. , |
i Gocencice 2.2.6 (Topologie quotient- suite exercice 2.1.18) \

Soit (E,7) un EVT et H un sous espace fermé de E, soit

c: E — E/H
X id:ef{yeEtelquex—yeH}

et 7’ ={A C E/H tel que 0~ !(A) € T} (topologie quotient).

1. Montrer que si p est une semi norme sur E alors p(x) = inf,cy p(x + h) est une semi norme sur
E/H.

2. Montrer que si 7 = 7p avec P une famille de semi-norme sur E alors 7’ = 73 avec P={p,peP)

‘ Gecencice 2.2.7 (Topologie de la convergence compacte)j

Soit U un ouvert non vide de R? et E = C(U) I’espace des fonctions a valeurs dans R continues. Soit
K 'ensemble des compacts de U. Pour K € K, posons pg(f) = max,cx |f (x)|.

1. Montrer que pg est une semi norme sur E et que la famille des semi normes P = {pg, K € K} est
séparante filtrante.

2. Pour 1 € N, posons K,, = {x € U tel que d(x,R? \ U) > nl?} N B, (0,1). Montrer que Tp = 7y avec
Q= {pk,, neN}

3. En déduire que (E,P) est espace localement convexe métrisable et donner une distance o telle
que 7p = 75. Montrer que (E,P) est un espace de Fréchet.

4. Montrer que px nest pas une norme pour K € K, qu’un ouvert de E contenant 0 contient une
droite réelle. En déduire que (E,P) n’est pas normable.
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2.3. APPLICATIONS LINEAIRES Tp « ANALYSE FONCTIONNELLE »

mE

Soit U un ouvert non vide de R? et, pour k € N U {co}, EF = ck) I’espace des fonctions a valeurs
dans R de classe C*. Soit K I’ensemble des compacts de U. Pour K € K et m € N, posons

prm(f)=_max  [D®f(x)

xeK,aeA,,

lal
— — d def a _ J
avec Ay, ={a=(ay,---,a5)eN* tel que |a| = a1 +---+ay <m}etD = e ge

1. Montrer que pg ,, est une semi norme sur EX, pour k > m et que la famille des semi normes
Pu ={px,m Ke€K}et Py ={pxm KekK,meN}=LJ,, P, sont séparantes respectivement sur EF et
sur E®.

2. Montrer que (EX,P;) est un espace de Fréchet, k € NU {oo}.

3. Soit k,I € N tels que I < k. Soit P =} |, <;a, D" un opérateur différentiel d’ordre / a coefficient
a, € CK-!(U). Montrer que P est linéaire continue de EX dans EF-/.

4. On veut montrer que toute partie fermée bornée de E* est compacte :

(i) Soit B une partie bornée de E', I > 0. En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer
que B est équicontinue sur tout compact K € K. En déduire que la restriction a K de toute suite de
B admet une sous suite qui converge dans C(K).

(ii) Soit i : E! — E¥ Iinjection canonique. En utilisant un procédé diagonal et la suite K,, de 'exer-
cice 2.2.7 que i(B) est relativement compacte.

(iii) Soit k,I € N tels que k < [, soit I'injection canonique i : E! — E* et soit B une partie bornée de
E'. Montrer que i(B) est relativement compacte.

(iv) Conclure.

5. Montrer que EX ne sont pas normables, k € NU {co}.

2.3 Applications linéaires

Soient E et F deux EVT sur K et f : E — F une application linéaire.

1. Montrer que f est continue si et seulement si f est continue en un point x, de E.

2. Montrer que si f est continue alors I'image par f d’un borné est un borné (On dit que f est
bornée).

3. Montrer que si E est de dimension finie séparé alors f est continue.

n |
}ﬁww 2.3.2

Soit Eun EVT sur K et f : E — K une forme linéaire non nulle. Montrer que les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. f est continue; 2. Ker(f) est fermé;

3. Ker(f) n’est pas dense 4. f est bornée sur un voisinage de 0.

2.4 Autres

(
Gecencice 2.4.1 (Examen de rattrapage topologie 201 7)A
Soit X un ensemble.
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2.4. AUTRES Tp « ANALYSE FONCTIONNELLE »

Définition : Une application ¢ : X x X — [0, + oo] est dite un écart sur X si V x,p,z € X :
i) o(x,p) = o(y,x) (symétrie), ii) x = y = (x,p) = 0 et iii) o(x,2) < o(x, ) + 6(,2) (inégalité
triangulaire).

On dit que l’écart 9 est fini s’il est a valeurs dans [0, + oco[, On dit qu’il est séparé si la
réciproque de ii) est valide. Un écart fini séparé est dit une distance ou une métrique sur

1) Soit (9;);c; une famille d’écarts sur X, montrer que 6 = sup;cr 0; est un écart sur X.
2) Soit f : X — C une application. Montrer que 6(x,y) = [f(x) - f(y)| est un écart sur X.
3) Soit d un écart sur X ; montrer qu’il existe une famille A; d’applications de X dans R telle que

d = sup oy.
feAq

4) Soit P un ensemble (une famille) d’écarts sur X et posons

Tp ={U c X tel que Vx e U, de>0,] C P, finie ﬂBé(x,e) c U}
o€]

ol Bs(x,¢) = {t € X tel que o(x,t) < €}. Montrer que 7p est une topologie sur X et que
VoePNV¥xeX\NVNe>0, Bs(xe)eTp.

5) Soit P et Q deux familles d’écarts sur X. Montrer que

Tp CTo & VS ePN¥xe X Ve>0, A’ >0,]’ C O, finie ﬂ By(x,€") C Bs(x,e).
AeJ’

6) Soit P une famille d’écarts sur X et (as)scp une famille de réels strictement positifs (a5 > 0).
Montrer que Q = {as(1 A9) ; o € P} est une famille d’écarts (bornés) sur X telle que 7p = 7.
7) Soit P un ensemble d’écarts sur X et (as)sep une famille de réels strictement positifs. Posons

A =sup as(1A9).
o€P

i) Montrer que
T Ty £ T3
ii) Supposons, en plus, que Ve > 0, {0 € P ; as > ¢} est fini ( = P est dénombrable!). Montrer que

Tp =T,

8) Soit P une famille d’écarts sur X. Soit K I’ensemble des parties finies de P. Posons
Q ={supse; 0 ; J € K}. Montrer que

Tp=Tg={UcCcXtelqueVxeU,de>0,AeK, B)(x,e)C U}

9) Soit P une famille d’écarts sur X on le munira de la topologie 7p, soit (E,7 ) un espace topologique
et DCE,soit f: D — X,acEetleX.On dit que f converge «suivant D » vers [ lorsque x tend
vers 4, et on écrit )lcl_r)r}l f(x)=1,si

xeD

YV eVr(l), AW € Vg(a), telque Vx€E, (xe WND = f(x)€ V).

Montrer que

)1(11)1;11 flx)=leVoeP,VneN, AW e€V(a), Vxe WND, 5(f(x),l)<§.

xeD
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Chapitre 3

Théoremes classiques d’analyse fonctionnelle

3.1 Banach-Steinhaus

T

Soit p,q € [1, + o] tels que % + % = 1. Soit (a,), € CN tel que Y(x,), € lg:, la série ),y 4, x, converge.

Montrer que (a,), € lé.
Avec

19 = {(tn)nen € cy; Yenltnl? <+o0}  sig<+oo
© {(tn)nen € cN; SUup,,cN |t,| <+o0} sig=+o0

muni de sa norme usuel | -||,.

_\%ww 3.1.A

Soit E un espace de Banach, FG deux espaces vectoriels normés et f : E x F — G une application
bilinéaire.

1. Montrer que f est continue si et seulement si f est continue en (0,0) si et seulement si il existe
C >0 tel que

V(xy) € EXFE, [If (xp)ll < Cllxl[pll

2. Montrer que f est continue si et seulement si elle est séparément continue.
3. Montrer que f: RxR — R , est séparément continue non continue

xy
(xy) { x2+y?

six?+p2=0

0 sinon
(non bilinéaire).
4. Soit E = F =C°([0,1],R) muni de la norme ||x||; = fol |x(¢)|dt (est ce vraiment une norme sur E?) et
G =R muni de sa topologie usuelle. Soit la fonction f: ExE — R . Montrer que
(xy) +— [y x(t)p(t)dt

f est séparément continue bilinéaire non continue.

Soit E un K-espace vectoriel normé et A C E telle que ¥ f € E’, f(A) est bornée dans K. Montrer que A
est bornée dans E. On peut considérer la famille des applications, pourae A, T,: E' — K

f—= fla)
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3.1. BANACH-STEINHAUS Tp « ANALYSE FONCTIONNELLE »

| }EW 3.1.4§

Soit p,q[0, + oo] tels que 117 + % = 1. Soit f : RY — R borélienne.
1. Supposons que f € LP(R?) = LP. En utilisant I'inégalité de Holder, montrer que

Ty: LIRY) =11 — R est continue et ||Tf||:||f||p:1p/J?Rd|f|P.
g — Jufg

2. Dans cette question on suppose que pour tout g € L7, fg € L'. Montrer que f € LP. On peut appliquer
le théoreme de Banach-Steinhaus pour la suite (T = Tp )i avec  fi: RT — R

- {f(x) si||x[|+]f (x)| < k

0 sinon.

| Econcice .15 |

Soit I =[0,1] et E = C°(I;R) muni de la norme de la convergence uniforme |- ||, (c’est un espace de
Banach!). Soit F un sous espace vectoriel fermé de (E,|| - [|,) tel que pour tout f € F, f est dérivable
sur [0,1]. Pour x,y €I tels que x =, on note T : F — R I'application définie par

f@)-f)

X

TH(f) =

1. Montrer que T est linéaire continue.
2. Montrer que pour tout x € I la famille (T;)yey\(y) est équicontinue. En déduire que

Vxel,AC,>0,Yf eF,Vyel, |f(y) = f(x)] < Cx lIflloo [y = xI.

3. Fixons ¢ > 0 (arbitraire), pour x € I, notons Uy =]x — g&-,x + g [-
X X
i. Montrer qu’il existe n € N* et xq,---,x, € [ telsque [ C U, U---U U, .
ii. Soit k € N* tel que % < g, pour j =(ji, -+ ,ju) € {~k,--- k}"", posons

n .
_ _li &
O;i=) () feF telque If(p)-1I<g)
i=1 yeUy,
Notons ] = {j € {-k,--- ,k}" tel que ©; = 0} et soit une suite finie (f;);c; d’é1éments de F telle que
Vi€, fj€0;.

Montrer que pour tout j €,

0, C Br(f;,e) € {f € F tel que |If - fillo < &)

et que

Bp(0,1) C | JBr(f;6) = {fj, j €]} + Be(0,¢).
el

4. En déduire que la dimension de F est finie.
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3.2. APPLICATION OUVERTE Tp « ANALYSE FONCTIONNELLE »

3.2 Application ouverte

_\r@ww 3.2.1 ‘\

Montrerque f: R — R surjective continue non ouverte.
x — x3-2x

_@wm 3.2.2'\

Soit E,F deux espaces vectoriels topologiques et f : E — F linéaire.
i. Montrer que f est ouverte si et seulement si elle est ouverte en O ( f estouverteen xsi VV € Vg(x), f(V)e

VE(f (x))-
ii. Montrer que si f ouverte alors elle est surjective.

| Cocencice 3.2.3 |

Soit E,F deux espaces de Banach et T : E — F une application linéaire continue bijective. Montrer
que T~! : F — E est continue (donc T est un homéomorphisme).

 Econcice 3.2.4

Soit E = I' = {(x,)nen € CN tel que Y %9 |x,,| < co} muni de la norme ||(x,)penlli = Y555 |x,]. On sait
que E muni de cette norme est un espace de Banach. Soit (a,,),exy €0, + co[Y telle que lim, a,, = 0.
Posons

T: E — E

(Xu)nen > (@nXy)nen-
1. Montrer que T est bien définie linéaire continue et injective.
2. Montrer que T n’est pas surjective.

3. Monter qu’il existe (u,,),cy € E telle que szn_l |u,| diverge.
neN

Montrer que L%([0,1];R) est maigre dans (Ll([O,l];R),H |l ) On peut utiliser I'injection canonique
i:L? > L.

L ——

GG

Soit E un espace vectoriel muni de deux normes ||-||; et ||-||, telles que E est complet pour ces deux
normes. Montrer que 7; C 7, = 7; =75, ou 7; et la topologie sur E associée a la norme || -||; (d’ou
I’équivalence des deux normes).
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3.3. GRAPHE FERME Tp « ANALYSE FONCTIONNELLE »

mE

Soit E un espace de Banach, F un espace vectoriel normé et T : E — F une application linéaire
continue telle que 3C > 0 tel que Vx € E, ||T(x)|| = C||x|l. Montrer que T est injective et ImT est
fermé.

3.3 Graphe fermé

\EW 3.3.1

1. Montrer que si E,F sont deux espaces vectoriels et f : E — F est linéaire alors Gy def {(xp) €
E x F tel que vy = f(x)} est sous espace vectoriel de E x F.
2. Montrer que si E,F sont deux espaces topologiques avec F séparé et f : E — F est continue alors

Gy - {(x,y) € E X F tel que y = f(x)} est une partie fermée de E x F.
3. Soit (E,7g) = (R,7,,) qui est un espace de Banach avec la norme « valeur absolue », soit (F,7f) =
(R,P(R)) (cet espace est métrisable par une distance invariante par translation et complet pour cette distance, mais la topologie n’est pas vectorielle). Po-
sons f: R — R

X > X
Montrer que Gy est fermé dans Ex F = R? mais f n’est pas continue.

Soit E,F deux espaces de Fréchet et soit T : E — F une application linéaire. Montrer que

T est continue < Yf €F’, foT est continue.

)
i Gacencice 3.3.3 (Théoréme de Hellinger-Toeplitﬂ

1. Soit H un espace d’Hilbert et T : H — H un endomorphisme hermitien (i.e. (Tx,y) = (x,Ty))
(symétrique dans le cas réel). Montrer que T est continu.

2. Soit H un C-espace d’Hilbert et T : H — H un endomorphisme positif ((Tx,x) € R, ). Montrer que
pour tous x,y € H,

4<Tx,y>=((T(x+y>,X+y>—<T(x—y),x—y>) + i [(T(x+iy),x+iy>—<T(x—iy),x—iy> :

En déduire que T est continu.

l
Gocencice 3.3.4 (lemme de Alexandre Grothendieclﬂ

Soit (X,F,u) un espace probabilisé. Soit F un sous espace vectoriel fermé de L!(X,F,u) = L! tel que

F c L™([0,1]).

1. Montrer que F est un sous espace vectoriel fermé de L?(X,F,u) = L?, pour tout p > 1.

2. En utilisant le théoréeme du graphe fermé pour la fonction i: F — L* , montrer qu’il existe
f=f

C eR tel que Yf € F, [Ifll~ < ClIf 2.
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3.3. GRAPHE FERME Tp « ANALYSE FONCTIONNELLE »

3. Soit (f1,f2,-+,f,) une famille de F orthonormée avec le produit scalaire de L.
i. Montrer que ) 1" fi2 <C?  pu-pp. ii. En déduire que F est de dimension finie.

|

| \EW 3.3.51

Soit F un sous espace vectoriel fermé de E = L!([0,1];R) muni de sa norme habituelle tel que F
vérifie pour tout f € F il existe py > 1 tel que f € L/ ([0,1];R) = LFf.

1. Pour k,n € N*, notons F,, x f {f €F; f[o 1] |f|1+% < n}. Montrer que F,  est fermé dans F et que

F= U Fup.
(n,k)eN*xN*
2. En déduire qu'il existe p > 1 tel que F C LP et qu'il existe C >0 tel que Yf € F, ||f|l, < C||f]l;.
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Chapitre 4

Topologies faibles Espaces réflexifs

‘ Les exercices de ce chapitre ne sont pas encore corrigés pour le moment.

4.1 Dual topologique

Soient E et F deux espaces normés. On écrit E = F s’il existe une isométrie linéaire surjective pE — F
et on dit que E s’identifie a F (via i). Montrer que

1.E~xF = E’'~F’.

2.si FC F et F est dense dans E alors E’ ~ F’.

Soit (E,||||) un espace normé. On note E” le bidual de (E,||-|[) muni de la norme ||}|| = SUP||fi <1 o(f)-
1. Montrer que ] : E — E” définie par J(x)(f) = f(x) est une isométrie linéaire.

2. Déduire que tout espace normé E est isométrique a un sous espace dense d’un espace complet -
Ce dernier espace est dit le complété de E.

)
‘ [ Gocencice 4.1.3 (Dualité des espaces Zm

Soit p € [1, + o] et g son exposant conjugué.

1. Pour tout g € 19, on définit L, : IP — C par Ly(f) = X,y f(n)g(n). Montrer que L, € (IP)" et
ILgllzpy = lIgllsa-

2. Montrer que L : 17 — (IP)’ définie par L(g) = L, est une isométrie linéaire.

3. Montrer que si p # oo alors L est surjective et par conséquent que (I”)* ~ [9 et que L n’est pas
surjective si p = co c-a-d I' ~ L(I') C (I®)".

_rﬁww 4.1.4jI

Montrer que

1.(C0)*ﬁll 2. (Coo)*zll.

Ou ¢ est I'espace des suites qui convergent vers 0 et ¢y 'espace des suites qui s’annulent a partir
d’un certain rang.
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| Cocencice 4.1.5 |

Soit (E,),en+ une suite d’espaces vectoriels topologiques et E =[], E;;- Montrer que

LeE < ApeN,Afi €Ej---Af,€E,, Vx€E, L(x)= ) fi(x;).

g

4.2 Topologie faible

Soit C une partie convexe d'un espace normé E. Montrer que C est faiblement fermé
si et seulement si elle est fortement fermé.

Soit E un espace normé. Montrer que la fermeture de S = {x € E;: ||x|| = 1} est B={x € E;: [|x|| < 1}
et que l'intérieur de U = {x € E;: ||x|| < 1} est vide.

Soit E un espace normé et i : E —] — oo,00] une fonction convexe s.c.i. pour la topologie forte.
Montrer qu’elle est s.c.i. pour la topologie faible et que si (x,,),, — x alors

p(x) < liminf(x,).

_r&cenme 4.2.4 '\

Soit M un sous espace fermé d’un evt E. Montrer que o(M,M’) = ¢(E,E’) N M, autrement dit la
topologie faible sur l'espace M muni la topologie trace de E sur M est la topologie trace de la
topologie faible de E sur la parie M ?!.

_—‘ Gocencice 4.2.5 [

Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie. On se propose de montrer que la topologie
faible n’est métrisable. Pour cela on suppose qu’il existe une distance d sur E telle que o(E,E’) =7,
(la topologie associée a d).

1. Montrer qu’il existe une suite (f,)),en+ d’éléments de E’ telle que Yk € N*, Ip; € N¥, ¢, > 0, tels
que

Pk

() ix€E : Ifi(x)] <&} € Ba(0,7):

i=1
‘J 2.SoitgeE'et Vo ={x€E : [g(x)| <1}

| =
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a) Montrer que dp, € N* tel que
Pg Pg
ﬂ Kerf ficV, etdonc ﬂKerfi CKerg
i=1 i=1

b) En considérant la fonction F: E — RYPs , montrer qu’il existe ay,--- Qp, €
x = (8 filx), e fp, (%))

R tels que g = Zfﬁl a;fi.

3. Montrer qu’il existe ny € N* tel que E” = vect{fy,---, fy, }-

4. Conclure.

| Exoncice 4.2.6

Soient E et F deux espaces de Banach et T : E — F une application linéaire.Dans la suite E,, veut
dire que E est muni de sa topologie faible et méme chose pour F,,.
1. Montrer que

(1) T: E — F est continue < (2)T:E, — F,, est continue < (3) T : E — F,, est continue .

2. Montrer que T : E,, — F,, est continue — dimIm(T) < .

Gocencice 4.2.7J
Soit (x,), une suite d'un espace de Hilbert H qui converge faiblement vers x € H. Montrer que

(x,), converge <= limsup||x,|| < ||

\EW 428\

nx sixe [O,%]
Dans l'espace C([0,1];R) on considére la suite (f,,),, définie par f,(x) ={-nx+2 sixe %,%] Mon-
0 sixe [%,1]

trer que cette suite converge faiblement mais pas fortement vers 0.

, l
4‘ Gocencice 4.2.9 (Théoréme de Schur) \

Soit (x”), une suite d’éléments de I' qui converge faiblement vers 0.

1. Montrer que Yn €N, limp_,oo xZ =0.
2. En déduire que la suite (x”), converge fortement.

Eocencice 4.2.10 |

Montrer que si (x,), est une suite bornée d’un Banach E telle que f(x,) — 0 pour tout f dans
une partie dense dans E’, alors (x,,),, converge faiblement vers 0. Que peut-on dire si on enléve la
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condition de bornitude?

L

Soit la suite des fonctions f = (f,), définies de R dans R par f,(x) = Vn1[nn+ %]

1. Montrer que f converge simplement vers 0.

2. Montrer que V1, f, € L*(R) et calculer sa norme dans L?(R).

3. Montrer que f converge faiblement dans L?(R) vers 0 mais ne converge pas fortement.
4. Montrer que f converge fortement dans LP(R) pour p € [1,2].

4.3 Topologie faible étoile

Soit E un espace de Banach. Montrer que si (f,), est une suite bornée de E’ telle que f,(x) — 0 pour
tout x dans une partie dense dans E, alors (f,),, converge faiblement* vers 0. Que peut-on dire si on
enléve la condition de bornitude?

Soit E = [*®°. Trouver une suite d’éléments de E’ de normes 1 et qui ne posséde aucune sous suite
convergente pour la topologie faible*. Y-a-il contradiction avec le fait que la boule fermé est compact
pour la topologie faible*? Que peut-on dire sur E?

| Eoncice 43,31

Soient E un espace normé. Montrer que
1.si f : E’ > R est une application linéaire et continue pour la topologie faible* alors

Ax€E,; Yhe E', f(h) = h(x).
2. si H est un hyperplan de E’ fermé pour la topologie faible* alors
AxcE\{0}, dacR, H={hc€E' : h(x)=a).
3. si J de l'exercice 4.1.2 (ou de cours) n'est pas surjective (E est non réflexif) alors il existe des

convexes fermés pour o(E’,E”) qui ne sont pas fermés pour o(E’,E), en particulier o(E",E) &
o(E’,E”) (on a deux types de convexes fermés!).

|
Gecencice 4.3.4 (Banach—Alaoglu—Bourbakm

Soit E un espace de Banach. Montrer que Bgs = {f € E : ||f|lp> < 1} est compact pour la topologie
faible* o(E’,E).
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, |
Gocercice 4.3.5 (Goldstine) \

Soit E un espace de Banach. Montrer que J(Bg) est dense dans Bg» pour la topologie faible* o(E”,E’).

4.4 Réflexivite et separabilité

Montrer qu'un espace de Hilbert est réflexif.

| Cocencice 4.4.2\\

Montrer que les espaces LP avec p €]1,00[ sont réflexifs.

' l%ww 4.4.3\

Soit E un espace réflexif et soit f € E/, montrer que ||f||g- est atteinte (un critére pour montrer qu'n
espace n'est pas réflexif).

sém 4.4.4 i

Soit E un espace normé.

1. Montrer que E’ est séparable implique que E est séparable. que peut-on dire de la réciproque?
Pensez a E = I

2. Montrer que E’ est réflexif si et seulement si que E est réflexif.

3. Montrer que E’ est réflexif séparable si et seulement si que E est réflexif séparable.

_réww 4.45 I\

Soit E un evn réflexif et M un sous espace vectoriel de E. Montrer que M est réflexif
si et seulement si M est fermé.

Eocencice 4.4.6 |

Soit E un espace réflexif. Montrer que tout borné est relativement faiblement compact.

Gacencice 4.4.7’\

Montrer que si E et F sont deux evn isomorphes alors E est réflexif si et seulement si F 1’est aussi.
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, )
‘ Gocencice 4.4.8 (Lemme de Helly) \

Soient E un espace de Banach, fi,---,f, € E’ et sy,---,s, €R.
Montrer que (i)Ve > 0, Ax € E tel que ||x|| < 1et Vi =1--n, |[fi(x)—s;| <e sietseulementsiVt—

Loty €R, X tisil SIS tifill

]ém 4.4.9&

Soit E un espace de Banach. Montrer que E est réflexif siet seulement si Bg est compact pour la
topologie faible o (E,E’).

|

Gocencice 4.4.10 |

Soit E un espace de Banach réflexif. Soit K une partie convexe fermée et bornée de E. Montrer que
K est compact pour la topologie faible o (E,E’).

_Eocefwbce 4.4.141\\

Soit E un espace de Banach réflexif, soit K une partie convexe fermée de E non vide et soit ¢ : K —
] = 00,00] une fonction convexe s.c.i. telle que 1 Z +co et si K est non bornée alors limyy_,, ¢(x) = 0.
Montrer que ¢ atteint son minimum sur K c-a-d 3k € K, ¢(k) = ming ¢.

Soit E un espace de Banach. Montrer que

Bp est métrisable pour la topologie faible* o(E’,E) < E est séparable.

e 4.4.1‘31\

Soit E un espace de Banach tel que E’ est séparable. Montrer que Bg est métrisable pour la topologie
faible o (E,E’).

Soit E un espace de Banach séparable. Montrer que toute suite (f,), bornée dans E’ posseéde une
sous suite convergente pour la topologie o(E’,E).
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Soit E un espace de Banach réflexif. Montrer que toute suite (x,), bornée dans E possede une sous
suite convergente pour la topologie o(E,E’).

_gwwu;e z;.z;.lﬂl

Un espace de Banach E est dit uniformément convexe si Ve > 0,36 > 0 tel que Yx,y € E,

X+ -
Il < LIl < 1, -3l > e = I= 2l <1-.

1. Montrer que tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif.
2. Soit E un espace de Banach uniformément convexe et soit (x,,),, une suite qui converge faiblement

dans E vers x. Montrer que

(x,), converge fortement dans E < limsup||x,|| < ||x]|.
n

4.5 Devoir libre

Montrer que L'([0,1]) nest pas le dual d’un evn (nadmet pas de prédual!). Cet exercice "difficile”
utilise le théoréeme de Krein-Milman.
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LCh. 1 : Théoreme de Hahn-Banach et Théoreme de BaireJ

@W de [excerncice 114

Considérons F l’ensemble des familles libres de X qui contient Ly muni de la relation d’ordre «inclusion » C. On a

(F, ©) est inductif car Ly € F donc F = 0 et si (L;);c; est une famille de F totalement ordonnée (x) alors L def U; L;
est un élément de F qui majore la famille (L;);c;. En effet, soit n € N*, soit ey,---,e, € L et soit ay,---,a, € K tels que
ajep+--+aye, =0.

Pour k € {1,...,n}, il existe iy € I tel que ¢; € L; et par une récurrence finie et ’hypothese () , il existe iy € I tel que
LjU---L; CL; doncey,--,e, €L ainsi a; =--- = a, =0, ceci prouve que (F, C) est inductif.

Le lemme de Zorn affirme l'existence d’un élément maximale B de (F, C). Supposons que Vectx(B) # X donc il existe
f eXtel que f ¢ Vectg(B), ce qui donne B C BU{f} € F ce qui absurde part conséquent Vectg(B) = X et par suite 5 est
une base de X contenant L. O

Qm%é de Vemencice 112

Considérons F I'ensemble des sous espaces vectoriels Z de E tels que ZNV = {0} muni de la relation d’ordre «inclusion »
C.Ona (F, C)estinductif car {0} € F donc F = 0 et si (Z;);¢ est une famille de F totalement ordonnée (*) alors Z def U; Z;
est un élément de F qui majore la famille (Z;);¢;. En effet, il reste seulement a vérifier que Z est un sous espace vectoriel
de E : soit x,y € Z et a,p € K, donc il existe ix,iy €l tels que x € Z,-X etye Ziy mais I’hypotheése () assure 'existence de
ig € {ix iy} tel que Z; U Ziy C Z;, donc ax + By € Z;, C Z. D’apres le lemme de Zorn, il existe un élément maximale W de
(F, ©). Supposons que V + W = E alors il existe x € E tel que xo ¢ V + W, ceci donne W ¢ W + Rxy € F ce qui contredit
le fait que W est maximal. Ainsi W@ V =E. g

‘ Cornigé de Verencice 1.3 ‘

1. Soient P = Y ja;X" et Q = Yo b;X' dans A avec a, < 0,b,, < 0 et soit t € [0,1]. Donc le coefficient dominant de

(1 -1t)P +tQ est dans I’ensemble {(1 — t)a,,tb,,(1 —t)a, + tb,} C] —o00,0[ d’ou (1 —t)P + tQ € A et donc A est convexe.

Soient P=) ", a;X'et Q= Yo b; X' dans B avec a; > 0,b; > 0 et soit t € [0,1]. Puisque (1 —t)a; + tb; >0, (1-t)P +tQ =
o ((1 —t)a; + tbi) X' € B. Ce qui montre que B est aussi convexe.

2. Soit f une forme linéaire sur E et a un réel tels que VP € A,YQ € B, f(P) < a < f(Q). Puisque 0 € B, on a a < 0. Soit

e>0etneNdonc —eX" + X" € Aainsi f(—eX™! +X") < 0lalinéarité de f nous donne 0 < f(X") < ef(X"*!). Tendons

& — 0% pour obtenir f(X")= 0. La linéarité encore nous permet de dire que f est nulle. ad

Qm%é de [excerncice 114

1) Soit f; € E tel que f; = 0 ( fi existe car dimE = o0), posons e; = ”;ﬁ Supposons ey, ---,e, donnés dans E tels que
ller]l = ---lleq]l = 1 et {eq,eq,- - ,e,} est libre. Soit f,,; € E tel que f,,1 € Vect{ej,ey,---,e,} (existe car dimE = o) et notons
ent+1 = ”{c:ﬁl onallerll=---llell = llens1ll =1 et {e1,e2, -+ €,€441} est libre.

On a ainsi construit, par récurrence, une suite libre (e,,),cn- telle que Vn € N*, |le, || = 1.

Posons V = Vect{e,; n € N*} et soit g la forme linéaire sur V telle que Vn € N, g(e,) = n. Soit W un sous espace vectoriel
de E tel que V@ W =E et soit f la forme linéaire sur E définie par

f: VoW — K
v+w +—  g(v).

Si f est continue alors il existe C € N* tel que Vx € E; |f(x)| < Cl|x|| en particulier pour x = ec 1, ona VC+1 < C, ce qui
absurde. Ainsi f n’est pas continue.

2) Fixons f une forme linéaire sur E non continue et posons A = (f < 0) et B=(f > 0), on a A et B sont convexes et
vérifient ANB =0,AUB = E. Il reste a montrer que A et B sont denses, pour cela on considére H = (f = 0) et supposons
que H # E donc il existe & une forme linéaire continue non nulle qui s’annule sur H (théoréme de Hahn-Banach deuxiéme
forme géométrique). Soit xg € (h=0), on a f(xy) = 0.

Soit x e Edoncy =x— ff((;o)) X9 € H donc h(x) = ff((;;)) h(xg) ainsi f =

i((ig; h et donc f continue, absurde. Par conséquent H
est dense dans E.

D’autre part, soit x, € (f = a) et x € E, donc la densité de (f = 0) dans E assure 'existence d’une suite (y,,), qui converge
vers x — x, donc (x, +v,), est une suite d’éléments de (f = @) qui converge vers x. ainsi on a montrer que (f = a) est
dense dans E. Puisque (f =0) CAet (f =1) C B, alors A et B sont denses dans E.

3) Supposons qu'on peut séparer A et B avec un hyperplan fermé, donc il existe une forme linéaire h continue non nulle

et il existe un réel a tels que Yx e A et Vy € B, on a h(x) < a < h(p).
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Soit z € E, il existe deux suites (x,), et (v,), qui convergent vers z telles que Vn, x, € A et v, € B. Ainsi ¥n, h(x,) < a <
h(v,) la continuité de h donne h(z) = a et pour z=0on a a = 0 c-a-d h est nulle ce qui contredit les hypothéses sur 4. On
conclut qu’on ne peut pas séparer A et B. O

@m%e de [excerncice 115

i. Notons F ’ensemble des parties fermées non vides G de K telle que f(G) C G muni de l'ordre D.
On a (F, D) est inductif :

puisque K € F donc F = 0 et si (G;); est une chaine de F alors G &t (; G; est un élément de F qui majore pour D
et minore pour C la famille (G;); car I'intersection quelconque de fermés est un fermé donc G est fermé, G C G; donc
f(G) C f(G;) C G; ce qui donne f(G) C G. il reste a montrer que G # 0, supposons le contraire donc K = [ J; G or les G;
sont des ouverts de K et ce dernier est compact donc il existe n € N* et il existe iy,---,i, tels que K = Gfl U---u Gi‘n mais
les G; sont totalement ordonnés donc il existe iy tel que G;, C G;, (1-+-(1G;, = 0 absurde puisque G;, est dans F donc
non vide. On vient de montrer que G € F et par suite (F, D) est inductif.

Soit F un élément maximal de (F, D) (I'existence est assurée par le lemme de Zorn) et ce dernier répond a notre question.
ii. Soit x € F. Notons G, = {f"(x); n>p}, ona G, C F car x € F et donc G, C F (F est fermé) et f(G,) = Gp11 C G,
la continuité de f nous donne f(F,) C F,. Par la minimalité (pour C) de F, nous obtenons F, = F et donc x € F =

Mp{f™(x); n>p} ('ensemble des valeurs d’adhérences). Puisque on a une topologie métrique x st limite d’une sous
suite de (f"(x)),.
O

ﬁw%ékﬂwymwidé

Considérons
Fap) ={K CE tel que K convexe, ACK et KNB =0}

muni de la relation d’ordre «inclusion » C. On a F4p) # @ car A € F4 p) et si (K;); est une chaine de (F4 p), C) alors il
est facile de voir |U; K; € Fa p). Donc (F4,p), C) est inductif et d’apres le lemme de Zorn (F4,p), C) admet un élément
maximal C.

De méme soit D un élément maximal de (Fg ), C).

On a C,D sont convexes, AC C, BC D et CND = 0. Il reste a montrer que CUD = E, supposons le contraire donc il existe
zeEtelquezeg CUD.

Posons C’ = co(C U {z}) et D’ = co(D U{z}) (co(A) est I'enveloppe convexe de A) qui sont deux convexes contenant respec-
tivement et strictement C et D. Donc C’ & F4 p) et D’ & F ) ce qui donne C'ND =@ et D'NC = . Donc il existe d € D,
il existe a €]0,1] et il existe ¢’ € C tels que d = (1 — a)c’ + az. De méme il existe ¢ € C, il existe f €]0,1] et il existe d’ € D
tels que c = (1 - B)d’ + Bz.

On obtient &0=Ald+pd _ p(l-ajc’+ac

Fra—ap = Pra-ap € DNC =0. Absurde, ainsi CUD =E. O

ﬁw%é&QwEUw147

1. v'G est un sous espace vectoriel de E et g est linéaire.
Soit x,y € E et t € R alors

X0+ 19g) + o+ + (X1 + 0, , ) oty
lim (x0 +199) (Xn-1 +1Pn-1) _ lim ot 1im 2 Yn—1
n—+o0o n n—+oco n n—+o0o n

Xg+ -+ Xy1

=g(x)+tg(»).

VV¥x e G, g(x) < p(x).
Soit x = (x,,),, € G. Soit m € N, on a

Xo+ e+ Xy

x)= lim
g(x)= lim ”
Xt Xy L XXy
= lim 20T T Amol iy 2T T el
n—+oo n n—+oo n
=0
. on—m
<supx, lim
n>m n—+oo n
~———

=1

v'p est sous linéaire sur E.
i. Soit t > 0 et x € E, alors
p(tx) = infsup(tx,) = tinfsup(x,) = tg(x).
" opzn " opzn
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ii. Soit x,y € E,onaVneN,¥p>n,
Xp+Yp S SUPX;j+supy;

j=zn j=n

prenons le sup sur p > n et tendons ensuite n — +oco, pour obtenir p(x +y) < p(x) + p(p).

2.0na

Foeed 1 . . /
W = ; (% — xO) —p—to0 0 puisque la suite (xn)n est bornée.

3. D’apres le théoréme de Hahn-Banach, il existe une application linéaire définie sur E a valeurs dans R qui prolonge g
et vérifiant f < p sur E. De plus la question 2. affirme que z—xe Get f(z—x) = g(z—x) =0, ainsi f(z) = f(x) c-a-d f est
stable par translation a droite.

D’autre part, f(—x) < p(—x) donc f(x) > —p(—x) = liminf, x,,. g
Remarque :

v'Silim, x, =1 alors x = (x,), € Get f(x)=g(x) =1

Vx=((-1)"),e GCEet f(x)=0.

(em%é de Vemcencice 118

Considérons la fonction
Rn+1

= ()1 (x), - hu(x))

def (1,0,---,0) & f(X) donc il existe w = (wo,wy,---,w,) € R*" tel que

f X
x

On a f(X) est sous espace vectoriel de R!*" et a
VxeX

(w,f (%)) <(w,a) = wo.
En mettant x = 0, on obtient wy > 0. En prenant ¢x a la place de x puis tendons t — 0" pour obtenir {(w,f(x)) < 0 et avec
—x a la place de x on a (w,f (x)) = 0. par conséquent

p=) A
i=1

W

ou /\1‘: wo”

(emmﬁe de [ercerncice 119

On a A est un sous espace vectoriel de E et B est un singleton donc ils sont convexes. On a A(\ B =0 car f; n’est pas un
polyndme.

Supposons qu’on peut séparer A et B au sens large. donc il existe une forme linéaire continue non nulle / et un réel o
tels que VP € A, h(P) < a < h(fy).

Soit Pe Aett>0,on a h(tP) < @ donc h(P) < % Tendons t — 0% pour avoir h(P) < 0 et en prenant —P au lieu de P, on
retrouve h(P) = 0 c-a-d h s’annule sur A (et continue non nulle sur E).

Soit f € E telle que h(f) > 0. Donc

VPeA, 0<h(f)=h(f-P)<Ihl [If =Pl

D’ou

B inf{lf - Pll; P eA)>0.
Or le théoréme de Weierstrass (voir un cours de topologie ou le td de topologie en S5) assure I’existence d’un polyndome
Q tel que ||f — Qlle < B, ce qui est absurde.

‘ On ne peut pas séparer A et B au sens large ‘

ﬁymgé de [excerncice 1410

1) On a Ay et B sont deux sous espaces vectoriel de /1.
Soit (x¥); une suite d’éléments de A, qui converge vers x dans I'. Donc Y %, |xk - x,| = 0 quand k — oo, en particulier
VneN, xp, = kh—{goxén =0 donc x € A et par suite A est fermé.

D’autre part, Soit (x¥); une suite d’éléments de B qui converge vers x dans I'. Donc Yo |xk —x,| = 0 quand k — oo, en

particulier Vn e N*, x,, = klim xgn =27 klim x’z‘nfl =27"x,,_1 donc x € B et par suite B est fermé.
—00 —>00
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Montrons maintenant que ' = A + B. Pour cela on considére la suite d’éléments (&)« définie par

k 1 sin= k
e, = .
0 sinon

Soit x = (x,,) e €11, on a ||x — Z;{J:l xpe|ly < Z;":pﬂ |x,,] = 0 quand g — 0. Ce qui prouve que

I = Vect{ek; ke N*).

11 suffit donc de montrer que Yk € N*, ek e Ay + B.

k
Or si k est impair alors ek € Ay C Ay + B et si k est pair alors ek = b —22 ef~1 avec
k
22 sin=k-1
bn = ]. Si n= k
0 sinon

OnabeBet —2§ek‘1A0 donc ek € Ay +B.
2) Supposons que ¢ € Ay + B alors il existe a € Ay et b € B tels que ¢ = a+b donc Vn € N*, 27" = by, = 27"b,, 1 d’ou
by,_1 = 1 qui ne converge pas vers 0 ce qui absurde puisque b € I!.

x€ANB = x+ceAyetxeB
= VneN5 x, +27"=0et x3, =27 "x9,1
—= Vne N*} Xop—1 = -1
= xell.
D'ou ANB=0.
3) Supposons qu’on peut séparer au sens large A et B par un hyperplan affine fermé, donc ile existe une forme linéaire
continue non nulle 4 sur 1! et un réel « tels que Yae Ay, YbeB,

h(a) - h(c) < a < h(b).

Mais B est un sous espace vectoriel de I! donc h s’annule sur B et par suite Yz € Ay, h(z) < h(c) d’ou h s’annule aussi sur
Ay car Ag est aussi un sous espace vectoriel de I'. Ainsi on a & s’annule sur A, + B et ce dernier est dense dans /! et grace
a la continuité, h s’annule sur ' absurde. On conclut qu’on ne peut pas séparer au sens large A et B par un hyperplan
affine fermé.

ad
€ornige de Vexcencice 1441
Prenons la fonction
g: Rx{0} — R
(x,0) +— «x
On a g linéaire (continue!) et ||g|| = 1. Soit
fi: RxR — R
(xy) +— x+yp
et
fo: RxR — R
(xy) — x-v
On a fj et f, deux applications linéaires qui prolongent g et telles que [|f1]| = |2l = l|gll = 1 (avec la norme [|(x,p)|l; = |x|+|y]
sur R xR).
O

Qymgé de [excerncice 14119

Soit (e, ,e,) une famille libre de E. Notons V = Vect(ey,---,e,). Soit g; la forme linéaire (continue!) sur V définie par

gi: \% — K
11€1+"'+/\n€n —> /\i
Soit f; un prolongement de g; a E tel que [|g;]| = ||f;]| (qui existe d’aprés le théoréme de Hahn-Banach).
Soit a1, ,a, € Ktel que ay fi+---+a, f, =0=0p. Soiti € {l,---,n},on a (a; f +---+a, f,)(e;) = 0p(e;) = Og donc
a; = 0g. Ainsi (fi,---,f,) est une famille libre de E’.

On en déduit que‘ sidimE = oo alors dimE’ = co.

O
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@@mﬁé de [ercerncice 14143

=) : Soit (f,), une suite de Cauchy de L(E;F). Soit x € E, alors (f,(x)), est une suite de Cauchy de F. Puisque F est de
Banach, il existe un élément f(x) de F tel que la suite (f,(x)), converge vers f(x). On obtient ainsi une application de E
dans F qui limite simple de (f,(x)),. L'unicité de la limite et la linéarité de f, nous donne f est linéaire.

Soit s >0, soit Ny € N tel que VYn,m > Ny, Yy €E ||f,(v) — f(¥)ll < €llyll. En tendant m — oo, on obtient ¥Yn > Ny, Yy €E

(@)= F@II < ellyll et Yy €ENf @I < (fi, I+l
Donc f est continue c-a-d f € L(E;F) et la suite (f,,), converge vers f dans L(E; F).

<):Soitec E\{0}et g€ E’ def L(E;R) tel que ||g]| = g(e) = 1.
Soit (,), une suite de Cauchy de F et considérons la suite des fonctions
fu: E — F
x = g(x) vy
Soit € > 0 donc il existe Ny € N telle que ¥n,m > Ny, ||y, — vl < €. Soit x € E donc

11/ () = fin ()| = N8 C)MllYn = 9mll < ellxl

d’oul (f,), est une suite de Cauchy de L(E; F) donc elle converge vers un élément f de L(E; F), en particulier (y,), converge
vers f(e) dans F. a

@m%e de [excerncice 1414

0) Soit (A, <) bien ordonné, soient x,y € A donc {x,y} est une partie de A non vide donc admet un plus petit élément,
deux cas se présentent x est le plus petit élément de {x,y} et dans ce cas x < y sinon p est le plus petit élément de {x,y}
est donc y < x. Ainsi tous les éléments de A sont comparables c-a-d (4, <) est totalement ordonnée.

1) Pour A € C, notons My = {x € X\ Atel que Va e A, a < x}. On a My # 0 sinon tout majorant de A appartient a A.
Soit m un majorant de A, qui existe puisque X est inductif, donc m est un élément maximale de X ce qui contredit les
hypotheses.

D’autre part, d’apres ’axiome du choix, il existe une fonction (choix) f : P(X) — X telle que

VY e P(X)\{0}, f(Y)eY.

Posons h : C — X définie par h(A) = f(M,) cette derniere répond a la question 1).

2) Soit A € C et x € A. Soit C une partie de AU {h(A)} non vide. Selon que C N A est vide ou non, on a min C existe et vaut
h(A) ou min(C N A) donc AU {h(A)} € C. Pour le deuxiéme ensemble, il suffit de voir que {t € A tel que t < x} C A.

3) Soit A une h-chaine, on a d’apres 2), AU {h(A)} € C. Soit x € AU {h(A)}, on a

{te AU{h(A)} tel que t <x} ={t € A tel que t < x}

et vaut A si x = h(A).
D’ou h({t € AU{h(A)} tel que t < x}) = x et par suite AU {h(A)} une h-chaine.

4) Soit § = def {S € AN Btel que S est un segment initial de AU B}. Posons C = |JS = [Jgee S- On a C est le plus grand

élément de (C, C)! et donc c’est segment initial de A et aussi de B.

Supposons C = A et C = Balors A\C =0 et B\ C =0, posons donc a=min(A\C) et b =min(B\ C) qui existent puisque
A et B sont bien ordonnés par définition de h-chaine .

OnaC={xecAtelquex <a} ={y € Btel quey < b} car, soit x € C donc x € A et si on n'a pas x < a alors a < x
puisque A est totalement ordonnée et donc a € C puisque C est un segment initial de A ce qui contredit la définition
de a ainsi C C {x € A tel que x < a}. Réciproquement, soit x € A tel que x < g, par définition de 4, on a x € C. D’ou
C ={x e Atel que x < a} de méme C = {y € Btel que y < b}. Or A et B sont deux h-chaines alors a = h(C) = b et donc

¥ cufa)cAanB.
SoitseC’ette AUBtelsque t <s.SiseCalorsteCcC’,sinons=a=bdonc

te{xeAtelquex<ajU{yeBtelquey<b}=CcC’

d’ou C’ € S et par suite C’ € C donc a € C. Absurde.
On vient de montrer que C = A ou C = B, d’ou A est segment initial de B ou B est un segment initial de A.

5) Soit H l’ensemble des h-chaines de X et notons H def (UH,ona H e€C (car H CC). Soit x € H donc il existe A € H tel
que x € Adonc x = h({t € A tel que t <x}). On a aussi {t € A tel que t <x} C {t € H tel que t < x} car A C H. Supposons que
{te Atel que t <x} = {t € H tel que t <x} alors il existe ty € X tel que ty € H,ty ¢ A et ty < x. Soit B € H tel que t; € B.
D’apres la question 2), A est un segment initial de B (on ne peut pas avoir l'autre cas car B ¢ A) et donc ty € A car x € A.
Absurde et par conséquent {t € A tel que t < x} = {t € H tel que t < x} et donc x = h({t € H tel que t < x}), ce qui montre
que H est une h- chaine c-a-d H=JH e H.

6) Considérons H ¥ Hy {h(H)} qui est une h-chaine donc inclut dans H c-a-d h(H) € H ce qui contredit la définition de
la fonction h.
Conclusion (Lemme de Zorn) :
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‘ Tout ensemble ordonné non vide inductif admet un élément maximal.

(em%e de [excerncice 1.24

t sit#x . N
Fixons x € R. Soit t € R et la suite (t,), définie par ¢, 1 . . On a la suite (t,), est a valeurs dans U, et
X+ i sinon

converge vers t. Donc U, est un ouvert dense dans R.

SoitteR, teNer Uy = teU; = t=t. Ainsi Nyeg U, = 0.

On a Nyeg Uy =0 = R. Ici on ne peut pas appliquer le théoréme de Baire car I'ensemble des indices R n’est pas dénom-
brable. a

(Qonm%e de [excerncice 1.2.9

Soit n € N, On F,, est sous espace vectoriel de dimension # + 1 de E donc il est fermé (voir cours d’AF chapitre 2).

Supposons que F,, = 0, alors il existe Py, il existe r > 0 tels que B(Py,r) C F,, en particulier Py + %x”” € F,,. Absurde, donc

o] [e] o
F, = 0. Par conséquent (E,||-||o,) est un exemple d’espace vectoriel normé qui n’est pas de Baire, sinon E = E = | e F;, = 0
ce qui est incorrect et donc (E,|| - ||o,) n'est ni complet ni localement compact... O

(esnm%e de [excerncice 1.2.3

Voir aussi le cours.
1) Pour k,p € N*, Posons Fy , = ﬂn,ngp {x eI tel que |f,(x)— fu(x }. On ales Fy , sont fermé ( car les fn sont continues)

etl = Up Fy,p puisque (f;), converge simplement vers f. Mais I est un espace de Baire! Donc () = Up Fk,p est un ouvert
dense dans I. De nouveau I est de Baire, nous obtenons () = ("), y est un G(s, dense dans I.

Soit x € Q, soit € > 0, soit k, eN*telquek <3et501tpéxEN*telquexEFk pxdEfV

Soit t € V alors Vn,m = p, ., |fu(t) = fiu(t)| < §. En faisant m — oo, nous obtenons |fp,..(£)— f ()| < 5. Mais f,,_ _ est continue
en x donc il existe un voisinage W de x tel que Vt € W,|f, (t)=f, (x)|<5
Posons U = VN W, ona U est un voisinage de x tel que VieU

lf(£) = f(x)] < |f(t)_fp&x(t)| + |fp5,x(t)_fp” + |fpéx -fx)l<e.

Conclusion‘ f est continue sur QO un G5 dense dans I.

2)Si f est dérivable alors elle est continue et la fonction dérivée f’ et la limite de la suite des fonctions continues (f,,),
defmles par f,(x)=n(f(0OV (x+ < )/\ 1) - f(x)) et d’apres la question 1),

’ f’ est continue sur un G4 dense dans I. ‘

%mgé de Vemencice 1.9 4

Supposons que Q est un G4 de R, donc il existe une suite d’ouverts (U,), de R telle que Q =, U,;, donc

2=UuiUUw

q€Q

Or R est de Baire, et U5 = {q} = 0. Absurde, ainsi Q n’est un G5 de R
Soit f : R — R une fonction et C C R 'ensemble des points ou f est continue. Soit x € C et n € N* donc il existe un
voisinage ouvert de x Un, tel que t € U" = d(f(y),f(x)) < ,ll OnaC=nN,Uyc U} est G5 de R. Donc C = Q. a

Qm% de [excerncice 125

Soit € > 0, puisque f est continue, on a Vp €N,

F, % ﬂ{a >0 tel que |f(na) < e }

nzp

est fermé de [0, + oo[. De plus Ya >0, lim,,_,, f(na) = 0 donc [0, + oo[= [, F), ainsi il existe pg € N tel que F) = 0. Soit
a,b €]0, + oof tel que a < b et [a,b] C Fp . Posons A = (pg + %)u, alors ¥x > A, 7 € [a,b] C F,  avec n = |7] < pg, dou
If Gl =1f (n3)le.

Par conséquent ‘ lim,_,, f(x)=0. ‘ a
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@@mﬁé de [excerncice 126

1) Soit 'application linéaire bijective suivante

f: R" — F,
(X1, ,x,) +— xpeq1+---+x,e,

OnaVx=(xq,-,x,) €R",
I1f (o)ll < max]ac;| maxleif] < Milxdleo,

ainsi f est continue. En particulier

g: R*" — R
(x1,--,%,) > llxre; +---+x,e,ll

est continue. Soit § = {x € R" tel que ||x|]|, = 1}, on a S est un compact de R", donc g(S) est compact de R}, d’ou

o min g(S) > 0. Soit y € F,, \ {0} donc il existe un unique A = (Ay,---,A,) € R" \ {Ogn} tel que y = Ayey +---+ A,e,, d'ou
W A €S et par suite ||f(w A)|| = a donc

1
-1 -
1 @l < Il

d’ou la continuité de la fonction réciproque f~! donc f est une fonction fermée. Ce qui montre en particulier que

’ F, = f(R") est fermé ‘ (et I’équivalence des normes sur un espace vectoriel de dimension finie)!

Supposons que F,, # 0 alors il existe x( € F,, et un réel r > 0 tels que B(x(,r) C F,, donc

,
o+=———e, 1 €F
el "

d’ou e, € F,,. Absurde, car L = {e,,, n € N*} une famille libre, ce qui prouve que ‘ F,, est d’intérieur vide.

2) Supposons que E admet une base dénombrable B = {e,, n € N*}, alors E = | J,, F,, et puisque E est un espace de Banach

il est de Baire ce qui donne E = E =, F,, = 0. Absurde, donc E ne posséde pas une base algébrique dénombrable.
Pour R[X] qui est un espace vectoriel qui posséde une base dénombrable ne peut pas étre muni d’'une norme qui le rend
complet. !

ﬁmﬁé de Vemencice 197

1) Notons g,: [0,1] — [-o0,0] et f,: [01] — [-00,0]
x +— log|x—x,| X — Zi:o %gn(x)
On a donc f = lim, f, = inf, f,, d'ou (f <c) = U,(f, <c). Ainsi si les f, sont scs alors f l'est aussi en particulier f est
borélienne.
D’autre part, si h et h sont scs et a valeurs dans [-00,0] alors h + h est scs, car

(h+h<c)= U (f<q)n(g<g-c)).
q€Q

De plus si @ > 0 alors ah est aussi scs ((ah <c)=(h< %))
Or (g, <c¢) =]x, —e,x,, +€°[N[0,1], donc g, est scs. En déduit que f, sont scs et donc f est scs.
2)Ona{x,; neN}CP=(f =-00)=gen (f <—k)donc P est un G5 dense dans [0,1].

D’autre part,
1 1 ©
[ronae= | rerar=) s,
0 0 n=0

def 1 .
avec a, = —IO log|t — x,,| dt, mais

Xy 1—xy
a,,:—(j log(—t+xn)dt+f log (t —x,) dt) (J logtdt+J- logtdt)
0 Xy 0
Xy 1-x,
:—(J. (tlogt—t) dt+J. (tlogt—t)'dt): 1-x,logx, — (1 -x,)log(1 —x,) € [0,1+2¢].
0 0

Donc 1 1 !
A(f = —o0) :liin)\(f < —k) :lilgnJ; 1(f<,k)(t) dt < EJ; If ()] dt = 0.
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Ainsi P est de mesure de Lebesgue nulle.

3) Supposons que P est dénombrable donc il existe une suite (p,), telle que P = {p,; ne N}
def

Ona,pourneN, 09, = (f <-n) pn} est un ouvert dense dans [0,1] (car pour tout x € [0,1], il existe a;,by € {x,; n € N}
tels que x — % <ap <x<bpg<x + ). Or [0,1] est complet donc il est de Baire, d'ou (1,0, est dense dans [0,1], mais
x€ (), 0, implique ¥Yn, f(x) <-n et x#p, donc x € P et Vn, x # p,,. Absurde, P n’est pas dénombrable. g

Qwugé de [excerncice 1.2.8

1) Montrons que F,, =C\ ©, est un fermé de C. Soit (f,), une suite d’éléments de F,, qui converge vers f dans C.
Or, pour p €N, il existe xp € [0,1] tel que Yy €[0,1]

1
|y_xp| < E = pr(})) _fp(xp)l < nly_xp|‘

La compacité de [0,1] nous assure l’existence de x € [0,1] et d’une application ¢ : N — N strictement croissante tels que
x(P(k) — X

Soit y € [0,1] tel que [y — x| < % donc il existe kg € N tel que Yk > ko on a [y —xp(x) < %

D’ou, Yk > kg,

If @)= FEN<IF®) = fo i @+ o) @) = foi) KXo + o) Xpm) = F (o)l + 1 (Xpx)) = f ()]
< ﬂl}f = Xp()| + 2l fpk) = flloo +1f (Xp k) = £ (x)]

Tendons k — oo, pour obtenir |f(y) — f(x)| < nly — x| et donc f € F,, ainsi F, est fermé et par suite 6,, est un ouvert de C.
2) (i) Si k, = 0 on a yY € [0,1] d’aprés le choix de I'entier N qui est supérieur a 47. Pour le cas kY > 1, on a yY >
0et Ny < Nx < N donc Y €0,1].

(i7)

Cas1:kN =0et Nxe[0,7]:

INx-NyN|= Ny - Nx=2m+3 57— Nxe[rc+ 0,270+ 3 n]c[ 70, 47]

Cas 2: kY =0 et Nx €], 27| :

INx - NyN|=NyN - Nx=2r+ 271 Nxe[ O, 70+ n]C[znAn]

Cas 3: kN #0et Nx e [2kNm,2kNmt + 7] -

INx—=NyN|=Nx-NyN =Nx-2(kN - 1)n - 3m e [2n - 3n,3n - 3n] C [m,4n]

Cas 4: kN # 0 et Nx €]2kN 7w + 70, 2kN e + 27 :

INx—=NyN|=Nx-NyN =Nx-2(kN - 1)n - Sm € [3n - $mdn - in] C [37,4n]

(iii) On a si sin(Nx) > 0 alors sin(NyY) = —1 et si sin(Nx) < 0 alors sin(NyY) = 1. Donc

|sin(Nx) —sin(Nyi\])l =|sin(Nx)[+1 > 1.

3) Soit N > 47 donc il existe pY €[0,1] tel que 7 < [yN — x| < 4W”th et |sin(Nx) —sin(NyN)| > 1.

D’autre part f est continue sur le compact [0,1] alors elle est uniformément continue d’aprés le théoréeme de Heine.
Donc il existe 1 > 0 tel que Vi,s € [O 1, [t=s|<n = |f(t)-f(s)| < 5.

Prenons N un entier tel que N >4 rdn(n+1).

1
Donc

v

N
—x| > nlyy —x|.

|(f (x) + arsin(Nx) = (f (37) + asin(Ny )l = a = 1f (x) - F )] =

Ainsi, Pour N assez grand x — f(x)+ asin(Nx) est un élément de O,,.

4) Soit f € C, soit n € N*. d’apres la question précédente, il existe N” € N tel que la fonction f,, : x — f(x)+ + s1n(N” ) soit
dans 0,,. Mais la fonction sinus est bornée, donc la suite (f,), converge vers f dans C c-a-d umformement

D’ou la densité de ©,, dans C.

5) Puisque C est un espace de Banach alors c’est un espace de Baire, donc Q det M, ©, est dense dans C.
Soit f € (), soit x € [0,1], donc Vn € N* il existe y,, € [0,1] tel que |x;’| < % et |f(x)—f(@")| > nlx—y"| donc " # x, lim, p" = x

et lim |f)—y

X—
Ainsi

Nao
T

| = co. donc f n’est pas dérivable en x.

‘ Q c {f €C tel que f n’est nulle part dérivable} est dense dans (C,|| - ||o,) (il est méme résiduel). ‘
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Q@mﬁé de [excerncice 1.34

i. On sait que (R, +,-) est R-espace vectoriel et que Q est un sous corps de R donc (R, +,-) est Q-espace vectoriel. Soit
a+bV2,a’ +b'V2 €E et a,peQ,ona

ala+bV2)+ B(a +b'V2) = (aa+ pa’) + (ab+ Bb’)V2 € E donc (E, +,-) est un sous espace vectoriel de Q-espace vectoriel
(R, +,-) et par suite (E, +,-) est un Q-espace vectoriel.

Remarquons qu’on peut aussi vérifier les 8 axiomes d’espaces vectoriels, c’est facile mais c’est long.

D’autre part, le couple (1,V2) est une famille génératrice de E (par définition) et pour montrer qu’il est libre on utilise
le fait que V2 ¢ Q. Ainsi E est Q-espace vectoriel de dimension 2.

ii.a)Soitx=a+bV2€EetleQ,ona

No(Ax) =[Ax| = |A[Ny(x) et Ny (Ax) = max{|Aal,|Abl} = [A] max{|al,|[b|}[ AN} (x).

b) Soitx=a+bV2cE,ona

No(x)=0 = |x|=0 = x=0et Nj(x) =0 = max{la|,|b]} =0 = |a|=|b]=0 = x=0.

¢)Soit x =a+bV2,x’=a’+b'V2 € E,on a Ny(x+x’) = |x+x'] < |x|+|x’| = No(x)+ No(x") et Ny (x+x) = max{la+a’|,|b+b’|} <
max{|al,|b|} + max{|a’|,|b’|} car |a + a’| < |a| + |a’| < max{|al,|b|} + max{|a’|,|b’|} et |b+ b’| < |b| +|b’| < max{|al,|b|} + max{|a’|,|b’|}.
On conclut que Ny et N; sont deux normes sur le Q-espace vectoriel E.

iii.OnaVx=a+bV2€eE, No(x) =|a+bV2| <lal +b]V2 < (1+ \/5) max{|al,|b|} < 4N;(x).

Supposons que Ny et Ny sont deux normes équivalentes, alors il existe un réel C > 0 tel que

Vx € E, Ni(x) < CNy(x) = |x].

OrVx=a+bV2,x =a’+b’'V2€E,onaxx' = (aa’ +2bb’) + (ab’ + u’b)\/i cE.

Soit la suite ((a,,,b,)),en telle que VY € N, (-1 + V2)" = —a, + b, V2. On a (a;,by) = (1,1) et Yn € N*, (a,41,bp41) =
(a, +2b,,a, +b,). Ainsi, par récurrence, on obtient Vn e N*, a,,b,, e N* et a, > b,,.

On obtient donc ¥n € N*, a,, < C(V2 - 1)". Choisissons n, tel que C(V2-1)" <1 donc ay, = 0 ce qui absurde.

On conclut que

‘ Les deux normes ne sont pas équivalentes. Attention donc au corps associé a 'espace vectoriel. ‘

%mgé de Vemencice 1.3.2

Soit x = (x,),>1 €1, 0ona

(=) (1-2"x, <Y (=27l < Y el = .
n=0 n=0 n=0

Donc f est continue et ||f]| < 1
D’autre part, soit k € N* et xk = (x’,ﬁ)n% e I définie par

k {1 Si n= k
X = .
0 sinon.

On obtient donc

=278 = £ () <IN = £
En tendant k — oo, on trouve supyy,=; f(x)=[fll=1.
Supposons qu'’il existe a € I! tel que ||al|; = 1 et f(a) = 1 alors

:i(l_Z_n)angi(l |an| i la,| = 1.
n=0 n=0 n=0

Donc ) ;25 27" |a,] = 0 ce qui donne a = Oj1 et ||al|; = 1 absurde. Ce qui prouve que le sup dans la définition de ||f|| nest

pas atteint en général.
O

Qwuﬁé de [excerncice 1.3.3

1) a) p(0) = inf{s > 0; 10 € C}=inf]0, + co[=0.

b) Soit A > 0 et x € E, supposons que p(Ax) > Ap(x) donc il existe s > 0 tel que %x €Cets< p(jx), ainsi %/\x € C par suite
p(Ax) < As < p(Ax) ce qui est absurde et par conséquent p(Ax) < Ap(x). Mais aussi on a p(x) = p(%)\x) < %p(/\x). Ce qui
montre p(Ax) = Ap(x).
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c) Supposons que C est borné par un réel K c-a-d Vx € C, ||x|| < K.

Soit x € E \ {0} tel que p(x) = 0, donc Ve > 0 il existe s €]0,¢][ tel que %x € C d’ou ||x]| < €K tendons ¢ — 0% pour obtenir
0

x=0.

2) Cc(p<1): Soit x € C donc il existe r €]0,1] tel que B(x,r) c C d’ou (1 — m) x € C ce qui prouve que p(x) <

<1

1
1= 3
(p<1)cC:Soit x € (p <1)doncil existe s €]0,1] tel que %x € C et puisque 0 € C et C convexeona x = (1 —s)O+s(%x) eC.
Cc(p<1):Soit x € C donc p(x) = 1 par définition de p.
(p <1) c C : Supposons le contraire donc il existe x € (p < 1) tel que x  C donc p(x) = 1 (sinon voir deuxiéme cas). Donc
pour k € N, il existe s € [1,1 + %] tel que % x € C. Un passage a la limite permet d’écrire xC, absurde.
3) Soit x,y € E et supposons que p(x +v) > p(x) + p(y) donc en particulier p(x) et p(y) sont finis. Soit € > 0 arbitraire;
On a l'existence de s € [p(x),p(x) + ] NR* et t € [p(v),p(v) + ] NR* tels que %x eCet %y € C. puisque C est convexe on a

1 t 1

X)+ m(;})) eC.

1 S
- + - — (—
s+ t(x y) s+ t( s
Ainsi p(x+v) <s+t < p(x)+p(y) + 2¢. En tendant € vers 0, on obtient une contradiction.

4) Soit r > tel que B(0,r) c C. Soit x € E\ {0}, on a ﬁx € C donc p(x) < %llxll (cette inégalité est triviale pour x = 0), on

prend donc M = % (remarquons que Yx, p(x) < +o0).
Soit x,p € E, d'aprés 3) p(x) < p(x— y)+ p(y) done p(x) - p(y) < Mllx -] et aussi p(y) - p(x) < Mllx -] et par conséquent

lp(x) = p@)I < Mllx -l

En particulier p est continue.

D’aprés 2) et le fait que p est continueona C=(p<1)et C=(p=1). g
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( Ch. 2 : Espaces vectoriels topologiquesj

Cornigé de Vewencice 911 ‘

i. Supposons que X avec la topologie discrete est topologique alors la fonction ¢ |£> txg, avec xg € X \ {0} est continue de
K = (R ou C) dans X. Donc {0} = f~1({0}) est un ouvert de K. Absurde, donc la topologie discréte n’est pas topologique
que si X = {0}.

ii. La topologie grossiére n’est pas séparée car on ne peut pas séparé topologiquement 0 et xy. D’autre part, toute fonc-
tion est continue si 'ensemble d’arrivé est muni de la topologie grossiére, ainsi la somme et le produit extérieur sont
continues, d’ou (E,{0,X}) est un EVT non séparé. g

an%a de [excerncice 919

1. Soitx € E donc il existe a > Otelque VA eK, || <a = Ax eV, puisque tout V01smage de 0 est absorbant. Soit donc
N e Ntel que < a, donc —x eV,douxeryVcly, r,V.Cequimontreque E=J, r,V

2. Smtx,yeM smtAEK SmtVeVE( ), donc il existe W € VEg(0) tel que W+ AW C V. OrMCM+Wd0ncx+/\y€
M+AM+W+AW CM+W+AW C M+ V. Puisque V est arbitraire, on a x + Ay € (y¢y, ()M + V = M. Ce qui permet

de dire que M est un sous espace vectoriel de E si M lest.

3. Soit m € M donc il existe V € Vg(0) tel que m+ V ¢ M d’ou V € M. Soit x € E donc il existe « >0 tel que axe VCc M
ainsi x € M, car M est un sous espace vectoriel, donc M = E.

4. Soitx,ycAetae[0,1].OnaV, Lig_ze Ve(0) et z+ V, C A, pour z € {x,}. Donc

ax+(l-a)p+aVi+(l-a)V,caA+(1-a)ACA

o

puisque A est convexe. Or aVy + (1 —a)V, € Vg(0) d'ou x+ Ay € A. Donc | A est convexe.
Soit x,y € A et a €[0,1].
Soit V € V¢(0), il existe donc W € Vg(0) équilibré tel que W+ W c V.On a x,y € A+ W donc

ax+(l-a)yeaA+(1-a)A+aW+(1-a)WCA+W+WCA+YV,

ainsi ax+ (1 -a)y C A c-a-d | A est convexe une fois que A est convexe.

5.Soit x € A ety € A. Soit z= (1 —a)y + ax € [y,x[ avec a € [0.1]
Soit V € Vi (0) tel que y+ V C A, soit W € Vi(0) équilibré tel que ﬁ [W+W]CcV.OnaxeA+W doncil existe ae A et
w, € Wtel quex =a+w,.

aw, aw,

Soitwe W, donc z+w =(1- a[y+ +w]+aaeA car[y+ +w]€y+VcAaeAetAconvexe A1n51zeA

Ona A cCAdonc int(A) C A. Soit xg € A fixé.
Soit x € A, soit V € Vg(0) donc il existe W € Vg(0) tel que W+ W C V or 11 existe a € [0, 1[ tel que (1 —a)x € W et

—(1—a)xg € W et d’aprés la question précédente (1 —a)xy+ax+ (1 —a)x € A+ W dou x € A+ W+ W C A+ V.V est

arbitraire, donc x € int(A). Ainsi si A est convexe et A =0 alors| A = int(A).

6.Soit x € A et A € K tel que |A| < 1

Soit V € Vg(0) équilibré, donc x e A+ V d’'ott Ax e AA+ AV C A+ V, V est quelconque...Ax € A, c-a-d A est équilibré.
Soit x € co(A) et A e K tel que |A| < 1.

Soit n € N*, ty,---,t, € [0,1], x1,---,x, € Atelsque ) ! | t;x; =xet ) !, t; =1 donc

n
Ax = ZtiAxi €co(A)
i=1

Ainsi co(A) est équilibré.

7.Soit x € Aet A € K\ {0} tel que [}| <1
Soit V € Vg(0) équilibré tel que x+V C A donc Ax+ AV C 1A C A, puisque A est équilibré. De plus AV € V¢ (0) d’ou

Ax € A.| Ainsi A et équilibré une fois que A est une partie équilibrée de E et 0 € A.

8. = ) Supposons que A est absolument convexe.
Soit x,y € Aette[0,1]alors|l —¢t|+|t|=1<1donc (1-t)x+tycAdou A est convexe (c’est simple!)
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Soit x € A et t € K tel que [t| <1 donc |0]+[t| = || < 1 donc tx = 0x + tx € A ainsi A est équilibrée.

& ) Supposons que A est convexe et équilibrée.

Soit x,y € A et t,s € K tels que |s|+ [t| < 1. Sis =0 ou t = 0 alors sx + ty € {sx,ty} C A car A est équilibrée. Sinon %,% €A
(A est équilibrée), A convexe, équilibrée et |s| + |t| < 1 nous obtenons

s|  sx t ot
sosx Ity
Is|+ ¢ Is] I+ |¢] |¢]

sx+1ty = (Is| + 1))

donc A est absolument convexe. O

@m%e de [excerncice 913

Soit E,F deux espaces vectoriels sur le corps K € {R,C} (pas de topologies) et soit f : E — F une application linéaire. Soit
ACEetBCF.
1. Supposons que A est un sous espace vectoriel de E :

Soit x,y € f(A) et t € K, on a I'existence de a,b € A tels que x = f(a) et y = f(b). Donc x + ty = f(a+tb) € f(A) d’'ou

‘ f(A) est un sous espace vectoriel de F si A est un sous espace vectoriel de E. ‘

Supposons que A est convexe :
Soit x,y € f(A) et t €[0,1], on a I'existence de a,b € A tels que x = f(a) et y = f(b). Donc x +ty = f((1 —t)a+1tb) € f(A) dou

’f(A) est un convexe de F si A est un convexe de E. ‘

Supposons que A est équilibrée :
Soit x € f(A) et t e K tel que [t| < 1, on a I'existence de a € A tels que x = f(a). Donc tx = f(ta) € f(A) d'ou

‘f(A) est une partie équilibrée de F si A l'est. ‘

2. Supposons que B est un sous espace vectoriel de F :
Soit x,y € f1(B) et t € K, on a f(x),f(y) € Bdonc f(x+ty) = f(x)+tf(y) € Bainsi x+ty € f(B) d’ou

f~1(B) est un sous espace vectoriel de E si B est un sous espace vectoriel de F.

Supposons que B est convexe :
Soit x,y € f~1(B) et t € [0,1],0n a f(x),f(y) € Bdonc f((1—t)x+ty) = f(x)+tf(y) € Bainsi (1 —t)x +ty € f 1 (B) d’'ou

f~1(B) est un convexe de E si B est un convexe de F.

Supposons que B est équilibrée :
Soit x€ f1(B) et t e K tel que |t| < 1,0na f(tx) =tf(x) € Bdou

f~Y(B) est une partie équilibrée de E si B l'est dans F.

%mﬁé de Vemencice 91 4

1. Soit V € VE(0). On a f : (t,x) — tx est continue en (0,0) donc f~1(V) € Vky£(0,0) d’ot1 I'existence d’un réel 6 > 0 et d’un
ouvert W de E tels que (0,0) € Bf(0,0)x W c f~Y(V). Posons © = Bf(0,0)W = Uin<o AW, ona ® € Vg(0) car OW € Vg(0)
et OW C ©. D’autre part, si x € © et t e K tel que [t| < 1, or il existe A € K et w € W tels que x = Aw donc tx = (t1)w € ©

o .. o e1e1.z . def 2 .. s 112 1 N
car [tA| < 6. Ainsi © est un voisinage de 0 équilibré et par suite U = © est un voisinage ouvert de 0 équilibré d’apreés

I'exercice 2.1.2.

2. Soit V € Vg(0) convexe. D’apres la question 1., on 'existence d’un ouvert équilibré U tel que 0 € U C V donc W def

co(U) répond a la question. ad

@m%e de [excercice 915

1. Soit V € Vg(0) donc il existe F C E finie telle que A C F+V donc BC F + V ainsi

B est précompact si A l'est et B C A.

2. Soit V € VE(0), donc il existe ¢ > 0 tel que YA € K tel que |A| < t, AA C V donc ABC V. Ainsi

45


http://www.elearningfrance.net/math.html

Tp « ANALYSE FONCTIONNELLE »

B est bornée si A l'est et B C A.

3. Soit A relativement compact c-a-d A est compact.

Soit V € Vg(0), Soit W € Vg(0) tel que W+ W C V donc | existe une partie F finie de E telle que A C F+ W d’ou
ACA+W CF+W+W CF+V. Ainsi A est précompacte.

4. Soit A précompacte (totalement bornée).

Soit V € Vg(0) donc il existe W € Vg(0) équilibré tel que W+ W C V. Soit donc F une partie finie de E telle que AC F+W.

Pour x € F, soit t, > 0 tel que Vs € K tel que |s| < t,, sx € W. Posons « defy A min,ep ty,onaa >0, VseKtel quels| < a,
sFCc W.DoncVseKtel quels|<a,sACV.

‘A est bornée s’elle est précompact. ‘

5. Soit A précompacte (totalement bornée). Soit V € Vg(0), donc il existe W € Vg(0) équilibré tel que W+ W C V. Soit
donc F une partie finie de E telle que A C F+ W. D’ou

ACA+WCF+W+WCF+V.

Ainsi

A est précompacte implique A précompacte.

6. Soit A bornée. Soit V € Vg(0), soit W € Vg(0) équilibré tel que W + W C V. Soit donc ¢ > 0 tel que Vs €e K tq |s| < ¢,
sACW.DouVseKtel que|s| < 1AL, _
SACSA+sWCW+WcV

A bornée implique A bornée.

7. Soit A sous espace vectoriel de E borné. o
Soit V € VE(0), soit t > 0 tel que tAC V donc AC V dou A C(yep, ) V =1{0}

A sous espace vectoriel de E borné implique {0} c A c {0}.

Remarque : A,B bornées = AUBbornée et A,B précompactes = AU B précompacte.

Qmuﬁé de [excerncice 916

1. Soit (A;);es une famille de parties équilibrées de E. Soit t € K tel que [t| < 1, soit x € | J; A; donc il existe iy € I tel que
x€A;, doutxeA; ClJ;A;. Ainsi |J; A; est équilibrée.

Notons N(A) = U B dit le noyau équilibré de A avec Ay et {b C A tel que B est équilibrée}.
BeAy
2. Soit C une partie équilibrée inclue dans A donc C € A4 d’ou C € N(A) et d’apres la question 1. N(A) est équilibrée.
Ainsi, N(A) est la plus grande partie équilibrée contenue dans A.
3.So0it x € E;
= ) Supposons que x € N(A).
Soit A e K tel que |[A| < 1, donc Ax e N(A) C A.
< ) Supposons que YA € K tel que [A| <1, Ax € A.
Donc N(A) U {x} est une partie équilibrée inclue dans A d’ou N(A) U {x} C N(A) ainsi x € N(A)
4. Soit A € VE(0). Donc il existe W € Vg(0) équilibré tel que W C A ainsi W C N(A) d’ou N(A) € Vg(0). a

%m%é de Vemencice 917

1. Supposons que A est ouvert alors A+ B = | J,5(x + A) est ouvert (puisque réunion d’ouverts est ouvert).

2. Soient A et B sont quasi-compacts. On a A x B est un quasi-compact de E X E et 1 : (x,y) = x + est continue de E x E
dans E donc A + B = 1p(A x B) est quasi-compact de E.

3. Supposons que A est quasi-compact et B est fermé.

v'Méthode 1 : Montrons que A+ B C A+ B.

Soitx€ A+B= (veve(0) (A+B+V), donc YW € Vg(0) il existe ayy € A, by € Bet Oy € W tels que x = ay + by + 6. Mais
la quasi-compacité de A implique que

() Taw; WeVe(0), We VI =0,
VGVE(O)
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E

Soit donc a € Ny ey, (o) law; W € VE(0), W c V}

Soit U € Vg(0) arbitraire. Donc il existe V € Vg(0) tel que V+V c U.Onaa e {ay; WeVg(0), WCV} ,doua+VnN
{aw; WeVg(0), WcC V}=0c-a-dilexistet € Vet W e Vg(0) telsque W C V eta+t =ay donc x = a+by+t+60y € a+B+U

d'oilx€a+B=a+BcA+B. Ceci nous donne‘AJrBest fermé dans E.‘

Si de plus AN B = 0. Alors pour tout a € A, B def g \ B est un ouvert qui contient a donc il existe V, € Vg(0) équilibré tel

que a+V,+V,+V, CB". Or A C {J,ea(a+V,) doncil existe n € N¥, il existe ay,--- ,a, € Atel que A C (a;+V,,)U---U(a,+V, ).
Posons V=V, N---NV, ,onaVeVg(0)etsixe(A+V)N(B+V)alorsilexisteac A,weV,beBetvelV tels que
x=a+w=>b+vmais il existe k € {1,--- ,n} et w’ € V,, tels que a = ay + w’. Donc a; + w’ +w +(~v) = b, mais w’,w,~v € V,,
doncbeay+V, +V, +V, CB, absurde. Donc (A+V)N(B+V)=0.

v'Méthode 2 (plus simple!) : Montrons que E \ (A + B) est un ouvert.

Soit x e E\ (A +B),doncVae A, x—a e E\ B d’oul'existence de V, € Vg(0) équilibré tel que x—a+ V,+ V, C E\ B. D’autre

part, A C Ugea (a - V,Z) et puisque A est compact il existe n € N, il existe ay, -+ ,a, € Atel que A C (a; Vg, )U---U(a, -V, ).
Posons V =V, N---NV, ,onaV €Vg(0) et supposons que x+V ¢ E\ (A + B), alors il existe a€ A,b € Bet v € V tels que
a+b=x+v. Mais il existe iy € {1,--- ,n} et v’ € Vai0 tels que a = a;, —v’, ainsi x —a; +v+v'=be BNE\ B =0. Absurde,
donc x+V C E\ (A + B) et par conséquent A + B est fermé.

supposons de plus que ANB =0,

doncVae€ A, a € E\B d’ou l'existence de V, € Vg(0) équilibré tel que a+V,+V,+V, C E\ B. D’autre part, A C |J,ecx (a + Va)

et puisque A est compact il existe n € N, il existe ay,---,a, € Atel que AC (a; +V, )U---U(a, +V, ).
Posons V =V, N---NV, ,onaV € Vg(0) et supposons que (A+V)N(B+V)=0.Doncil existeac A,beBetv,weV tel
que a+v = b+w, mais il existe i € {1,---,n} et v’ € V,. tels que a=a; +v’,donc a; +v'+v+(-w) =b € BNE\B =, absurde.
Ainsi

(A+V)N(B+V)=0.

4. Prenons E = R? et posons A = {(x,%) ; x#0) et B=1{(t,0); t € R}. On a A et B sont deux fermés de E = R?. Mais
A+ B=RxR* qui nest pas fermé dans E = R2. Donc,

’ si A et B sont fermés alors A + B nest pas fermé en général.

5. Soit U € Vg(0) arbitraire. Il existe, donc, V € Vg(0) tel que V +V C U. Ainsi, A+BCA+V+B+V CA+B+U,dou
A+BCA+B. a

Qwuﬁé de [excerncice 918

= ) Supposons que A est bornée. Soit (x,), une suite d’éléments de A et (a,,), une suite d’éléments de K qui converge

vers 0.

Soit V € V¢(0), donc il existe t > 0 tel que YA € K avec |A| <f,ona AA C V, soit N € N tel que Vn > N, |a,| < t. D’'ou

¥Yn>N, a,x, €V c-a-d a,x,, — 0.

& ) Supposons que Y(x,), € AN, ¥(a,,), € CN tel que a,, — 0; a,x, — 0.

Soit V € Vg(0), soit W € Vg(0) équilibré tel que W C V.

Supposons que Yn > 0, % A ¢ W, donc il existe une suite (x,), d’éléments de A telle que Vn € N*, % x, € W. Mais,

d’apres I’hypothese, % x, — 0 donc il existe N € N* tel que Vn > N, % x, € W, absurde. Donc il existe ny € N* tel que si
def

A < % = talors AA = %tA c %W C V c-a-d A est bornée. O

@m% de [excerncice 919

Soit W € Vg(0), puisque V est borné, il existe t > 0 tel que YA € K avec |A| < f,ona AV C W. Soit N € N tel que oy <t
dou oV CcW O

ﬂm%é de Vencencice 9140

v d est une distance :

d(f,g) =0 o sup,plf(x)-g(x)|=0 < f = g (séparation).

d(f,g =)min{l,sup,p |f (x) — g(x)|} = min{1,sup,plg(x) - f(x)|} = d(g,f) ( symétrie).

Soit f,g,h € E. Supposons que d(f,h) > d(f,g) + d(gh). Donc, d(f,g) +d(g,h) <1 d'ou d(f,g) = sup,crlf(x)— g(x)| et
d(gh) = sup,glg(x)—h(x)]. Or Vx e R,

|/ (x) = h(x) < If (%) = g ()] + [g (%) = h(x)] < sup |f (x) = g(x)l + sup 8(x) = h(x)l = d(f,g) +d(g,h).

Ainsi d(f,h) < d(f,g)+d(g,h), absurde. Donc d vérifie I'inégalité triangulaire.
Conclusion : d est une distance sur E = C(R;R)
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v (E,d) est Complet :

Soit (f,;), une suite de Cauchy de (E,d). Donc Ve €]0,1[ il existe N e N tel que Vu,m = N, d(f,,fm) < €.

Soit x € R fixé! On a Ve €]0,1] il existe N € N tel que Vn,m > N, |f,(x) — f.(x)| < . Mais I'ensemble but R est complet,
donc il existe f(x) € R tel que f,(x) — f(x) lorsque n — 0.

D’autre part, soit € €]0,1[ donc il existe N € N tel que Vn,m > N, Vx € R |f,(x) — f,(x)| < &. En tendant m — oo, on obtient
¥Yn < N,V¥xeR|f,(x)- f(x)| < . Ce qui prouve que

min{1,sup|f,(x) - f(x)]} = 0 quand n — co.

xeR
Soit a € R, soit ¢ > 0. On a fy est continue en a donc il existe > 0 tel que [x—a| <y = |fy(x)— fv(a)| < €. Ainsi
If(x) = f(a)l < |f(x)= fn ()] + |fn(x) = fz(a)| + |fz(a) = f(a)| < 3e. Ce qui montre que f est continue en a arbitraire donc
f eE.

On conclue que toute suite de Cauchy de (E,d) converge et par suite (E,d) est complet.

v (E,7;) n’est pas vectoriel :

Considérons la fonction f : x +—>e*. Ona d(0,tf) =1 si t # 0 et 0 sinon. Donc t  tf n’est as continue et par suite (E,7;)
n’est pas vectoriel. O

‘ Cornige de Verencice 9441 ‘

v’ d est une distance :

d(f,.g) =0 1A|f —gl=0ps < f =g ps (séparation).

dif.g)= [y [1alf-gl|dv =, [t Alg—fl]dv =d(gf) (symétrie).

Soit f,g,h € M. Ona[1Alf hl] < [LAIf —gl]+[1 Alg=Hl] ps. Ainsi [ [1Alf=hl]dv < [, [1AIf -gl] dv+ [, [1Alg=hl] dv.
Donc d vérifie I'inégalité triangulaire.

Conclusion : d est une distance sur M

v’ (M,d) est Complet :

Soit (f,,), une suite de Cauchy de (M,d). Donc Ve €]0,1] il existe N € N tel que Vn,m > N, d(f,.,f,) <€

Soit k € N, donc il existe Ny € N tel que Yn,m > N, IX [1 Alfu —fm|] dv < 21—k Posons

def C
ek N+ Ng et gix Y [TAlfy, (x) = fo, (0]

On a, grace au théoreme de Beppo-Levi,

L gdv= ;L [1 MM _fnkl] dv<2.

Par conséquent, v(g = c0) = 0 et Vx € (g < 00), limy, [1 Alfu, (x) = fnk(x)ll = 0 donc il existe ky tel que Yk > ky, [fy, ., (x)
fu ()] < 1. Ainsi, Vx € (g < ),

(o)
Zlf”kﬂ = fu (%) < 0.
k=0

Or R est complet donc la série ) ;2 (fnk+1 (x) —fnk(x)) converge. Posons

fr X — R
.o fno + Y120 (fi (0= Fi (%)) sig(x) <00
sinon.
On obtient f € M et f, converge ps vers f, d'ou 1 A|f,, — f| converge vers 0 pp et dominée par 1. Le théoréme de
Lebesgue affirme que d(f,,,f) = IX [1 Alfu, = fl] dv converge vers 0. Et puisque (f,), est de Cauchy alors toute la suite

converge vers f !?.
On conclut que (M,d) est complet.
v’ (M,7;) est vectoriel :

Notons
Pp: MxM — M et ¢: RxM — M
(f.g) — f+g (tf) +— tf
On a d(¥(f,8),¥(fo,20) < d(f,fo) + d(g,80) et par suite ¢ est continue. D’autre part, soit une suite ((s,,£,),;) une suite

d’éléments de R x M qui converge vers (t,f) dans R x M. Donc, en posant a = sup,, |s,,| + 1,

A(P(s8) P(tf) = L [1 Alsuga—tf1] dv < aL [1 Algu—fl] dv+ L [1 Alsy—tlif1] dv.
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Par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a d(¢(s,,g,),¢(t,f) converge vers 0. D’ou la continuité de ¢.

On conclue que ‘ (M,7;) est un espace métrique complet vectoriel. ‘ ad

wagé de [excerncice 9119

1. v/ d est une distance :

d(f.g) =0 |f -glP =0ps < f =g pp (séparation).

d(f.g)=Jig,y If —8PP dA= [ ) 18— fIP dA=d(g,f) (symétrie).

Soit f,g,he M.Ona|f-h|P] <|f —glP+|g—h[P car s > sP est croissante sur R, et (s+1)P < sP +tP. Donc d vérifie I'inégalité
triangulaire.

Conclusion : d est une distance sur LP.

v' (LP,d) est Complet :

Soit (f,), une suite de Cauchy de (LP,d). Donc Ve €]0,1[ il existe N € N tel que Vu,m > N, d(f,,,fn) < €.

Soit k € N, donc il existe Ny € N tel que Vn,m > N, J[O,l] |fu— fulP dv < 21—k Posons

def y
m NG+ Ny et g:xHZIfnk+1(x)—fnk(x)|-
k=0

On a, grace au théoréme de beppo-Levi,

gPdv < J- \fiugey = fu [P dv < 2.
J;0,1] é (0] et

Par conséquent, A(g = co) =0 et Vx € (g < o0), la série } 7, (fnk+1 (x) - fnk(x)) converge. Posons

fr X — R
. {ﬁlo<x>+zz‘;o (Frgor ()= f () si g(x) < o0
0

sinon.

On obtient f € LP (car |f| < g+|fy, ) et f,, converge ps vers f, d’ou |f,, —f| converge vers 0 ps et dominée par 2g+2|f,, | € LP.
Le théoreme de Lebesgue affirme que d(f,,.f) = I[O,l] |fu, — fIP dv converge vers 0. Et puisque (f,), est de Cauchy alors
toute la suite converge vers f.

On conclue que (L?,d) est complet.

v (LP,7;) est vectoriel :

Notons

p: LPxLP — [P et ¢: RxLP — [P
(f.g) — f+g (tf) — tf
On a d(¢(f,2),¥(fo,80) < d(f,fo) +d(g,80) et par suite i est continue.
D’autre part, soit (t,f),(s,g) dans R x L? tels que |t —s| < 1. Donc, d(¢(t,f),¢(s,8)) < (Is|+ 1)d(f,g) + |t —s]d(0,g), ainsi ¢ est
continue.
Conclusion

’ (LP,d) est un espace métrique vectoriel complet. ‘

2. Soit f € B4(0,2'Pr) donc I = fol IfIP < 21=Pr. Soit a € [0,1] tel que Ioa IfIP = L <« 27Pr. Posons g§=2f1pa et h=2f1),
ona gheBy(0,r)CcoBy(0,r)donc f = g+ 1hecoBy(0,r).
D’autre part, par une récurrence simple et 1'utilisation de la question précédente on a

VneN, B;(0,2"P)r) c co B4(0,2"1"P)r) C co B4(0,7).

3. Soit U un ouvert convexe non vide de (L?,d). Soit f € U et r > 0 tels que B;(0,r) C U — f et puisque U — f est convexe,
onacoBy(0,r)cU-f.

Soit g € LP. Soit n € N tel que Iol lg — fIP < 2"0=P)r donc g — f € B4(0,2"1"P)r)  co B4(0,r) C U — f. Ainsi g € U, on déduit
que U =LP.

La fonction constante 2 appartient a LP. Si ce dernier est localement convexe alors il existe un ouvert convexe qui contient
0 inclue dans B;(0,1) d’ou L? = B;(0,1). Absurde, 2 ¢ B;(0,1). Et par suite L? n’est pas localement convexe.

4. Soit T une forme linéaire continue sur LP. Soit ¢ > 0, donc T~!(] —¢,&[) est un ouvert convexe non vide (contient 0). La
question précédente affirme que T~!(] - ¢,¢[) = LP donc

YfelLl,|T(f)<e
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en tendant ¢ — 0%, on obtient T = 0.

Conclusion : ‘ le dual topologique de LP est (L) = {0}. ‘

(eo)mi%é de Vencerncice 3143

On a pour tout r > 0, B,4(0,r) = {/r B;4(0,1). Donc (I?,d) est localement convexe si et seulement si 37 > 0 tel que
coB;(0,r) = %/r coB4(0,1) c B;(0,1).
(donc0<r<1).

. 1- . . S
Soit ny € N tel que 51, P> 1 et considérons la suite x = (x,), définie par

L [r {1 sinefl,---,ng}

Xp=— a5 .
ny \ 2 0 sinon.

Pour i € N, notons ¢’ la suite définie par
i { §osin=i
0 sinon.
On a d(0,e') = 5 donc el € B4(0,r), d(0,x) = %n(l)fp >1dou x & By(0,1) et x = L ):?:01 e' € co B;4(0,r). Ainsi (IP,d) n'est pas

no
localement convexe.

O

%wﬁé de ercerncice 9414

1. Soit B® = {U,,, n € N*} est une base de voisinage de 0 dénombrable qui existe d’aprés les hypothéses. On va construire
par récurrence la suite (V,), telle que,pour tout n € N*, V,, un ouvert équilibré (resp. convexe si (E,7) est localement
convexe) et vérifie V,+V,+V,+V, CV,_1NU, avec Vy = E.

v'Cas non localement convexe :

Soit W un voisinage de 0 équilibré tel que W ¢ U; donc V; = W est un ouvert équilibré tel que V; C U;. Supposons que,
pour n > 1, V, est défini tel que V,, un ouvert équilibré et vérifie V,+V,+V,+V, Cc V,_; N U,,. Soit © un voisinage de

o
0 équilibré tel que ® +0 +© +0 Cc V,,NU,,;;. Posons V,,; = © donc V,,;; est un ouvert équilibré tel que V.1 + V,,1 +
Vi1 + Vi1 €V N Uy
v'Cas localement convexe :

o

Soit C un voisinage convexe de 0 tel que C C U;. Soit W un voisinage de 0 équilibré tel que W c C donc V| = co(W) est un
ouvert équilibré convexe tel que V| C U;. Supposons que, pour n > 1, V,, est défini tel que V,, un ouvert équilibré convexe
et vérifie V,+ V,,+ V,,+ V,, C V,,_; N U,,.. Soit © un voisinage de 0 équilibré tel que ®+0O+0© +0O C V,,NU,,;. Soit V,,; un
ouvert équilibré convexe tel que donc V,,,; C © (prendre © a la place de Uy), ainsi V1 + Vi1 + V1 + Vi1 C VN U
Dans les deux cas B = {V,,, n € N*} est une base de voisinage de 0, en effet, soit U un voisinage de 0 donc il existe n € N*
telque U,cU douV, cU.

OnaA-= Nueve(o) (A+U) CNyens (A+Vy) et si U € VE(0) alors il existe n € N tel que V,, € U donc

ﬂ (A+V,))cA+U,
neN*

mais U est arbitraire ainsi on obtient A = Myen (A+V,) et pour A={0} ona (), Vi, = {0}

2.1) Soit i € F, donc V;, C Vg = mXGVP\{iO}

tel que |A| < 1; donc il existe xy,---,x,, € E telsque x; € Vietx=) ", a
V; sont équilibrés) et par suite Ax € Vi c-a-d Vg est équilibré.
Supposons que les V, sont convexes, soit x,y € Vg et t € [0,1] or il existe xy,--+,X,,91, -+ ,¥m € E tels que x;,y; € V},
x=)i, aiF xiety=Y1", af yjainsi (1 —-t)x+ty =) 1", aiF ((1 —t)x; + ty;) € Vg car V; est convexe donc Vi est convexe.
ii) Supposons que pr < 217: doncYqeF, 2k <Y, 2k <1 douk <q.

m=k+q
i=k+1
Montrons par récurrence que Vg € N*, 7, : (\/k ENY, Vg +-+ Vi C Vk).
On a P; est vraie. Supposons que 7, est vraie, alors

x+Vj, d’ou Vf est ouvert contenant 0. Notons m = maxF, soit x € Vp et € K

F

[ xjainsi Ax =Y 17, af Ax; mais Ax; € V; (car les

Supposons que Vn e F, k <n,donc Vp =) af Vi C Vg1 + 4 Vigge

Vier ++ 4 Virgrr = Vi + (V(k+1)+1— +oet V(k+1)+q) C Vi1 + Vi1 € Vi
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donc P41 est vraie. Ceci termine la preuve de pp < 27F —= Vv
iii) Soit F,G € F tels que pg +pg < 1.
a. Notons m = max F UG, donc 2"(pr + pg) € N*, d’ou il existe g € N* et yg,---,y, € {0,1} tels que

q
2"(pp+pg) = Z%‘ 2!
i0

donc pg +pG:Z] m—q Vm-j 277 €]0,1[ ainsi si j < 0 alors y,,_ j=0etdoncpr+pg = 271:1 Vim-j 277 €]0,1[. Posons H = {j €
{L--m} |y =1}, onadoncHeFeth+pG—Z]~ 1 Vm— ]21 PH

b. Supposons que Vi € N*, af+aiG:aiHe{0,l} donca Oeta V+oc Vi _a V;. D’ou
m m
Vit V=) (af Vitaf v;)=) afl V= vy
i=1 i=
G G F

¢. Supposons que Ji € N*, a +a;

Onapr+pg= pHdonc(aF+aG—a ) 2i0

:tal ,posonszo—mm{leN*la +a; #a; }Montrerquea =Oeta£:1,

(aff —af -af G)2-i < 2oy i+ 27 i=1. A1n51

i= zo+1
F, G__H
0<ai0+aio <ai0 <1
d’ou
af+aG:0etaH:1.
0 1o to
On a, d’apres i)
— . F F F F
Ve=aVit-ta; Vi +a; o Viga ++a,,Vy,
F
CajVi+-+aj Vi1 + Vi + Vigeo + -+ Vi
F
CapVi+-+ a1 Vig-1+ Vige1 + Viga
Avec un argument similaire, on a
G G
VG Ca; Vi+-+ 0(1-0_1 Vio—l + Vi0+1 + Vi0+1'

G

Deplusona,pouri<i0,af+ai donca a Oeta V+oc V_a V;. D’ou

F G F G
VF+VGC(6Y1V1+061 Vl)*""‘*‘(“0 1 Vig- 1+05,0 1Vio—1)+Vig+l+Vi0+1+Vi0+1+Vi0+1

H H H
Ca V1+---+ai071Vlo 1+ Vi, _al Vi+ ---+ai071VlO 1+ V Cc Vy.

3.i)OnaVF €F, pr €]0,1] et en regardant la définition de d, il est clair que d est a valeurs dans [0,1] et d(x,y) = d(x—,0).
D’autre part Vg est équilibré donc si x—y € Vg alors y—x € Vg d'ou d(x,y) = d(x—9,0) = d(y —x,0) = d(y,x). En particulier,
d est invariante par translation.

ii) Soit x,p € E tels que d(x,y) = 0, soit n € N* donc il existe F € F tel que pp < 2-netx—y € Vp C V, (d'apres 7)), ainsi
X—v € Npen €NV, ={0}.

iii) Soient x,y € E et t € K tel que [t| < 1 Supposons que d(tx,ty) > d(x,y) donc il existe F € F tel que x—y € Vg et
pr < d(tx,ty), or Vi est équilibré donc tx —ty € Vp d’'ou d(tx,ty) < pr, absurde. Donc d(tx,ty) < d(x,p).

iv) Soient x,y,z € E. Supposons que d(x,z) > d(x,y) + d(y,2).

Donc d(x,v) <1, d(y,2z) <1 et il existe € > 0 tel que d(x,z) > d(x,v) + d(y,z) + 2¢. Soit donc F,G € F tels que pp < d(x,) +¢,
pc<d(y,z)+e,x—yeVpety—ze Vg Dapres 2) il existe H € F tel que py =pr+pget Ve+ Vg C Vy,doncx—ze Vy ce
qui donne d(x,z) < pyg = pr+pg < d(x,v) +d(y,2) + 2e < d(x,z), absurde. Ainsi

d(x,z) <d(xy)+d(y,2).

v) On a d est une pseudo-distance (écart fini) invariante par translation d’aprés i). Supposons que (E,T) est séparé.
Soit x,y € E tels que d(x,y) = 0. Alors x—y € {0} = {0}, dou x = y et par conséquent d est une distance.

4.Soitr>0,0ona

x€By(0,r) &< d(x,0)<r & dFeFtelquepp<retxeVp < x¢ U V.
FeF,
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Donc

BAQM:LJW.

FeF,
Soit U € T, soit x € U donc il existe il existe n € N* tel que x+V,, C U mais Bd(O,%) =Uper, VF CV,ainsi x+Bd(0,%) cU
27

et par suite U € 7, c-a-d 7 C 7. Réciproquement, soit U € 7; et soit x € U. Donc il existe r > 0 tel que x + B4(0,r) C U.
Soit n € N* tel que 21—n <rdonc V,, C Uper, VF = By(0,r), ainsi x+V,, C U et par conséquent U € 7. Ceci preuve que 7, C 7 .
On conclut que

‘ 7 =7, c-a-d 7 est pseudo-métrisable (métrisable s’il est séparé). ‘

Supposons que, ¥n € N*, V,, est convexe. Donc, VH € F, Vy est convexe. Soient x,y € B;(0,r) et t € [0,1], donc il existe
F,GeF telsquexe Vpety e Vi.Soit H € Ftel que py = pp+pg et Ve+ Vg C Vy,donc H € F, et (1-t)x+ty € Vg C B4(0,r).
Alors B;(0,r) = Uper, VE est convexe.

ad

@m%e de [excerncice 9445

=) Soit 0 une semi-norme sur E (une norme sans 6(x =0 = x = 0)) telle que 7 = 7. Donc la boule de centre 0 et de

rayon 1 Bs(0,1) def {y € E tel que 6(y) < 1} est un voisinage de 0 convexe borné!!.

<) Soit W un voisinage convexe borné de 0, soit U un voisinage de 0 équilibré tel que U ¢ W. Notons V = int(co(U))
qui est un ouvert convexe équilibré borné contenant 0. Posons

p: E — [0,+00]
x +— inf{s€[0,+co[ tel que 1x € V} inf@ = +o0

Ona:

a) p(0) = inf{s > 0; %O =0 € V} =inf]0, + co[= 0 et pour tout x € E, il existe t, > 0 tel que x € t,V, car V est absorbant.

Ainsi p(x) < +oo.

b) Soit x € E tel que p(x) = 0. Soit W € Vg(0), donc il existe & > 0 tel que YA e K tel que |[A| < @, AV C W car V est borné

donc il existe s €]0,a] tel que %x €V d’'ot x € W. On déduit que x € {0}.

p(Ax)
1 . S 11z 1 11 . . Wl

mIMx € V, mais V est équilibré donc mix = mex € V, par suite p(Ax) < |A|s < p(Ax) ce qui est absurde et par

conséquent p(Ax) < [Alp(x). Mais aussi on a, pour A = 0, p(x) = p(%/\x) < |/1\—|p(/\x). Ce qui montre p(Ax) = [A|p(x) (méme

c) (i) Soit A € K et x € E, supposons que p(Ax) > |A|p(x) donc A = 0 et il existe s > 0 tel que %x eVets< , ainsi

pour A =0).
(ii) Soient x,y € E. Soit ¢ > 0 arbitraire;
On a I'existence de s €]0,p(x) + €] et t €]0,p(y) + €] tels que %x eVet %y € V. Mais V est convexe, donc

1 s 1 t 1
m(XW) = m(;xﬂ m(?y) ev.

Ainsi p(x+v) <s+t < p(x)+p(y) + 2¢. En tendant € vers 0, on obtient p(x + ) < p(x) + p(v).

On conclut que ’ p est une semi-norme sur E et c’est une norme si E est séparé. ‘

d) (i) V.CB,(0,1) = (p < 1): Soit x € V donc il existe W € Vg(0) tel que x+ W C V, mais il existe t > 0 tel que tx € W d’ou

(1+1)x eV ce qui prouve que p(x) < 1+—t <1.
(i) B,(0,1) = (p < 1) C V : Soit x € B,(0,1) = (p < 1) donc il existe s €]0,1[ tel que %x € V et puisque 0 € V et V convexe

onax:(l—s)0+s(%x)e V.

V =B,(0,1).

e) Soit U € 7, soit x € U donc il existe W € V¢(0) tel que x + W c U. Mais il existe r > 0 tel que rV C W (V est borné)
donc x+rV = By(x,r) C U, ce qui prouve que U € 7),.
Réciproquement, Soit U € 7, soit x € U donc il existe r > 0 tel que By(x,r)=x+rV cU,dou U€eT.

T=1,
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@@mﬁé de [ercerncice 9116

1. v (M, 7p;) estun EVT :
On a les topologies produits sur M x M et sur K x M coincident les topologies traces des topologies produits sur E x E
et K x E respectivement. Donc 'addition et le produit externe sur M sont continues puisqu’ils sont les restrictions de
l’addition et du produit externe sur E qui sont continues car E est un EVT.
v' M est séparé si E l'est : Soit {0y} = {0} ={0g} N M = {0} " M donc {0} est fermé dans M car {0} est fermé dans E.
v M est localement convexe si E l'est : Soit x € M et V un voisinage de x dans M donc il existe ® € 7 tel que x€e ®©NM C
V, or E est localement convexe donc il existe un voisinage convexe W de x tel que W C ©. Ainsi W N M est un voisinage
convexe tel que W N M C V, ceci montre que M est localement convexe si E est aussi.
2. S’il existe une pseudo-distance d : E x E — R* sur E telle que T = 7 alors sa restriction dy; a M x M est une pseudo-
distance sur M telle que 7; = 7, . Méme chose pour les semi-normes.
Remarque : La structure d’espace vectoriel est inutile pour cette question.
3. Soit (x,,),, une suite de Cauchy dans M donc c’est une suite de Cauchy sur E, ce dernier est complet donc il existe x € E
tel que (x,,), — x dans E. Mais M est fermé d’ou x € M (pourquoi?) et (x,,),, — x dans M.

O

%mgé de excercice 9447

1. E =11 E def {f :1 > U Eitel que Vi €I, f(i) } et T est la plus petite topologie sur E qui rend continue les
projections, lorsque i décrit I,
pi: E — Ez

fo—= fh
Une base de la topologie 7 est

B ={Ni¢; p;l(Ul-), J I tel que ] finie et U; € B;}
avec B; une base topologique de 7; (eg B; = 7;).
Une fonction g a valeurs dans E est continue si la fonction a valeurs dans E; p; o g est continue quelque soit i € I. Donc

Yp: ExE — E et ¢: KxE — E

(f.8) +— f+g (k.f) +— kf
sont continues si Vi € [
Y;: EXE — E; et ¢;: KxE — E
(f.g) +— f(i)+g(i) (k.f) +— kf(i)

sont continues

Soit i € I fixé! arbitraire.

v Continuité de ¢; :

Soit (f,80) € E x E. Soit W € Vg (¥;(fo,80)), donc il existe V € Vg (0) tel que fo(i) + go(i)+V +V C W d'ou

9ilpr (fold) + V) xpi (g0l + V) € W

v/ Continuité de ¢; :
Soit (ko,g0) € Kx E. Soit W € Vg, (¢i(ko,0)), donc il existe V € Vg, (0) et € > 0 tels que B(kg,¢)[go(i) + V] C W d'ou

¢i(B(k0:5) x p; ! (go(i) + V)) CW.

Ceci termine la continuité de ¢ et ¢. Par conséquent (E,7) est un EVT.
Une base de voisinage de 0 pour la topologie produit est

B(0) = {Nief pi_l(Ui), J cI tel que ] finie et U; € B;(0)}

avec B;(0) une base de voisinage de 0 pour la topologie 7; (eg 3;(0) = V,(0)).
2. Supposons que Yi € I, E; est localement convexe.
Soit U € Vg(0) donc il existe n € N¥, il existe iy,---,i, €[ et V] € VEil""'Vn € VEin tels que

Nk plfk1 (Vi) c U et Vy,---,V,, sont convexes.

Mais l'intersection de convexes est convexe et 'image réciproque d’un convexe par un application linéaire est convexe.
D’ou Ni_, p_1 (Vi) est convexe. Ainsi E est localement convexe.

Remarque : Pulsque p; sont linéaires ouvertes alors on a la réciproque c-a-d

E est localement convexe si et seulement si les E; le sont.
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@W de [exencice 2448 1. Par définition de la topologie quotient, on a o est continue.

Soit Ue€T.0nao Y(o(U))=U+H =Upey (W+h)eT donc o(U) € T’ ainsi o est une application ouverte.

. s o—  —def —— — def 7—
On a E/H est un espace vectoriel sur le corps K avec les opération ¥ +7 = x+7y et k¥ = kx.
Notons

w: E/HxE/H — E/H ¢: KxE/H — E/H
(s,t) +—> t+s (k,t) >kt
et
: ExE — E ¢: KxE — E .
(s,t) +— t+s (k,t) +— kt

Soit V € 77, donc 0~ (V) € T d'ot (07 (V)) € Tgyg et q)’l(o’l(V)) € Tgxg- De plus on montre facilement que les
applications
0: ExXxE — E/HxE/H et 01: KxE — KxE/H

(xy) +— (%3) (ky) — (k)
sont continues et ouvertes.
Donc,
-1 _ -1, -1
P (V)=02 (¢ (07V))) € Te/xesm
et

(V) =01 (¢ (07 V) € Ticwrsmr

Donc 1 et 5 sont continues et par suite E/H est un EVT.

Soient s,t € E/H tel que s = t. Donc il existe x,y € E telsque s=x+H, t =y +H et y € x + H. Donc il existe un voisinage V
deOtelquey+ V-V CE\(x+H)etdonc(y+H+V)N(x+H+V)=0, ainsi o(y + V) et o(x+ V) sont deux voisinages
disjoints respectivement de t et s dans E/H ainsi (E/H,T"’) est séparé.

Soit F un sous espace vectoriel de E de dimension finie, alors o(F) est un sous espace vectoriel de dimension finie de
E/H qui est séparé. Ainsi o(F) est fermé, d'otu H + F = 07! (0(F)) est un fermé de E car o est continue (trés joli!).

2. Soit B est une base de voisinage de 0 dans E.

Soit W € VE/H( ), donc o1 (W) € Vg(0) ainsi il existe V € B tel que V C o=!(W) donc ¢(V) C W, o est une application
ouverte donc o(V) € Vg/y/(0).

3. v Supposons que (E,7) est localement convexe :

Si V est convexe alors o(V) est convexe (car o est linéaire), d’'ou (E/H,7’) est localement convexe d’aprés 2.

v’ Supposons que (E,7) est localement compact :

Si V est compact alors (V) est compact (I'image d’un compact par une application continue a valeurs dans un séparé
est compact), d’'ou (E/H,7"’) est localement compact d’apres 2.

v Supposons que (E,7) est localement bornée :

Si V est borné alors o (V) est borné (car o est linéaire continue), d’ou (E/H,T"’) est borné d’apres 2.

v Supposons que (E,7") est pseudo-métrisable :

Soit 0 une pseudo-distance telle que 7 = Tg/«g/g 0, donc {85(0,%); n € N*} est base de voisinage de 0 dénombrable dans
(E, 7). Ainsi, {O'(B(;(O,%)); n € N*} est base de voisinage de 0 dénombrable dans (E/H,7’) et d’aprés ’exercice 2.1.14 il
existe une distance d sur E/H invariante par translation (7 est séparé) telle que 7' = 7;.

v’ Supposons que (E,7") est semi-normable :

Donc 0 admet un voisinage convexe borné V dans (E,7) donc ¢(V) est un voisinage convexe borné de 0 dans (E/H,7”’)
et ce dernier est séparé donc d’apres 'exercice 2.1.15 (E/H,7T’) est normalisable.

4. a.v' 6 est une distance sur E/H :

(i) Soit x,y € E/H tels que 6(x,y) = 0, donc Vr > 0, il existe h € H tel que d(x —y,h) <r d'ou x —y € H + B;(0,r) ainsi
x -y € H = H et par suite x = 7.

D’autre part 0 € H donc 0 < 0(X,X) < d(0,0) = 0. ceci prouve que 6 sépare les points de E/H.

(ii) Soit x,y € E/H donc 6(X,y) = infycy d(x—v,h) = infycy d(-h,y—x) = infycy d(y —x,—h) = 5(y,X), ainsi 6 est symé-
trique.

(1ii) Soit X,v,z € E/H. Supposons que 6(%,z) > 0(X,y) + 6(7,2)

donc il existe r > 0 tel que 0(x,z) > 0(X,y) + 6(v,z) + 2r. Soit h,k € H tels que d(x —y,h) < (X, ) +r et d(y —z,k) < 6(y,z) +
Ainsi

o(xz) <d(x—zh+k)=d(x—hz+k)<d(x-hy)+d(y,z+k)=d(x—y,h)+d(y—z,k) <o(x,9)+(v,2) + 2r.

Absurde, donc ¢ vérifie I'inégalité triangulaire.

Par conséquent, | 0 est une distance sur E/H. ‘

Pour montrer que 7"’ = Ty il suffit de remarquer que o(B4(0,7)) = H + B;(0,r) = Bs(0,7).
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b. Soit (a,),en une suite de Cauchy dans (E/H,7”’), donc Yk € N, il existe N} € N tel que Vn,m > Ny,
o(a,,a,,) < 27k,

Posons
g =k+Ng+---+ Ny
donc Vk €N, o(ay, ., ,an,) < <27k, Soit une suite (x¢)en de E et une suite (1 )rey de H telles que Yk € N, Ay, = 0(xx) =x+H

et d(xp,q —Xphpy1) <27
Posons

k
Yk = Xk — Zhi
i0

donc Yk e N, d(v.1,vk) < 27K et par suite Yk,m € N, A(Vkrm Vi) < 27k (2’”‘1 et 1). Ceci prouve que la suite (yy) est
de Cauchy dans (E,d) qui est complet donc il existe y € E tel que (yx); converge vers y. La continuité de o assure que
(@, )k qui est une sous suite de la suite de Cauchy (a,,),, converge vers a = o(y). Ainsi la suite (a,), converge vers a = o(y).
On vient de montrer que (E/H,7’) est complet métrisable si (E,T) est complet pseudo-métrisable.

ad

(eonmﬁz de [excerncice 924

i.e(p+q)(0)=p(0)+p(0)=0
e sup(p, q)( )- sup(p(0 ),q( ))

o P2 +42(0) = Yp?(0) + ¢*( 0

epr(0)= 1nfleLp(0+l) Ocar 0eL,p(0)=0etp>0

ii. Soit x € E et t € K\ {0}.

o (p+q)(tx) = p(tx) +q(tx) = |t|p(x) +|t|q(x) = |t|(p + q)(x)

e sup(p,q)(tx) = sup(p(t )q(tx)) = Itlsup(p q)(x )

o Vp? +q(tx) = \t?p2(x) + 297 (x) = [t|y/p® + q*(

o pr(tx) =infjep p(tx+1) = |t|1nfleL px+t71l) = |t|1nfleL p(x+1) =|t|pL(x) puisque L est un sous espace vectoriel.

iii. Inégalité triangulaire : Soient x,y € E.

e (pt+q)x+y)=p(x+y)+q(x+y) <p(x)+p)+4q(x)+q@) < (p+9)(x)+(p+9) ()

e p(x+y) < p(x)+p(y) < sup(p(x),q(x))+sup(p(v).9(y)) de méme pour q ce qui donne sup(p,q)(x+y) = sup(p(x+y),q(x+y)) <
sup(p,q)(x) + sup(p,9)(»)-

o Vp2+ % (x+y) = Vp2(x +9) + 42 (x + ) < V[p(x) + p@) 2 + [9(x) + 9@ < p(x)? +q(x)2 +/p(»)? + 9(v)? = \p? + 4% (x) +
VP2 + 4 ().

e Supposons que py(x+v) > pr(x)+ pr(y) donc il existe r > 0 tel que

pr(x+v)>pr(x)+pr(y)+2r.

Soit I,I’ € L tels que pp(x)+r>p(x+1) et pr(v)+r>py+1l')doupr(x+y) < plx+y+1+1") <pr(x)+pr(y)+2r <pr(x+7y),
absurde. Donc

pr(x+y) < pr(x) +pr(y).

@mﬁé de excerncice 2.2.9

.= 2. car (p<1)=p (] -oo,1]).
2.=>3.car0e(p<l)=int(p<1).
3. =>4 carint(p<1)Cint(p <1).
4. = 5.Soite>0,onaV =¢(p<1)eVg(0)et pour tout xeV,

-1
Ip(x) - p(0)| = ep(e™ x) <&,

donc p est continue en 0.

5.= 6. 0n a [p(x) - p(¥)| < p(x —p) et p continue en 0, donc p est continue. Ainsi, pour g = p on q est une semi-norme

continue qui domine p.

6. = 1. g est continue en 0 donc p est continue en 0 est par suite p est continue par tout. g

(em%e de [excerncice 2.2.3

Posons
p: E — [0,+00]
x +— inf{s€ [0, + o[ tel que %x eV} inf@ = +oc0
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Ona:
a) p(0) = inf{s > 0; %0 =0 e V} =inf]0, + co[= 0 (V est équilibré donc 0 € V) et pour tout x € E, il existe t, > 0 tel que
x €t,V, car V est absorbant. Ainsi p(x) < £, < +oo.

p(Ax)
[A]

ﬁl/ﬂx € V, mais V est équilibré donc ﬁAx = ﬁﬁubc € V, par suite p(Ax) < |A|s < p(Ax) ce qui est absurde et par

b) (i) Soit A € K et x € E, supposons que p(Ax) > |A|p(x) donc A = 0 et il existe s > 0 tel que < lyevets< , ainsi

conséquent p(Ax) < |A|p(x). Mais aussi on a, pour A =0, p(x) = ( Ax) < %p(/\x) Ce qui montre p(Ax) = [A|p(x) (méme
pour A =0).

(1i) Soient x,y € E. Soit ¢ > 0 arbitraire;
On a l'existence de s €]0,p(x) + €] et t €]0,p(y) + €] tels que %x eVet %y € V. Mais V est convexe, donc

1 S
m(“l’) = m(;xﬂ m(?y) ev.

Ainsi p(x+p) <s+t < p(x)+p(y) + 2¢. En tendant € vers 0, on obtient p(x +y) < p(x) + p(p).

‘ p est une semi-norme sur E. ‘

) (i) VCBy(0,1)=(p<1): Soit x € V donc il existe t > 0 tel que tx € V —x d’ou (1 +1) x € V ce qui prouve que

=(p<1)CV:Soit x € B,(0,1) = (p < 1) donc il existe s €]0,1[ tel que %eretpuisqueOeVetVconvexe
onax:(l— )0+s(; x)eV.

V =B,(0,1)=(p<1.

Qmmﬁé de [excerncice 9.9 4

On a P est une suite de semi-norme séparante, donc (S,P) est un EVT métrisable par la distance invariante par transla-
tion d(x,y) = sup;y % (1 Alx; —v;|) et localement convexe. Montrons qu’il est complet : Soit (x”),cn une suite de Cauchy.

Soit k € N (fixé!), soit € > 0, donc il existe N € N tel que Vn,m > N, Vi e N, L 7 (1 Alxl —x{”l) 5/\1 et donc
lxg — x| <e.

C est complet donc il existe x; € C tel que (x}),, converge vers x; dans C. Ainsi on a construit une suite x = (xy ) € CN tel
que Yk €N, (x;), converge vers xi.

Soit € > 0, donc il existe N, € N tel que Vn,m > N, VieN, - (1 Alx? —x;-"I) < ¢ et entendant m — oo, on obtient Vn < N,

VieN, L 3 (1 Alx} = xl|) e. Ce qui prouve que la suite (x"), converge vers x dans C. O

@m%e de [excercice 225

La topologie sur E est engendrée par une suite de semi norme séparante, donc E est un EVT métrisable localement
convexe. Il reste a montrer que (E,d) est complet avec

1
d(x,) = sup - (LAllx = pll,)).
n

Soit (x¢)x une suite de Cauchy dans E, soit n € N (fixé!), soit ¢ > 0 donc il existe N,, € N tel que Ykl > Ny on a
d(xp,x;) < ‘2/\,1 donc [|xg — x|, < €. Ainsi (xy); une suite de Cauchy dans (E,,||-||,,) et par suite il existe a” € E,, tel que (xy )

) def
converge vers a” dans (E,,| - ||,;). L'unicité de la limite assure que Vn, a" = =a%= x.

D’autre part, Vk,l > N.y, Vn € N, on a 21—”(1 Allxg —xll,)) < €. Tendons I — +oco pour avoir Yk > N, ¥n € N, on a
% (1 Allxg —xll,,)) < €. Ainsi, (x;)x converge dans E et par conséquent E est complet. O

@mﬁg de [excerncice 226

1. Soit p est une semi norme sur E. On a 0 € H, donc p(0) = 0. Soit t e K\ {0}, x € E,
PUE) = Inf plex+ ) = [t inf p(x+ ) = [1p().
Soit x,y € E. Supposons que p(X +7) > p(X + p(v) donc il existe r > 0 tel que p(x +7v) > p(x + p(v) + 2r. Soit h,k € H tels que
p(x+h)<p(X)+retp(y+k)<p(®)+rdonc
PE+Y) Splx+y+h+k)<plx+h)+py+k) <p(x+p)+2r <p(x+7),
absurde. Donc p(x +7) < p(Xx + p(v).
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p est une semi norme sur E/H. ‘

2. Supposons que 7 = 7p. Il suffit de remarquer que pour pe P, o(p<1)=(p<1). O

%m%é de Vemencice 997

1. v'pk est une semi norme sur E :

px(0) = max,ex 0] = 0, pr(tf) = maxyeg [Ef ()] = [Hmaxex [f (¥)] = Itlpx(f) et px(f + ) = maxyex(f(x)] + Ig(x)]) <
maxyek (|f (x)]) + maxyex (I(x))) < px (f) + pr(8)-

v'La famille P = {pg, K € K} est séparante.

Soit f € E tel que YK € K, px(f) = 0. Soit x € Uo a {x} est compact de U donc |f (x| =)p((f) =0d’ou f = 0.

v'La famille P = {px, K € K} est filtrante.

On a, pour tous K,K’ € K, px < prxuk’ et pxr < pxux’ CQFD.

2.0naQcPdonc 7y CTp.

Réciproquement, soit K € K, donc K est borné et d(K, R4 \U) > 0.D’ouil existe n € N tel que K C Bg(O,n) etd(K, R4 \U) >

nl? ainsi K C K, et par suite pg < pg, . Ceci prouve que 7p C 7g. Donc

1o =Tp.
3. On a (E,P) est espace localement convexe puisque sa topologie est définie par une famille de semi-norme et et cette
topologie est métrisable car elle est engendrée aussi par une suite de semi-norme a savoir Q. La distance 6 définie par

o(f,8) def max,cy %(1 A pk, (f —g)) engendre la topologie 7p c-a-d 7p = 7 et elle est invariante par translation.
Il reste a montrer que (E,d) est complet pour affirmer (E,P) est un espace de Fréchet. Pour cela, soit (fi)x une suite de
Cauchy de (E,0). Donc Ve > 0, YVi € N, il existe N, ; € N telle que Vk,l > N, ;,

1/\5

1
¥YneN, F(lf\PK”(fk ) <

Soit x € U donc il existe i, € N tel que x € K; d’ou Yk,I > N(e,iy), |fe(x) - fi(x)| < . Ceci montre que la suite (fi(x))x est
une suite de Cauchy dans R donc il existe f(x) € R tel que la suite (fi(x))x converge vers f(x) dans R.
Soit € >0,ona Vk,I > N.g, VneN, Vx e K,, zl—n(l Alfk(x) = fi(x)| < e. Tendons | — +oo, pour avoir Yk > N, o, Vi € N,

VxeKk,, %(1 Alfi(x)— f(x)]) < €. Donc
e max (A pi (= ) =0 (41)

Soit a € U donc il existe r, > 0 tel que B{l(a,ra) C U, soit n, € N tel que Bg(a,ra) CK,,. D’apres 4.1, PK,, (fx—f) — 0 et donc

sup  [fx(x) = f (x)| = 0.

xeBg(a,ra)

Ceci prouve que f est continue en a arbitraire dans U. Ainsi, f € E et uy = 9(f;,f) — 0 cqfd.
4. Montrons que pg n'est pas une norme pour K € K.

M qui est un compact vérifiant xg € A

Soit xx € U\ K (U \ K =0 car R? est connexe) et posons A = B{;(xK,r) avecr =
et ANK=0.

Soit g 1 t > #ﬁgtm’ onagg €E, gx # 0(gx(xx) = 1) et px(gx) = 0. On vient de montrer que px n'est pas une norme
sur E.

Soit un ouvert V de E contenant 0. Donc il existe ¢ > 0, il existe n € N* tels que ¢ (pK” < 1) c V. Ainsi

{tgx, teR}Ce (PK,, < 1) cV.

Donc V contient une droite réelle.
Supposons que (E,P) est normable. Donc il existe une norme || - || sur E tel que {x € E tel que ||x|| < 1} est un ouvert de
(E,P) contenant 0, d’'ou il existe g € E \ {0} tel que {tg, t € R} C {x € E tel que ||x|| < 1} qui implique que ||g|| = 0, absurde.
Ainsi (E,P) n’est pas normable.

a

Qmuﬁé de [excerncice 228

1. On a, puisque D“ est linéaire, Vf,g € Ek, V1 eR, prm(Af) = Apr.m(f) et prm(f +8) < prowm(f) + Pr.m(g). Donc pg
est une semi norme sur EX avec k >m

Soit f € EX (k = m) telle que, VK € K, pg.(f) = 0 alors, en particulier, YK € K, pxo(f) = 0. Ce qui donne, d’apreés
Iexercice 2.2.7 question 1., que f = 0. ainsi P,, et P, sont séparantes respectivement sur EX et sur E*.
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2. Comme dans l’exercice 2.2.7 question 2., soit, pour n € N, K,, = {x € U tel que d(x,Rd \U) > ﬁ} N By, (0,n). On a
Tp, = To, avec Qi = {px, r» n € N}si k € Net Q = {pk, i, nm € N} Donc (EX,P;) est un EVT localement convexe
métrisable.

Il reste a montrer que (EX,P;) est complet. Pour cela, soit (f,), une suite de Cauchy dans (EX,P). Dong, Va € Ag, (D%f,),
est une suite de Cauchy dans (E°,Py) qui est complet d’aprés I'exercice 2.2.7 question 3., ainsi, il existe g% € E? telle que

(Dafn)n - ga dans (EO,PO)-

a

En déduit que f def g" € EF, g% = D*f et que la suite (f,), converge vers f dans (EX,7)

(Ek,Pk) un espace de Fréchet, pour tout k € NU {co}.

3.On a, pour a € Aj, D% est linéaire de E* dans EFlol c E¥! et a, € C*-/(U), donc P est linéaire EF dans EF-'.
v'Continuité :
Soit K € IC, soit f € EX. Donc, pour x e K et p € Ay,

IDEP(f)(x)| < ) IDP (agD*f) (x)

lal<!

Mais, une récurrence sur ||, permet de montrer que Vf,g € Efl,Vy e U,

IDP(fFR)p) <2 ) ID*f(p)x ) ID'g@)|  Onpeut faire mieux! D (fg)= )~ CaD**f D'gl

[AI<IBI [AI<IBI A<p
Donc
IDPP(F)(x)| < ) IDP (agD*f) ()
lal<I
<) 2 Dlay(ix ) ID““f(X)I}
|l <! [AI<IBl [AI<IBI
<fsupl< ) Y |Dﬁaa<x)|}xp1<,k<f>
YK el NSk
< C prk(f)-
Ainsi

P est continue deEX dans EF,

4. (i) On a, donc, YK € K il existe Mg € R tel que Vf € B, Vx € K, Ya € A}, [ID%f(x)|] < Mg. D’apres l'inégalité des
accroissements finis, pour tout x,y € K, |f(x) — f(y)| < Mgl|x — y|. Donc B est équicontinue puisque Ve > 0, il existe
n= 1+§\Ak >0 tel que Yx,y € K,

-yl < = sup|f(x)- fw)l <.
feB
De plus, pour tout x € K, B(x) = {f(x), f € B} C Bg(0,1 + Mg) donc relativement compact dans R. D’apres le théoréme
d’Arzela-Ascoli, B est relativement compact dans C(K;R). Par conséquent, la restriction a K de toute suite de B admet
une sous suite qui converge dans C(K).
(ii) Soit (f,), une suite d’éléments de B, pour montrer que i(B) est relativement compacte il suffit de trouver une sous

suite de ( fp qui converge dans EP car ce dernier est métrisable, voir 'exercice 2.2.7.

—C .
Notons D,, = {flk,, f € B} qu1 est un compact de C(K,;;R) donc
]_[ D,, est métrisale compact —voir cours topologie.
neN

Posons, pour p € N,
8p: N — Uen Dy
no—  flk,
On a (g,), est une suite d’éléments de [[,cy D,. Donc elle admet une sous suite (8p; )j qui converge vers un €lément
g€[],en Dy dans [[,,eny Dy- Dong, Vn e N,

sup [fy, (x) = (1) (X)] =} re0 0.

xeK,
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En particulier si x € K, N K,,, alors g(n)(x) = g(m)(x). Puisque | J,, K,, = U, alors il existe g € E” telle que Yn € N, g = g(n)
sur K,,. Ainsi, Yn €N,
sup |fp](x) _g(x)l _>]—>oo 0,

xeK,
c-a-d
0
fp}, —j 00 § dans E7.
(iii) Soit (f,), une suite d’éléments de B, pour montrer que i(B) est relativement compacte il suffit de trouver une sous

suite de (f,), qui converge dans EF puisque ce dernier est métrisable, voir question2.

Posons, pour « € Ay, B, = D*B def {Daf; f € B}. Puisque B est bornée dans EX, alors B, est bornée dans Elketl—k>o0.
D’apres la question 4. (i7) et le fait que Ay est un ensemble fini, il existe une sous suite (fp]. ); de (fp)p telle que Yar € Ay, il

existe g% € EV tels que la suite (D“fp]. ); converge vers ¢ dans EY. Donc f et gV e EK, Daf = g% et (fp]. )j converge vers f
dans E*.

Ainsi i(B) est relativement compacte dans Ek.

(iv) Soit B une partie bornée dans E*. Soit (f,), une suite d’éléments de B, pour montrer que B est relativement compacte
il suffit de trouver une sous suite de (f,), qui converge dans E* puisque ce dernier est métrisable, voir question2.

Or, d’aprés ce qui précéde, B est relativement compact dans EX, pour tout k € N. Donc

=E* Lo
I_[ B est métrisable compact.
keN
Posons
_Ek
g: N — UkenB
k —  f,

g . : (14 =E*
Alors, il existe une sous suite (8p; )j de (gp)p qui converge vers un élément g de [[ren B -

Ainsi, Yk €N, g(0) = g(k) € EX et (fp}, ); converge vers f d:Efgo dans EF. D’ou f € E® et (fp]. ); converge vers f dans E*. Ceci
prouve que B est relativement compact dans E*.

’ (E®,P,,) un espace de Heine-Borel, c-a-d Toute partie fermée bornée est compact. ‘

5. Supposons que (E¥,P;) est normable. Donc il existe une norme ||-|| sur E¥ telle que {x € E tel que ||x|| < 1} est un ouvert
de (EX,P;) contenant 0, d’ou il existe ¢ > 0, il existe n € N*, Ky,--- ,K,,, my,--- ,m, € N (my =--- = m,, = k si k # o0) tels que

n

eﬂ (pK,m; < 1) C {x € E tel que [lx|| < 1}.
i=1

Posons K=K;U---UK,, e Cetm=my+---+m, alors

€ (pr,m <1) C {x € EF tel que ||x]| < 1}.

> (. Considérons la fonction

SoitheU\KetrK:%

gk U — R

lloc—xi 12

X — Ll dl

p(lglh)

avec
p: R — R
0 six>1
X _ 1 .
e =  sinon.

On a, Yt € R, px (tgx) = 0 donc [t|llgk|l < 1 d’out gx = 0, en particulier 0 = gx(xx) =e~!, absurde.

Ainsi (EX,P;) n’est pas normable, pour tout k € N.
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Q@mﬁé de [excerncice 9.34

1. = Triviale.

< Soit x € E et supposons que f est continue en x.

Soit x € E (arbitraire!), soit V € Vp(f(x)) donc il existe W € V¢(0) tel que f(x)+ W c V, donc f~(f(xo) + W) € Vg(xo), il
existe alors ® € Vg(0) tel que xy +© C f~1(f(xy) + W). Ainsi f(x+©) C V, d’'ou la continuité de f en x.

2. Soit B C E telle que B est bornée.

Soit V € Vr(0) donc f~1(V) € Vg(0), ainsi il existe & > 0 tel que Vt € K, |t| < @ = tA C f~}(V) d'ou tf(A) C V et par
suite f(A) est bornée dans F.

3. Notons n = dimg E et (eq,---,e,) une base de E.

Posons

ag: E — K S: E" — E g: E — E"
Yiogtiei — t (X1, %) o Xp et Xy x = (ag(x)f(er),-an(x)f (en)).
Ona f =Sog,S est continue (récurrence) et g est continue si et seulement si Yk € {1,---,n}, px 0 g = P o hy est continue,
ou
p: KxE — E hy: E — KxE
(tx) +— tx x > (ag(x),f(e)-

Donc f = S o g est continue si Yk € {1,---,n}, o) est continue c-a-d

a: E — K" est continue.
Yiiitiei k= (t,ot,)

(On sait déja que a est bijective linéaire et que a~! est continue linéaire donc si @ est continue alors E est séparé! il faut
ajouter dans les hypothéses E séparé.) Et dans ce cas a est continue d’apres le cours. et par suite f est continue. g

(emﬁe de [excerncice 9.3.9

1. = 2.Ona f continue et {0} un fermé de K donc Ker(f) = f~'({0}) est fermé dans E.

2. = 3.0na Ker(f) =Ker(f)#E (car f est non nulle). Ainsi Ker(f) n’est pas dense dans E.

3. = 4. Soit donc un ouvert V de E tel que VNKer(f)=0. Soit v € V et W un voisinage de 0 équilibré tel que v+ W c V.
DoncVxe W, f(x)=-f(v)

Supposons que dxg € W tel que |f(xg)| > |f(v)|, donc yy = ff
f(v)# f(v), absurde. Ainsi

(car W est équilibré) d’ou f(yg) = —f(v) c-a-d

VxeW, |f(x) <|f(v)] etdonc f estbornéesur W.

4. = 1. Soit W un voisinage (équilibré ouvert!) de 0 et M e R tels que Vx e W, |[f(x)| < M.
Soit xg € E, soit ¢ >0, On a f(xo+ 3157 W) C]f(x0) —¢&,f (xo) + €[, donc f est continue en x, et puisque x est arbitraire dans
E alors f est continue sur E. a

Qemgé de Vemencice 941

1) 1) o(x,y) = supjcr 0;(x,y) = supjcr 0;(y,x) = 6(y,%).
ii) o(x,x) = sup;ey 0;(x,x) = 0.
iii) 6(x,2) = supjes 6;(x,2) < supjer 0;(x,y) + supjer 9;(v,2) = 6(x,y) + 0(9,2).

)')5f(x; =f ()= f@I=1f @) - fx)l =05 (p,x).
ii 6fxx If(x ) f(x
f —fOI+If @) = f(2)] =07 (xp) + 67 (v,2).

iii) 07 (x,2) = f (x) - f(2)| <
6f est un écart.

3) Posons Ay ={f : X > Rtel que Vx,y € X, |f(x)— f(p)| def 0¢(x,y) < d(x,p)}. On a trivialement d > 2 SuPreq, 0. Récipro-

quement, soit x,y € X et soit la fonction
g: X
t

ﬁ
—  d(tx),

onageAycarVsteX

lg(t)—g(s)| = |d(t,x)—d(s,x)| < d(t,s). (grace a I'inégalité triangulaire)
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Donc supsey, 0¢(x,9) = 1g(x) - g(y)| = d(x,9). On conclut que | d =supgy, Of.
4) i. Il est clair que Vx € 0, 3¢ > 0,] C P, finie ﬂée] Bs(x,e) € @ donc 0 € Tp et il est aussi évident que Yx € X, 3¢ > 0,] C
P, finie (\s¢; Bs(x,¢) € X d’ou X € 7p.

ii. Soit U,V € Tp. Soit x e U NV donc

3¢’ >0,] C P, finie ﬂ Bs(x,e’)c U
se)’
et
J¢”>0,]” C P, finie ﬂ Bs(x,e”)C V.
(SGI”
Posons ¢ = min (&’,¢”) et ] = ]"UJ”; on donc (s¢; Bs(x,e) C U NV ce qui montre que U NV € 7Tp.
iii. Soit (U )rex une famille d’éléments de 7p. Soit x € (Jycx Ui, donc il existe k, € K tel que x € Uy d’ou

de, >0,], C P, finie ﬂ Bs(x,e) C Uy, C U Ui,
o€]y keK

nous obtenons | Jiex Uy € 7p.

‘ Tp est une topologie sur X associée a la famille d’écarts P . ‘

Soit y € Bs(x,¢) donc Bs(v,¢’) C Bs(x,¢), avec ¢’ = e —6(x,y) d’ou Bs(x,€) € Tp.

Remarque :

Posons Q) = {Bé(x,zl—n) ; 0ePxeX,neN}et B= {ﬂb-e] B(g(x,zl—,,) ; ] C P finie ,x € X,n € N}. On a 7p est engendrée par Q)
et BB est une base topologique de 7p (tout ouvert est une réunion d’éléments de B).

5)=) On a B;s(x,¢) € Tp C T, on termine la preuve par une utilisation simple de la définition de 75 .

<) Soit U € Tp, soit x € U donc e > 0,] C P, finie  (\5¢; Bs(x,6) C U.
Soit, pour 6 €], 5:5 >0et ](; C K finie tels que

m B, (x,e5) C Bs(x,¢).

pYS

Posons ¢’ =min{e§ ; 0 €]} et ] =Jse J5 donc (¢ Ba(x,e’) C U, ce qui donne U € Tp.
Remarque :
PCQSTPCTQ et TpCTQﬁT”pUQZTQ.
6) &’ = as(1 Ad)est un écart :
i) 0'(x,y) = as(1 Ao(x,9)) = as(1 A 6(y,x)) = 0 (,%).
i) 8'(x,x) = as(1 A O(x,x)) = as(1 A0)=0
iii) Soit 8" = as(1 A 8) € Q. Supposons &'(x,y) + 8'(y,z) < @; donc &'(x,y) = as6(x,) et 8’ (v,z) = as6(y,z) d'ou

8 (x,2) < asd(x,z) < agd(x,y) + @, 0(,2) = &' (x,y) + 8’ (v,2).

On conclut que 6’ est un écart.
Tp=Tgy: SoitoePetd =as(1A0)eQ.0naBy(x,as(1 Ae)CBs(x,e) C By (x,a5¢) et d’apres 5) ona Tp = Tp.
7) i) Il suffit de voir que B)(x,a5(1 A €) C Bs(x,¢).
ii)Soitxe X ete>0.Posons ' ={6€P ; as > %}ete’:m.
Soit t € ﬂa‘e]’ Bs(x,e”), donc Vo € J', as(1 Ad(x,t)) < ase’” < 5, mais cette inégalité reste aussi vraie pour ¢ 3 nJ’ car
as(1 Ao(x,t)) < as. Ainsi A(x,t) < § < ¢ et par conséquent (5. Bs(x,¢”) C By(x,¢). Ce qui donne le résultat voulu.
8) Il suffit de remarquer que
ﬂB(g(x,e) = B,(x,¢). ( car J est finie)
o€]
avec A = sup;e; 0.
9)=) Il suffit d’utiliser la définition de limite pour V = Bé(ﬂ,%).
<) Soit V € Vx(I) donc il existe € > 0 et ] C P finie tels que ("5¢; B5(l,¢) C V. Soit n € N tel que % < ¢ et soit, pour 9 € ],
Ws € Vg(a) tel que Vxe WND, o(f(x),]) < 21—,1 Pour finir la démonstration il suffit de prendre W = (15¢; Ws. a
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Ch. 3 : Théoremes classiques d’analyse fonctionnelleJ

lg: — C . On a (Ty)i est une suite de

@mmge de excencice 341 Pour k € N, notons Tj:

(Xp)n Zn 0 4nXn
formes linéaires continues qui converge simplement et puisque lg: et C sont des espaces de Banach (donc de Fréchet) alors
(Ty)x est équicontinue, d’apres le théoreme de Banach-Steinhaus. Ainsi il existe 17 > 0 tel que pour tous (x,), € B,(0,7) et

keN,ona|Ti((x,),) < 1. Ce qui permet de dire qu’il existe C > 0 (e.g. C = %) tel que pour tous (x,), € CN et k €N,

k
1) @l < CllGxn)ully.

n=0

Or Vn eN, il existe 0, € R tel que a,, = |a,|e’?. En mettant e%|x,| 4 la place de x,, dans I'inégalité précédente, on obtient
pour tous (x,), € CN etk eN,

k
Y lanlleal < C I )ully:
n=0

v Cas p =1 (donc g = +co) : On obtient avec, x, = 1, Yk € N, Y*_; |a,| < C et un passage a la limite permet de dire que
(an)n €1¢.

la,P~t  sin<k
v Cas p €]1, + oo[ (donc g €]1, + oo[) : En prenant x,, = . ,nous avons Yk € N,
0 sinon
k k | k 1
Y lalP <C () lanP ) <) anl)
n=0 n=0 n=0
ainsi Yk € N,
k
) layl <cCP.
n=0

Un passage a la limite permet de conclure que (a,), € lp

1 sin=m
] , lous avons pour
0 sinon

k =m, la,| < C.Donc (a,), €. O

v Cas p = +o0 (donc g = 1) : Soit m € N (arbitraire). Considérons la suite définie par x,, = {

(em%é de Vencencice 312

1. Par définition la continuité implique la continuité en (0,0) et la continuité en (0,0) implique 'existence d’un voisinage
V dans E x F de (0,0) (topologie produit) tel que VY(t,s) € V, [|f(t,s) — f(0,0)]] = [|f(t,5)]| < 1. Mais il existe n > 0 tel que

Be(0,m) x Bp(0,77) C V. Ainsi pour tout (x,y) € E x F et pour tout € > 0 ona (”x”H ,||y||+£y) € Bg(0,17) x Bg(0,77) € V donc

1
_— <1
IV Gt e e

En utilisant la bilinéarité de f, on a ||f (x,)|| < (||x|| + e)(||y|| + e) En tendant ¢ — 0, on obtient 3C > 0,

V(xy) € ExE, [If (xp)ll < Clixl[ Iyl

Montrons maintenant que cette derniere inégalité implique la continuité de f. Pour cela soit (x(,yy) € E X F. soit ¢ > 0
Posons 1 = A 1. On a donc Y(x,y) € Bg(xg,17) X Bp(v0,%),

N -
C(T+{lxoll+llyoll)

1/ (x,9) = f (xo,90)ll = IIf (x = x0,9 = v0) + f (%0, = p0) + f (x = x0,90)ll < C('72 +Ilxolly + lIyollr) < &

‘ Remarque : Pour cette question la complétude ne sert a rien. On a besoin seulement de la bilinéarité ...

2. =) : Supposons que f est continue en (x(,yy). Donc pour tout voisinage V de f(x(,yo) dans G il existe Ug,Uf voisinage
respectivement de xj dans E et de yy dans F tels que pour tout (x,y) € Ug x Ug, f(x,y) € V. En particulier, pour tout
x € Ug, f(x,99) € V et pour tout vy € Ug, f(xo,v) € V. Ainsi f est séparément continue en (xg,y).
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Remarque : cette implication est vraie sans que f soit bilinéaire ni E complet, on a besoin seulement que
E x F soit muni de sa topologie produit.

<) : Pour y € F, notons T, = f(,y) : E — G l'application définie T,(x) = f(x,9). On a pour tout y € F, T, est linéaire
continue (continuité en x en fixant y par hypothese) et la continuité en y en fixant x implique que pour tout x € E,

I'(x) def {T)(x), v € BE(0,1)} est bornée dans G. Or E est un espace de Fréchet, donc d’apres le théoreme de Banach-
Steinhaus, la famille (T},)yep,.(0,1) est €équicontinue. Ainsi il existe 17 > 0 tel que pour tout x € B (0,7), pour tout y € Br(0,1),
on a T,(x) = f(x,y) € Bg(0,1). Par la méme méthode vue en haut, on a l'existence d’un C > 0 tel que

V(x) € ExF, [If (xp)ll < Cllx[l [yl

3.0n a f est continue sur R? \ {(0,0)} (de classe C*® méme!) donc séparément continue sur R? \ {(0,0)} et 0,4 = f(2,1) =
2f(1,1) =1 donc f n’est pas bilinéaire.

D’autre part les fonctions partielles en (0,0) sont constantes donc continues. Ainsi f est séparément continue sur R?.
De plus pour tout x = 0, f(x,x) = 0,5, ce qui monte que f n’est pas continue sur (0,0).

‘ Moralité : En général, on n’a pas 1’équivalence de 2. si f n’est pas bilinéaire ‘

4. 11 est clair que f est linéaire en chacune de ses variables en plus elle est symétrique. De plus |f (x,9)| < ||x|l1|[¥lleo, ce
qui montre que f est séparément continue. D’autre part si f est continue alors il existe C > 0 tel que Yx € E |[|f(x,x)[| <
C ||x||2 En particulier, pour la suite (x,,), définie par x,(t) =t" on a Vn, ﬁ <C (n+;1)2 Un passage a la limite apres la

multiplication par 2n+ 1 donne 1 < 0, absurde. Ainsi f n’est pas continue.

’ Moralité : En général, on n’a pas 1’équivalence de 2. si E n’est pas un espace de Fréchet. ‘

%m%é de Vemencice 313

On a (T,),ca est une famille d’applications linéaires continues sur l’espace de Banach E’ muni de sa norme usuelle
(donc de Fréchet). De plus, pour tout f € E’/, {T,(f), a € A} = f(A) est bornée dans K. D’aprés le théoréme de Banach-
Steinhaus, (T},),c4 est équicontinue, donc il existe 7 > 0, tel que Vf € Bg/(0,17), Ya € A, |T,(f)| < 1. Ainsi, Va € A, ||a|| =

SUPfep, (0,1 If (@) < % :

wagé de exercice 314

1. On a, d’apres l'inégalité de Holder, Vg € L7, |T¢(g)| < ||f I, lIglly donc [|T¢(| < [If|l,-

1-1
D’autre part, gy E (1(f>0)—1(f<o>)|f|”_1 € L7, donc ||f||p =T (g < N Trllllgslly = ITeNIf Nl © dou ITEll = 1If1l,.
2. On a pour tout k € N, T est linéaire continue sur 'espace de Banach (donc de Fréchet) L7 muni de sa norme usuelle.
De plus, Vg € L1, {T;(g), k € N} est bornée dans R puisque Yk € N, [Ti(g)| < I]Rd |fg|. Donc on peut appliquer le théoréme
de Banach-Steinhaus qui donne I'existence d’'un C > 0 tel que

Vgell VkeN, J fig < Cligll,
Rd

Or g def (1(f>0) - 1(f<0)) Ife[P~! € L1, donc fRd |fx|P < CP. Une application de lemme de Fatou (ou beppo-Levi) nous donne
felLp. a

Qmuﬁé de [excerncice 315

1. Tyx est linéaire :

TS +sg) = TSR JOIZTE) SOZEE) ) my,

T} est continue :
Ty ()l < ——=lIflleo-
s ly - xl f
2. Soit x €I, soit f € F. On a f est dérivable en x donc il existe 7 > 0 tel que Vy €I\ {x},

y-xl<n = ITXHI<1+If'(x)
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Donc Vy eI\ {x},
T3P < 1+ I (o) + %nfuoo.

Dou Vf € F, (T, (f))yen\(x} est bornée. Ainsi les hypotheses pour appliquer le théoreme de Banach-Steinhaus sont véri-

fiées ce qui nous donne (T;‘)yel\{x} est équicontinue c-a-d il existe un 6, > 0 tel que

Vf € Br(0,0,), Yy € I\ {x), ITH(f)| < 1.

En prenant C, = 9%' on obtient
VfeF,Vyel [f()— f(x) < Cxllflloo [y —xI-

3. Fixons ¢ > 0 (arbitraire), pour x € I, notons U, =]x — ﬁ,x + ﬁ[

i.Onal CJ Uy et compact alors il existe n € N* et xy,---,x,, € [ telsque I C U U---UU,, .

ii. . .
v Soit j €], soit f € ©, soit y € I donc il existe i € {1,---,n} tel que y € U, d’ou |f(y) - f;()| < |f (v) - ]k—"|+|ﬁ-(y)— ]k—"l <5
donc |f - fillo < €. Ce qui prouve que ©; C Be(fj,¢).
v’ Soit f € Bp(0,1), soit i € {1,---,n} et y € Uy,. On a f(x;) €] - 1,1[C U’;:_k[%,qZ—l[ donc il existe j; € {—k,---,k} tel que
If (x;) = £l < ¢ ‘ '
On obtient |f(y) — &1 < £ () = £ (xi)|+ |f (5) = 1 < Cyllfllcly = xil + £ < &, donc f €©; avec j = (j1, - j,) et donc j € ] et
f € Be(fje).
Ainsi,

Br(0,1) C UBP(fj,g).
j€l

4. La question précédente montre que Br(0,1) est un voisinage de 0 précompact (totalement borné) de I'espace vectoriel
normé F (donc un evt séparé). D’apres le cours ou le théoréeme de Riesz, F est de dimension finie. g

%mpgé de Vemencice 394

f est un polynoéme tel que lim,_,., f(x) = +o0o0 donc f est continue surjective. D’autre part, f(]0, + oo[) = [-1, + oo[, d’ou
f n’est pas ouverte. a

@mﬁé de [encencice 3.9.9

i. =) : Triviale! Soit V € Vg(0) donc il existe un ouvert © de E tel que 0 € ® c V donc f(0)=0€ f(©) C f(V) et puisque
f(©®) est un ouvert de F alors f(V) est un voisinage de 0 dans F c-a-d f(V) € Vg(0).

&) : Soit © un ouvert de E. Soit y € f(®) donc il existe x € © tel que y = f(x). Or © —x € V¢(0) donc f(© —x) € Vr(0) d’ou
f(©) est un voisinage de y dans F. Mais y est quelconque dans f(©). On obtient, f est ouverte.

ii. On E est un sous espace vectoriel ouvert de E donc f(E) est un sous espace vectoriel ouvert de F puisque f est linéaire
ouverte. Alors f(E) = F car les ouverts d’'un EVT sont absorbants. g

Q@)Wﬁz de Vexerncice 3.9.3 [Déja vu en cours]

On a E est un espace de Fréchet en particulier et F est un EVT. Aussi T(E) = F n’est pas maigre (F est un espace de
Baire!). Encore, on a T est linéaire continue donc d’apres le théoréme de I’application ouverte T est ouverte ainsi T~
est continue. a

@m% de [excerncice 394

1. On a la suite (a,),en converge vers 0 dans R donc elle est bornée, posons M = max, «,. Donc [|T((x,)en)li =
Yorsolan x,l S MY S0 %l = Ml(x,) nenlly < co. Ainsi T est bien définie et continue si elle est linéaire.
Soit X = (X)) pers¥ = (V)neny € E = 1! et 5,t € C. Soit n €N, on a

(T(tx + sy))n =a,(tx+sy), =ta,x, +sa,v, = t(T(x))n + S(T(y))n,
Ceci prouve le linéarité de T.
Soit x = (x,)nen € E = 1! telle que T(x) = 01 = 0 donc Vn €N, a,, x,, = Oc donc Vn € N)x,, = 0 puisque a,, # 0. Ainsi,ona T
est injective.
2. Supposons que T est surjective alors T est bijective et d’apres le théoréme de I'application ouverte, la fonction réci-
proque
T E — E
(Xp)nen (agl Xn)neN-
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est continue. Donc il existe C > 0 tel que ¥x = (x,,),eny € E = 1!,

+00 +00

-1
Ytk <C ) Il
n=0 n=0

Soit k € N et notons (x,,), la suite définie par x,, = {(1) 2:0; k. Donc (x,,), € E et a;l < C, Absurde car k est arbitraire
et la suite (a,,),, converge vers 0.
Donc T n’est pas surjective.
3. Soit (u,),eny € E \ T(E). Supposons que Zan_llunl < oo, alors (@, u,)en € E et (uy)yeny = T((a;! tiy)nen) € T(E),
neN
absurde. Donc Zan_llunl diverge.
neN
Remarque : En posant v, = a;!|u,|,ona ), v, diverge et ¥, a,v, converge. O

Qmuﬁé de [excerncice 325

On a L? est un espace de Fréchet (c’est méme un espace d’Hilbert), L' en espace vectoriel topologique séparé (c’est
méme un espace de Banach!), de plus I'application i : L — L!; x > x est linéaire continue. Donc d’aprés le théoréme de
I'application ouverte, si L? = i(L?) n’est pas maigre alors i est ouverte ( mais ¢a ce n’est pas important pour cet exercice)
et surjective (ga c’est important) d’ott L2 = L!. Or la fonction x > \%1]071] est dans L' mais pas dans L?, absurde. Donc

L? est maigre dans L!. a

%m%é de Vemencice 396

On a Idg : (E)||-|l;) = (E)|l - |l1) une application linéaire bijective continue (donc il existe ¢ > 0 tel que ||-||; < c||-[|2). De
plus (E,||-|[2),(Ell-|l1) sont deux espaces de Banach (donc de Fréchet), donc, d’apres le théoréme de I'application ouverte,
Idg' = Idg : (E||-1l;) = (E|l- |l,) est continue d’ou il existe C > 0 tel que || ||, < Cl|-||;, ceci implique que 7, C 7; et par
suite 7; =75, en d’autres termes || -||,) et || - ||; sont normes équivalentes sur E. a

(em%e de [excerncice 397

OnaT(x)=0 = ||x|| <0 = x =0, donc T est injective.

Soit (y,), une suite d’éléments de ImT qui converge vers un élément y € F dans F. Donc pour tout n € N il existe
x, € E tel que v, = T(x,). Avec I'hypothése qu’on a sur T, on retrouve que la suite (x,,), est suite de Cauchy dans E et
puisque ce dernier est complet, il existe x € E tel que (x,,), converge vers x dans E. La continuité de T nous affirme que
y = T(x) € ImT. Par conséquent, ImT est fermé.

Remarque : Une démonstration directe sans les GRANDS THEOREME!?? O

Qmuﬁé de [ercerncice 334

1.Ona f(0)=0donc 0 = Ogxr = (0g,0p) = (0,0) € G et pour tous (x,),(x,y) € Gy et tous s,t €K, on a
t(x,9) +5(x",y") = (tx +5x,ty +59) = (tx +sx,t f (x) + s (X)) = (tx +sx', f (tx + sx”) € Gf

donc Gy est un sous espace vectoriel de E x F (rq :pas besoin de la topologie!).

2. Soit (x,p) € G; def p xF\Gy.Dong, f(x) =y et puisque F est séparé il existe U € Vp(f(x)) et V € Vr(y) tels que UNV =10,

mais f est continue donc f~!(U) € Vg(x) et par suite (x,9) € f1(U)xV C G/ﬁ. Ce qui prouve que G/C( est un ouvert de ExF
c-a-d Gy est fermé (rq : pas besoin de la structure vectorielle!).

3. Soit (x,p) € G;, donc x =y d'ou |x — @,x + Ix;yl [x{y} C G; c-a-d Gy est fermé.

D’autre part f~1({0}) = {0} qui n’est pas un ouvert de (R,7,) alors que {0} est un ouvert de (R,P(R)), donc f n’est pas
continue. g
rq : On ne peut pas appliquer le théoréme du graphe fermé car (R,P(R)) n’est pas vectoriel!.

(em%é de Vemcencice 332

=) : cette implication est évidente car la composée de deux fonctions continues est continue.

&) : Supposons que le graphe Gr de T n’est pas fermé dans E x F donc il existe (x,y) € Gr tel que (x,y) ¢ Gy d’ou
a=y—T(x) =0, ainsi il existe f € F’ (probléme d’existence-voir plus bas) telle que f(a) =1 donc f(T(x)) = f () par suite
il existe un voisinage U de f o T(x) dans F et un voisinage V de f(y) dans F telsque VN U =0

65


http://www.elearningfrance.net/math.html

Tp « ANALYSE FONCTIONNELLE »

or w % (f o T)"Y(U) x f~1(V) est un voisinage de (x,y) dans E x F puisque f o T et f sont continues. D’ou I'existence

de z € E tel que (2,T(z)) € W c-a-d f o T(z) e VN U =0, ce qui est absurde. Ainsi Gy est fermé et grace au théoreme du
graphe fermé T est continue. O
Remarque : Soit V un ouvert convexe équilibré dans F tel que a ¢ V. Notons :

v’ p la fonction de Minkowski associée a V a savoir p(x) = inf{s > 0, x € sV}. On sait que p est une semi-norme et
V =(p <1) (donc p est continue).

v G=Kaet g: G— R définie par g(ta) = Re(t). On a Vx € G, g(x) < p(x).

D’apres le théoréeme de Hahn-Banach, il existe un prolongement linéaire # a E de g tel que Vx € E, h(x) < p(x). Notons

f: E — K
{h(x) siK=R
X
h(x)—ih(ix) siK=C,

Ona f € F' puisque |[f|<pet f(a)=1

@m%e de [excerncice 3.3.3

1. Soit (x,,T(x,)), une suite de graphe de T qui converge vers (x,y) dans H x H, donc pour tout h € H, ((Tx,,h)), =
((x, Th)),, — (x,Thy = (Tx,h) et ((Tx,,h)),, = (v,h) ce qui donne pour tout h € H, (Tx,h) =(y,h) et par suite Tx =y ce qui
montre que le graphe de 'application linéaire T et fermé. De plus H est un espace d’Hilbert donc un espace de Banach
... de Fréchet, on peut dire grace au théoréeme du graphe fermé que T est continue.

2.0na

((T(x +9), x+y)—(T(x-y), x - y>] = 2[ (Txy)+ (Ty,X>]

[(T(x+ iy), x +iy) —(T(x—ip), x - iy)] = 2[ (Tx,iy)+ (iTy,x)] = —2i[ (Tx,y)— (Ty,x}]
pour tous X, € H,
4<Tx;y>=[(T(xw),x+y>—<T(x—y>,x—y>] + [(T(x+iy),X+iy>—<T(x—iy),x—iy>)-
De méme, on a pour tous X,y € H,
4<x,Ty>=[<X+y, T(x+y)—(x-v, T(x—y)>] +i [<x+iy, T(x+iy))—(x—iy, T(x—iy)>)-

OrVze H,(Tzz)={z,Tz) =(z,Tz). Ainsi, pour tous x,y € H, (Tx,p) = (x,Tp).
D’aprés la question 1., T est continue. d

%mgé de exerncice 334

1.Ona FCL® CLP c L' et I'injection canonique de LP — L! est continue. Donc F est un sous espace vectoriel fermé de
LP.

2. Soit (f,,, f)n une suite d’éléments de F x L® qui converge vers (f,g) de Fx L® avec F muni de la norme ||-||;2, ceci donne
f = g dans L®. De plus F et L™ sont des espaces de Banach (donc de Fréchet). En appliquant le théoréme du graphe
fermé, i est linéaire continue de (F)||-||;) = (L%,]|-||l) €t par conséquent, il existe C > 0 tel que Vf € F, ||f|leo < ClIf]l2-
3. Soit (fi,f2,--,f,) une famille de F orthonormée avec le produit scalaire de L.

i.Soit a = (ay,---,a,) €R",ona ) ! «a; f; € F donc

n n
V(| Zaifil >C|| Z a; fill, = C||05||Rn) -0
i=1 i=1
Posons

X'= (|i0fz‘ﬁ|<clla||w)-

acQm  i=1

On a p(X’) =1 (pourquoi?). Donc si x € X’ alors

n
Va=(ay,,a,) €Q", ) aifi(x) < Cllallpr.
i=1
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Mais Q" est dense dans R", d’ou

n
Va=(ay,,a,) €R", ) @ fi(x) < Cllallp.
i=1
En particulier pour «; = f;(x), on trouve
n
VxeX', Y f2<C’ p-pp.
i=1

ii. En intégrant 1'inégalité de la question i., on obtient n < C?. En déduire que la dimension de F ne peut pas dépasser
C2. O

(esnmﬁz de [excerncice 335

1. Pour k,n € N*, notons F, def {f €F; J[O 1 |f|1+% < nl.

Soit (f,,),m une suite d’éléments de F,, ; qui converge vers f dans F donc dans L!. Le lemme de Fatou, nous donne

[ <timing [ g b <
[0,1] " (0,1]

Donc f € F, i, d'ou F,, . est fermé dans F.
Soit f € F, donc il existe py > 1 tel que f € LP/ , soit k € N* tel que py > 1 +% et n € N* tel que f[o 1] |fIPf < n (Archimede!)
ainsi
f c Fn,k C U Fn,k-
(n,k)eN*xN*
Onadonc F = U Fok
(11,k)EN*xN*
2.On a F est un espace de Banach donc de Baire, ainsi il existe (19,kg) € N*x N* tel que F,, i, # 0 donc il existe fy et r >0
tels que

Be(for) = {f € F, f[0”|f—fo|<r}ano,ko.

Soit f € F, soit € > 0 donc Wf+f0 € Br(fo,r) donc, avec p=1+k,' et en tendant ¢ — 0%, on a

1
p
2n,

r

VieFE |Ifllp < £l < Cliflh-

En particulier, F C LP. O
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Ch. 4 : Topologies faibles Espaces reflexifs l

UniversitySurf 68


http://www.elearningfrance.net/math.html

Tp « ANALYSE FONCTIONNELLE »

A ‘ Bonne chance pour les examens ‘A
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