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Chapitre 02 : Intégrales généralisées

\_

1. Définitions et Propriétés
2. Criteres de Convergence
3. Convergence absolue et semi-convergente



1) Definitions et Proprietés

Définition01: Soit f : TSR - R
On dit que f est localement intégrable si elle est intégrable sur tout sous-intervalle ferme borné

Del.

Exemples : 1) Toute fonction continue sur I € R est localement intégrable.

2) Les fonctions en escalier sont localement intégrables.

3) Toute fonction monotone est localement intégrable.

Définition 02 :

X
Soit f : I=[a b[ - R localementintégrable. Posons: F(x) = Jf(t)dt
a

b

Si lirrg F(x) = [ (finie), on dit que l'intégrale ff(t)dt est convergente.
X—
a
On appelle la limite [ I’intégrale généralisée de f sur[a b[ . Et on écrit :

b
ff(t)dt =1

b

Dans le cas contraire (lirrg E(x) = + ou elle n'existe pas ),on dit que l’intégralef f(t)dt estdivergente.
X—=
a

Exemples :

T 14x 2

+o0
1 f LI F()—fx LI _1]x !
) t+1)2 =) r )2 14ty

1 1

+ oo

+ o0
1 1 1
xl_i)r&()F(x) =3 .Alors f mdt convergente et f mdt =5
1 1



+ o0 X

“t =7 = -t . U=t u' =1
2) f te ? F(x) fte dt  Par partie {v’=e_t=>{v=—e‘t
0 0
Fx)=[-tet—ef[§=1—xe*—e*
+ 00 + oo
lirP F(x) =1 Alors f t et convergente et f te t=1.
X—+o00
0 0

X
dr dr
=7 = _— —
3 [ = Feo = [ {5 =—iml1 - x]
0 0

dt
1-t

1
lirri F(x) = +o Alors f est divergente.
X

0

b
Remarque: Danslecas! =]a b] Posons: F(x) = jf(t)dt
X

b
Si lim F(x) = [ (finie), on dit que ff(t)dt est convergente.
xX—a
a

b
Si lim F(x) = +oo ou elle n'existe pas , on dit que f f(t)dt est divergente.
a

xX—a
Exemples :

1 1
1) fln(t) dt =? F(x) = fln(t) dt Par partie, F(x) = -1 —x In(x) + x
0 X

1 1
lir% F(x) = —1 Alors fln(t) dt est convergente, etf In(t) dt = —1.
X—
0 0

0 0 0
dt dt dt 0
_— =7 = _— = _ —
2) ftz T dt =? F(x) ftz T dt f Gr Dz i1 dt = (arctan(t + 1))x
—00 X X

F(x) = arctan(1) — arctan(x + 1) = %— arctan(x + 1)

0 0
) m m 3m dt dt 3n
xl_l)r_noo F(x) = " + > = T Alors fmdt est convergente, et f mdt = T



Définition 03 : Soit f: Ja b[ — R localement intégrable.

b

On dit que jf(t)dt est convergente s'il ¢ € Ja b|[ tel que les intégrales :

a

j f(t)dt et f f(t)dt Soit convergentes. Et f fde=1+1,
a a a

c X
Avec : limff(t)dt =1, et lim jf(t)dt =1,
x-a x—-b
X Cc

Exemples :
+ 00
D ,f 1+t2= .f1+t2+,]- 1+ ¢t2 (on peut'prendre ¢ = 0)
o o /

0

dt . dt . T

.f 1+ t2 - xl—1>r—noof 1+t2 - xl—1>r—noo —arctan(x) - E
X

—00

+ 00 X
T
= lim arctan(x) ==
x—>+ X—+00 2
c 0
+0o0 +
j‘ dt j‘ dt " .
=T est convergente
1+ ¢2 1+¢2 &
— —o0

2) _[Ot(td—t 0 - _[ot(td—t ) +!t(td—t 1

c -2 -2 -2

f a y f a y f dt+ at | I (l 2) +1 |x—
tE—1) xooe) tt—1) xote t t—1| a1 "
—00 X X

X

1|) — In(2)



0 x

f dt y f dt Y fxdt N fx dt y ( | (3) + | X |)
—_— —_— — —_ —_— = — — = —00
tt—1) 220 ) t(t—1) »%0 ! t—1| " 2o\ M2/ T

[of -2 -2 -2
0 0
j dt t di te, al f dt t di t
t(t — 1) est divergente, alors t(t — 1) est divergente.
c —oo

Remarque : 1) la nature de I’intégrale de f sur Ja b[ ne dépend pas de choix de réel c .

+ o0 X
2) Attention: f f(t)dt # 1ir+n f f(t)dt
X—+00
oo x

X + 00
X

1
Exemple : ftdt = [E tz] = 0 mais j tdt est divergente.
—-X

—X —00

Propriétés : Soient f,g: [a b[ > Reta € R.Ona

b (b
ff(t)dt convergente f(f(t) + g(t))dt convergente
a a

1) Si < Alors A«

b

f af (t)dt convergente
\ a

b
f g(t)dt convergente
LCl

(b
f(f(t) + g(t))dt divergente

b

f af (t)dt divergente
\ 2

b b
2) Si ff(t)dt divergente (oufg(t)dt divergente) Alors {
a a

b
f f(t)dt divergente
a

3) Si {7, on ne peut rien conclure.

f g(t)dt divergente
ka



, dt dt )
Soient: | — et sont divergentes
t t+1
1 1
+0o0 +00 + oo + 0o
dt dt ) dt dt .
— + | —— = lim Inx(x +1) = 4o Alors — + | —— divergente.
t t+1 x-+ t t+1
1 1 1 1
+00 +00 +oo o
jdt j L lim In@) + In—— =) Al j a J i t
n a1 Lim In ni=h ors: . T3 convergente.
1 1 1 1
+00 1 + o0 +00 1 +0oo
) ) dt dt dt dt dt dt
Intégrales de Riemann : @ 0 | ta Ona = | + =
1 0 0 0 0 1
1 1
([ (dt | (dt
f— = llmf— = lim[—In]x|] = 4+
t x-0 x—-0
0] X
Poura =1 :A
+0oo X
dt ] dt )
f —=_lim | — = lim [In|x|] = +o
t x>t 00 t Xx—+00
\ 1 1
1 1 1
P <1-fdt—1' fdt—l' t=%dt = li ! [1-x'"%] = !
our @ ' t_“_xl—rg t_“_xl—r;% _xlgg)l—a X T 1-a
0 x x
+ oo X X
f a_ li a_ li t~%dt = li ! [x'7*—1] =
t_a N x—gpoo t_a - x—l>r-Poo o x—l>I-Poo 1—«a x o =t
1 1 1
1 1 1
dt . (dt 1
Poura >1: f—zllmf—zhm t™%dt = lim —— [1 —x'"%] = +oo
t® x-0) t<% x—0 -0 1—a
0 X X
+o0 X X
fdt—l' a_ li t~%dt = 1 ! [x'~* —1] = !
t_“_xirlloo __x—1>I—POO _x—l>r-|poo]_—a x - _a_]_
1 1 1



Conclusion :

te | divergente si a<1 t divergente si a>1

400 1

dt (convergente sia>1 dt (convergente sia<1
te ’

1 0

+ oo

dt _

@ est divergente.
0

+00
Intégrale de Bertrand : f

a

dt
tin ()

a>1

X

dt
F(x)= f 0P (D) Par un changement de variable : u = In(t)

a

Pourf =1 F(x) =In(In(x)) — In(In(a)),, xl_i)inoo(ln(ln(x)) - ln(ln(a))) =400,

Pourp#1 F(x)= ﬁ [(ln(t))l‘ﬁ]z — ﬁ ((1n(x))1—[>’ _ (ln(a))l—[)’)

oo Ast Toa C tesi B> 1
. _ 1-B _ onvergente si f§ >
xl_l)rPOOF(x) (IH'ZSL)l £ >1 Alors: f tlnﬁ(t) est {Divergente si <1
= a

2) Convepgence des intégrales des fonctions positives :
Soiént f,g:, [a b[ - Ry (f, g =0) Localement intégrables
Théareme (0%) : (Critére de comparaison)

(P 4
fg(t)dt convergente = ff(t)dt convergente
Si f(t) <g(t)surla b[ Alorsona {“ a

b b
f f(t)dt divergente = f g(t)dt divergente
k a a



+00
Exemples : 1) f e dt
1

+00

Onasur[l +oof :e™® <e~tet f etdt = lim (e™' —e™) =e™
X—+00
1

+00 +00

j e~ tdt Convergente alors f e~t"dt est convergente.
1 1
[ sin(0) n?(6) A1
sin“(t sin“(t
2) f 2 dt Onapour t € [1 + oof 2 St—z
1
+00 +o0
sin?(t)

dt
f z Intégrale de Riemann convergente (a > 1) alors f 2 dt convergente.

1 1

Théoréme (02) : (Critére d’équivalence)

i lim £2=1 oddit que les deux fonctions f et g sont équivalentes.

x—+00 g(t)
b b

Alors les intégralesff(t)dt et fg(t)dt sont de méme nature.
a a

+00

t+1 t+1
Exemples . 1) -]- m f(t) = m
1

0 I ~ t+1
n ax—lgloo l _x—IHIOO t(tz + 1)
t2

1
t? = lalors fet g(t) = oz sont équivalentes au

voisinage de (+0).



+ 0o + oo

dt est convergente.

D

1 t+1
On sait quef — dt de Riemann convergente (a > 1) Alorsf _
t2 t(t? +
1 1

T
2

T L3
2 2 1
] dt On a lim = 1 alors f dt et j —dt sont de méme nature:
n(t) x—0 sm( ) n(t) t
0

T
2

T

H 1

] ¥dt de Riemann divergente (a = 1)alors f dt est divergente.
0 0

1
sin(t)

Remarque : Pour chercher I’équivalence des fonctions on peut utiliser les dévéloppements limités.

1

2
In(1 —t?)
Exemples: 1) ft—z d

On a au voisinage de zéro :In(1 — t?) =/—t? — %t‘* — §t6 + o(t°)

In(1— t2) 14
=1t -+ ot
t2 0~ F o)

1

n(L-t%»
Alors f Y dt est convergente, comme sommes des intégrales convergentes.

0

1

dt
2) !et — cos(t)

Onaau voisinage de zéro et =1+t + o(t) et cos(t) =1+ o(t)



et —cos(t) =t + o(t) (Veut dire et — cos(t) ~t
1

1
1 ) dt ]
—dt est Divergente, alors —— .~ est divergente.
t et — cos(t)
0 0

Théoreme (03) : (Critere de Cauchy)

Soit f une fonction localement intégrable sur [a b[ .

b

ff(t)dt convergente si seulement si :

a

X!

Ve>0,3c€la b[,Vx,x' €la b[a|x>cet x'>c = J.f(t)dt <e

X

Théoréme (04) : (Critére d’Abel)

Soient f, g deux fonctions localement intégrables sur [a b[ .
f monotone et lirrbl ft) =0
X—

(
Si{
\

b
Il existe M > 0 tel que Vx € [a b] : fg(t)dt <M
a

b
Alors : ff(t)g(t)dt Est convergente.
a

sin(t)
t

dt

+ o0
Exemples: 1) f
1

Ona f(t) =% Décroissante sur [1 + oof et xl_zzrnoo f®)=0

10



X

f sin(t) dt

1

Et = |cos(1) — cos(x)| < |cos(1)| + |cos(x)| < 2

+00

+00
sin(t
j sin(t) dt| < 2, Alors d’apres Abel 'intégrale f % dt est convergente.
1 1

3) Convergence absolue et semi convergence :

Soit f une fonction localement intégrable sur [a b[ .
Définition (01):

b b
On dit que f f(t)dt est absolument convergente si seulement si J [f (t)|dt est convergente.
a a
Définition (02) :
b b b

On dit que f f(t)dt est semi convergente si f f(t)dt est convergente et J.If(t) |dt n’estPas convergente.
a a a

b b
Théoréme : flf(t)ldt convergente | = ff(t)dt convergente
a a

+ oo

1

t2

cos(t cos(t
Exemple: 1) f tz()dt Ona | tz()

1

+ o0

+00

dt ) cos(t)

2 est convergente (Riemann)et | 2 | dt est absolument Convergente.
1 1

+00

cos(t)
Alors 2 dt est convergente.

1
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