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Chapitre 01 : Intéegrales simples et multiples

\ /

I.  Rappels sur I’intégrale de Riemann et le calcul de primitives.
Il.  Intégrales doubles et triples.
1. Applications sur le calcul d’aires et volumes




I. Intégrale de Riemann et calcul de primitives

1. Calcul de primitives

a) Définitions et propriétés

Définition 01 : Soit f une fonction continue sur un intervalle I € R.
On dit qu’une fonction F est une primitive de f si seulement si F'(x) = f(x)surl.

Proposition 01 : Si F est une primitive de f Alors: F + C (C € R) est une primitivede.f.

Primitives des fonctions usuelles :

Fonction f

Primitives F + C

x™ (neR—-{-1})

sin(ax + b)

cos(ax + b)

1
_xn+1 + C
n+1

In|lx| + C
Arctan(x)\+ C
eX+C
?cos(ax +b)+C
isin(ax +b)+C
Arcsin(x) + C
cosh(x) + C
sinh(x) + C

tan(x) + C

Définition 02 : On appelle intégrale indéfinie de f sur I S R, ’ensemble des primitives de f .

Et on écrit f f(x)dx = F(x) + C Avec F une primitive de f , et C une constante .

Définition 03 : On appelle intégrale définie de f sur [a b] le réel noté

b
f f()dx = [F)IL = F(b) — F(a)




Propriétés : Soient f, g deux fonctions continues sur [a b].Eta, B des réels. On a
b b b
J laf(x) + Bg(x)]dx = a] fl)dx + ,BJ g(x)dx
a a a

Jabf(x)dx =— fbaf(x)dx , Laf(x)dx =0

0 Si f estimpaire

f_af(x)dx - Zfaf(x)dx Si f est paire
b c ° b
J-f(x)dx=f f(x)dx+f fx)dx, a<c<b
b
Sif = 0sur[a b]Alors: f fx)dx =0

b b
Sif < g surla b]Alors: f flx)dx < f g(x)dx

ja | < j o

1 b
La valeur moyenne de f sur [a b] donnée par iu = mf f(x)dx
- a

b) Méthodes d’intégration :

Intégration par partie : Soient Si u, v deux fonctions de classe C* sur [a b].

b

b
Ona: fuv’z [uv]g—fu’v
a

a

Exemple :
T
_ u=x '=1
1) fxsm(x) dx =?  Posons : {v': sin(x) {v :u—COS(x)
0
T Y
f % sin(x) dx = [—xcos(0)]F + f cos(x)dx = m + [sin(x)[g = m
0 0

1

: 1
2) farcsin(x)dx =? Posons : {u = arcsin(x) — {u = sz

v'=1
0




1 1
X T 1 7
jarcsin(x) dx = [xarcsin(x)]} —j — dx =5 + [,/1 — xz]o =5 - 1.
0 0

Intégration par un changement de variable : Soient f une fonction continue sur I € R.

Etu:J SR — I, u(t) = x une fonction de classe C*()).

u™'(b)

b
Alors : f f(x)dx = f Flu@®)u' (©dt

u=i(a)

Exemples :

1
1) f\/ 1 —x2dx =? Posons:x = u(t) =sin(t) = {
0

u'(t) = cos(t)

T
x=0->t=0, x=1—>t=§

L
2

V1 —=sin?(t) cos(t)dt/= J cos?(t) dt

0

oY
—_
[
=
[\S)
QU
=
Il
O\‘N‘:‘

1
cos(2t) = cos?(t) —sin?(t) = 2cos?(t) —1 = cos?(t) = 5(1 + cos(2t))

v

2
2(t) dt 1j(1+ 2t))dt 1[t+1 in(2t ]§ z
cos == == Z - =
> cos(2t) > 2sm( ) LT

0

o — uiy

1

1 = —
2) J.1+\/§dx=?Posons:t=1+\/§ $x=(t—1)2:,~{ dx =2(t - 1)dt

1 2
1 [2e=D N ot e = 2 |
Oj dx j dt zf(1 )dt 2 [t — Inltl]? = 2 - 21n(2)

x=0-t=1 x=1-t=2




2.

Intégrale de Riemann :

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a b]

d xI 3 xr-I b

Définition 01 :  On appelle une subdivision de [a b] I’ensemble{ x, x1, ... %/l oo Xy }

Avec : xp=a < x1 < oo . <x,=b

Definition 02 : On appelle le pas de la subdivision A, = hax G\~ x5-1)
sksn

Remarque 01 : Dans cette partie on considére une\subdivision réguliere.

b~a b—a
A= (x — x3_1) = Et x, =a+ k
Définition 03 :
$ b—ax b—a
On appelle Sn=Zf(xk)Ak=—zf<a+ k)
k=1 "o n
n—1 b_an—l bh—a
Et Sn=kz;)f(xk)Ak= n kzof<a+ n k)

Sommes de Riemann de f sur [a b].

Définition 04 : Ondit que f est intégrable au sens de Riemann sur [a b] Si seulement si

b
lim S, = lim s,, Existe et finie. Et on écrit f flx)dx =rlll_r>r;o S, = lim s,
a

n—-oo n—00 n—-oo




Théoréme 01 : Si f une fonction continue sur un intervalle [a b], alors les sommes de Riemann

b
(S,,) et (s,,) sont convergentes vers f f(x)dx

Exemples : Déterminer les sommes suivantes :

k=+o0c0 k=4c0o

k=1

S:Z ) S:—Z—
' n? + k2 n L BTy k?

= lim S, Avec S, =

n-+oo

e
I
]
=
N
+ | =
=
N
]
S
N
+ | =
=
N

k k 1 k/ b— b— b— k
Sn=k=1nz+k2:k=1n2<1+k_§> _;k=11+(%)2_( na)k=1f<a+ nak): nakzzlf<a+;)
n T o bl=[0 1]
f(a +E> = ) f/(z)z On prend {f(x) -
n

Comme f est continue sur ’intervalle[0 1], alors la somme (S,,) est convergente, et

1

1
S; = | flx)dx = dx = —(ln(l 2))
; I

0

ln(2)

k=n-1

=400
1 k
;Z Vaere e MRSy 2 e

\ & & 1S k/m b—a"i‘f( Lk
n=y A/ 32 Z n - a _>
nom VIt ks n— 3_|_(E)2 oA n
n
b—a=
Flati)=—=2— o d{[a pi=lo
ar—|= npren _
n 2 fx) =
3+ (i) 34




Comme f est continue sur I’intervalle[0 1], alors la somme (S,,) est convergente, et

1 1 X 1
Szzojf(x)dx=(!ﬁdx=(w/3+x2)0=2—\/§.

Calcul de primitives de certaines fonctions :

Intégration des fonctions rationnelles :

Toute fraction rationnelle % s’écrit comme somme d’un polyndme et d’éléments simples
1 iert t ax +b dt b € Retn € N*
——— (premier type) , e secon e) a,b,aq, etn
=) (p ype) (= a2 + B2 ( ype ) B
Exemple :
A S Par identificati bliert/a = b = 2
) x2_4—x x2_4—x r—2 232 ar identification on obtient’'a = b =
i + 2 % (Fractionsd ; \o ¥nominateur admet des raci
=x —— (Fractions de premientype : le dénominateur admet des racines
x2—4 x—2 x+2 ( P vp )
2 ! ! Fraction d dt dé inat ‘admet d i
) Trarl- 2 7 > (Fraction de second type : dénominateur nadmet pas de racine).
(x+32) +(%
m Intégration de —~——— ,n € N*
8 (X a)"
1 Inlx —al + ¢ n=1
Posonsln=fﬁdx= -1 1 iy a1
x-a n—1(x—-a)r1
Inté ti d ax +b € N*
mIntégration de , n
s [(c— )% + B2
p I “Hb v Posonsle ch t de variabl £+
osons I, = x Posons le changement de variable x = a
T G-zt g 8 4
L= a(Bt+a)+b . 1 faﬁt+aba . a f t b+ abaj dt
n - (ﬁztz + BZ)n - '3211—1 (1+t2)n - ﬁZn—Z (1+tH)n BZn—l (1+tH)n

dt t
Posons ]n:fm et anfm dt




m Intégration de L,
t 5 171
Ln=fmdt Posons u =1+t Ln=§fﬁdu
( 1 1
Eln|u|+c=zln|1+t2|+c n=1
" { 1 ! +c= 1 ! + > 1
Ca-—Dwt T 2m—n a1 ¢ "
m Intégration de J,
dt 1 , —2nt
. u=-—"]T"— =
Jn = J-m Par partie : { 1+t = {u (1 + t2)n+1
v =1 v=t

t2 t

t
= 42| dt =——— 4 2
Ju a+eom nfﬂ+tﬂﬂl e

1
——————dt — 2 —_—
f (1 G4 tZ)n+1 Tlf (1 + t2)n+1

t2

dt

t 1 1
=t s | G e 2 2
\ 2n—1 N t > 1
On trouve larelation récurrente Jnga'= 2n Jn (1+t2)n -

J; = arctan(t) + ¢

Intégration des fonctions trigonométriques :

m Intégration des fractions en sin , cos , et tan

. X
Dans ce cas/posonsile’changement de variable: ¢ = tan (—)

2

X
t = tan (E) = x = 2arctan(t) et dx = T

.

2cos (Bsin 3

dt

2t

sin(x) = sin (2 g) = 2 cos (;) sin (;) =

1 — t?2

1+ t?
2t

1—t2

cos(x) =

L tan(x) =

cos? (g) + sin? (g) T1+e




Exemples :

1) f ! dx=f%=ln|t|+c=ln|tan(§)|+c

sin(x)

3 tan(x) ) x 2t 2t 1—t?
2) J(; m dx ? Posons t = tan(z), dx = 1 dt ,tan(x) = 12 ,cos(x) = T

n
3

tan(x)

J; 1 + cos(x) d

1
2t = 1 3
X = _[—lnll—tzl]fz—ln‘1—§|=ln(—>

1—t2 2

el

m Intégration de f(x) = sinP(x) cos?(x)

1) p pair, q impair : Posons le changement t = sin(x), dt ='cos(x) dx

Exemple :
t3 t°
fsinz (x) cos3(x)dx = f sin?(x) (1 — sin?(x)) cos(x) dx'= f t?(1—t? dt = 3% +c
= lsin3 (x) —=sin®(x) + ¢
3 5
2) pimpair, q pair: Posons le changement t = cos(x) , dt = —sin(x) dx
Exemple :

jsin3 (x) cos?(x)dx = f sin(x) (1 — cos?(x)) cos?(x)dx = f(t2 — Dt?dt = %tS - %t?’ +c
= 1cosS(x) ——cos3(x) + ¢
5 3

3) petqimpairs : Posons t = cos(x) out = sin(x) (les deux sont valables).
4) p’etq'pairs : Dans ce cas écrivons sin(x) et cos(x) en fonction de sin(2x) et cos(2x).

Exemple

fsinz(x) cos?(x)dx ?

1
ona {cos(Zx) =cos?(x) — sin?(x) cos?(x) = 2 (1 + cos(2x))

1 = cos?(x) + sin?(x) sin?(x) = %(1 — cos(2x))

sin?(x) cos?(x) —1(1 — cos?(2x)) = 1 [1 1 (1 + cos(4x))| = 1(1 — cos(4x))
4 4 2 -8




f sin?(x) cos?(x)dx =1f(1 — cos(4x))dx = 1x — isin(4x) + c.
8 8 32

Intégration des fonctions exponentielles :

Dans les fonctions exponentielles (fractions ou polynémes) on pose le changement suivant :
t
t=e*, dt = e*dxet dx =7

Exemple :

e?x t 1
j dxzf—dt=f(1——)dt—t—ln|1+t|+c—e —Inl1+e¥|'tc
1+ e* 1+t 1+

Il. Intégrale double :
1) Intégrale double sur un rectangle

Définition 01 : Soient f une fonction a deux variables continue sur [a b)* [c d]

Et {xo, X1 ..., X0}, {Vo, V1 -, YV} Subdivisiensiréguliéres de [a blet [c d] .resp.
b—a d—c

Les pas des subdivisions sont : A,= x; — x;_)\ = , Ay=yj —Yj-1=——
n

n

On dit que f est intégrable sur'{a b] X [c d] ssi la limite suivante existe et finie .

n

lim iZ(A A, f (xi y])) _ llm (b — a)(d —c) iif(a N b—

n—oo
i=1j=1 i=1j=1

b

¢ . (b—a)(d—c) AN —a, d-c,
Et on écrit jJ f(x,y)dx dy = lim ZZf(a+ l,C+ 1))
\ n—oo n n
a

i=1j=1

Exemple ¢\, I = fl flxey dx dy =?

b — d— d— 1 S i
R e N ] B CO R

n—oo
i=1j= i=1j=1

10




i=1j=1 =1 Jj=1

n
I( Z(i) =n(n+ 1)
{ = 2

n
1\J 1 —
I3 (o) = o222
1 1

) e(1+ﬁ) -1nn+1) 3 e—1

I'= 7111—1;20 2 n2 1 T~ T2
en—1

Théoréme de Fubini : Soit f une fonction continue sur un domaine D ={[a b] X'[c d].

Ona: jff(x,y)dxdy=jd<jbf(x,y)dx>dy=jb<fdf(x,y)dy>dx
s ¢ \Ja a \Jc

1 1
Exemple : [ = j j (2x + y)dxdy =?
o Jo

j{ I=L1<L1(2x+y)dx)dy=j01(1+3’)dy=;
|
\

I=.f01(f01(2x+y)dy>dx=J:(2x+%)dx=;

2) Intégrale’double sur un domaine non rectangulaire : Soit £ une fonction continue sur un
Domaine D € R? .

D Seireprésente sous 1’une des formes suivantes :

D ={(x,y) € R?, a<x<bet p(x)<y<Y() }

HD f(x, y)dxdy = fa b( Ip(x)f(x,y)dy> dx

@(x)

D={(xy) ER?, c<y<det p(y)<x<P©))




ij £Gx,y)dxdy = f d( Mf(m)dx) dy

)

Exemples :

1) I=ff (y)dxdy =? D ={(x,y) € R?, x=20,y=>0etx+y<1}
D

4|( I'= L1<L1_x}’d3’>dx:uéj;l(x2— 2x + 1)dx =%
IL

1=f()ly(fol_de>dy=f01(y—y2)dy=%

3) Propriétés de I’intégrale double :

Soient f, g deux fonctions continues sur un domaineD <'R?, et a, B deux réels. Ona:

D [ @G+ poGydrdy =« || i pdrdy +  [[ gt y)axdy
D D D
2) ﬂ‘ fx,y)dxdy = if fly)dxdy + IJ):Z]‘f(x, y)dxdy AvecD = D, U D,

3) Si f=0surD Alers ff f(x,y)dxdy = 0.
D

4) Si( f = gsurD Alors J-ff(x,y)dxdy > ﬂ-g(x,y)dxdy
D D

5) < f If G, dxdy

D

] f(x, y)dxdy

D

b d
6) jj f(x,y)dxdy=< ] ﬁ(x)dx) < j fz(y)dy> Avee F(x,y) = i)

[a b]x[c d]

Lrl2x +y
Exemple : I = f f dxdy =7
0oJo 1+

12




1—fflzx+ydd ff y)dd—zjlx d+]1 dx jld
B Xy = 1+x2 1+x2) T 01+x2x o 1+x2 Oyy

1

I=(ln(1+ xz))(l) + (arctan(x))} (%y2> = In(2) +g
0

4) Integration double par un changement de variables : f fonction continue sur D &' R?.

Changement affine : Soit ¢ : R? — R? , bijective. ¢(u,v) = (x,y) Ona:

ox 0x
if f(x,y)dxdy =£ f(go(u,v),fp(u,v))ljldudv Avec: A =@ 1(D),et | = g_; g_;
du dv

Exemple : I=f(x+y)dxdy et D={(x,y) ER? p1<x~y<2,-1<x+3y<1}

1
u=x—y x=Z(3u+v) _1
Posons : v=x+3y = 1 ) 4
yzz(—u+v) A: 1su<2,-1<v<1

= %vg(u + v)dudv = %{f ududv +%£f vdudv = %(J;Zudu) (f_lldv) +%<f12du> <j_1vdv)
3R -

Changement aux coordonnées polaires

{x = rcos(0)

y = rsin(6) ’ J=r, A=~ (D) _U f(x,y)dxdy =f f(rcos(8),rsin(0))rdrdo
D A

Exemple: = ﬂ-xydxdy et D ={(x,y) € R?, x>0,y>0,x>2+y2<1}

13




x =rcos(0) B .
{y=rsin(9)']_r'A' 0<r<1, 0<6F<

N R

I= jol 'Lz(r3sin(9) cos(0))drdo = <jolr3dr> (% fozsin(ze) de) = %

Calcul d’aire :

soit D un domaine de R?. Aire de D est donnée par : A(D) = ff dxdy
D

Exemple: D={(x,y) € R 0<y<1let0<x<eY}

1 reY 1
A(D)=dexdy=ff dxdyzfeydyze—l
0o Jo 0
D

[1l.  Intégrales triples :

Soit f une fonction continue sur un domaine| D € R3 .

Définition 01 : On appelle intégrale triple de f sur D leréelnoté: I = 'Uf f(x,y,z)dxdydz
D

Théoréme de Fubini : Soit D = [a, b] x [c d] x[p q] € R3

ﬂf f(x,y,z)dxdydz = J-b<fd<quf(x.y,z)dz> d)’) dx
D a c
=fd<fq<fbf(x,y,z)dx)dz>dy
c D a
:fq< b<jdf(x,y,z)dy>dx>dz
P a c

14




Intégration triple par un changement de variables :

x = rcos(0)
Coordonnées cylindriques : ¢ : {y = rsin(8) , A=¢@o(D), —m<O<m, J=r
z=2z

- ff F(rsin(9), rsin(0), 2)|]|drdodz
A

Exemple : fﬂ zdxdydz D ={(x,y,z) ER3, 0<z<1 etx?+y?<z?}
D

D={(xy,z)ER3 0<z<1etx?+y?2<z%

x = rcos(6) O<r<z<i
I = Passons aux coordonnées cylindriques : {y = nsin(8) ,J = r,{ r<f<m
zZ T % o

= L ) 5

Coordonnées sphériques :

x = rcos(6)cos(t)
@ : {3y =rsin(@)cos(t) |J| =r2cos(t), 0<0 <2m, —
z =\rsin(t)

<t<

N
N

ff [, yy2)dxdydz = ff f(rcos(8)cos(t), rsin(8)cos(t),rsin(t))|/|drdodt
D A

Exemple : Jﬂ zdxdydz D ={(x,y,z) ER3 x?+y?+2z?<1}
D

I = fff zdxdydz = fﬂ rsin(t)r? cos(t) drdodt = <f01r3dr) (foznd9> (fi%sin(%)) dt
D A

15




Calcul de volume :

Soit D un domaine de R3. Le volume de D donné par : V(D) = ff dxdydz
D
Exemple : Le volume d’une sphére de rayon R = 1.
V(D) = ff dxdydz D : x?+ y? + z% = 1 Utilisons Jes coordonnées sphériques :
D

x = rcos(0)cos(t)
y = rsin(0)cos(t) 0<r<i, 0< 0 < 2m, -
z = rsin(t)

V(D) = fﬂ- r2 cos(t) drdfdt-= (J-lrzdr> (fznd9> (JECOS(LL) dt) = 4;
A ° ’ 2
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