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Chapitre 01 :   Intégrales simples et multiples  



 

 2 

 

 

I. Intégrale de Riemann et calcul de primitives 

 

1. Calcul de primitives 

a) Définitions et propriétés 

 

Définition 01 : Soit 𝑓  une fonction continue sur un intervalle 𝐼 ⊆ ℝ. 

                        On dit qu’une fonction 𝐹 est une primitive de 𝑓 si seulement si 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) sur 𝐼. 

 

 Proposition 01 :  Si 𝐹 est une primitive de 𝑓  Alors : 𝐹 + 𝐶   (𝐶 ∈ ℝ) est une primitive de 𝑓.    

 

Primitives des fonctions usuelles : 

 

        Fonction  𝑓                          Primitives   𝐹 + 𝐶 

        𝑥𝑛   (𝑛 ∈ ℝ − {−1}) 
 

        𝑥−1 

 

        
1

1+𝑥2
 

 

        𝑒𝑥 

 

        sin (𝑎𝑥 + 𝑏) 
 

        cos (𝑎𝑥 + 𝑏) 
 

         
1

√1−𝑥2
 

 

        sinh (𝑥) 
 

        cosh (𝑥) 
 

        
1

cos2(x)
 

 

 

              
1

𝑛+1
𝑥𝑛+1 + 𝐶 

 

              𝑙𝑛|𝑥| + 𝐶 

 

              𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) + 𝐶 

 

              𝑒𝑥 + 𝐶 

 

               
−1

𝑎
cos(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝐶 

 

                 
1

𝑎
sin(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝐶 

 

                  𝐴𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝐶 

 

                   cosh(𝑥) + 𝐶 

 

                   sinh(𝑥) + 𝐶 

 

                   tan(𝑥) + 𝐶 

 

         Définition 02 : On appelle intégrale indéfinie de 𝑓 sur 𝐼 ⊆ ℝ, l’ensemble des primitives de 𝑓 . 

                               

                Et on écrit ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶  Avec 𝐹 une primitive de 𝑓 , et 𝐶 une constante . 

  

         Définition 03 : On appelle intégrale définie de 𝑓 sur [𝑎    𝑏] le réel noté 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = [𝐹(𝑥)]𝑎
𝑏 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)

𝑏

𝑎
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           Propriétés :  Soient 𝑓, 𝑔 deux fonctions continues sur [𝑎  𝑏]. Et 𝛼, 𝛽 des réels.  On a  

∫ [𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑔(𝑥)]𝑑𝑥 = 𝛼 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + 𝛽∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎

−∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥      ,     
𝑎

𝑏

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0
𝑎

𝑎

 

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = {

0                   Si   𝑓 est impaire

2∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥      Si  𝑓 est paire             
𝑎

0

𝑎

−𝑎

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ,      𝑎 < 𝑐 < 𝑏
𝑏

𝑐

𝑐

𝑎

 

Si 𝑓 ≥ 0 sur [𝑎    𝑏] Alors : ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≥ 0 

Si 𝑓 ≤ 𝑔  sur [𝑎    𝑏] Alors : ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≤  ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

     |∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

| ≤ ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

.                             

      La valeur moyenne de 𝑓 sur [𝑎  𝑏] donnée par : 𝜇 =
1

𝑏 − 𝑎
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

. 

 

b) Méthodes d’intégration :  

          Intégration par partie :       Soient Si 𝑢, 𝑣 deux fonctions de classe  𝐶1 sur [𝑎   𝑏] . 

               

                On a  :   ∫ 𝑢 𝑣′ = [𝑢 𝑣]𝑎
𝑏 − ∫𝑢′𝑣

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

           Exemple :   

                                   1)   ∫ 𝑥 sin(𝑥) 𝑑𝑥 =?

𝜋

0

       Posons  :  {
𝑢 = 𝑥

𝑣′ = sin (𝑥)  ⟹ {
𝑢′ = 1

𝑣 = −cos (𝑥)
 

                                    

                  ∫ 𝑥 sin(𝑥) 𝑑𝑥 = [−𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥)]0
𝜋

𝜋

0

+∫ cos (𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

= 𝜋 + [sin (𝑥)]0
𝜋 = 𝜋 

                             

                                 2)  ∫ arcsin (𝑥)𝑑𝑥 =

1

0

?              Posons    :  {
𝑢 = arcsin (𝑥)

𝑣′ = 1
 ⟹ {𝑢′ =

1

√1 − 𝑥2
𝑣 = 𝑥
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                    ∫ arcsin(𝑥) 𝑑𝑥 = [𝑥𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛(𝑥)]0
1 −∫

𝑥

√1 − 𝑥2
𝑑𝑥 =

1

0

1

0

𝜋

2
+ [√1 − 𝑥2]

0

1
=
𝜋

2
− 1. 

      

    Intégration par un changement de variable : Soient 𝑓 une fonction continue sur  𝐼 ⊆ ℝ. 

                                                     Et 𝑢 ∶ 𝐽 ⊆ ℝ → 𝐼 , 𝑢(𝑡) = 𝑥 une fonction de classe 𝐶1(𝐽). 

                                                       

                                                            Alors :  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑢(𝑡))𝑢′(𝑡)𝑑𝑡

𝑢−1(𝑏)

𝑢−1(𝑎)

𝑏

𝑎

 

. 

         Exemples :   

                            1)   ∫ √1 − 𝑥2𝑑𝑥 =?

1

0

     Posons : 𝑥 = 𝑢(𝑡) = sin(𝑡)  ⇒  {
𝑢′(𝑡) = cos (𝑡)

𝑥 = 0 → 𝑡 = 0,   𝑥 = 1 → 𝑡 =
𝜋

2

 

                                   

                                  ∫√1 − 𝑥2𝑑𝑥 = ∫√1 − sin2(𝑡)   cos (𝑡)𝑑𝑡 =

𝜋
2

0

1

0

∫ cos2(t) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

                                         

                               cos(2𝑡) = cos2(t) − sin2(𝑡) = 2 cos2(t) − 1   ⟹    cos2(t) =
1

2
(1 + cos(2t)) 

                                               

                               ∫ cos2(t) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

=
1

2
∫(1 + cos(2t))𝑑𝑡 =

1

2
[𝑡 +

1

2
sin(2𝑡)]

0

𝜋
2
=
𝜋

4

𝜋
2

0

 

                                           

          2)   ∫
1

1 + √𝑥
𝑑𝑥 =?

1

 0

Posons  :  𝑡 = 1 + √𝑥  ⇒ 𝑥 = (𝑡 − 1)2  ⇒ {
𝑑𝑥 = 2(t − 1)dt

𝑥 = 0 → 𝑡 = 1,   𝑥 = 1 → 𝑡 = 2
  

                                              

                           ∫
1

1 + √𝑥
𝑑𝑥 = ∫

2(𝑡 − 1)

𝑡
𝑑𝑡 = 2∫ (1 −

1

𝑡
) 𝑑𝑡 = 2

2

1

2

1

1

0

[𝑡 − 𝑙𝑛|𝑡|]1
2 = 2− 2 ln(2). 

 

 

 



 

 5 

2. Intégrale de Riemann : 

                              Soit 𝑓  une fonction continue sur un intervalle [𝑎  𝑏]   . 

 

                                     

         

         Définition 01 :    On appelle une subdivision de [𝑎  𝑏] l’ensemble{ 𝑥0, 𝑥1, ………… . 𝑥𝑛 }  

                                   

                                        Avec  :  𝑥0 = 𝑎 < 𝑥1 <  ………… . < 𝑥𝑛 = 𝑏 

        Définition 02 :  On appelle le pas de la subdivision ∆𝑘= max
1≤𝑘≤𝑛

(𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1)  

. 

        Remarque 01 :  Dans cette partie on considère une subdivision régulière.  

                                 

                                                           ∆𝑘= (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1) =
𝑏 − 𝑎

𝑛
 Et  𝑥𝑘 = 𝑎 +

𝑏 − 𝑎

𝑛
 𝑘 

 . 

        Définition 03 :                                                          

                                    On appelle   Sn =∑𝑓( 𝑥𝑘)

𝑛

𝑘=1

∆𝑘 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
∑𝑓 ( 𝑎 +

𝑏 − 𝑎

𝑛
 𝑘)

𝑛

𝑘=1

 

       

                                                         Et     𝑠𝑛=∑ 𝑓( 𝑥𝑘)

𝑛−1

𝑘=0

∆𝑘=
𝑏 − 𝑎

𝑛
∑ 𝑓 ( 𝑎 +

𝑏− 𝑎

𝑛
 𝑘)

𝑛−1

𝑘=0

 

  

                                     Sommes  de Riemann  de 𝑓 sur  [𝑎  𝑏] . 

 

             Définition 04 :    On dit que  𝑓 est intégrable au sens de Riemann sur  [𝑎  𝑏] Si seulement si  

                                         

                lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

s𝑛   Existe et finie. Et on écrit ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 

. 
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            Théorème 01 : Si 𝑓 une fonction continue sur un intervalle [𝑎  𝑏] , alors les sommes de Riemann   

                                      

                                        ( 𝑆𝑛) et (𝑠𝑛) sont convergentes vèrs ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

  

         

          Exemples :  Déterminer  les sommes suivantes :   

  

                                    𝑆1 = ∑
𝑘

𝑛2 + 𝑘2
   

𝑘=+∞

𝑘=1

    ,      𝑆2 =
1

𝑛
∑

𝑘

√3𝑛2 + 𝑘2
   

𝑘=+∞

𝑘=0

 

    

     

                                    𝑆1 = ∑
𝑘

𝑛2 + 𝑘2
   

𝑛=+∞

𝑘=1

= lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛      Avec  𝑆𝑛 = ∑
𝑘

𝑛2 + 𝑘2
 

𝑘=𝑛

𝑘=1

 

                               

𝑆𝑛 = ∑
𝑘

𝑛2 + 𝑘2
 

𝑘=𝑛

𝑘=1

= ∑
𝑘

𝑛2 (1 +
𝑘2

𝑛2
)
 

𝑘=𝑛

𝑘=1

=
1

𝑛
 ∑

𝑘/𝑛

1 + (
𝑘
𝑛
)
2 = (

𝑏 − 𝑎

𝑛
)∑ 𝑓 (𝑎 +

𝑏 − 𝑎

𝑛
 𝑘) =

𝑏 − 𝑎

𝑛
∑𝑓 (𝑎 +

𝑘

𝑛
) 

𝑘=𝑛

𝑘=1

𝑘=𝑛

𝑘=1

𝑘=𝑛

𝑘=1

 

      

                             {

𝑏 − 𝑎 = 1

𝑓 (𝑎 +
𝑘

𝑛
) =

𝑘/𝑛

1 + (
𝑘
𝑛
)
2    On prend {

[𝑎   𝑏] = [0    1]

𝑓(𝑥) =
𝑥

1 + 𝑥2
 

Comme 𝑓  est continue sur l’intervalle[0    1], alors la somme (𝑆𝑛) est convergente, et  

                            𝑆1 = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 =

1

2
(𝑙𝑛(1 + 𝑥2))

0

1
=
ln (2)

2

1

0

1

0

 . 

           

              𝑆1 =
1

𝑛
∑

𝑘

√3𝑛2 + 𝑘2
   

𝑛=+∞

𝑘=0

= lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛      Avec  𝑆𝑛 =
1

𝑛
∑

𝑘

√3𝑛2 + 𝑘2
 

𝑘=𝑛−1

𝑘=0

 

                               

                𝑆𝑛 =
1

𝑛
∑

𝑘

√3𝑛2 + 𝑘2
 

𝑘=𝑛−1

𝑘=0

=
1

𝑛
 ∑

𝑘/𝑛

√3 + (
𝑘
𝑛
)
2
=

𝑘=𝑛

𝑘=1

𝑏 − 𝑎

𝑛
∑ 𝑓(𝑎 +

𝑘

𝑛
) 

𝑘=𝑛

𝑘=1

 

     

                 {

𝑏 − 𝑎 = 1

𝑓 (𝑎 +
𝑘

𝑛
) =

𝑘/𝑛

√3 + (
𝑘
𝑛
)
2
    On prend {

[𝑎   𝑏] = [0    1]

𝑓(𝑥) =
𝑥

√3 + 𝑥2
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    Comme 𝑓  est continue sur l’intervalle[0    1], alors la somme (𝑆𝑛) est convergente, et  

                            𝑆2 = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
𝑥

√3 + 𝑥2
𝑑𝑥 = (√3 + 𝑥2)

0

1
= 2

1

0

− √3  .

1

0

 

 

  Calcul de primitives de certaines fonctions :  

   Intégration des fonctions rationnelles : 

              Toute fraction rationnelle  
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
  s’écrit comme somme d’un polynôme et d’éléments simples                        

1

(𝑥 − 𝛼)𝑛
  (premier type) , et   

𝑎𝑥 + 𝑏

[(𝑥 − 𝛼)2 + 𝛽2]𝑛
  (second type )   𝑎, 𝑏 , 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ et 𝑛 ∈ ℕ∗  

Exemple :       

        1)      
𝑥3

𝑥2 − 4
= 𝑥 +

4𝑥

𝑥2 − 4
= 𝑥 +

𝑎

𝑥 − 2
+

𝑏

𝑥 + 2
  Par identification on obtient  𝑎 = 𝑏 = 2 

                           

𝑥3

𝑥2 − 4
= 𝑥 +

2

𝑥 − 2
+

2

𝑥 + 2
  (Fractions de premier type : le dénominateur admet des racines) 

                          

2)  
1

𝑥2 + 𝑥 + 1
=

1

(𝑥 +
1
2
)
2

+ (
√3
2
)

2   (Fraction de second type : dénominateur n’admet pas de racine). 

                                

                             ∎   Intégration de 
1

(𝑥 − 𝛼)𝑛
 , 𝑛 ∈ ℕ∗ 

                           

                                     Posons  𝐼𝑛 = ∫
1

(𝑥 − 𝛼)𝑛
 𝑑𝑥 = {

𝑙𝑛|𝑥 − 𝑎| + 𝑐           𝑛 = 1
−1

𝑛 − 1
 

1

(𝑥 − 𝑎)𝑛−1
+ 𝑐            𝑛 > 1

 

 

                             ∎Intégration de 
𝑎𝑥 + 𝑏

[(𝑥 − 𝛼)2 + 𝛽2]𝑛
  ,  𝑛 ∈ ℕ∗ 

                                    Posons  𝐼𝑛 = ∫
𝑎𝑥 + 𝑏

[(𝑥 − 𝛼)2 + 𝛽2]𝑛
 𝑑𝑥  Posons le changement de variable  𝑥 = 𝛽𝑡 + 𝛼     

𝐼𝑛 = ∫
𝑎(𝛽𝑡 + 𝛼) + 𝑏

(𝛽2𝑡2 + 𝛽2)𝑛
 𝛽 𝑑𝑡 =

1

𝛽2𝑛−1
∫
𝑎𝛽𝑡 + 𝑎𝑏𝛼

(1 + 𝑡2)𝑛
 𝑑𝑡 =

𝑎

𝛽2𝑛−2
∫

𝑡

(1 + 𝑡2)𝑛 
 𝑑𝑡 +

𝑎𝑏𝛼

𝛽2𝑛−1
∫

𝑑𝑡

(1 + 𝑡2)𝑛
  

         

                                   Posons  𝐽𝑛 = ∫
𝑑𝑡

(1 + 𝑡2)𝑛
 et  𝐿𝑛 = ∫

𝑡

(1 + 𝑡2)𝑛 
 𝑑𝑡 
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           ∎    Intégration de 𝐿𝑛 

        

                                           𝐿𝑛 = ∫
𝑡

(1 + 𝑡2)𝑛 
 𝑑𝑡        Posons   𝑢 = 1 + 𝑡2 𝐿𝑛 = 

1

2
∫
1

𝑢𝑛
 𝑑𝑢 

                                           𝐿𝑛 =

{
 

 
1

2
 𝑙𝑛|𝑢| + 𝑐 =

1

2
 𝑙𝑛|1 + 𝑡2| + 𝑐                  𝑛 = 1

−1

2(𝑛 − 1)
 
1

𝑢𝑛−1
+ 𝑐 =

−1

2(𝑛 − 1)
 

1

(1 + 𝑡2)𝑛−1
+ 𝑐      𝑛 > 1

 

         

                        ∎    Intégration de  𝐽𝑛 

              𝐽𝑛 = ∫
𝑑𝑡

(1 + 𝑡2)𝑛
   Par partie :     {

𝑢 =
1

(1 + 𝑡2)𝑛

𝑣′ = 1

    ⇒   {𝑢
′ =

−2𝑛𝑡

(1 + 𝑡2)𝑛+1

𝑣 = 𝑡

 

      

             𝐽𝑛 =
𝑡

(1 + 𝑡2)𝑛
+ 2𝑛 ∫

𝑡2

(1 + 𝑡2)𝑛+1
 𝑑𝑡 =

𝑡

(1 + 𝑡2)𝑛
+ 2𝑛 ∫

𝑡2 + 1

(1 + 𝑡2)𝑛+1
 𝑑𝑡 − 2𝑛 ∫

1

(1 + 𝑡2)𝑛+1
 𝑑𝑡 

       

           𝐽𝑛 =
𝑡

(1 + 𝑡2)𝑛
+ 2𝑛 ∫

1

(1 + 𝑡2)𝑛
 𝑑𝑡 − 2𝑛 ∫

1

(1 + 𝑡2)𝑛+1
 𝑑𝑡 =

𝑡

(1 + 𝑡2)𝑛
+ 2𝑛 𝐽𝑛 − 2𝑛 𝐽𝑛+1 

       

            On trouve  la relation  récurrente     {
𝐽𝑛+1 =

2𝑛 − 1

2𝑛
 𝐽𝑛 +

𝑡

(1 + 𝑡2)𝑛
         𝑛 ≥ 1

𝐽1 = arctan(𝑡) + 𝑐

 

   

 Intégration des fonctions trigonométriques :  

 

                          ∎   Intégration  des fractions en 𝑠𝑖𝑛  , 𝑐𝑜𝑠  , et  𝑡𝑎𝑛 

                  Dans  ce cas posons le changement de variable :   𝑡 = 𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

2
) 

                                 𝑡 = 𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

2
)   ⇒ 𝑥 = 2 arctan(𝑡)  et  𝑑𝑥 =

2

1 + 𝑡2
 𝑑𝑡  

                

{
 
 
 

 
 
 
sin(𝑥) = sin (2

𝑥

2
) = 2 cos (

𝑥

2
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑥

2
) =

2 cos (
𝑥
2
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑥
2
)

cos2 (
𝑥
2
) + sin2 (

𝑥
2
)
=

2𝑡

1 + 𝑡2

cos(𝑥) =
1 − 𝑡2

1 + 𝑡2

tan(𝑥) =
2𝑡

1 − 𝑡2
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       Exemples :     

         1)   ∫
1

sin (𝑥)
 𝑑𝑥 = ∫

𝑑𝑡

𝑡
= 𝑙𝑛|𝑡| + 𝑐 = 𝑙𝑛 |𝑡𝑎𝑛 (

𝑥

2
)| + 𝑐 

                              

2) ∫
tan (𝑥)

1 + cos (𝑥)
 𝑑𝑥 ?

𝜋
3

0

  Posons   𝑡 = 𝑡𝑎𝑛 (
𝑥

2
) , 𝑑𝑥 =

2𝑡

1 + 𝑡2
 𝑑𝑡 , tan(𝑥) =

2𝑡

1 − 𝑡2
 , cos(𝑥) =

1 − 𝑡2

1 + 𝑡2
 . 

                                  

               ∫
tan (𝑥)

1 + cos (𝑥)
 𝑑𝑥 = ∫

2𝑡

1 − 𝑡2

1

√3

0

𝜋
3

0

= [−𝑙𝑛|1 − 𝑡2|]0

1

√3 = −𝑙𝑛 |1 −
1

3
| = 𝑙𝑛 (

3

2
) 

 

                           ∎   Intégration de  𝑓(𝑥) = sin𝑝(𝑥) cos𝑞(𝑥) 

 

1) 𝑝 pair,  𝑞 impair :     Posons le changement   𝑡 = sin (𝑥) , 𝑑𝑡 = cos(𝑥) 𝑑𝑥     

    Exemple :      

                 ∫ sin2(𝑥) cos3(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ sin2(𝑥) (1 − sin2(𝑥)) cos(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫𝑡2(1 − 𝑡2) 𝑑𝑡 =
𝑡3

3
−
𝑡5

5
+ 𝑐 

                                                         =
1

3
sin3(𝑥) −

1

5
 sin5(𝑥) + 𝑐 

2) 𝑝 impair,  𝑞 pair :    Posons le changement   𝑡 = cos(𝑥)  ,   𝑑𝑡 = −sin(𝑥)𝑑𝑥 

   Exemple :    

∫sin3(𝑥) cos2(𝑥)𝑑𝑥 =  ∫ sin (𝑥)(1 − cos2(𝑥)) cos2(𝑥)𝑑𝑥 = ∫(𝑡2 − 1)𝑡2𝑑𝑡 =
1

5
𝑡5 −

1

3
𝑡3 + 𝑐 

                                        =
1

5
cos5(𝑥) −

1

3
cos3(𝑥) + 𝑐 

 

3) 𝑝 et 𝑞 impairs :    Posons 𝑡 = cos(𝑥) ou 𝑡 = sin (𝑥) (les deux sont valables). 

4) 𝑝 et 𝑞 pairs   :    Dans ce cas écrivons sin (𝑥) et cos(𝑥) en fonction de sin (2𝑥) et cos(2𝑥). 

     Exemple  

                         ∫ sin2(𝑥) cos2(𝑥)𝑑𝑥  ? 

                  On a {
cos(2𝑥) = cos2(𝑥) − sin2(𝑥)

1 = cos2(𝑥) + sin2(𝑥)
⟹ {

cos2(𝑥) =
1

2
(1 + cos(2𝑥))

sin2(𝑥) =
1

2
(1 − cos(2𝑥))

 

                

                     sin2(𝑥) cos2(𝑥) =
1

4
(1 − cos2(2𝑥)) =

1

4
[1 −

1

2
(1 + cos (4𝑥))] =

1

8
(1 − cos (4𝑥)) 
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                     ∫ sin2(𝑥) cos2(𝑥)𝑑𝑥 =
1

8
∫(1 − cos (4𝑥))𝑑𝑥 =

1

8
𝑥 −

1

32
sin(4𝑥) + 𝑐. 

   Intégration des fonctions exponentielles : 

             Dans les fonctions exponentielles (fractions ou polynômes) on pose le changement suivant :  

                  𝑡 = 𝑒𝑥 ,   𝑑𝑡 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 et  𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

𝑡
 

        Exemple :  

∫
𝑒2𝑥

1 + 𝑒𝑥
 𝑑𝑥 = ∫

𝑡

1 + 𝑡
 𝑑𝑡 = ∫ (1 −

1

1 + 𝑡
) 𝑑𝑡 = 𝑡 − 𝑙𝑛|1 + 𝑡| + 𝑐 = 𝑒𝑥 − 𝑙𝑛 |1 + 𝑒𝑥| + 𝑐 

.   

 

II. Intégrale double : 

1)    Intégrale double sur un rectangle  

              Définition 01 : Soient 𝑓 une fonction a deux variables continue sur  [𝑎   𝑏] × [𝑐    𝑑] 

                                      Et {𝑥0, 𝑥1… , 𝑥𝑛}, {𝑦0 , 𝑦1 … , 𝑦𝑛} subdivisions régulières de [𝑎   𝑏]et [𝑐    𝑑] .resp.                                      

                             Les pas des subdivisions sont : ∆𝑥= 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 =
𝑏 − 𝑎

𝑛
  , ∆𝑦= 𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1 =

𝑑 − 𝑐

𝑛
 

                                                                                       

                                 𝑥𝑖 = 𝑎 +
𝑏 − 𝑎

𝑛
𝑖  , 𝑦𝑗 = 𝑐 +

𝑑 − 𝑐

𝑛
𝑗 

                                      On dit que 𝑓 est intégrable sur [𝑎   𝑏] × [𝑐    𝑑] ssi la limite suivante existe et finie . 

               

lim
𝑛→∞

∑∑(∆𝑥∆𝑦𝑓(𝑥𝑖,  𝑦𝑗))

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

= lim
𝑛→∞

( 
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

𝑛2
 ∑∑𝑓(𝑎 +

𝑏 − 𝑎

𝑛
𝑖, 𝑐 +

𝑑 − 𝑐

𝑛
𝑗)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

)  

              

  Et on écrit   ∫∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝑑

𝑐

𝑏

𝑎

= lim
𝑛→∞

( 
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

𝑛2
 ∑∑𝑓(𝑎 +

𝑏 − 𝑎

𝑛
𝑖, 𝑐 +

𝑑 − 𝑐

𝑛
𝑗)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

) 

            

      Exemple :     𝐼 = ∫ ∫ 𝑥𝑒𝑦  𝑑𝑥 𝑑𝑦
1

0

1

0
=?                                  

𝐼 = lim
𝑛→∞

( 
(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)

𝑛2
 ∑∑𝑓(𝑎 +

𝑏 − 𝑎

𝑛
𝑖, 𝑐 +

𝑑 − 𝑐

𝑛
𝑗)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

) = lim
𝑛→∞

( 
1

𝑛2
 ∑∑𝑓(

𝑖

𝑛
,
𝑗

𝑛
)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

) 
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                     𝐼 = lim
𝑛→∞

( 
1

𝑛2
 ∑∑

𝑖

𝑛
 𝑒
𝑗
𝑛

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

) = lim
𝑛→∞

( 
1

𝑛3
 ∑(𝑖)  ∑(𝑒

1
𝑛)

𝑗
𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

) 

                               

                                       

{
 
 

 
 ∑(𝑖) =

𝑛(𝑛 + 1)

2

𝑛

𝑖=1

∑(𝑒
1
𝑛)

𝑗𝑛

𝑗=1

= 𝑒
(
1
𝑛)
𝑒 − 1

𝑒
1
𝑛 − 1

 

                                  

                                        𝐼 = lim
𝑛→∞

(
𝑒
(1+

1
𝑛)− 1

2
 
𝑛(𝑛 + 1)

𝑛2
 

1
𝑛

𝑒
1
𝑛 − 1

) =
𝑒 − 1

2
 . 

            Théorème de Fubini : Soit 𝑓 une fonction continue sur un domaine 𝐷 = [𝑎   𝑏] × [𝑐    𝑑] . 

                                         

                          On a ∶   ∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

= ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)𝑑𝑦 = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑑

𝑐

 

. 

            

 Exemple ∶   𝐼 = ∫ ∫ (2𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =?
1

0

1

0

 

                                 

                          

{
 
 

 
 𝐼 = ∫ (∫ (2𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥

1

0

) 𝑑𝑦 = ∫ (1 + 𝑦)𝑑𝑦 =
3

2

1

0

1

0

𝐼 = ∫ (∫ (2𝑥 + 𝑦)𝑑𝑦
1

0

) 𝑑𝑥 = ∫ (2𝑥 +
1

2
) 𝑑𝑥 =

3

2

1

0

1

0

 

  

2)    Intégrale double sur un domaine non rectangulaire :   Soit 𝑓 une fonction continue sur un   

                                        Domaine 𝐷 ⊆ ℝ2 .                                                    

              𝐷 Se représente sous l’une des formes suivantes : 

                                               

                                𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2  , 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  et   𝜑(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜓(𝑥)  } 

         

                                   ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
𝜓(𝑥)

 𝜑(𝑥)

) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎𝐷

 

                                                

                                𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2  , 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑  et   𝜑(𝑦) ≤ 𝑥 ≤ 𝜓(𝑦)  } 
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                                  ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥
𝜓(𝑦)

 𝜑(𝑦)

) 𝑑𝑦
𝑑

𝑐𝐷

 

      Exemples :       

                        1)    𝐼 = ∬ (𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = ?
𝐷

     𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2  , 𝑥 ≥ 0 , 𝑦 ≥ 0  et  𝑥 + 𝑦 ≤ 1 } 

         

                          

      

{
 
 

 
       𝐼 = ∫ (∫ 𝑦𝑑𝑦

1−𝑥

0

)𝑑𝑥
1

0

=
1

2
∫ (𝑥2− 2𝑥 + 1)𝑑𝑥 =

1

6

1

0
ou

𝐼 = ∫ 𝑦 (∫ 𝑑𝑥
1−𝑦

0

) 𝑑𝑦
1

0

= ∫ (𝑦 − 𝑦2)𝑑𝑦 =
1

6

1

0

 

                                         

3)   Propriétés de l’intégrale double : 

                       Soient 𝑓, 𝑔 deux fonctions continues sur un domaine𝐷 ⊆ ℝ2, et 𝛼, 𝛽 deux réels. On a : 

1)  ∬(𝛼𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝛽𝑔(𝑥, 𝑦))𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

= 𝛼∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

+ 𝛽∬𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

 

 

2)   ∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

=∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷1

+∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷2

 Avec 𝐷 = 𝐷1 ∪ 𝐷2 

.              

3)    Si    𝑓 ≥ 0 sur 𝐷 Alors ∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

≥ 0. 

4)    Si    𝑓 ≥ 𝑔 sur 𝐷  Alors  ∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

≥ ∬𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

  

5)    |∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

| ≤ ∬|𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

 

. 

6)   ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

[𝑎  𝑏]×[𝑐  𝑑]

= (∫ 𝑓1(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)(∫ 𝑓2(𝑦)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

)  Avec 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑦)   

 

                             

         Exemple :          𝐼 = ∫ ∫
2𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥2
𝑑𝑥𝑑𝑦 =?

1

0

1

0

 



 

 13 

                     

𝐼 = ∫ ∫
2𝑥 + 𝑦

1 + 𝑥2
𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ ∫ (

2𝑥

1 + 𝑥2
+ 

𝑦

1 + 𝑥2
)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 2∫

𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

1

0

+ (∫
𝑑𝑥

1 + 𝑥2

1

0

)(∫ 𝑦𝑑𝑦
1

0

)
1

0

1

0

1

0

1

0

 

                                           

                                         𝐼 = (𝑙𝑛(1 + 𝑥2))
0

1
+ (arctan (𝑥))0

1  (
1

2
𝑦2)

0

1

= ln(2) +
𝜋

8
  

. 

4)   Intégration double par un changement de variables :  𝑓 fonction continue sur 𝐷 ⊆ ℝ2. 

       Changement affine :  Soit 𝜑 ∶  ℝ2  → ℝ2  , bijective .  𝜑(𝑢, 𝑣) = (𝑥, 𝑦)    On a : 

                 

                       ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

=∬𝑓(𝜑(𝑢, 𝑣), 𝜑(𝑢, 𝑣))|𝐽|𝑑𝑢𝑑𝑣  Avec :  Δ = 𝜑−1(𝐷) , et  𝐽 = |

𝜕𝑥

𝜕𝑢
           

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢
           

𝜕𝑦

𝜕𝑣

|

Δ

 

 

          

        Exemple :    𝐼 =  ∬(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

   et  𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2  ,   1 ≤ 𝑥 − 𝑦 ≤ 2 , −1 ≤ 𝑥 + 3𝑦 ≤ 1} 

                            

 Posons :  {
𝑢 = 𝑥 − 𝑦
𝑣 = 𝑥 + 3𝑦     ⇒ {

𝑥 =
1

4
(3𝑢 + 𝑣)

𝑦 =
1

4
(−𝑢 + 𝑣)

   ,     { 𝐽 =
1

4
Δ ∶   1 ≤ 𝑢 ≤ 2 , −1 ≤ 𝑣 ≤ 1

 

       

𝐼 =
1

8
∬(𝑢 + 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣

∆

=
1

8
∬𝑢𝑑𝑢𝑑𝑣

∆

+
1

8
∬𝑣𝑑𝑢𝑑𝑣

∆

=
1

8
(∫ 𝑢𝑑𝑢

2

1

) (∫ 𝑑𝑣
1

−1

) +
1

8
(∫ 𝑑𝑢

2

1

)(∫ 𝑣𝑑𝑣
1

−1

) 

         

             𝐼 =
1

8
(∫ 𝑢𝑑𝑢

2

1

)(∫ 𝑑𝑣
1

−1

) +
1

8
(∫ 𝑑𝑢

2

1

) (∫ 𝑣𝑑𝑣
1

−1

)  =
3

8
 . 

                                                   

     Changement aux coordonnées polaires                         

{
𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃)
𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)

   ,   𝐽 = 𝑟  ,   ∆= 𝜑−1(𝐷)   ∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

=∬𝑓(𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃), 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃))𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

Δ

 

         

      Exemple :      𝐼 =  ∬𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

   et  𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2  , 𝑥 > 0, 𝑦 > 0 , 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1  } 
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                                                          {
𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃)
𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)

   ,   𝐽 = 𝑟  ,   ∆  ∶    0 ≤ 𝑟 ≤ 1 , 0 ≤ 𝜃 ≤
𝜋

2
  

.                         

                 

                              𝐼 = ∫ ∫ (𝑟3 sin(𝜃)cos (𝜃))𝑑𝑟𝑑𝜃

𝜋
2

0

1

0

= (∫ 𝑟3𝑑𝑟
1

0

)(
1

2
∫ sin(2𝜃) 𝑑𝜃

𝜋
2

0

) =
1

8
 

.     

          Calcul d’aire : 

                                  soit 𝐷 un domaine de ℝ2.  Aire de 𝐷 est donnée par : 𝐴(𝐷) = ∬𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

 

       

          Exemple :      𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈  ℝ2,   0 < 𝑦 < 1 et  0 < 𝑥 < 𝑒𝑦} 
                            

                                  𝐴(𝐷) = ∬𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

= ∫ ∫ 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∫ 𝑒𝑦𝑑𝑦 = 𝑒 − 1
1

0

𝑒𝑦

0

1

0

 

 

III. Intégrales triples :  

                             Soit 𝑓  une fonction continue sur un domaine  𝐷 ⊆ ℝ3 . 

                

            Définition 01 :   On appelle intégrale triple de 𝑓  sur 𝐷  le réel noté :  𝐼 =∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐷

 

.                                                                                                        

  Théorème de Fubini : Soit 𝐷 = [𝑎   𝑏] × [𝑐   𝑑] × [𝑝   𝑞] ⊆ ℝ3 

                                              

                                                  ∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐷

= ∫ (∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝑞

𝑝

)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

                                          

                                      = ∫ (∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

) 𝑑𝑧
𝑞

𝑝

)
𝑑

𝑐

𝑑𝑦 

        

                                        = ∫ (∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦
𝑑

𝑐

) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

)
𝑞

𝑝

𝑑𝑧 
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       Intégration triple par un changement de variables :             

        Coordonnées cylindriques :   𝜑 ∶ {
𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)
𝑧 = 𝑧

 , ∆= 𝜑(𝐷) ,   − 𝜋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋  , 𝐽 = 𝑟 

        

                                                     

               𝐼 =∭𝑓(𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃), 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃), 𝑧)|𝐽|𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧    

∆

   

  

              Exemple :  ∭𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐷

  𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3,   0 ≤ 𝑧 ≤ 1  et 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑧2} 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3,   0 ≤ 𝑧 ≤ 1  et 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑧2} 

         

                            𝐼 = Passons aux coordonnées cylindriques :  {
𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)
𝑧 = 𝑧

    , 𝐽 = 𝑟, {
0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑧 ≤ 1  
−𝜋 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

 

                            

𝐼 = ∫ ∫ ∫ 𝑧𝑑𝜃𝑑𝑟𝑑𝑧 = (∫ 𝑧 (∫ 𝑑𝑟
𝑧

0

)
1

0

) (∫ 𝑑𝜃
𝜋

−𝜋

)
𝜋

−𝜋

𝑧

0

1

0

= 2𝜋 ∫ (𝑧2)𝑑𝑧 =
2𝜋

3

1

0

 

.    

        Coordonnées sphériques : 

                                         𝜑 ∶  {

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃)cos(𝑡)

𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)cos(𝑡)  
𝑧 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡)

     |𝐽| = 𝑟2cos(𝑡) , 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, −
𝜋

2
≤ 𝑡 ≤

𝜋

2
     

                             

∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐷

=  ∭𝑓(𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃)cos(𝑡), 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)cos(𝑡), 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡))|𝐽|𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑡

∆

 

         

         Exemple :    ∭𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐷

      𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3,    𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 1} 

                                 

𝐼 =∭𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐷

=∭𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡)𝑟2 cos(𝑡) 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑡

∆

= (∫ 𝑟3𝑑𝑟
1

0

)(∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0

)(∫
1

2
sin (2𝑡)

𝜋
2

−𝜋
2

) 𝑑𝑡 
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                                         =
1

4
 2𝜋 

1

2
=
𝜋

4
 

.    

      

 

         Calcul de volume :  

Soit  𝐷 un domaine de ℝ3.  Le volume de 𝐷 donné par ∶   𝑉(𝐷) =∭𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐷

 

         

  Exemple : Le volume d’une sphère de rayon  𝑅 = 1. 

                             

𝑉(𝐷) =∭𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝐷

   𝐷 ∶  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 Utilisons les coordonnées sphériques : 

   

{

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃)cos(𝑡)
𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)cos(𝑡)

𝑧 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝑡)
        0 < 𝑟 ≤ 1 , 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, −

𝜋

2
≤ 𝑡 ≤

𝜋

2
 

   

𝑉(𝐷) =∭𝑟2 cos(𝑡) 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑡

∆

= (∫ 𝑟2𝑑𝑟
1

0

)(∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0

) (∫ cos(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

−
𝜋
2

) =
4𝜋

3
  

. 

 


