RESOLUTION NUMERIQUE DES SYSTEMES D’EQUATIONS
LINEAIRES

1. INTRODUCTION

Les technologues et les scientifiques rencontrent fréquemment des problémes
qui nécessitent la résolution des systémes d’équations linéaires. On rencontre de
tels problémes en élasticité, dans I’analyse des circuits électriques, en transfert de
chaleur, en mécanique des vibrations, en mécanique des fluides, en économétrie,
en administration, en médecine, ...etc. L’intégration de certains types d’équations
différentielles et aux dérivées partielles se raméne & la recherche de solutions des
systémes d’équations linéaires.

L’objet principal de ce chapitre est I'étude de quelques méthodes d’analyse
numérique pour la résolution des systémes d’équations linéaires. Ces méthodes
peuvent étre rangées en principe en deux classes : les méthodes directes et les
méthodes itératives.

Les méthodes directes sont les méthodes qui aboutissent & la solution exacte
du probléme au bout d’un nombre fini d’opérations arithmétiques, s’il n’avait pas
d’erreurs d’arrondi. Elles ont objectifs la construction de systémes équivalents au
systéme initial, dont la matrice est triangulaire. Elles sont utilisées particuliérement
si la matrice est pleine et son ordre n’est pas trop élevé, généralement inférieur ou
égal a 100.

Lorsque un tel systéme dépasse 100 ou 1000 équations (c’est souvent le cas des
systémes & matrices creuses, qui apparaissent en économeétrie, dans la résolution
numérique des équations différentielles et aux dérivées partielles); il devient diffi-
cile de résoudre ce systéme par les méthodes directes, car, d’'une part le nombre
d’opérations - donc d’erreurs possibles - devient considérables, d’autre part le nom-
bre de mémoires nécessaires devient rapidement trés grand et risque de dépasser
celui de 'ordinateur. Dans ce cas, il existe une autre classe de méthodes souvent
meilleures que les méthodes directes selon les critéres, temps de calcul et les mé-
moires utilisées. Ces méthodes sont les méthodes itératives. Elles permettent
d’obtenir les solutions des systémes avec la précision imposée a ’aide de la création
d’une suite {X (k)} de vecteurs tendant vers la solution exacte.

Dans ce chapitre, nous aborderons cinq méthodes directes et trois méthodes
itératives:

1. Méthodes directes :

1. Méthode de Cramer

2. Systéme & matrices triangulaires

3. Méthode d’inversion matricielle

4.1. Méthode de Décomposition LU

4.2. La méthode de Doolittle

4.3. La méthode de Crout

4.4. La méthode de Cholesky

5.1. Méthode d’élimination de Gauss
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5.2. Décomposition LU a P’aide de I’élimination de Gauss

5.3. Cas du pivot nul

5.4. Stratégies de pivotement pour la méthode d’élimination de Gauss
6.1. Méthode de Gauss-Jordan

6.2. Inverse d’une matrice par la méthode Gauss-Jordan

2. Méthodes itératives :

1. Méthode d’itération de Gauss-Jacobi

2. Méthode d’itération de Gauss — Seidel

3. Méthode de sur-relaxation successive (SOR)

2. METHODES DIRECTES

Soit le systéme de n équations & n inconnues
a1171 + a12T2 + -+ + 10Ty = by
2.1) a21%1 + a2a2 + - + A2, Ty = b2
2.1

Ap1%1 + p2Z2 + - + AppTn = bn

Le systéme (2.1) peut étre écrit sous la forme d’une équation matricielle

(2.2) AX =D
ou
(2.3)
air  G12 a1n z1 by
a1 Q22 a2p T2 bo
A= , X = , b=
an1 Aap2 - Ann Tn by,

Si la matrice A est réguliére, I’équation matricielle posséde une solution unique
décrite formellement sous la forme X = A~'b. On suppose dans tout se qui suit
que A est régulier.

2.1. Méthode de Cramer. Pour résoudre le systéme (1.2), la premiére idée qui
vient & Desprit est de se servir des formules de Cramer données par les relations :

a1 G2 - Gri—1 b aii+1 0 Gl

a21 Q22 azi—1 by azit1 - azn

an1 an2 e Anpi—1 bn ani+1 e Ann
e

L’utilisation de ces relations nécessite tout d’abord de calculer n + 1 déterminants
(n numérateurs différents et un dénominateur commun) puis effectuer n divisions
pour calculer x;, 7 = 1,2, --- ,n pour calculer chaque déterminant, on doit effectuer
n! — 1 additions, (n — 1) n! multiplications.
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Example 1. Utilisez la régle de Cramer pour résoudre

0.3 052 1 z1 —0.01
05 1 19 T2 | = 0.67
0.1 03 05 T3 —0.44
Le déterminant D peut étre évalué comme
0.3 052 1
D = 05 1 1.9
0.1 03 0.5
1 19 0.5 1.9 0.5 1
03103 05 ’0'52‘ 0.1 05 ‘*1‘ 0.1 03 ‘ 00022
La solution peut étre calculée comme
—-0.01 052 1
0.67 1 1.9
—-044 03 05
_ _ 0.03278 _
T = —0.0022 — Z0.0022 — —14.9,
03 —0.01 1
0.5 0.67 1.9
0.1 —-0.44 0.5
0.0649
e ~0.0022 = o0z = 7295
0.3 0.52 -0.01
05 1 0.67
0.1 03 -044
_ _ —0.04356 _
e ~0.0022 = =tz = 199

2.2. Systéme a matrices triangulaires. 1. Si la matrice A est triangulaire
supérieure, la résolution numérique du systéme est immédiate, il s’écrit
a1171 + a2 + -+ A1p—1Tp—1 + 1Ty = b1
a0+ + Q1p—1Tp—1 + G2p Ty, = b2
(2.5)
A(n—1)(n—1)Tn—1 + A(n—1)nTn = bn—1
ApnTp = bn
Notons que la solution du systéme existe et est unique si :
detA:a11~a22~~-~~amL7§0.
On résout les systéme en calculant z,, de la derniére équation z,_1, puis de
I’avant derniére, etc ...,
b 1
Ty = 771) Tn—1= """ [bn—l - a(nfl)nxn]
Qpn A(n—1)(n—1)

Ce qui donne en générale

1 n
.TL'Z':; bi— E aijscj s i:n—l,n—2,~-~,1.
(X G=it1

Cette méthode est appelée méthode de remontée.
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Example 2. Considérons le systéme triangulaire supérieure

1 +2z9 +23=0 Ey
(26) — 219 +1.Z‘3 = 31 Es
T = — E
5553 5 3
ou
1 2 1 1 0
0 -2 1 o | = | 03
0 o | ; 1
5 ¥ 5
Solution 1. Notons que la solution du systéme existe et est unique parce que :
1 2 1
1 -2
(2.7) det [ O =2 L =2 (2)==2#0.
1 5 5
0 0 £

On trouve facilement la solution par remontée triangulaire :

De E3, 0on a :

1
xg,:%:L
5
de E5, on a :
—2$2:3—$3:3—1:2,
d’ou
$2:?2:—1,
Et de , on a :

x1=0—2x9 —23=-2(-1)—-1=1.
2. Si A est triangulaire inférieure, on résout le systéme en calculant z; de la

premiére équation, puis x5 de la deuxiéme équation , etc. ..
En général

(2.8)
ail 0 R 0 X1 b1
a1 Qo2 0 T bo
A= , X = , b=
0
an1 an2 e Ann Tn bn
donc
by
Tl = —,
a11
1
02121 + A22%2 = by = T2 = P [ba — ag121],
22
1
az1x1 + agas + azzrz = by = w3 = — [by — (az121 + az2x2)],

a33
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i—1
T; = — bi— aijxj s i:n—l,n—2,-~-,1.
Qi —
Jj=1
Cette méthode est appelée méthode de descente.
3. La forme diagonale d’un systéme d’équations linéaires :

(2.9)
ap 0 - 0 T by
0 ax O 0 To ba
A - ' ’ X = ’ b =
: : a(nf]_)(nfl) O Tpn—1 bn—l
0o 0 - 0 Ann Tn bn
Coiit du calcul
La méthode nécessite
-1
1+2+.,,+(n,1):"(”2 ) additions,
1+24+---+(n—1)= n (n2_ ) multiplications,
n divisions.

2.3. Méthode d’inversion matricielle. Le systéme (2.1) peut étre écrit sous la
forme matricielle comme suit

(2.10) AX =B

Considérons que la matrice A est une matrice non singuliére (inversible), alors A~!
existe. Pré-multiplication Eq. (5.5) avec A~!, on obtient

AX = B
(A7'A)X = A7'B
(DX = A™'B
(2.11) X = A'B

Example 3. Résoudre le systéme d’équations linéaires suivant avec la méthode
d’inversion de matrice

3.’,E1 — T2 + Tr3 = 1

21’1 +31’2+1’3 =4

3x1 + 29 — 223 =06

Le systéme d’équations sous forme matricielle se présente comme suit

AX =B,

3 -1 1 T 1
A= 2 3 1 , X =1 b= 4
3 1 =2 x3 6
The matrix inverse (A~1) of the coefficient matrix A is given by

1 7T 1 4

At=—1| -7 9 1

35

7 6 -—11



6 RESOLUTION NUMERIQUE DES SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

En utilisant ’équation (2.9), nous avons

1 7T 1 4 1 1
X=A"'B= = -7 9 1 4 | = 1
7 6 —11 6 -1

La solution est donc donnée par
T = ].7 Tg = ]., I3 — —1.

2.4. Méthode de Décomposition LU. Cette méthode est également connue
sous le nom de méthode de décomposition triangulaire ou méthode de fac-
torisation ou méthode de triangularisation.

Cette méthode est basée sur le fait que chaque matrice carrée peut étre ex-
primée comme le produit d’'une matrice triangulaire inférieure et supérieure
a condition que tous les principaux mineurs de la matrice carrée donnée

A = lag],,.,, ne soient pas singuliers, c’est-a-dire que

a1l aiz2 ais
#0, ag1 a2 ags |#0, ---, detAF#N0.
a31 agz ass3

ail a2

a 0
11 7é ) as 99

De plus, si la matrice A peut étre factorisée, alors elle est unique.

Si ¢’est possible, alors dans cette méthode la matrice des coefficients A du systéme
d’équations AX = b est décomposé en le produit d’'une matrice triangulaire
inférieure L et d’'une matrice triangulaire supérieure U de sorte que

(3.1) A=LU
ou
l11 0 cee 0 U1r U2 Uin
lor I O 0 0 uo Uy,
L= , et U= 0 0
: : 0 : : . :

Notez que chacun des deux systémes est triangulaire, donc facile a ré-
soudre. Parce que LZ = b est un systéme triangulaire inférieur, il peut étre
résolu en utilisant la substitution directe (déscente). Le systéme UX = Z est
triangulaire supérieur et se résout par la remontée.

Ainsi, le systéme d’équations AX = b devient

(3.2) LUX =b
ou
(3.3)
I 0 - 0 U171 U2 - Uin 1 bl
lo1 loo 0 0 0 U292 U2n o by
; 0 0 =
0
lp1 2 - Lun 0 0 e 0 Unn Tn bn

Prenons
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(3.4) UX =27

En remplacant ceci dans I’équation (3.3), nous obtenons

(3.5) LZ=%b
Les inconnues z1, 29, - - - , 2z, dans PEquation (3.4) sont déterminées par la méth-
ode de descente, et, par conséquent, les inconnues xy, T3, -+ ,T, dans

'Equation (3.5) sont déterminées par la méthode de remontée.
Pour déterminer L et U dans la méthode de décomposition LU, nous pouvons
appliquer I'une des méthodes suivantes.

2.4.1. La méthode de Doolittle. Si nous choisissons tous les éléments de la diagonale
principale de la matrice triangulaire inférieure L comme 1, c’est-a-dire

ln:]-aZ:]-v 2,"'7TL,

al(l)rs la méthode correspondante est appelée méthOde de DOOlit—
tle.

2.4.2. La méthode de Crout. Si nous choisissons tous les éléments de la diagonale
principale de la matrice triangulaire supérieure U comme 1, c’est-a-dire

uii:171:17 27"'7”7

alors la méthode correspondante est appelée HléthOde de CI'OU.t

On peut montrer que pour un grand n, le nombre opérationnel dans la méthode
de décomposition LU est d’environ n3/3.
Exemple: Trouver la solution du systéme d’équations

£E1+$2+$3:1 E1
421 + 320 —23 =6 E,
3x1 4+ 5xo 4+ 3x3 =4 FEs

par la méthode de décomposition LU.

Solution: Nous appliquons la méthode de Doolittle. Cependant, la méth-
ode de Crout peut également étre appliquée. Utilisation de la méthode de
Doolittle, la matrice de coefficients A peut étre décomposée comme suit :

i 1 1 1 1 0 0 U111 U112 U13
A = 4 3 -1 = l21 1 0 0 U292 U3
L 3 5 3 131 l32 1 0 0 uss
Uil U2 U13
= lorurr  laruie + uge la1u13 + u23
| lsiunn lsiuae + ls2uge  ls1uas + lsouse + ugs

Par conséquent, nous avons

uir =1, w=1, wuz=1,
loruin =4, laiuia +ue =3, laiuis + ugz = —1,
l31u11 = 3,  lg1uiz +lzou22 =5 et Ig1uiz + lzouog + uss = 3.

En résolvant les équations ci-dessus, on obtient
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uir =1, wie=1, wz=1, Iy =4, wuxp=-1, uy=-5,
uzz = —10, 131 =3 et l32 = -2
Par conséquent,

1 0 0 1 1 1
A=LU=|4 1 0 0 -1 -5
3 -2 1 0 0 -10
Maintenant, en utilisant la méthode de substitution directe ou la méthode
de descente, solution du systéme d’équations LZ = b, c’est-a-dire

1 0 0 2 1
4 1 0 | =16
3 -2 1 2 4

donne z1 =1, z0 =2 et z3 = 5.
Encore une fois, en résolvant le systéme d’équations UX = Z, c’est-a-dire

1 1 1 T 1
0 -1 -5 To = 2
0 0 -10 x3 5
par la méthode de remontée, on obtient
1
X = 1/2
—1/2

La solution recherchée est donc
x1=1, 20 =1/2 et z53 =—1/2.

Exemple: Trouver la solution du systéme d’équations

2.’E1 —+ ) —+ 4£C3 = 12 E1
8xr1 — 3x9 + 223 = 20 FEs
4x1 + 11y — x3 = 33 FE3

par la méthode de décomposition Crout.
Solution: En utilisant la méthode de Crout, la matrice des coefficients A
peut étre décomposée comme suit :

2 1 4 l11 0 0 1w ugs
A = 8 -3 2 = 121 l22 0 0 1 U223
4 11 -1 by Iz Iz | [0 0 1
[ l11 li1ure li1u1s
= l21 laruie + 22 l21u13 + l22u23
L Is1 lsiwie +132 Is1uis + lsougs + 33
Par conséquent, nous avons
lin =211 =8, w2 = 1, wiz =2, loo = =7, lojuin + ugp = —3,
loruis + loguos = 2, I31u1z + I3z = 11, et I31uis + lsouzs + I3 = —1.
En résolvant les équations ci-dessus, on obtient
lin=2,lo1 =8, u1a = &, u13 =2, lpp = —T,

Ug3 = 2, 132 =9et l33 = —27.



RESOLUTION NUMERIQUE DES SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES 9

Par conséquent,
2 0 0 1
A=18 =7 0 0 1
4 9 =27 0 0 1
Maintenant, en utilisant la méthode de substitution directe, solution du systéme
d’équations LZ = b, c’est-a-dire

2 0 0 Z1 1
8§ =7 0 z2 | =16
4 9 =27 23 4

donne z1 =6, 2o =4 et z3 = 1.
Encore une fois, en résolvant le systéme d’équations UX = Z, c’est-a-dire

1 05 2 X1 6
0o 1 2 o | = | 4
0 0 1 T3 1
par la méthode de remontée, on obtient
3
r=| 2
1

La solution recherchée est donc

T =3, T9a =2et x3 = 1.

2.5. Méthode de Cholesky. Soit A une matrice carrée d’ordre n;
Soit A est dite symétrique si elle coincide avec sa transposée i.e :
A=AT.
Une matrice A = [a;;] est définie positive si tous les déterminants suivants
sont positifs :

nxn

a1l a2 ais
> 0, a1 Qo asz | >0, ---, det |A| > 0.
a31 asz Ga33

a1l a2

aip >0
T a2 a2

La méthode énonce qu’il existe toujours une matrice triangulaire inférieure L
telle que

(3.8) A=LL"
ou
ail  aiz - ain i O 0 i g - In1
a1 Qo2 lor la O 0 0 o ln2
= 0 0
: 0
an1 an2 Ann lnl ln2 lnn 0 0 0 lnn

where L = [l;;], ., and l;; =0, i < j.
Résolution du AX = b donne

(3.9) LLTX =b
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Prenons

(3.10) L'X =27

alors

(3.11) LZ =b

Les solutions z; (i = 1,---,n) sont obtenues & partir de 'Equation (3.11) par la
méthode de substitution directe puis les solutions x; (i = 1,--- ,n) sont déter-

minées a partir de PEquation (3.10) par la méthode de remontée.

Cette méthode est également connue sous le nom de méthode de la racine
carrée.

On peut montrer que pour n grand, le nombre opérationnel dans la méthode
de Cholesky est d’environ n3/6. Par conséquent, la complexité temporelle de la
méthode de Cholesky est O (n3) .

Remarque. La méthode de Cholesky permet le calcul du déterminant de A.

En effet:

A = LLT = det(A) = det(LLT) = det(L) det(LT)

= [det(L)]* = <Hz> .

Exemple: Calculer la factorisation de Cholesky pour la matrice symétrique

4 -1 1
A= -1 425 275
1 275 35

Solution. La factorisation LL” n’a pas nécessairement de 1 sur la
diagonale de la matrice triangulaire inférieure L, nous devons donc avoir

[ a1 a2 as l;y 0 0 lip a1 3
A = az1 G2 G233 | = | lar la2 O 0 lao lI32
| as1 asz ass l31 32 33 0 0 s
R l11l21 11131
(212) = l11121 l%l + 132 l21l31 + 122l32
L hlsr loalsy 4 loglza 13y + 135 + 135
Donc
a11:4:lf1 — 111:2,
ao1 : —1= l11l21 - l21 =-0.5
asy - 1= lulgl — l31 = 05,
a9o : 4.25 = l%l =+ 152 = 122 =2
azz 1 2.75 = la1l31 + laslza = I3z = 1.5,
ass - 35 = l%l + l§2 + l%g - 133 = 13
et on a
2 0 O 2 —05 0.5
A=LLT=| -05 2 0 0 2 15
05 15 1 0 0 1



RESOLUTION NUMERIQUE DES SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES 11

Exemple: Résoudre le systéme d’équations suivant par la méthode de Cholesky :

471 4 6x9 + 823 =0 Ey
6£L‘1 + 34LE2 + 52333 = —160 E2
8z1 + 52z + 12923 = —452 E;
Solution. Le systéme d’équations donné peut étre écrit comme Ax = b, ou
4 6 8 1 0
A=1[6 34 52 |, xz=| 29 |, b=]| —160
8 52 129 T3 —452

Puisque la matrice de coefficients A est symétrique, nous pouvons appliquer
la méthode de Cholesky.

On décompose la matrice A en A = LLT, ot L est une matrice triangulaire
inférieure 3 x 3 donnée par

lih 0 O

31 l32 I3
Sinon, nous pouvons déterminer la valeur de /;; directement en résolvant I’équation
suivante A = LLT, ¢’est-a-dire

ll 1 0 0 l11 l21 l31 4 6 8
121 122 0 0 122 132 = 6 34 52
l31 I3z 33 0 0 Is3 8 52 129

En utilisant les formules de ’équation (3.12), nous obtenons
lin =2l =3,l2=5, l31=4,130=8, 33 =T7.

Ensuite, on résout le systéeme LZ = b, c’est-a-dire

2 00 z1 0
3 50 zo | = | —160
4 8 7 z3 —452
par la méthode de substitution directe donnant z; = 0, 20 = —32 et 23 = —28.
La solution résultante est maintenant obtenue & partir de LT X = Z, c’est-a-dire
2 3 4 T 0
0 5 8 xo | = —32
0 0 7 T3 —28

en utilisant la méthode de remontée.
La solution recherchée est donc

1 =8, xo =0et x3 = —4.
2.6. La méthode de Gauss. La méthode de Gauss est due au mathématicien,

astronome et physicien allemand Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
Cette méthode consiste & :

1. Transformer le systéme a matrice quelconque en un systéme équiv-
alent & matrice triangulaire supérieure.
2. Résoudre le systéme obtenu par la méthode de remontée décrite au

paragraphe précédent .
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Soit le systéme de n équations & n inconnues

a1171 + a12T2 + 41373 + a1474 = by Eq
(2.13) a21%1 + A22T2 + A237T3 + 2474 = bo Es
a3171 + 3272 + a33xr3 + a34T4 = b3 Es
4171 + Q4272 + A4373 + G444 = by Ly

Le systéme (2.13) peut étre écrit sous la forme d’une équation matricielle

(2.14) AX =D
ou
ail a2 aiz ai4 x1 b1
a21 Qag22 G2 24 X2 bo
(2.15) A= 3 ., X= , b=
as1 Gz2 033 Q34 x3 b3
G41 Q42 Q43 Q44 T4 by

ou sous la forme d’une matrice augmentée [A[D] :

a1 G2 @13 G4 b1
[A|b] _ az1 G2 G23 Q24 b2
a31 asz2 asz azg bz
G41 Q42 Q43 Q44 by

Remark 1. II est important de noter que la matrice augmentée [A|b] représente

complétement le systéme linéaire Ax = b, donc toutes les modifications doivent étre
appliquées a la matrice augmentée et non a la matrice A seule.

1. La Triangularisation
La premiére étape : L’élimination de x; dans les équations Fs, E3 et Fy :
Soit a11 # 0, qui est appelé premier pivot.
. On multiplie I’équation E; par ZA (i=2,3,4).
11

. On additionne 1’équation obtenue avec les équations E; (i = 2,3,4).
° On obtient le systéme équivalent :
(2.16)
11271 + 1222 + a13T3 + 1424 = by (E1)
N R
11
aly zs + aly s +al)zs = o) B = By - Zﬂ&
11
a4(112)$2 + ai?xg + afé):m = bz(ll) Ez(xl) =FEy— ?E1
11

Les nouveaux coefficients du systéme sous forme condensée sont

o) = a; - Ty g, By 934, j=1,2,3,4
ail ail

M L’¢élimination de x5 dans les équations E3 et Ey :
Soit age # 0, qui est appelé deuxiéme pivot.
(1)
. On multiplie I’équation Eél) par ag) (1=3,4).
oY)

° On additionne ’équation obtenue avec les équations El(l) (i=3,4).
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) On obtient le systéme équivalent :
(2.17)
a1171 + a1272 + 1373 + a1474 = by (E1)
aélz)iﬁz + a%)xzs + 052)334 = bgl) (E§1)>
a
TR TR U
o
a
RO FRC B L U 1
agy
B L’¢élimination de x3 dans les équations Ey :
Soit a:%) # 0, qui est appelé troisiéme pivot.
(1)
° On multiplie I’équation E§2) par % .
ass3
° On additionne I’équation obtenue avec les équations Ef), on obtient le
systeme:
(2.18)
a1171 + a1272 + 01373 + a1474 = by (Ev)
aélz)@ + Q%)T/s + ag?% = bgl) (Eél)
stz =1 (B
(2)
a
o) (B0 - )
a33

2. La remontée

Exercise 1. Résoudre le systéme linéaire d’équations suivant par la méthode d’élimination
de Gauss :

1+ 202 +23=0 By
2¢1 + 229 + 323 =3 FEs
—T1 — 3.732 =2 E3

Solution 2. Tout d’abord, nous représentons le systéme d’équations linéaires donné
avec la matrice augmentée suivante :

1
Alb =] 2
-1 -3

110
3 | 3
0 | 2

Maintenant, nous allons appliquer la méthode d’élimination de Gauss dans les

étapes suivantes. Puisqu’il y a trois inconnues x1, T3, T3, le nombre d’étapes req-
utses dans cette méthode sera de deus.

Etapel:
L2 1 0] g op [L2 10
2 02 3 |3 2TRTT0 0 21 | 3
1 -3 0 | 2 s BB 1o 11 ) 2
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Etape 2:

12 1]07 1 12 1 | 0
0 =2 1 | 3| BeB-F|0 -2 1 | 3
0 -1 1 | 2 0 0 05 | 05

Alinsi, en commengant par la matrice d’augmentation [A | b, on arrive a la matrice
triangulaire supérieure suivante [U | g] , & savoir,

1 2 1 ] 0
0 -2 1 | 3
0 0 05 | 05

apres réalisation de la méthode d’élimination de Gauss en deux étapes.
Maintenant, le systéme d’équations équivalent est

1 +2x+a3= 0 £y

—2x9 + 23 = 3 FEs>
0.5z3 = 0.5 FEs

Nous résolvons le systéme d’équations ci-dessus par la méthode de remontée

Par conséquent, la solution requise du systéme d’équations linéaires est

T = 17
T2 = _17
T3 = 1.

Exercise 2. Utilisez I’élimination de Gauss pour résoudre

3x1 — 0.1x9 — 0.2203 = 7.85
0.1x1 + 722 — 0.3z3 = —19.3
0.3z1 — 0.229 + 10x3 = 71.4

E1l
E2
E3
Solution 3. La premiére partie de la procédure est I’élimination en avant. Multi-
plier Eq. (E1) de 0.1/3 et soustrayez le résultat de ’équation. (E2) pour donner

7,0033325 — 0,29333325 = —19, 5617

Puis multipliez Eq. (E1) de 0.3/3 et soustrayez-le de I'équation. (E3). Apres
ces opérations, I’ensemble des équations est

3.131 — 0.1.7}2 — 0.2.%‘3 =17.85

FE4
7.00333z2 — 0,293333x3 = —19.5617 E5
—0.190000z2 + 10.0200x3 = 70.6150 E6

Pour terminer I’élimination en avant, xo doit étre supprimé de 'Eq. (E6). Ac-
complir ceci, multipliez Eq. (E5) par —0,190000/7,00333 et soustrayez le résultat

de I’équation (E6). Cela élimine x5 de la troisiéme équation et réduit le systéme a
une forme triangulaire supérieure, comme dans

35[2'1 — 0.1.’172 — 0.2.’1,'3 =7.85 E7
7.00333z2 — 0,293333z3 = —19.5617 E8
10.0120x5 =170,0843 E9

Nous pouvons maintenant résoudre ces équations par substitution arriére. Tout
d’abord, Eq. (E9) peut étre résolu pour

~70.0843

3= 150130 = T 00003,
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Ce résultat peut étre substitué en retour dans 'Eq. (E8), qui peut alors étre résolu
pour
—19.5617 + 0.293333(7.00003)
= = —2,50000.
2 7,00333 ’
Enfin, 25 = 7,00003 et x5 = —2,50000 peuvent étre replacés dans I'équation (E7),
qui peut étre résolu pour

_7.85+0.1(—2.50000) + 0.2(7.00003)

T = 3 = 3.00000.
Bien qu’il y ait une légére erreur d’arrondi, les résultats sont trés proches de la
solution exacte de 1 = 3, o = —2.5 et x3 = 7. Ceci peut étre vérifié en remplagant

les résultats dans I’ensemble d’équations d’origine:
3(3) — 0.1(—2.5) — 0.2(7.00003) = 7.84999 = 7.85

0.1(3) + 7(—2.5) — 0.3(7.00003) = —19.30000 = —19.3
0.3(3) — 0.2(—2.5) + 10(7.00003) = 71.4003 = 71.4

2.7. Décomposition LU a l’aide de 1’élimination de Gauss. On peut inter-
préter matriciellement le probléme traité.

Soit
(2.19) AX =b
ou
ail a2 aiz ai4 Tl b1
a21 G2 Q23 G24 T2 by
(220) A= s . X = . b=
az1 a2 a3z 34 x3 b3
G41 Q42 Q43 Q44 T4 by

Respectivement la matrice et le vecteur du second membre du systeme (2.1). La
matrice

a1l a2 G113 Q14

1 1 1

| o (DR CVIRC:
=1 0 JH 0 0

0 agp ay3 agy

du systéme (2.6) est obtenue, en multipliant a gauche A par P avec A1) = P(M) A,
ou

1 0 0
_@100

(1)_ all
Pr= -2 010

11
_%001

a11

et le vecteur b(!) est obtenu de la méme facon :

by
W — p) by
bV =P = | )
3

b{"
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De méme
a1 G2 a1z Gi4
1 1 1
42 — 0 aéz) agg) 054)
= 0 a2 @
o
0 0 agy agy

ailr a2 @13 Q14

1 1 1
AB) — 0 a(22) aé?,) aé4)
0 0 aé? aéi)
0 0 o0 a¥
Donc

AB) — pB) 42 — pB) p(2) p(1) 4

b2 = p@)p =

AQ) — p@) p1) 4
De la méme maniére, on obtient

o

Comme les matrices PV, P®?) et P®) sont inversibles car ce sont des matrices

triangulaires dont les éléments diagonaux sont différents de 0.

On peut exprimer A en fonction de

e (P(l))_l (p(2))_1 <p(3))_1 el

or P a pour inverse

1 00
21 ¢
-1 ai
1 — (p) _
W= (e | B
a1l
? 0 0
11
P®) a pour inverse
1 0
0 0
(1)
-1 32
L<2>:(p<2>> —l0 0 1
1
a412)
0 @ 0
et P®) ll=a pour inverse
1 0 O
) 01 0
L<3>:(p<3)>‘ oo 1
e
00
(33

Remarque :

- o O O

s}

o O O

On remarque que ces matrices sont obtenues sans calculs :

o O

o

1
aga)

(1)

o = O

(2)

_ Oy9

(2)
a3

o
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Il suffit de transformer les termes figurant sous la diagonale en leur opposée, les
autre termes sont inchangés. Alors

1 0 0 0

e
a
11 (1)
LO@ 6 = azi  dgg 10
a1 oV
e g L@
s
RNE)

M1 ayy agy

Posons LOLALG) = I et U = A® donc on a décomposé A en un produit d’une

matrice triangulaire inférieure L (de 'anglais « Lower ») ayant des U ( de 'anglais

« Upper ») sur la diagonale par une matrice triangulaire supérieure U : A = LU.
Nous somme amenés a résoudre successivement les deux équations :

LZ =1 et UX =7
Example 4. Soit le systéme linéaire suivant :

3371 721‘24’173 =2
(221) 2%1 + T2+ 23 = 7
4x1 — 3x9 + 223 =4

a) Résoudre ce systéme par la méthode de Gauss.

b) Donner une interprétation matricielle de la méthode.

c¢) Factoriser la matrice A du systéme en produit LU ot L est une matrice
triangulaire inférieure (avec des 1 sur la diagonale principale) et U triangulaire
supérieure, puis résoudre ce systéme.

a) Nous avons la matrice augmentée comme

3 -2 1 | 2 Ey
A=|2 1 1 | 7 E,
4 -3 2 | 4 Es

Maintenant, nous allons appliquer la méthode d’élimination de Gauss (sans pivote-
ment partiel) dans les étapes suivantes. Puisqu’il y a trois inconnues z1, x2, 23, le
nombre d’étapes requises dans cette méthode sera de deux.

Etape 1:
3 =2 1] Ea 3 -2 1
2 1 1| BV —E-2E |0 7/3 1/3
4 -3 2 E§1>HET§E1 0 —1/3 2/3
Etape 2:
3 -2 1 Ey 3 -2 1

0 7/3 1/3 | By’ 0 7/3 1/3

0 -1/3 2/3] B’ —EM+1ED [0 0 5/7

La substitution arriére donne la solution.
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b) Posons A = A, on calcule AV = PM A on

1 00
2
P — —— 1 0 ,
—— 01
3
d’ou
3 -2 1
AN =1 o0 7/3 1/3
0 —1/3 2/3
on calcule A® = P@AM oy
1 0 0
PP=10 1 0
0 1/7 1
Donc
3 -2 1
AP =1 o0 7/3 1/3
0 0 5/7

La matrice A() est ainsi triangulaire supérieure, c’est la matrice U recherchee.
D’autre part, on a A®) = P2 A1) = p2) p() 4 on en déduit donc que

A= (P(2)>71 (P(1)>71 AB)

<~
U
L
Ainsi, A = LU, avec
1 0 O 1 0 0
) 1 0 0 9
L= § 0 1 0 |= § L0
0 1/7 1
- 0 1 - =1/7 1
3 3 /
On a ainsi factorise A sous la forme :
1 0 0
2 3 =2 1
A= § L0 0 7/3 1/3
2 17 1 0 0 5/7

Présantation de la méthode d’identification
c) Résoudre AX = B revient a résoudre LUX = B. On pose alors

LZ =B
UX =2
1 0 0
2 z1 2 2
LZ =B § 10 n |=7|=22=[ 173
4 15/7
- —1/7 1 %3
5 1/
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Finalement, on resout:

3 -2 1 1 2 1
UX=2 < [ 0 7/3 1/3 z | = 173 | =x=| 2
0 0 5/7 3 15/7 3

2.8. Cas du pivot nul. On a supposé, dans ce qui précede, qu’aucun des pivots
successifs n’était nul. Mais lors de I’élimination, il peut arriver qu'une des pivots
soit nulle, ce qui rend impossible ’élimination de la variable correspondante dans
les équations qui restent. Il faut chercher dans les équations suivantes et dans
la méme colonne un coefficient no nul, en le retrouvant il suffit d’intervertir les
deux équations du systéme (et de ne pas oublier d’intervertir les seconds membres
correspondants).

Example 5. Considérons le systéme :

1 +4r2 + 23+ 24 =1,
1‘1+4£E2*£E3+21‘4:7,
1’1+41’2+1’3*(I}4:71,
2x1 + 5x2 — x3 + 314 = 3.

(2.22)

Comme ay; = 1 # 0, la premiére étape de triangularisation donne

1 +4x2 + 23+ 24 = 1,
0xo — 223 + x4 = 6,

(223) 0552 + 0.’23 — 2$4 = —2,
—3x9 — 3x3 + x4 = 3.
On remarque que a§12) = 0 du systéme (2.12). Mais affz = —3 # 0, ce pivot étant

trouvé , on permute la 2 équation et la 4°™€ équation , ce qui nous raméne au
systéme équivalent suivant :

1 +4xo +x3+ 24 =1,

—3xy —3x3 + x4 =3,
0$3—21‘4:—2,

— 2x3 4+ x4 = 6.

(2.24)

Comme a§23) =0et ai? # 0, on permute la troisiéme et la quatriéme équation du

systéme (2.13) , ce qui nous rameéne au systéme équivalent & matrice A triangulaire
supérieure :

1 +4r2 + 23+ 24 = 1,

73$2*3I3+$4:3,

—2x3 4+ x4 = 6,
—2$4:—2.

(2.25)

En remontant, on obtient facilement la solution du systéme.
Remarque : Puisque on ne peut avoir aﬁ,’:*l) = 0 pour tout ¢t = k+1,...,n,
que si et seulement si det A = 0. Comme dans la pratique, on ne connait pas det A,

on prévoira dans le programme une sortie pour ce cas.
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2.9. Stratégies de pivotement pour la méthode d’élimination de Gauss.
La méthode précédente s’applique lorsque tous les pivots ne sont pas nuls. Si tel
n’est pas le cas, on recherche dans les équations suivantes un coefficient non nul.

Afin de diminuer les risques d’incidents numériques, le pivot choisi est le plus
grand en valeur absolue. Lorsque ce pivot est trouvé, on effectue les permuta-
tions nécessaires pour faire apparaitre ce nouveau pivot a la place du pivot nul. Il
existe deux stratégies de pivotation (recherche de pivot non nul) : la pivotation
partielle et la pivotation totale.

2.9.1. Pivot partiel : A chaque étape (i*"), nous rendons I’élément pivot (a;;) le plus
important en amplitude par les éléments sous 1’élément pivot dans cette colonne,
par simple conversion de ligne. Il s’agit de s’assurer que les grandeurs des multi-
plicateurs sont inférieures & 1 pour chaque ligne. C’est-a-dire qu’a la iéme étape,
nous voulons simplement

(226) |aii|2|aji\, j:i+1, i—|—2,...,n.

Example 6. Calculez la solution du systéme d’équations linéaires suivant & l’aide
de la méthode d’élimination de Gauss sans pivotement et avec pivotement
partiel. N'utilisez que arithmétique d’arrondi a sept chiffres significatifs pour les

calculs
5.422x1 + 16.78x5 + 0.78x3 = 38.0014 (E1)

0.423x1 + 2.3z9 + 23.4623 = 53.97833 (E2)

26.73x1 + 1.274x5 + 2.45x3 = 68.74938 (E3)
Comparez les résultats avec la solution exacte, r; = 2.310000, zo = 1.420000,
x3 = 2.120000.

2.9.2. Sans pivotement. En procédant de la méme maniére que dans ’exemple
précedent, nous éliminons z; du deuxiéme et troisiéme équations & ’aide de la
premiére équation en utilisant sept chiffres significatifs arithmétique.

5.4221 + 16.78z, + 0.78z5 = 38.0014  (F)

0.990417x5 + 23.39912z5 = 5101254 E\V =B, - ?El

11

_ (1 _ az1
—81.480525 — 1.396753 = 118.663423 By = By~ LB,

11

En éliminant x5 de la troisiéme équation, on obtient
5.4221 + 16.78z5 + 0.78x3 = 38.0014 (Ey)
0.99041725 + 23.39912z5 = 5101254 (Eg”)
(1)
1923.62223 = 4078.082 <E§2) = B - ‘%Eé”)

A3

La solution est obtenue en utilisant la méthode de remontée, et elle est donnée
par

T3 = 2.120002
T2 = 1.419968
r1 = 23101

En comparant avec le résultat exact, on peut facilement voir que 'erreur est aux
septiéme, sixiéme et cinquiéme chiffres significatifs dans les valeurs des variables x3,
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o et 1, respectivement. Ainsi, nous pouvons utiliser le pivotement pour réduire
lerreur. Ce n’est que pour un systéme d’ordre trois, et nous utilisons 7 chiffres
arithmétique des virgules flottantes. L’erreur augmente significativement dans le
cas d’'un grand systéme.

2.9.3. Avec pivotement partiel. Dans la premiére colonne [5.44, 0.423, 26.73]
du systéme donné, le plus grand élément en magnitude est 26.73. Par conséquent,
nous changeons la position de la derniére rangée a la premiére rangée, pour rendre
l’élément pivot (a11) plus grand

26.73x; + 1.274x5 4 2.4523 = 68.74938 By
5.42x1 + 16.7822 + 0.78x3 = 38.0014 Es
0.423z1 + 2.322 + 23.4623 = 53.97833 Es

En appliquant des opérations élémentaires sur les lignes pour éliminer x; des deux-
iéme et troisiéme lignes, on obtient

26.73x; + 1.274x5 4 2.4523 = 68.74938 By
16.52167z + 0.28321x3 = 24.0612 Es
2.279839x2 + 23.42123x3 = 52.89038 Es

Dans la colonne pivot [16.52167, 2.279839], le plus grand élément en magnitude
est 16.52167. Il n’est pas nécessaire d’intervertir les lignes. Maintenant, en élim-
inant xo de la troisiéme rangée, nous obtenons le systéme triangulaire supérieur
suivant

26.73x1 + 1.274x5 + 2.45x3 = 68.74938 Ey
16.52167x2 + 0.28321x3 = 24.0612 Es
23.38215x35 = 49.57016 Es

Nous pouvons facilement obtenir la solution suivante en utilisant la méthode de
remontée

3 = 2.120002
r2 = 1.420000
1 = 2.310000

Le résultat est correct jusqu’a sept chiffres significatifs.

Remarque : Il n’est pas toujours possible d’obtenir le bon résultat avec un
pivotement partiel, surtout si la variation de 'amplitude des éléments de la matrice
A est importante. Dans ce cas, nous pouvons utiliser des stratégies de pivote-
ment partiel & échelle et de pivotement complet. Nous discuterons d’abord
de ces deux stratégies de pivotement, puis prendrons des exemples pour montrer
lefficacité de ces stratégies.

2.9.4. Pivot partiel mis a l’échelle : Dans cette stratégie de pivotement, ’élément
pivot est ’élément le plus grand en magnitude de sa ligne, mis & ’échelle.

Considérez les éléments les plus grands en amplitude pour chaque ligne
de la matrice A sont les suivants

S; = max |a,;j| I<i<n.
1<j<n
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Un vecteur S =[S, 5%, ...,S5,] est défini a Paide de ces valeurs. Nous définissons
le vecteur pivot mis a I’échelle suivant pour le premier élément pivot.
ail az1 anl

ERRES Sn}

Soit le plus grand élément pivot mis a I’échelle A, alors la iéme ligne est
la ligne pivot. Nous répétons le processus pour tous les éléments pivots avec le
vecteur S.

Pivot complet : a chaque étape (ith), nous sélectionnons 1’élément de pivot
qui est absolument le plus grand dans la ligne de pivot et les lignes sous
I’élément de pivot dans la matrice A en utilisant la conversion de ligne
et de colonne. Mathématiquement, nous avons

(2.28) laii| > lajel; G k=di+1,i+2,...,n

3 ey

(2.27) R= {

Example 7. Résoudre le systéme d’équations linéaires sutvant par la méthode
d’élimination de Gauss avec pivotement partiel (I I ) :vcc
pivotement partiel mis & I’échelle (I I DN B )
et avec pivotement complet (I NS B ) o utilisant
Uarithmétique d’arrondi o trois chiffres significatifs.

Tl +x9+223=1 Iy
2x7 — x9 + 100z3 = 53 Es
33y — 2 +200 = 102 Es

Comparer les résultats obtenus pour chaque cas avec la solution exacte
Tr1 = 1, Ty = —1, T3 = 0.5.

La matrice augmentée pour le systéme d’équations linéaires donné est la suivante

11 2 1
[Alb)=]2 -1 100 53
3 -1 200 102

Maintenant, nous allons utiliser la méthode d’élimination de Gauss pour obtenir
la solution du systéme donné avec les trois stratégies de pivotement comme suit.

Avec pivotement partiel

Puisque ’élément 3 est le plus grand dans la premiére colonne de la matrice
augmentée [A : b, donc en interchangeant les derniéres et premiéres lignes Fy < Ej,

nous avons
3 —1 200 102

[Alb)=|2 -1 100 53
11 2 1
nous avons

3 -1 200 102 2
0 —167 —330 —150 | P2 F2—(3=0667)F
. —64.6 —33. 1
0 0667 646 330 | p o Lo,
3 -1 200 102
0 —1.67 —33.0 —15.0 0.667
0 0 —778 —39.0 Es— Es+ (167 — 0.399> B,
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En utilisant la méthode de remontée, on obtient

z3 = 0.501
o = —0.898
r1 = 0.967

Le résultat obtenu est fortement erroné. La valeur de la variable x; est correcte a
deux chiffres significatifs prés ; la variable x3 est correcte a un chiffre significatif pres
; tandis que la variable x5 est incorrecte méme pour le premier chiffre significatif.

Avec pivotement partiel mis a 1’échelle

Dans la matrice augmentée, les plus grands éléments attachés pour chaque ligne
de la matrice A sont les suivants

1 1 2 1 —2
[Alb)=1| 2 -1 100 53 — 100
3 —1 200 102 — 200

Le vecteur S = [S1, So, S3], des éléments les plus grands en magnitude pour
chaque ligne de la matrice A est le suivant

S = [S1, S5, S5] = [2,100, 200]

Le vecteur pivot mis a 1’échelle est donné par
arl a1 asi

1 2 3
Sy |71 Sa || Ss ] B [2’ 100’ 200]

Etant donné que le premier élément de ce vecteur est le plus grand en amplitude,
la premiére ligne est donc la ligne pivot et ’échange de lignes n’est pas nécessaire.
Appliquer By — E5 — (2) By et E3 — E3 — (3) Eq, en utilisant 'arithmétique
d’arrondi & trois chiffres significatifs pour obtenir le systéme suivant

11 2 1 —2
[Alb)=] 0 —3.00 96.0 51.0 — 100
0 —2.00 194 99.0 — 200

Sur le calcul du vecteur pivot mis & 1’échelle, nous avons
age | |as2 3 2
S5 - [ )
Encore une fois, il n’est pas nécessaire d’interchanger les lignes. En appliquant,

2
FE3 — FE3 — (3 = 0.667) FEs, nous avons

) )

(2.29) E= [

)

(2.30) E= [

11 2 1 2
[Alb)=] 0 —3.00 96.0 51.0 — 100
0 0 130 650 —> 200

En résolvant ce systéme, nous avons obtenu la solution suivante en utilisant
I’arithmétique & trois chiffres significatifs

s = 0.500
T2 = —1.419968
1 = 23101

Le résultat obtenu est le résultat exact.
Avec pivotement complet
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Les variables x1, xo, x3 sont attachées respectivement aux premiére, deuxiéme
et troisiéme colonnes de la matrice augmentée

Ty T2 T3

11 2 1
[A]b) = |2 -1 100 53
3 1 200 102

L’élément absolument le plus grand de la matrice A est 200. Cet élément doit
donc étre I’élément pivot. En intervertissant les premiére et derniére lignes, puis
les premicére et troisiéme colonnes (E; < E3 et Cp <> C3), on a

T3 T2 I1

200 1 3 102

100 -1 2 53
2 1 1 1

[A]b] =

En appliquant les opérations sur les lignes

zs3 T2 T
200 1 3 102
0 —-15 0.5 2 FEy — Ey — (0.5) Eq
0 0.99 0.97 -0.02 FE3 — B3 — (0.01) Eq

[A]b] =

Etant donné que I’élément —1.5 est ’élément absolument le plus grand des deux-
iéme et troisiéme rangées de la matrice A, il n’est donc pas nécessaire d’intervertir
les rangées. En appliquant E5 — FE3 — (0.66) Ej, nous avons obtenu la matrice
triangulaire supérieure suivante

T3 T2 I
200 1 3 102
0 -15 0.5 2
0 0 1.30 1.30

[A]b] =

En résolvant ce systéme d’équations, on a
z1 = 1.00, zo = —1.00, xz3 = 0.500.

Le résultat obtenu est le résultat exact.

Remarque : Dans cet exemple, les stratégies de pivotement a I’échelle
et compléte fournissent des résultats exacts, tandis que le pivotement partiel
produit des résultats erronés. En général, le pivotement complet est meilleur
que le pivotement partiel et échelonné (proportionné). En cas de pivotement
complet, nous nous occupons de la matrice compléte A pour le plus grand
élément et par conséquent I’erreur d’arrondi est minimisée.

2.10. Méthode Gauss-Jordan. La méthode est basée sur l'idée de réduire le
systéme d’équations donné Ax = b, & un systéme diagonal d’équations Iz = d, ou
I est la matrice d’identité, en utilisant des opérations élémentaires sur les lignes.
Nous savons que les solutions des deux systémes sont identiques. Ce systéme réduit

donne le vecteur solution x. Cette réduction équivaut a trouver la solution comme
-1
x=A""b

(%) [A]b] Méthode Gauss-Jordan [I|X]
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et la solution est z; = d;, i = 1,2, 3.

Procédure d’élimination la premiére étape est la méme que dans la méthode
d’élimination de Gauss, c’est-a-dire que nous transformons les éléments sous le
premier pivot sous forme de zéros, en utilisant les transformations élémentaires de
lignes.

A partir de la deuxiéme étape, nous transformons les éléments au-dessous et au-
dessus des pivots sous forme de zéros en utilisant les transformations élémentaires
de lignes. Enfin, nous divisons chaque ligne par son pivot pour que la matrice
augmentée finale soit de la forme (¥ ). Un pivotement partiel peut également étre
utilisé dans la solution.

On peut aussi faire les pivots comme 1 avant d’effectuer I’élimination.

Illustrons la méthode.

Exemple : Résoudre le systéme d’équations suivant

T +ax9+2x3=1
4xy + 3x9 — 23 =6
3r1 + 5xo +3x3 =4

en utilisant la méthode de Gauss-Jordan.
Solution: Nous avons la matrice augmentée comme

11 1 1
4 3 -1 6
3 5 3 4

Nous effectuons les transformations de lignes élémentaires suivantes et faisons
les éliminations.

1 1 1 1
By — 4B, 0 -1 -5 2
E3 - 3E1 . 0 2 0 1
1 0 -4 3
FE1+ Es, 0 -1 -5 2
FE3+2Fs : 0 0 —-10 5
1 0 0 1
Ey — (4/10) E, 0 -1 0 —1/2
By — (5/10) Es - 0 0 -10
Maintenant, en faisant les pivots comme 1, ((—FEs), (F3/(—10))), nous obtenons
1 0 0 0
01 0 1/2
00 1 —1/2
Par conséquent, la solution du systéme est 1 =0, zo = 1/2, 3 = —1/2.

(ii) Nous effectuons les transformations de lignes élémentaires suivantes et procé-
dons & I’élimination.

11 1 1 4 3 -1 6
4 3 -1 6 By« Ey: 11 1 1
3 56 3 4 3 56 3 4
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1 3/4 —-1/4 3/2
Ei/4: 1 1 1 1
3 5 3 4
1 3/4 -1/4 3/2
Ey — Eq, 0 1/4 5/4 -1/2
FE3 —3E; : 0 11/4 15/4 -1/2
1 3/4 -—-1/4 3/2 1 3/4
Ey < Es: 0 11/4 15/4 -—1/2 Ey/(11/4) : 0 1
0 1/4 5/4 -1/2 0 1/4
1 0 —14/11 18/11
Ey — (3/4) Es, 0 1 15/11 —2/11
Es—(1/4) By : 0 0 10/11 -—5/11
1 0 -—-14/11 18/11
0 1 15/11 -2/11
E3/(10/11) : 0 0 1 —1/2
1 00 1
01 0 1/2
Es/(10/11) : 0 01 —-1/2
Par conséquent, la solution du systéme est 1 = 1, 2o = 1/2, 3 = —1/2.

—1/4
15/11
5/4

Remarque 1: La méthode Gauss-Jordan semble trés élégante car la solution est
obtenue directement. Cependant, il est plus cotiteux en calcul que I’élimination de
Gauss. Pour un grand n, le total le nombre de divisions et de multiplications pour
la méthode Gauss-Jordan est pres de 1.5 fois le nombre total de divisions et de mul-
tiplications nécessaires pour I’élimination de Gauss. Par conséquent, nous faisons
n’utilisez normalement pas cette méthode pour résoudre le systéme d’équations. Le
plus important ’application de cette méthode est de trouver I'inverse d’une matrice
non singuliére. Nous présentons ceci méthode dans la section suivante.

2.10.1. Inwverse d’une matrice par la méthode Gauss-Jordan. Comme indiqué dans
la remarque 1, 'application importante de la méthode de Gauss-Jordan est de
trouver 'inverse d’une matrice non singuliére A. On part de la matrice augmentée
de A avec la matrice identité I du méme ordre. Lorsque la procédure Gauss-Jordan

est terminée, on obtient

[AlI] Méthode Gauss-Jordan

puisque, AA™! = 1.

[1]A]

Remarque 2. Un pivotement partiel peut également étre effectué a l'aide de
la matrice augmentée [A|I]. Cependant, nous ne pouvons pas d’abord échanger les
lignes de A, puis trouver I'inverse. Ensuite, nous trouverions I'inverse d’une matrice

différente.
Exemple: Trouvez l'inverse de la matrice
1 0 -1
1 -1 0
1 -1 1

en utilisant la méthode de Gauss-Jordan .

3/2
—2/11
~1/2
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Solution. Considérez la matrice augmentée
1 0 -1 1
[AIl=1 -1 0 0
1 -1 1 0 0 1

0 0
1 0
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Nous effectuons les transformations de lignes élémentaires suivantes et faisons

les éliminations.

Fl 1 0 -1 1 0

— L[2-F1 0 -1 1 -1 1
E3—-FE1 0 -1 3 -1 01

0

1

E1l 1 0 -1 1 0
— E2 0 -1 1 -1 0
E3—-E2 |0 0 1 0 -11
E1l 10 -11 0 0
< -F2 [0 1 -1 1 -1 0
E3 00 1 0 —11
F1+E3 [1 0 -1 1 -1 1
<~ E2+E3 |0 1 0 1 -2 1 |=[A"
E3 00 1 0 -1 1
1 -1 1
At =11 -2 1
0 -1 1



