TD N°2 Notions de base pour le

calcul des probabilités

Exercice 1. 1.Montrer qu’une intersection quelconque de tribus sur €0 est une
tribu sur €Q.

2. L’ensemble des parties finies de €2 est-il une tribu ¢

Exercice 2. On considére A ’ensemble des parties A C N vérifiant A est fini

ou A est fini. Est ce que A est une tribu sur N.

Exercice 3. Soit F une tribu sur un ensemble Q2 et A C Q. Montrer que Fa
= {ANB, B &€ F}. Montrer que Fa est une tribu sur A (tribu trace de F sur
A).

Exercice 4. Soient (2, F,P) un espace probabilisé et G ={A € F, P(A) =0, ouP(A) =1}.

Montrer que G est une tribu sur €.

Exercice 5. Soient (2, F,P) un espace probabilisé et A, B,C' trois événements
de F. Trouver [’expression ensembliste des évenements sutvants a partir des éve-
nements A, B, C.

(a) A seul se réalise,

(b) A et B se réalisent mais C' ne se réalise pas,
(¢) un événement au moins se réalise,

(d) un évéenement au plus se réalise,

(e) au moins deuzx événements se réalisent,

(f) les trois événements se réalisent,

(9) aucun événement ne se réalise,
(h)

h) au plus deux évenements se réalisent.



Exercice 6. Soient (2, F,P) un espace probabilisé et Ay, As, ..., Ay, n événements
de F. Montrer que :

(1). P (igAi) < éP(Ai)
(2). ]P’(i ) > 1-2@@)

(3). ]P(i

Exercice 7. Soient {2 un ensemble non vide et w un point de 2. Pour A C €2,

s
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Ai) = i (—1)P*! 9 P (él Aij) (Formule du crible)

1 p=1 1<) <in<...<ip<n

on pose 6,(A) =1 siw € A et 0 sinon. Montrer que 0, est une probabilité sur
(Q,P(Q)) (b, appelé masse de Dirac au point w).

Exercice 8. Soient (Py),>, une suite de probabilités sur (€2, F) et (pr)ys une

suites de nombres réels de [0,1]. Montrer que l’application P, définie par

VA€ F,P(A) =) pPy(A)

k>0
est une probabilité sur (2, F) dés que . pr = 1.
k>0

Exercice 9. On considére une classe de n éléves. On suppose qu’il n'y a pas
d’année bissextile.

(1). Quelle est la probabilité, p,, pour que deuz éléves au moins aient la méme
date d’anniversaire. Calculer psge.

(2). Quelle est la probabilité, q,, pour qu’au moins un éléve ait la méme date

d’anniversaire que Ali ?

Exercice 10. A posséde deux dés a six faces, et B posséde un dé a douze faces.
En langant ces dés, le joueur qui fait le plus grand score (le score de A est la
somme des deux chiffres) remporte la mise (match nul si egalité) . Le jeu est-
il equilibré ¢ On calculera la probabilité que A gagne et la probabilité d’avoir un

match nul.

Exercice 11. On jette trois dés non pipés. Calculer :
(a). La probabilité d’obtenir au moins un as;
(b) . La probabilité d’obtenir au moins deuz faces portant le méme chiffre ;
(¢) La probabilité que la somme des points marqués sur les trois faces soit

paire ;



(d) . La probabilité que la somme des points soit paire et que deux faces portent

le méme numéro.

Exercice 12. On cherche un parapluie qui, avec la probabilité £, se trouve dans
l'un quelconque des 7 étages d’un immeuble. On a cherché dans les 6 premiers
étages mais on ne l’a pas trouvé. Quelle est la proababilté que le parapluie se

trouve au 7¢™¢ étage ?.

Exercice 13. On considére trois urnes numeérotées de 1 a 3. L’urne n° 1 contient
1 boule blanche et 2 noires, l'urne n° 2 contient 2 boules blanches et 1 noire et
L’urne n° 8 contient 3 boules blanches. On choisit une urne au hasard puis on
tire une boule dans cette urne.

1. Quelle est la probabilité pour que cette boule soit blanche ?

2. Sachant que la boule tirée est blanche calculer la probabilité qu’elle est tirée

de U'urne n° 1°9.

Exercice 14. Trois machines A, B et C' produisent respectivement 50%, 30% et
20% du nombre total de picces fabriquées par une usine. Le pourcentage de piéces
défectueuses pour chaque machine est respectivement 3%.,4% et 5%.

1. Quelle est la probabilité qu’une piece prise au hasard soit défectueuse ?

2. Quelle est la probabilité qu’une piéce prise au hasard soit bonne ?

2. Si on prend une piéce qui s’avere étre défectueuse, quelle est la probabilité

qu’elle ait été produite par A, B,C' ?

Exercice 15. Deux évenements E et F sont dits indépendants conditionnelle-
ment a un événement C si : P((ENF)/C) =P (E/C)P(F/C). Montrer que E
et F' peuvent étre indépendants, et ne plus [’étre conditionnellement a un événe-

ment C.

Exercice 16. On considére 3 urnes Uy, Uy et Us contiennent des boules blanches
et noires. La proportion de boules blanches dans chaque urne est 0,3, 0,6 et 0,4
respectivement. On tire au hasard une boule de l'urne Uy, si la boule est blanche
(noire) on tire une deuziéme boule de l'urne Uy (Us respectivement).

1. Calculer la probabilité que la deuxiéme boule soit noire ?

2. Calculer la probabilité que la deuzieme boule soit blanche ?

3. Sachant que le deuzxiéme boule est blanche quelle est la probabilité que la

premiere est noire ?



4.Sachant que le deuxiéme boule est blanche quelle est la probabilité que la

premiere est blanche ?

Exercice 17. On jette au hasard 2n boules numérotées de 1 a 2n wvers n boites
numérotées de 1 a n, chaque boite pouvant recevoir la totalité des boules. Quelles
sont les probabilités pour que :

1. Toutes les boules tombent dans les boites 1 et 27

2. Chaque boite recoive exactement 2 boules ?

Exercice 18. Dans une population comprenant 40% de fumeurs, 30% des per-
sonnes sont atteintes d’une certaine maladie respiratoire. Sachant que parmi les
fumeurs, 60% sont atteints par cette maladie, calculer la probabilité pour qu’une

personne malade soit un fumeur.

Exercice 19. Soit [a,b] un intervalle de R. Soit f lafonction définie par :

f(x){ ﬁ,si x € |a, b

0, sinon

1.Montrer que f (x) est une densité de probabilité P 2
2. Calculer la fonction de répartition F (x)?
3. Calculer les probabilité P (]—oo, a]) , P ([b, +00]) .

Exercice 20. A quelle condition sur le réel \ , la fonction définie pour tout © € R
par f(x) = X|x|e71?l est-elle une densité de probabilité ? Dans ce cas, déterminer

la fonction de répartition associée et calculer les probabilités P (|—oo, 0]) , P ([0, +00]) ,
et P(]1,3]).



