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Contrble Semestriel

Exercicel (6 pts):

Soit (H,(.,.)) un espace de Hilbertet T : H — H une application linéaire continue
vérifiant: (Tx,y)=(x,Ty) Vx,y € H.

1. Dire pourquoi KerT est fermé dans H.

2. Montrer que (ImT)* = KerT.

3. Endéduireque H = KerT @ ImT.

Exercice2 (6 pts):

Soit E |’ensemble des fonctions définies de [0; 1] dans R qui sont lipschitziennes. On munit E
par la norme suivante : N(f) = ||f||e + Sup05x<ys1|f()|2:—];|(y)l-
Démontrer que (E, N) est un espace de Banach.

Exercice3 (8 pts):

. : : . 1 , :
Muni du produit scalaire donné par < f, g >1= f_lf(x)g(x)dx, [’espace :
H=L*(-11],R) = {f: [-1,1] > R; f_lfz(x)dx < +oo} est un espace de Hilbert.
On désigne par v la fonction valeur absolue et par ¢ la forme linéaire continue définie pour
1
feH par:o(f) = [ |x|f(x)dx = 0.
On considere le sous-espace vectoriel G de H définipar: G ={f e H;<v,f > = 0}.
1. Montrer que G est fermé. En déduire qu’il est complet.

2. Déterminer la projection de la fonction h:x = x + 1 sur G.
3. Déduire la distancede ha G

Bon courage



