Corréction d'examen S3 L ogique mathématiques 2022/2023

Exercice 1 :
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Exercice 2 :

1) La négation est :
3e>0,Va>0,3xER, |x—x|<a et |[f(x)—f(xy) =€ (1.5pt)
La contraposée est

Ve>0,3a >0,Vx€R, |f(x)—f(x)l=€e=>|x—x0l=a (1.5pt)
2) a)
On va procéder par récurrence sur n € N*. On considére la propriété
P(n) =" 2" < nl < n"”. P(1) est vérifiée, puisque 2° = 1! = 1! = 1. Supposons (0.5pt)

maintenant que P(n) est vraie pour un certain n € N* et prouvons que P(n + 1) est vraie. On
commence par prouver l'inégalité de gauche. On remarque d'abord que, puisquen > 1, on a
2 <n+1doul'on déduit

2"=2x2"1<2xn!'<(n+1)xn < (n+1)! (0.5pt)

Pour l'inégalité de droite, on part de I'nypothése de récurrence et on multiplie par (n + 1),
pour obtenir

(n+1)! < (n+1)n"
Or,n<n+ 1etdoncn” < (n+ 1)". On en déduit que
(n+1)!'<(n+1) x (n+1)" = (n+ 1)™*, (0.5pt)
(0.5pt)

P(n+ 1) est donc vérifiée, ce qui prouve, par récurrence, I'inégalité voulue pour tout n € N*.



b)  Montrons que : (Vn € N), 7 divise 3*"*1 + 272,

Pourn =0 on a7 divise (3* + 22) | la proposition est vraie pour n = 0. (0.5pt)
Soit n € N. Supposons que 7 divise 32" 4-2"+2_ et montrons que 7 divise 32"+3 427 +3,
On a 7 divise 32" + 272 c-a-d il emiste k € N tel que 3*"T! + 272 = 7k (0.5pt)
on a

3 LS = 3 3% 42" 2

= 3" x 942" x 2

= 3 (T+2)+2" x 2

= 3 x 74 3% x 24272 x 2

= 3 T4 2(30H 4 212

= 3 X T4+2x Tk

= 7(3 4 2k) (0.5pt)

et comme (3*"*1 + 2k) € N ,on pose k' = 3*"*1 4 2k, donc
32n+3 4 27L+3 — 7k/ (05pt)

d’ot 7 divise 3273 4- 273,
Conclusion : D’aprés le principe de récurrence

(Vn € N), 7 divise 3*"t 4 2712,

Exercice 3 :

1) Soit x € AAB. Par symétrie du probléme, on peut toujours supposer que X € A.

Nécessairement, X ¢ B. On en déduit que X € A et x € CgB. Ceci donne x € A N CgB.

Réciproquement, si par exemplex € ANCgB, x € Aetx ¢ B, etdoncx € AUB et
x ¢ A N B. L'autre possibilité se traite exactement de la méme fagon.

2) En utilisant ou la définition (c'est plus clair avec l'interprétation de la premiére
guestion), ou le résultat précédent, on a:

AAA = @. (0.5pt)
AAD = A. (0-5p1)
(0.5pt)
AAE = CgA.
AACEA = E. (0.500)

3) Comme toujours, on raisonne par double inclusion. Si x € (AAB) N C, alors
x € AABetx e C.Sionax € A, alors X € B, etx € C, ce qui donne encore :
x€ ANCetx¢BNC.Onabienx e (ANC)A(BNC). Le cas ou x € B se traite
exactement de la méme facon (par symétrie).

Réciproquement, six € (AN C)A(BNC), supposons par exemple que x € (ANC).
Alors x ¢ BN C, ce qui implique x € B ou x ¢ C. Mais,
x€ (ANC) = x€ Aetx € C. On en déduit que x € B. D'ou x € AAB, etx € C,
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