DERIVATION NUMERIQUE

1. APPROXIMATION DES DIFFERENCES FINIES D'UNE DERIVEE

La dérivée f'(z) d’une fonction f(x) au point z = a est définie par:

T=a

Il existe différentes formules d’approximation aux différences finies. Trois de
ces formules, ou la dérivée est calculée a partir des valeurs de deux points, sont
présentées dans cette section:

Formules de différence avant, arriére et centrale pour la premiére
dérivée

Les formules de différences finies avant, arriére et centrale sont les approximations
de différences finies les plus simples de la dérivée.

¢ La différence avant (la différence de différences finies progressive) est
la pente de la ligne qui relie les points (z;, f (x;)) et (zip1, f (Tix1)) :

(12 iG] R (TFES (D)

R Tit1 — X4

¢ La différence en arriére (la différence de différences finies régressive)
est la pente de la ligne qui relie les points (z;—1, f (z:-1)) et (x4, f (z:)) :
df (x x;) — f(x;_
- F@ TG TE)
dx Ty —XLij—1

T=x

e La différence centrale (la différence de différences finies centrée) est
la pente de la ligne qui relie les points (z;_1, f (x;—1)) et (zix1, f (it1)) :

df (2) _ S @) = flaid)

dz Tit1 — Ti—1

T=x;

(1.4)

Le premier exemple montre ’application de I’avant, arriére, et formules centrales
aux différences finies.

Compare la différentiation numérique avec la différentiation analy-
tique

Exemple 1. Considérons la fonction f (x) = 23. Calculez sa premiére dérivée au

point x = 3 numériquement avec le formules de différences finies avant, arriére et
centrale el en utilisant:

(a) Points x =2, x =3 et x = 4.

(b) Points x =2.75, x = 3 et x = 3.25.

Comparez les résultats avec le dérivé exact (analytique).

Solution 1.

Différentiation analytique: la dérivée de la fonction est f'(z) = 322, et la valeur
de la dérivée & z = 3 est f'(3) =3-32=27.
Différentiation numérique:
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(a) Les points utilisés pour la différenciation numérique sont:

z[2] 3] 4
F@)| 82764

Utilisation des équations 5 & 7, les dérivées utilisant la différence finie avant, arriére
et centrale les formules sont:
Différence finie avant (Différence de différences finies progressive):

@ _JW-fe)_e-w
v |,_, 1-3 1
37 -2
error = ‘ 727 ’ 100‘ = 37,04%,

Différence finie arriére (Différence de différences finies régressive):

F@| _fO-f@ _21-5_
v |._, 32 1
error = ‘19 — 27, 100‘ =29,63%,

27

Différence finie centrale (Différence de différences finies centrée):

dr |,_, 1-2 2
28 — 2
error = ‘ ! . 100‘ = 3.704%.

27
(b) Les points utilisés pour la différentiation numérique sont:

x| 275] 3] 3.25
f(z) | 2.75% | 33| 3.253

Utilisation des équations (1.2) & (1.4), les dérivées utilisant la différence finie
avant, arriére et centrale les formules sont:
Différence finie avant (Différence de différences finies progressive):

— 3 _
G @) _TG2)=F6) 335 27 oy 5195
& | _, 3253 0.25
29,3125 — 2
error = "T7 . 100‘ = 8,565%,

Différence finie arriére (Différence de différences finies régressive):

27

Différence finie centrale (Différence de différences finies centrée):

_ _ 3
U@ _fE-fT) _2—275
v | _, 3— 275 0.25
24.8125 — 2
error = ‘—7 . 100‘ = 24, 8125%,

_ 3_ 3
df @)| _ [(325)=f275) _ 32502750
dr |,_, 3.25 — 2.75 0.5
27.0625 — 27
error = ‘— . 100‘ = 21,0625%.

27
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Les résultats montrent que la formule centrale des différences finies donne une
approximation plus précise.

Il existe deux approches pour construire de telles approximations, 'une utilise
les développement en série de Taylor et ’autre utilise les formules d’interpolation.

2. FORMULES VIA LA SERIE TAYLOR

2.1. Formules aux différences finies de la dérivée premiére. Formule de
différence en avant (progressive) en deux points

La valeur d’une fonction au point x + h peut étre approchée par une série de
Taylor en fonction de la valeur de la fonction et de ses dérivées au point z :

Q1) fath)= @)+ hf @)+ )+ @)+ @) 4

En utilisant une expansion de série de Taylor & deux termes avec un reste, Eq. (2.1)
peut étre réécrit comme:

(22 Fo+m) = F@)+ @) + 2@, € €laath

d’ot
(2.3) f(z) = flz+ h]z - f(=) _

Une valeur approximative de la dérivée f(z) peut maintenant étre calculée si le

70", E€lna il

deuxiéme terme sur le co6té droit de Eq. (2.3) est ignoré. Ignorer ce second terme
introduit une erreur de discrétisation par troncature. Puisque ce terme est propor-
tionnel & h, l’erreur de troncature est dite de 'ordre de h (écrit O(h)):

(2.4) erreur de troncature = —f2—('§)h = 0(h)

En utilisant la notation de Eq. (2.4), la valeur approximative du premier dérivé
est:

(2.5) fi= LT | o)

Formule de différence en arriére (régressive) en deux points
La formule de différence vers I’arriére peut, également é&tre dérivée par application
de série de Taylor

! h2 " hs " h4 4
(26)  fla—h) = f@) = hf'@) + 5 (@) = 3" @) + T FDE) — -

En utilisant une expansion de série de Taylor & deux termes avec un reste, Eq. (2.6)
peut étre réécrit comme:

2
27) Jw—n) = (@) = hf @)+ 216, E€lmathl
Résolution de ’équation (2.7) pour f'(z) donne:

(2.) fay =TI Ry e eqoain
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Une valeur approximative de la dérivée, f'(z), peut étre calculée si le deuxiéme
terme & droite de I'Eq. (2.8) est ignoré. Cela donne:

(2.9) 7= W +O(h)

Formule de différence centrale en deux points
D’autre part, on a aussi

2 3
(210) (ot h) = f() +hf @)+ o5 f1E) + 5 f ), my € Jo |
et

(211)  f(o—h) = @) = B @)+ 5 €)= 5T ), o €l hual,
d’ou
Fa+ 1) = fla—B) =20 () + o 770 + £ (0).
m € oo+ hn, € Ja = hua.
Ainsi

f(a) = Mehziomh) 2 3, 1) + £,

7716}9571""71[ 772 ]$—h,$[.

On sait qu’en vertu du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe § € |z — h,z + h|

J" (1) ;' J"(13) — (O (g).
1l s’ensuit
(2.12) f(z) = fla+ h);hf(‘” —h_ %2f<3>(5), £€le—h,x+hl.
D’oit la formule dérivée centrée d’ordre 2 est définie par:
(2.13) fl= f(x“Lh);hf(x_h) +O(R).

La formule de différence avant en trois points calcule la dérivée au point
x & partir de la valeur a ce point et des deux points suivants, x + h et x + 2h:

2 3
(214)  floth) = f@)+hf @)+ o @)+ ), m € et bl

(2.15) f(z+2h) = f(2)+(2h) f(a)+ P )f”( )+(2)f’”(772) 7 € )73+ [

Les équations (2.14) et (2.15) sont ensuite combinées de telle sorte que les termes
avec la dérivée seconde disparaissent. Cela se fait en multipliant Eq. (2.14) par 4
et en soustrayant 'Eq. (2.15):

(2h)
= "(03)-
Une estimation de la premiére dérivée est obtenue en résolvant l’equatlon (2.16)

pour f'(z) en négligeant les autres termes, ce qui introduit une troncature erreur
de 'ordre de h?:

(2.16) Af(x+h)— flx+2h) =3f(x) +2nf'(x) + gf’”(m) -
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L’équation (2.17) est la formule de différence en trois points qui estime la premiére
dérivée au point z; & partir de la valeur de la fonction a ce point et aux deux points
suivants, « + h et z 4+ 2h, avec une erreur de O (hg).

La formule de différence en arriére a trois points donne la dérivée au
point z de la valeur de la fonction a ce point et a la précédente deux points, z — h
et x — 2N

K2 h
(218)  flx—h)= f(z) = hf'(z) + gf”(w) - gf”’(m), Ny € lz,x +h[
et

(21) (2n)’*

(2.19) fw—2h) = (@)= (20) £ @)+ 1" @) =1 (0), 1 € o+ ]

La formule est dérivée de la méme maniere que Eq. (2.17) a été dérivée. Le
développement en série de Taylor a trois termes avec un reste est écrit pour la
valeur de la fonction au point © — h , et au point & — 2k en termes de valeur de la
fonction et de ses dérivées au point z. Les équations sont ensuite manipulées pour
obtenir une équation sans les termes dérivés secondes, qui est ensuite résolue pour
f'(z). La formule obtenue est:

(x —2h) —4f(xz — h) +3f(x)
2h

Comparaison de la différentiation numérique et analytique.

(2.20) Flay =2

+ 0 (h?).

Exemple 2. Considérons la fonction f(z) = 23. Calculez la premiére dérivée au

point x = 3 numériquement avec la formule de différence avant trois points, en
utilisant:

(a) Points x =3, x =4 et x = 5.

(b) Points x =3, x = 3.25 et x = 3.5.

Comparez les résultats avec la valeur exacte de la dérivée, obtenue analytique-
ment.

Différenciation analytique: La dérivée de la fonction est f'(z) = 322, et la valeur
de la dérivée & x = 3 est f'(3) = 3.3%2 = 27.

Différentiation numérique:

(a) Les points utilisés pour la .

différenciation numérique sont:

x| 3| 4 5
flx) |27]64|125

Utilisation de I'Eq. (24), le dérivé utilisant la formule de différence a trois points
4 terme est:

—3f(3)+4f(4)— f(5) —3-274+4-64—125
2.1 a 2.1 o

‘ -100 = 7.41%.

f'(3) = 25
25 — 27
27

error = ‘

(b) Les points utilisés pour la différenciation numérique sont:

z| 3] 325[ 35
f(z) | 27]3.25% [ 3.5°
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Utilisation de 'Eq. (24), la dérivée utilisant la formule des différences finies a
trois points avant est:

—3f(3)+4f(3.25) — f(3.5) —3-27+4.3.25° —3.5%
2-0.25 B 0.5

26.875 — 27

=

J'(3) = — 26.875

error =

‘ -100 = 0.46%.

Les résultats montrent que la formule de différence directe a trois points donne
une valeur beaucoup plus précise pour la premiére dérivée que la formule de dif-
férence finie directe & deux points de ’exemple 1. Pour h = 1 'erreur diminue de
37,04% a 7,4%, et pour h = 0,25 lerreur diminue de 8,57% a 0, 46%.

2.2. Dérivée seconde. On a

2 3

(2.21) 1
+Zf(4)(771)7 ™ €}$,$+h[
et
Fw—h) = F@)— @)+ )~ )
(2.22) y 2! 3!
+Zf(4)(772)7 Up) E}x_hvx[v
Donc

P+ )+ fle— 1) = 2f() + 25 7O + o [F00) + 1)

pour 1y € |z, z+h[,n, €]z — h,z[. Alnsi

flx+h)—2f(x)+ f(x —h) + h_2 {f(4)(771)+f(4)(772)} )

@) = 12 4

avec 1y € |z, z+ h[,ny € ]z — h,z[. Il s’ensuit
(2.23)

2

ey < L) 2@+ fa=n) |

iy 7 /9O, elo—ha+hl.

Cela introduit une erreur de troncature de ’ordre de h?

(2.24) f”(:l:): f(:l:—l—h)—2];(2:1:)—|—f(:1:—h) +O(h2).




DERIVATION NUMERIQUE 7

3. RESUME DES FORMULES DE DIFFERENCES FINIES POUR LA
DIFFERENTIATION NUMERIQUE

Dérivée premiére

fle+n) - f(=)

[(2) = O (h)
f,(x):—f(x—|—2h)—|—42fh(x+h)—3f(x) O(hg)
Dérivée seconde
() = —f(@+3h) +4f ($+}2772l) —5f(x+h)+2f (2) 0 (n?)
Dérivée troisiéme
fm(xi) — f(:17+3h)—3f(:17+2h];)—|—3f(:1i+h)—f(:11) O(h)
P () = =3f(x+4h)+ 14f (x + 3h) — 224;];(:174— 2h) + 18f (x+ h) — 5f (x) 0 (hQ)
Dérivée quatrieme
P () = f(x+4h) —4f (x+3h) + 6{14(:174— 2h) —Af (x+h)+ f () 0 )
£ ) = —2f (x+5h)+ 11f (x4 4h) — 24 f (x + 3h)
126 (4 2h) — 14t @+ 1) +3/ (2) O (1?)

ht

Formules aux différences finies a droite
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Dérivée premiére

oy S @)= f=h)
oy < M@ @) = @ m)

2h,
Dérivée seconde

f”(:l,‘) _ f(x)_2f($_h)+f(:17—2h)
_ 2f(w)+5f(xh— R) 4+ 4f (x — 2h) — 2f (x — 3h)

/(@) -
Dérivée troisiéme
P () = f(z)=3f(x—h)+3f(x—2n)— f(x—3h)
3
" 5f (x) — 18f(x—h])l+24f(x—2h) —14f (x —3h) + 3f (x — 4h)

7" (@) = =
Dérivée quatriéme

£ () = flx)—4af(x—h)+6f(x—2h)—4f(x—3h)+ f(x—4h)

P () = 3f (x) — 14f(x—h)+26]§”4(x—2h)—24f(x—3h)+ 11f (z — 4h) — 2f (x — 5h)

hA

Formules aux différences finies a gauche
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Dérivée premiére

fla+n)—f(z—h)

['(@) = o 0 (%)
Fla) = —f (x4 2h) +8f(x+h1)2; 8f(x—h)+ f(x—2h) 0 (h4)
Dérivée seconde
f'(z) = f($+h)—2fh(2!13)+f($—h) O(hQ)
Fia) = —f(x+2h)+16f (x+ h) —?;(;];Q(x) +16f(x—h) — f (x —2h) 0 (h4)
Dérivée troisiéme
ey = L2 =2 4 W42 (o) = (o =20 0 ()
" —fx+3n)+8f(x+2n)—13f(x+h)+ 13f (x — h)
1" () = = )
“S8f (x — 2h) + f (v — 3h) O ()
8h3
Dérivée quatrieme
f//// (:L‘) — f (:L‘ + 2h) B 4f (:1: + h) + thgx) B 4f (:L‘ B h) + f (:L‘ B 2h) o) (hQ)
" —f(x+3h)+12f (x+ 2h) —39f (x+ h) + 56 f (x)
1" @) = " )
—39f (x — h) + 12f (x — 2) — f (x — 3h) O ()

ha

Formules aux différences finies centrées




