Interpolation

1 Meéthode de Lagrange

Exercise 1 Soit f(x) =In(1+4x), o =1 et z1 = 1.1. Utilisez l’interpolation
linéaire pour calculer une valeur approzimative de f(1.04) et obtenir une limite
sur ’erreur de troncature.

Solution 2 On a

f@) = In(l+u),

f(1.0) = In(2) =0.693147,

F(1.1) = In(2.1) = 0.741937.
ou

@ 1 1.1

f(z) | 0.693147 | 0.741937.

Nous avons Le polyndéme interpolant de Lagrange est obtenu comme

Pi(z) = Lo(z)f(mo)+ L1 (z) f(z1)
z—1.1 r—1

ce qui donne
P;(1.04) = 0.712663.

L’erreur d’interpolation linéaire est donnée par

2

El = 51

(x —xzo)(x—21), wo<E<aq

Par conséquent, nous obtenons la borne de l’erreur comme

1
<= — - " )
IEI < 5 max @ —2o)@ =zl max |/ (@)
Puisque le mazimum de (x — zp)(x — x1) est obtenu o x = (xo + x1)/2 et

f"(z) = —1/(1 + )%, on obtient

1

< = -
BTl < 4 1430|122

2
(0.1)* 1
= —— .- =0.0003125.

8 4
Exercise 3 En utilisant les données sin(0.1) = 0.09983 et sin(0.2) = 0.19867,
trouvez une valeur approzimative de sin(0.15) par interpolation de Lagrange.
Obtenez une limite sur lerreur a © = 0.15.

1 (.’L‘O — 1‘1)2
1



Solution 4 Nous avons deux valeurs de données. Le polynéme linéaire de La-
grange est donné par

Pi(z) = Lo(z)f(zo) + L) f(z1)

T—x r—x

- — [ (o) + ——— f<x1)
To — I 1 — X9
x—0.2

= 01-02 (0.09983) + W (0.19867) .

Alors,
0.15—10.2 0.15—-0.1
f(0.15) = Py(0.15) = O (0.09983) + 02-01 (0.19867)

(0.5) (0.09983) + (0.5) (0.19867) = 0.14925.

L’erreur de troncature est donnée par

o I©
2!

1
(r —zo)(z—21) = 3 (x—0.1)(x—0.2)(—sing), 0.1<&<0.2.
puisque f(z) =sinz. A x = 0.15, nous obtenons la borne comme

1
BI = 5 (0.15 - 0.1) (0.15 — 0.2) (= sing) = 0.00125 sin ¢
et
|[EIl = 0,00125]sin&| < 0.00125 1max02\sin:c|

= 0.00125sin (0.2) < 0.00125 (0.19867) = 0.00025.

Exercise 5 Utilisez la formule de Lagrange, pour trouver le polynéme
quadratique qui prend les valeurs

z|0|1] 3
flx)y | 1]3]55

Solution 6 Etant donné que f(0) = 1, f(1) = 3, f(3) = 55, trouvez le
polynéme unique de degré 2 ou moins, qui correspond aux données données.

L @ew)eom) @D 1o,
@) = G e @)~ (D=3 3@ ),
(x — x0) (x — x2) _m($—3)_1 o a2
L) = G e —e) ~ M2 2T )

_ (z—x0) (x—21) _x(:z:—l)_} 2y
L) = e ) - @@ 6 )

Par conséquent, le polyndéme quadratique de Lagrange est donné par
Py(z) = Lo(z)f(wo) + L1(x)f(21) + L2() f(x2)

= é(x2—4x+3)+g(3x—x2)+%5(m2—x):8$2—6x+1.



Exercise 7 Les valeurs suivantes de la fonction f(x) = sinx + cosz, sont don-
nées

T 10° 20° 30°
f(xz) | 1.1585 | 1.2817 | 1.3660

Construisez le polynéme quadratique d’interpolation de Lagrange qui cor-
respond auzr données. Par conséquent, trouwvez f(m/12). Comparez avec la valeur
exacte.

Solution 8 Puisque la valeur de f & w/12 radians est requise, nous convertis-
sons les données en mesure de radian. Nous avons

v
— 10°= " —0.174
20 0° = 5 = 0.1745,
r = 20°:g:0.3491,
£y = 30°:%:0.5236.

Les polynomes fondamentauzx de Lagrange sont donnés par

(w0 — @1) (wo —x2)  (0.1745 — 0.3491) (0.1745 — 0.5236)
= 16.4061 (z® — 0.8727x + 0.1828)

Lo(z) = = m)@=w) (z — 0.3491) (& — 0.5236)

Li(z) = (r —x0) (. —22) (z —0.1745) (z — 0.5236)
! " (z1 —mo) (w1 —a2)  (0.3491 — 0.1745)(0.3491 — 0.5236)
= —32.8216 (z* — 0.6981x + 0.09141) ,
r—1x)(x—2x x — 0.1745) (x — 0.3491
Lo(z) — (x—zo) (x—21) _ ( ) ( )

(z2 — @o) (w2 — 1) (0.5236 — 0.1745) (0.5236 — 0.3491)
= 16.4155 (2* — 0.5236z + 0.0609) .

Le polynoéme quadratique de Lagrange est donné par

Py(z) = Lo(w)f(zo) + Li(x)f(z1) + La(x) f(22)
= 16,4061(z* — 0,8727x + 0, 1828)(1, 1585) — 32,8616(z> — 0, 6981z
+0,0914)(1,2817) + 16, 4155(x2 — 0, 52362 + 0,0609)(1, 3660)
= —0,63742% + 1,0394z + 0, 9950.

f(r/12) = f(0.2618) = 1.2234.

La valeur exacte est

£(0.2618) = sin(0, 2618) + cos(0, 2618) = 1, 2247.



Exercise 9 Construire le polynome d’interpolation de Lagrange pour les
données

s —-1]1] 4] 7
Fl@) [ —2]0]63]342

Par conséquent, interpolez a x = 5.

Solution 10 Les polynomes fondamentaux de Lagrange sont donnés par

(x —21) (x — z2) (x — x3) (=1 (x—-4)(z-7)

Pl = Gy ) o) (w0 —ww) (1= (1= D)(-1-7)
— f%(x3—12x2+39x—28),
Liz) = (x —xg) (x — x2) (x — x3) :(x—l)(x—4)(x—7)
(1’1 — 1’0)(1’1 — 1’2) (.’El — .’bg) (1 + 1)(1 — 4) (1 — 7)
1 2
= %(x?’—le + 172 +28),
Lo(z) = (x —z0) (x — 1) (T — x3) :($+1)(33,1)(x,7)
(r2 — o) (w2 — 1) (2 —23)  (4+1)(4—-1)(4-7)
= —%(x3—7$2—$+7).
Lo(z) — (x — x0)(x — o) (. — 22) :(a:—i—l)(x—l)(x—él)
(SC3 — Io)(lEg — wg) (ZEg — CEQ) (7 + 1)(7 — 4) (7 — 4)
1
= m(x3—4w2—x+4).

Notez que nous n’avons pas besoin de calculer Li(x) puisque f(x1) = 0. Le
polynome d’interpolation de Lagrange est donné par

Py(z) = Lo(z)f(xo) + Li(z)f(z1) + L2(2) f(z2) + Ls(z) f(x3)
1 2 1 2
= % (z® — 122° 4 392 — 28) (—2) — E (z® — T2 — 2 +7) (63)
+H14 (x?’ — 4z -z + 4) (342)

_ (LT Ay g (3 9 T
B 40 5 72 10 5 18

(BT Y (T 9 T
40 5 72 10 5 8
= 22 -1

Par conséquent,

f(5)=P3(5) =5 —1=124.



Exercise 11 En désignant linterpolant de f(x) sur ’ensemble des points (dis-
tincts) xo, x1, T2, - , Ty par yro Li(x) f(x;), trouvez une expression pour

> Li(0)ap
1=0

flz) =2
Solution 12 On a

Fr ()

(n+1)! (x —xo)(x —x1) - (T — Tp).

flx) =Y Li(x)f(z:) +
i=0

En laissant f(x) = 2™, nous obtenons

n

gt = ZLi(m)x;Hl + (xz—zo)(x—x1) (T — 2p).
i=0

En prenant x = 0, on obtient
n
Z Li(o)x;l"rl = (_1)7L ToT1 " Tp-
i=0

Exercise 13 Trouver f(x) comme polynéme dans x pour les données suivantes
par la formule de différence divisée de Newton

Tzl lag=—4|x1=—1|22=0|23=2 | 24=5
f(x) 1245 33 5 9 1335

Solution 14 Nous formons le tableau des différences divisées pour les données.
La formule de différence divisée de Newton donne

x| f@) Premier d.d Deuxieme d.d Troisieme d.d Quatrieme d.d
f[x(),fﬁ] f[$0,331,5€2] f[x[)axlvx%wi}] f[$0,$1796279€3,$4]
—4 | 1245
—404
-1 33 94
—28 —14
0 5 10
2 13
2 9 88
442
5 | 1335




f(xo) + flro, z1](z — 20) + flzo, 21, 22](x — z0)(z — 1)

+flxo, x1, 2, x3](x — x) (z — 1) (T — 22)

+flxo, 1, T2, 3, T4)(x — o) (T — 1) (2 — 22) (2 — 3)

12454+ (x +4)(—404) + (z + 4)(x + 1)(94) + (z + 4)(z + 1)z(—14)
+(z+4)(x+ Dz(x — 2)(3)
1245 — 404z — 1616 + (2* + 5z + 4)(94) + (2° + 52° + 4z)(—14)
+(2* 4 323 — 622 — 8z)(3)

3zt — 522 + 622

Table des différences divisées

— 14x + 5.

Exercise 15 Trouver f(x) comme polynéme dans x pour les données suivantes

par la formule de différence divisée de Newton

-2 | -1 0

1 3

f(x)

91 16 | 17

18 | 44

81

Par conséquent, interpolez ¢ x = 0.5 et x = 3.1.

Solution 16 Nous formons le tableau des différences divisées pour les données
données.
Puisque les différences du quatrieme ordre sont des zéros, les données représen-
tent un polynome du troisieme degré. La formule de différence divisée de Newton
donne le polyndome comme

x | f(x) | Premier d.d | Deuxieme d.d | Troisieme d.d | Quatrieme d.d
-2 9
7
-1 16 -3
1
0 17 0 0
1
1 18 4 0
13
3 44 8
37
4 81

Table des différences divisées



+flxo, 1, T2, x3](x — xo) (z — 1) (T — x2)
+flxo, 1, T2, T3, T4](x — 20)(x — 1) (2 — 22) (T — 3)
= 94+ @+2)(N)+(xz+2)(x+1)(-3) + (z + 2)(x + 1)z(1)
= 94T +14—-32% — 92 — 6+ 2>+ 322 + 2z = 2> + 17.

Par conséquent,

f31) =

(0,5)3 + 17 = 17,125,
(3,1)3 + 17 = 47,791.

f(@o) + flzo, z1](z — 20) + flzo, 21, 22](x — 20)(z — 21)

Exercise 17 Trouver f(x) comme polynéme dans x pour les données suivantes
par la formule de différence divisée de Newton

z |1 3 4 5 7 10
7(@) 31| 69 | 131 | 351 | 1011
Par conséquent, interpolez & x = 3.5 et x = 8.0. Trouvez également f'(3) et
77(1.5).
Solution 18
x | f(z) | Premier d.d | Deuxieme d.d | Troisieme d.d | Quatriéeme d.d
1 3
14
3 31 8
38 1
4 69 12 0
62 1
5 131 16 0
110 1
7 351 22
220
10 | 1011

Puisque les différences du quatriéme ordre sont des zéros, les données représen-
tent un troisiéme degré polynéme. La formule de différence divisée de Newton

donne le polynéme comme

flx) =

+flwo, z1, w2, 23] (x — 20) (T — 1) (T — 72)
= 3+ (@-1)14) +(xz—1)(z—3)(8)+ (z—1)(z —3)(z — 4)(1)
3+140 —14+82—32x+24+ 23— 824+ 19z—12=2 42+ 1.

f(@o) + flwo, z1](x — x0) + flzo, 21, 22](x — 0) (2 — 21)




Dot
f(3,5) ~ P3(3,5) = (3,5)% 4+ 3,5 4+ 1 = 47, 375,
£(8,0) = P5(8,0) = (8,0)% + 8,0 + 1 = 521,0.

Maintenant,

Pj(z) =3z>+1 et Pj(z)=6a.

Par conséquent,
F3) ~ P'(3)=30)+1=28,
f(1,5) ~ P"(1,5) =6(1,5) =9.

Q

Exercise 19 Trouver 'unique polynéme P(z) de degré 2 ou moins tel que
P(1)=1, P(3)=27, P(4) =64

en utilisant chacune des méthodes suivantes:
(i) formule d’interpolation de Lagrange,
(ii) formule de différence divisée par Newton.

Solution 20 (i) En utilisant l’interpolation de Lagrange, on obtient

Py(x) = Lo(z)f(wo) + Li(w)f(21) + La() f(x2)
BT e R e e U e e
= o O Gogeon B Dy ©
= %(m2—7x+12) — % (z° — bz +4) +% (2* — 4z +3)
= 82% — 19z + 12.

(ii) Nous formons la table des différences divisées

x| P(x)

1 1
13

3 27 8
37

4 64

En utilisant la formule de différence divisée de Newton,
nous obtenons

Py(x) = f(xo)+ flwo, z1](z — x0) + flro, z1, x2](x — z0)(z — 21)
= 1+ (@-1)13)+(@—D(z—3)(8)
822 — 19z + 12.
On obtient
P5(1.5) = 1.5.



Exercise 21 Utilisez les formules de différence de Lagrange et de Newton-divisé
pour calculer f(3) a partir du tableau suivant:

x 0 1 2 4 5 6
f@ 1 14 15 5 6 19

En utilisant la formule d’interpolation de Lagrange, nous obtenons

Ps(x) = f(wo) + flzo, z1)(x — z0) + flTo, 21, 22] (2 — 20) (T — 1)
+flzo, z1, 22, x3](x — xo) (x — 1) (x — T2)
+flxo, 1, T2, T3, T4](x — o) (x — 1) (2 — 22) (T — 3)

+flxo, 1, T2, T3, T4, 5] (X — x0) (z — 1) (T — 22) (T — 23) (2 — 24)

= o@D @@ -5 -6
14
e )@ 06@-5E-0

@@ -1 @ -5) 6
b @) @1 (- 2) (- 5) (7~ 6)
@) =)@~ 2) @~ ()
o @) @ —1) (= 2) (@~ ) ()

ce qui donne
£(3) = P5(3) = 10,

Pour utiliser la formule d’interpolation des différences divisées de Newton, nous
construisons d’abord la table des différences divisées

x f(x) | Premier d.d | Deuxiéme d.d | Troisiéme d.d | Quatriéeme d.d | Cingiéme d.d
0 1

1 14 13 6

2 15 ! L ! 0

4 5 ) ) 1 . 0
5 6 1 ] 1

6 19 13

Nous obtenons le polynéme d’interpolation de différence divisée de Newton comme

Ps(z) = 1+413z—6z(x—1)+az(x—1)(x—2)
= 2® - 927 +2lz+1




ce qui donne
£(3) = P5(3) = 10.

Exercise 22 1. Pour les fonctions f(x) données, soit zyg = 0, z1 = 0,6 et
xo = 0,9. Construisez des polyndomes d’interpolation de degré au plus un et au
plus deux pour approxzimer f(0,45), et trouvez lerreur absolue.

a. f(z) = cosz,

b. f(z) =Iln(z+1).

2. Utilisez le Théoréme 9 pour trouver une borne d’erreur pour les approxi-
mations ci-dessus.

1. a.

Pi(z) = —0.148878z + 1; Py(z) = —0.45259222 — 0.0131009z + 1;
Py(2)(0.45) = 0.933005;
|£(0.45) — Py(0.45)| = 0.032558; P5(0.45) = 0.902455;
|£(0.45) — P(0.45)| = 0.002008

Py(z) = 0.874548z; Py(z) = —0.26896122 + 0.955236z;
P,(0.45) = 0.393546;
|£(0.45) — Py(0.45)| = 0.0212983; P5(0.45) = 0.375392;
£(0.45) — P»(0.45) = 0.003828

Exercise 23 Soit Ps(z) le polynéme d’interpolation pour les données (0,0),
(0.5,y), (1,3) et (2,2). Le coefficient de x® dans P3(x) est 6. Trouvez y.

Solution 24 y = 1.25.

Exercise 25 Construisez les polynomes d’interpolation de Lagrange pour les
fonctions suivantes et trouvez une borne pour l'erreur absolue sur l'intervalle
[0, zp].

a.
f(x) =e*® cos3w, 19 =0, 21 = 0,3, 15 = 0,6, n = 2
b.
fl@)=lnz,zp=1,21 =11, 20 =13, 23 =14, n=3.
a.

Py(z) = —11.22388889z2 + 3.810500000z + 1,

and an error bound is
0.11371294.

b.
P3(z) = 0.197005666723 — 1.062590552% + 2.532453189x — 1.666868305,

and an error bound is 10.
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