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I. Coupure, facette et vecteur contrainte
[.1. Vecteur contrainte

» I.1. Forces extérieures et intérieures

» Un solide est en equilibre sous l'actions d’efforts extérieurs,
nous distinguons deux type de forces extérieures:

> Des forces extérieurs volumiques repartie dans le volume et
exercees a distance. Elles sont deéfinies par une densite volumique

d’efforts f s’exercent sut toutes les particules du solide. (la force
de pesanteur ou les forces électromagnetiquesL

-

> Des forces extérieurs concentrées F qui s’exercent sur la
suface (S) delimitant le solide.



Volume




I.2. Coupure et facette

» Considerons donc un solide occupant un domaine (D). En
chaque point M de ce solide, il existe des forces internes que
'on peut déeterminer en effectuant une coupure du solide, par
une surface S, en deux parties A et B.

» La partie A est en équilibre sous I'action des forces externes
qui lui sont appliquées et des forces internes reparties sur la
coupure.




1.3. Définition du vecteur contrainte

» On appelle vecteur contrainte, eau point M
agissant sur la facette de normale n:
> - . ﬁ ﬁ)
» t(M,n) = lim = (N/mm?)
dS,—>0ASap  dSyp




1.4. Principe des actions mutuelles relatifs au
vecteur contrainte

» Considerant en un point M, le cylindre infiniment petit
d’axe n de hauteur h et de section dS.

» Quand h tend vers 0, le cylindre esr en equilibre sous
laction des force: t(M, 1) et t(M, —n)

ut.=n )ds

-

t(M,—n) = —t(M, 1)

(0t Jas



1.4.Contrainte normale ¢, et contrainte
tangentielle 71,

Le vecteur contrainte peut étre décomposé en deux
composantes:

Une composante normale t. (M, 1)
Une composante tangentielle ou de cicaillement t_;(M, ﬁ)
Ceci permet d’écrire t_>(M, n) = E{(M, nn + t_t)(M, n)

Les composantes du vecteur contrainte représentent des forces
rapportees a une surface.
! (_-\/ 7 )
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II. Formule de Cauchy, tenseur des contraintes
2.1. Equilibre d’un tétraédre

ds (N n)
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Facette | Airedela Vecteur contrainte agissant | Résultante des efforts surfaciques appliqués
facette sur la facette a la facette




» L’équation d’équilibre des tétracdre s’€crit comme suit:
» T(M, —e))n, + tM, —&;)n,+t(M, —e3)ng+t(M, —7) = 0

» Ce qui implique :

y —t(M, e7)ny — t(M, &)n,-t(M, e3)ns+t(M, ) = 0

Par voie de conséquence, nous avons déterminé la relation entre le vecteur contrainte
t(M,n) agissant sur la facette ABC dont la normale est » et les trois autres vecteurs

contraintes a savour f(M : 31), ' (11 : ez) et (M , es) agissant sur des facettes perpendiculaires

— s

deux a deux et dont les normales sont respectivement des vecteurs unitaires e,, e, et e, de
la base de réfrence; cect se traduit par la relation suivante:

» t(M, 1) = t(M, e))ng + t(M, e;)n, + t(M, e3)n;




2.3. Tenseurs de contrainte
» Soit la convention d’indice: C;;

» ler indice : le vecteur unitaire de 1’axe sur lequel est
projetée la contrainte; 2eme indice: le vecteur unitaire de
la normale extérieure a la facette.
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» Nous avons 9 composantes pour represente ['état de
contrainte a partir de la connaissance des vecteurs contrainte
associer a une base orthonorme, on fait apparaitre le
tenseurs de contrainte /de Cauchy dont les composantes
sont notees telles que:

flar,e; ) Flar,e; ) 7lag, e,

U U U
- T T T4
o (A'! ) — G2 C 22 Cy
. O 23 O | (s

» le tenseur contrainte o regroupes les composantes des trois
vecteurs contraintes agissant sur les facettes normale aux trois

vecteurs de base



» Les indices j et i de gj; du tenseurs contraintes sont définit comme suit:
j:indice indique le nombre de la facette
i-indice indiquons I'axe de projection du vecteur contrainte

Le vecteur contrainte dépend de la direction de normale a la facette, cela est
représenté par Ia formule Cauchy

t(M, 1) = c’est produit contracte.
J11 021 031 n1
t(M,n) = J12 022 O32].
023 033

En notation indicielle
ty = 0111 + 021N, + 0313

ti = 0j;.nj < |12 = 012 + 01N, + 03,3
t3 = 013N + 023N, + 033N3

t; = 6j;.n; out =ntc (la formule Cauchy)
Le tenseur des contraintes gj; est en générale different en chaque point d’un
milieu contenu, et c’est un outille qui fournit le vecteurde contrainte t; dans

nimporte quelle direction définie par un vecteur normale unitaire n, il
caractérise donc |’ état de contrainte en un point.



» 2.3.Propriétés du tenseur 0j;-

» Les composantes T sont des fonctions linéaires des
composantesdj;

» Les composante des vecteurs contraintes dans le repere
(e|,e,,e3) sont alors exprime par un tenseur d’ordre 2:

4 t(M nl) t(M nz) t(M n3)

S e m m e ————

> =

\0-11 \0'\21 0'31 Composantes

/ .
/angentlelles

N
N\

\
=~ Composantes
normales

» Avec: gj; symétrique (0j;=0;) toujours

» Si gj; > 0 = contrainte de traction

012 ~ 022

» Si gj; < 0 = contrainte de compression



2.4. Représentation graphique du tenseur des
contraintes




2.5.Calcules des contraintes normales et
tangentielle 5

» On projette le vecteur contrainte T

>

v

|/ une fois sur le system d’axe

(ox{,0x,,0x3)

On obtient ces composantes {Xz

X1

X3

2/et une autre fois sur le system d’axe

(1, 7)

Telque (M LS)et(n//S)

On obtient : 0,,;,, (contrainte normal)

T ¢ (contrainte tangentielle

T)(P, n)




—

ﬁ
O-TLTL — TTl — Tlnl — (O'ij.nj)ni
Donc g,,,, = T;n; c’est un scalaire
Onn = 03NN
C’est la composantes un vecteur contrainte T
perpendiculaire au plan (S)

Tnt — T t = Tltl — (O-Un])tl

Donc T,,; = 1jt; c’est un scalaire
Tnt — al-jtl-nj

C’est la composantes du vecteur contrainte T parallele au
plan (S)




» Si le tenseur des contraintes est ramene a ses principaux ,
les contraintes normales et tangentielles devinent:

4 O-ij — A(S‘U =0
--"" ;;
M T(M . i \=o.n
T',,—FJ

» Les directions n,, n, et n; sont les directions principales.

n,

T M. n)=0.n,

bl

T(M,n)=0,n,
T'(M,n)=0,n

Faces et contraintes principales en M



III.Contraintes principale et invariants

» Pour tout tenseur symetrique d’ordre 2, il existe toujours
un repere particulier, le repere principale dans le tenseur
des contrainte 0 a pour représentation une matrice
diagonale dont les composantes sont appelees
contraintes principales 0, 0;, 03

011 021 037] g, 0 0]
» [012 022 032 0 o, O
013 023 033 0 0 o
» Les contraintes principales o, g,, g;ainsi que le tenseur

o lui-meme verifient 'équation caracteristique:



Les contraintes o4, 0,, 03 sont appelées contraintes
principales et les vecteurs unitaires (e’,e’,,e’,) de la
base principale sont appeles directions principales

Pour calculer les contraintes principales, il est nécessaire de déterminer le
polynédme caractéristique P(A) de la matrice du tenseur de contraintes 7 :

_ _ 011—4  Op 013
P(A)=Det(c—2A1)=|G—AI|=| 021  022—2 033
031 03 o33—A

B—1A2+1,A—1;

Qll

P(2) =Det(c—AI)=|a— Al

/‘
e

03

20



I,,1, et I;sont lesinvariants du tenseur de contraintes o.

A est une valeur propre si et seulement si :

Det(c —AD)=|G—21|=23—1,22+1,A—-13=0

Afin de déterminer les valeurs propres, on cherche alors, a factoriser le polynome
caractéristique P(A):

P(A) =Det(c —AI) =(0— 24, )(6—2; )(0 — 23 )

Les contraintes principales sont égales aux valeurs propres :
= 41, O = Az et O = A3

La détermination des contraintes principales sopere selon la nature de la
factorisation du polynéme caractéristique.

21



Les trois contraintes principales sont les racines de 1'équation caractéristique :

det ([o(M)| - a,[I]) =0 ol []] est la matrice unité de dimension 3

soit
Ozzr = On Ozy Ozz
det| o7y Op-0n Op =-aﬁ+l1oﬁ-lgo,,+13=0
| Oy Op Oz =0p

Les contraintes principales sont indépendantes du repere {z,y,2}. Iy, I et I3 sont des invarian

[i =tr|o] = 0zz + 0y + 0.: = 01 + 02 + 03

1
h= 5({“ [01}2 -t [012) = Ozz Oyt 02202z + 0y Oz = 0’3, - 03; = 0'3_-
=010+ 0103+ 0703
I3 = det|o] = 04,0y 0:: + 205y 02 0, -a,,aﬁ, -awof: -a,,ofv

22 = 010903



Y for 0 0] (ng) [ogn)
Tod=1{0 o 0|{m)=(mmn)}
Iy) [0 0 o) (n3) [oam,

oll ny, Ny et ng sont les composantes de 7. Compte-tenu de la relation :

mng+ng=1

on en déduit ;

o
TArArS

Quand i varie, 'extrémité du vecteur T‘(M 1) se déplace sur I'ellipsoide de Lamé ¢ int les axe
sont les directions principales et les demi axes sont a1, 09 et 03,

23



[V.Equation d’équilibre (Eq. de mouvement)

» Soit f la force par unité de volume appliquée au point de
coordonnees (x;y; z) du solide.

» Soient y l‘accélération du point de coordonnées (x; y; z)
et p la masse volumique du materiau. Un point d’'un co

aa.n'
O'X}_(x,y+dy,z)=o'n,(x,y, HWdy
( ) i \ /-O.X.’(x'y’z) a

-0 ' Vs i o,

7 J"Z__ i —)Gn(x+dx,y,z) g, (x P, 2 )+ —
y 3 . 6x

n‘ / \ a
4 * -0,).(-747.}’:2) U'xz(x,y,Z‘"dZ) (X vy, Z)+ a‘; dZ

- Equilibre du parallélépipéde suivant x

24



» La projection sur P'axe x:
— 022(2,Y,2) dydz + 04, (2 + dz,y,2) dydz
—ory(2,9,2) dxrdz + 02y(x,y + dy, 2) dxr d2
— 0zz(2,y,2) dxdy + 02:(2,y,2 + d2) dzdy + fr drdydz

8011 00‘13, 8012
= dV dV
ox % Oy i Oz

dV + fr dV = pdV 7,

ou dV = dxdydz. 1l vient apreés simplification :

00ry 00y 00y,
A o & Y '+ oy + fr =P

» de méme; Ooyr | O0yy ‘90yz

6021 8Uzy 8022
e By G + fz=p7:

» Et ces les 3 équations d’equilibres

25



3.1.Equilibres des moments des contraintes

» Ecrivons que la projection sur I'axe z de la somme des
moments des forces appliquees au parallelepipede est
nulle. Il vient, en en négligeant les infiniment petits d'ordre

superieurs a 3

» On conserve que les contrainte tangentielle car les
contrainte normale n’ont pas un effet de moment.

| | oo,
o,(x,y+dy,z)=0,(x,y,2)+ - "‘ dy
> d)
-
— [ - s cag .
(J’Nl.\.} .a) M U'n{.l"f'dl'._}’,2)=(I‘_‘(_.\',_}‘,:)+ - =
A V ’ ’ ox
.h
) 4“ -(T:‘('r, 'l.OZ)

Fquilibre du parallélépipéde en rotation suivant 2

26



~ ) ™
Ecrivons que la projection sur z de la somme des moments

des forces appliquées au parallélépipede est nulle. Il vient, en
négligeant les infiniment petits d'ordre supérieurs a 3 :

U

. J/

[ dx(dydzoyx) - dy(dxdzoxy) =0 J

Soit : "Oyy =C
demeéme: | Oy,=C, o Oy, ~Ogy



» Le tenseur des contraintes est donc symetrique :
— [ 1T
> [o] = |a]

» Soient n, et n, deux facettes en M. On deduit de
I'equation:

fia . T(M,7) = {na} T [0(M)] {ns} = {ns}T [0(M)] {na} = 7. T(M.Ra) ¥V ila, i

28



V.Tenseurs sphérique et Déviatorique

» On peut decomposer le tenseur de contraintes en la somme de
deux tenseurs, un premier tenseur spherique et un second
deviatorique. gij = 0.0;; +Sjj

. ;o I 011t022+0 o1+o02+0
» ¢ :la partie sphérique, o = - = L ;2 8 = 32 3

» Et c’est la contrainte normale moyenne

» Sij :la partie déviatorique du tenseur de contraintes.

1
< Sl] = 0jj _Eakk'aij
2611 — G232 — O33
S11 =011 — 5(‘511 + 0y, + 033) = 3

2G5, — G171 — O33

S22 =03 — 5(0'11 + G2 +033) =

3
2033 — Cp3 — Oy
S33 = 033 — 5(‘511 + 0y, +033) = 3
S12 =012
S13 = O3

2853 = O3



» L'expression finale du tenseur deéviatorique est donnée par la

relation suivante :
2011 — O35 — O33

G12 G13
3
2G27 — G117 — O33
Sij = C12 3 O23
2G33 — G117 — G22
Oi13 G23 3

» Pour le tenseur déviatorique les invariants sont notés :J, ,}, ,J; et
sont définis de la méme maniere que pour les invariants du tenseur

des cc y = trace(S;;) = Si1 +Sa2 +S33 =S + S, +S3 = 0
Jo = S41S22 + S22533 + S$11S33 — (8% + S35 + 5%)
J3 = det(S;;) = S152S3

» Remarque

» Les invariants sont utilises en plasticité des solides (Critere de Von
Mises).

30



VI.Tenseur de contraintes particuliers

» 6.1- Etat de contraintes uni axial (traction ou

compression simple) PR —
O ::
- >
- — —> X2
4 T(M, n) — O-el | Uniaxiale
04 00
X, 000
Y. : : 00 o’
» L'etat de contraintes en un point (M)

» est dit uni axial si le tenseur

» des contraintes s’ecrit :

o 0 O
4 Ojj = O 0 O
0 0 0.

Cet état de contraintes est appelé état de \ -

traction simple si O est positif et état de
sgompression simple si O est negatif.



2- Etat plan de contrainte

» En un point (M), I'état de contrainte est plan (figure), si
le tenseur des contraintes est de la farme :

PO'ij=l

011
021

0

012
022

|

-

—— 012

l 11

X
» Dans la figure cet etat plan de contraintes, les
contraintes évoluent dans le plan O(x |, x",) . Si de plus,
nous avons ogz3 # 0, on parle de pseudo etat plan de

contraintes.

PO'ij:

32

011

021
0




6.2.Etat de contraintes isotrope

» L'état de contraintes en un point (M) est isotrope (figure), si
quelque soit la facette, nous avons T(M,n) = on

» Donc: les trois contraintes principales sont égales et le
tenseur de contraintes est de la forme suivante quelque soit le

repere :
o 0 0 P
gij =10 o O

0 0 o
» Si 6>0, il s’agit d’'une tension

» Si 0<0 c’est une compression.

33



6.3.Etat de cisaillement simple

» Si I'état de contraintes en (M) est un état de cisaillement

simple (figure ) par rapport aux deux directions X_>1et X_>2, le

tenseur des contraintes se reduit a :
J K

0 7 O
PO'l'j=T 0O O [
T

0 00 .
X>

—

34



VII. Représentation géometrique des cercles de
Mohr

» La représentation de Mohr consiste a représenter l'etat de
contraintes tridimensionnel, d'un point (P) sur un graphe
bidimensionnel appelé plan de Mohr (plan des contraintes ):

» normales oy et tangentielles 7, .
» Les axes de cordonnées choisis sont les axes principaux dont

» les contraintes principales sont des valeurs distinctes prises par
convention dans I'ordre 6,> ¢, >0;.

» On prend un point M d’'un milieu continu en état de contrainte
(figure )

M, n)

R -
» la composante normale: g, =T “» =" 1

|

35



Considérons un point M du plan principale, ces contrainte
principales seront 6, 6, o3 rangees selon 6, >6,>0;

On se propose de chercher le lieu géometrique de ce point (M). dans
le plan de Mohr O(c , T ).

—

T=G=6y+5,= |o]?=0,2+1,2
0|2 = 0,212+6,2m?+0,2n?
1, m, et n sont appelés cosinus directeurs de la facette
Avec : 0, = n.o = [?.0; + m?.0,+n%. 03

[>+m?+n? =1

Donc: 3 €quations a 3 inconnues, nous donnent:

(an = 02)(6n - 03) + T?

I? =
(61 —02)(01 —03)
m2 = (0',, g 63)(6n = 0'1) T T?
(0, —03)(0, — 04)
nz _ (an - 0'1)(0'n - 02) + tg

3 (03 — 01)(03 —03)



» On peut €crire le numerateur sous la forme : (aveco, >0,>6; )

[Un "%‘(02 + 03)]2 + 7% - [%(02 = 03)]2 =

2=
(61— 02)(01 —03) >

[Un —%(01 T 0'3)]2 +# 72— [%(01 - 03)]2 <

(o2 —03)(02 — 01)

- =

<

[on-L1+ 00| +22- -0

(03— 041)(03 —03)

v

n? =

v

» On remarque que les numérateurs représentent les équations de
cercles dans le plan ( o, 7). Puisque 6, >06,>0;

1 B pl -

U'n—i(a'z +03)| +152 5(02—03)
1 2 1 2

on =5 (01 + 03) + 7% < 5 (01— 03)
2 1 2

an_i(o'l +0,)| +152> 5(01 - 07)
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» Les cercles ont pour centre et rayons respectivement:

-1 - -1 ~
5(024'0'3) - 5(02—0'3)
-1 - -1 -
'2‘(01"'03) : 5(01—03)
-1 - -1 -
5(0'1"‘0'2) - 5(0'1—0'2)

Ts

tS max
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