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Exercice

On munit R** de la loi de composition interne définie par : Yo,y € R,z +y = /2% +37
1) Montrer que * est commutative, associative, ¢t admet un élément neutre.

2) Déterminer les éléments symetrisables.

Montrer que (G, *) est un groupe dans les cas suivants, ct préciser 'il est abélien (commutatif)

*2) (@) *@.y) = @@+ ye* +y ), sur G= B2
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Soit (G, x) un groupe. Démontrer que les parties suivantes sont des sous-groupes de G
1) C(G) = {z € G;Vy € G,zy = yz}, C(G) s"appelle le centre de G;
* 2) aHa™! = {aha™

€ H}otta € G et H est un sous-groupe de G-

Exercice

Les applications suivantes sont elles des homomorphismes de groupes? si oui, caleuler le noyau
<t image, ct déduire s%elles des isomorphismes de groupes, des Automorphismes de groupes.

a) g (R, x) = (B, %), ¢:zm—a".neN

b) g (R +) = (C*, x), @:t— ™
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Exercice 1

1) Premicrement il y a une faute de frappe l'ensemble cst R au lieu de R**

il est claire que * est commutative ct associative, et accepte un élément neutre ¢

@*0= 2T +00 = [g| =2, carz > 0)

2) comme * admet un élément neutre alors on cherche les éléments symetrisables s'ils existent

on suppose que y est le symetrique de  donc,

Vo € R,z xy=0==> /27 +y? = 0 =2 = —y? ce qui est impossilble, cad Fy € B tel que zxy =0, et
par conséquence tout les élément de R** n’acceptent pas un élément symetrique, le seul élément symetrisable
par rapport & * est I'élément neutre ¢ = 0  I'élément neutre est un élément symétrique de lui méme)

Exercice 2:

z+
Vazry= Y swr G
+azy
1) D’aprés la question il est pas annoncer que * est une loi de composition interne sur G
alors on verifier d’abord que * est bien définie une loi de composition interne sur G ¢ & d: siz,y € G, alors

Ty eG

-11[

t
Etudions la fonction définie sur | ~ 1,1[ par £(£) = 7 L!’y
Elle est dérivable sur [~1,1], et sa dérivée vérific
b
Fl)=— >0 s
(1+2y)

£ est donc strictement croissante sur [~1,1],

Comme f(—1)= (-1+y)/(1—y)= —

et f()= (1+y)/(1+y) =1,

alors f(—1) <z #y = f(z) < £(1), donc on obtient que z +y € G.
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2) la loi est associative

y+z

s+

z+(yz) _ 1tyz _ e+y+z+ay
T+aly=z) 1., Ytz ltaytaztyz’

1+yz
et un caleul similaire donne le méme résultat pour (z +y) * z.
3) ¢ est un élément neutre pour la loi =, alors
Ve eG zxe=z=z+e=z+ale=c(l-a?)=0=¢
done * admet un élément neutre ¢ = 0.
4) Tout élément @ € G est symetrisable, et I'élément symetrique est —z. En effet, ona

pour tout 2,y 2 € G,z % (y* 2

% (— (—z)*z =0

- De plus, la loi * est clairement abélienne.car
z+y

pour tout z,y € G, zxy = —ysz
T+ay

D’oit (G, ) est un groupe abelien.

Exercice
1) Soit ¢ l'élément neutre de G, Ona : Vy € G, ey = ye = y donc ¢ € C(G), alors C(G) # 0.

2) Sofent 21,3 € C(G). Alors, Yy € G; (z122)y = 71(w2y) = 21(y22) = (w1y) 22 = (1) 22 = y (w12)
et done 2122 € C(G)

3) Soit = € C(G), alors Yy € G; zy = yz, on multiplie par z~* & droite on obtient:

zyz—! = yzz—l = ayz y, aussi on multiplie par 2~ & gauche on obtient:

z~ly dod yz %y ce qui implique que z~ € C(G),

On conelut que C(G) est un sous groupe de G-
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a)Va,y €R, ¢ (@ xy)
kerp={z €R",z" =1},

Img = {z" 2 € R}

On caractérise dewx cas:

- Sin est paire: kerg = {1,~1}, Imp = R**

- Sin est impaire: kerp = {1}, Img = R”

Alors ¢ est un isomorphisme de groupes sin est impaire (dans ce cas o est bijective),

(@y)"

(@) x ¢ (y) done c’est un homomorphisme

aussi comme ¢ : R* — R alors ¢ cst un endomorphisme bijective et alors cst un Automorphisme de groupes
sin cst impaire
(Sin est paire: ¢ n'est pas injective et n'est pas surjective)

b) VL €R ¢ (t + t’) — () Z gt _ (t) done c’est un homomorphisme.
Puisque €27 = 1 si et sculement si £ € Z, alors ker ¢ = Z, done ¢ n'est pas injective,

Imp = {e¥™*, teR} = {z €C, |z|=1}, donc  n'est pas surjective,

Dot ¢ west pas un isomorphisme.




