UNIVERSITE LARBI BEN M’HIDI-OUM EL BOUAGHI
DEPARTEMENT DE S.N.VV
1% année S.N.V. Année 2022/2023.

Module : Mathématiques et Statistique. Solution du TD1 Fonctions a une variable.

Exercice 1 : Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le domaine de définition :
- 1
<1 filx) =

\i‘_ + 2 —x )

Dp=4{zeR/ =0 et 2—x>0 et +T++2—x#0}.

et
WVEI+H V2 —r=0 = Jr=42—x=0
=0
=5 et
r=7=2
= 2=10 absurde
donc Ve s R : VE+2 —x#£0
et
=0
donc
Dy 0,2
. [1— | =|
<1 fa(z) = 11..' 2 .
| S T |
1— | = |

Dy, = {:.*.'F_ R,/ R =0 et 2— | x _.=’{]}.

Etude de signe :

o l— |z |20 —|z|=—1<=|x les —1<xr=1
2 |zx|z0& — |z|=2 2|z 2 2 xp<2
L3 - 6 -2 -1 1 2 + oo
1-]x - - 0 + 0
2 -1x| - 0 + + + 0
1 — x| + - + - +
2 — |¥|

Dy, =] — oo, —2[U[-1,1]U]2, 400l
< fa(z) = In (In{lnz)) .
Di,={reR/ z>0 e Inr=0 e In(lnzx)=0}.
>0 1 €D, +oof
et
Inz >0 re|l,+oo

et

In(lnz) =0 exp{ln{lnz)} = "
Infz) =1

exp {In(z)} > &'

t ¢t 13

T = E.

done

| Dg. =le,+ocl |




Exercice 2 : Calculer les limites suivantes :

] -
o . r* +4dxr — 5
I 1"—4_1:—53_1]
o 22— 1 o

(2]

limn
[ i)

[3) =

lim
T—-aa

lim
T—toa T

2

5= 1.

(Forme indéterminée).

+dr — 5 i {z+ 5)(x—1)

11 - B
r—1{z + 1){x — 1)
_ hmiEES 4
r—1{x + 1)

lim
r—s1

2 4+ 4r — 5 3
r? —1

(- v==T) -

(z— V=21

— oo, (Forme indéterminée).

(z—vam=1) (z+ vVaT—1)
o)

F— a0

= = 0.

SN =]

lim

T—+o0

T — 'E

j_u

sin

tgr —sinz P

— 0

(Forme indéterminée).

T
T

—sinT

sinx(l — cosx)

1l —cosx

- = lim
sin” T
1 —cosx

lim

r—0 s8in T sin

r—bcosx(l —cosx)(l + cosx

(Saﬂ:]‘lons que

v2r+1—3 0

tgr =

(5) im ——— = —.

,_.._,4”&._2_\;— 0

(27 + 1 — 32z + 1 + 3)(vT — 2 + +2)

—_ 1 — —n =
I r—0sin T cos T 8in-

- = lim—m78M8M8M — = —.
)] r—beosz(l + cosx) 2

sin T . 5
et SIS T +ecosT T =

COET

)

. tgr—sinr
|.mgf —_
r—0 gin”r

bt | =

(Forme indéterminée).

im - T =
r—0eos (1l — cos® x)

((2z +1) —9)(vVT—2+3F) _

I w2z +1—3
1m —= =
—d T 2 — /2

-
A (VE =2 — V2 (VE 2+ V) (2z T 1 +3)
2(r —ANVT —Z+2)

_2(VT2+ VD)

= lim

:r—vi

=4 (r—4)(+2x + 1+ 3)

v2r+1+3

. Vv2r +1—3 23
lim =
Td T — 2 — /2 3
.k _ ; . . im [ F(z)9)
Rappel: tim fi=)=1 et Jipel)=co — g (f=)
1 1 : . inx
. B = lim— (1 4+ sinx — 1} lirn . sinw
m(l4sinr)T = g "x = M =g, (hm
r—0" z—0
lim{l +sinx)* — e
r—0"
2
. . =+ 3 § e - . .
(7) lim :] = 17, (Forme indéterminde).
r—4oo \x — 2

T—doa \, T — 2

. . _h(_r+3 ]} . a 1'—3—1'—2)
2oy o) e (T ) e

2

3

T E ((z—2) —2)(v2xr £ 1+3)

Jtim_g(x)(fiz)—1)
ey

limite rcmarquah]e)



cos [ 5r) 0

(8) :!er&ﬁ = (Forme indéterminée).
On pose t=1—=x Si r—1 alors t — 0.
et z=1—1i
s O [;I} — i S I:;{l — E:I:I Cos (%j [ k] [%!:I + =in (%} sin {Et}
—1 1—x  t—0 f

—0
s:n[ E:I _T

2 (Z+4) 2°
[ cos () =0, sin(5) =1, ecosie— F) = cos(a)cos(F) + sin{a) siniF) et limp——=—+ sin (‘Et"'l

= hm

. ecos(Er) =
Mo 3

Exercice 3 :

Théoréme 0.1, (Théoréme des valeurs intermédiatres)

Soit a,b € B ef [ une fonction définie sur [a, b].
Si

1. f est continue sur [a,b].

2 f(a).f(b) <.
alors e € |a. b telgue flc) = 0.

Si de plus f est strictement croissante (strictement décroissante) sur

[a.b] alors e est unigque.

(#) La fonction ¥ — tgr + £ est définie cotinue sur B comme somme de deux fonctions

B . i N 3
élémentaires définies sur B, en particulier f sur [—, rr] .

4
3w T T
Comme [ 1 =—1—E«::'EI et film) = —:=-'EI
D'aprés le Theoréme des valeurs int,ermedlalres__ il existe au moins une solution dans
I
E

fiiry=1+tg*r+% =0, W r e B done f est strictement croissante sur . f est conti-

. 3T . s as .
nue, strictement monotone sur [T,ﬂ'] , alors ¢ est unique ainsi 'équation tgr + % =0

admet une solution unique sur l'intervalle [%_.fr] .

Exercice 4 :
2r 3
fla)=4 T2 5 Tel-LO
VT si zel0,3]
1) () Dy — [~1,0[U[0,3] — [1,3].
(@) fi—1) = —1 et comme [ est définie a4 droite de 5 = —1 seulement on étudier
la continuité & droite de g = —1
N 2r
Jm = m s et
done [ est une fonction continue a droite de g = —1.
(@)  est dérivable au point g = —1 <= lim f{i'}——{f{lgl] = L, existe et est finie
221 T
Cette limite est appelée nombre de dérivée a droite de f au point x5 = —1,
et on écrit L = fi{—1).
T2 (-1 L1y 1
hml—f—: |,m{T2—} |imrT—+_£-'=D_
S r+1 = l|:1+I:IfT+l:I a_lfl—l—:r}l

S (CO R (e VR

AT existe et est finie et f (—1) = 0.

done f est dérivable an point x5 = —1. 3



(@) F(0) =0 et comme [ est définie an W(0) on étudier la continuité et la dérivabilité

au point xy = 0.
f est continue au point =y = 0 — lm fi(x) = lim f({x) = f(0).
=0 r—=.0
Vune part lim f{x) = lim /& = 0.
r—=.0 =0
t d’aut rt lim f(x) Ii 2
et d’autre pa im f(r)= lim —— =
e r—=.0 ’ r=.pl +x?
lim f(x) = lim fi{z) = f(0). donc la fonction f est continue au point =3 = 0.
=0 =0
. . . ([ — (0 ; — 0
(we) [ est dérivable au point =y = 0 = lim f(=) ,"rl ) = ].]I'IZIM = L.
. x — (0) 25g T ()
I existe et est Ainie et on écrit Ly = J"" (o).
— f(0 W — 0 ST 1
li-m—f{:rjl ,"Drl ) — hmX¥T lim—ﬁ" L lim— — oo
=0 T :I =0 = =0 I"'"E zil:lr
f n'est pas dérivable & droite done ne lait pas an point = = 0.
Etudier la dérivabilité 4 gauche :
[ — 0 2
IimLﬂ] = P% = 2 existe et finie,
:rf—l]l T —1 z—'—l:lrl’ +x :I
et 2 = f(0) donc f est dérivable & gauche au point x, = 0.
() F{3) = 3 et comme [ est définie 4 droite de o = 3 seulement on étudier

la continuité 4 sauche de s = 3.

o
=

la continuité a gauche de x5 = 3.
lim o = /3 = f(3).

=
r—=3

donc [ est une fonction continue au point xy = 3.

(ee) f est dérivable A gauche au point 15 = 3 — ll%L(?{)(S) =
r— xTr —

Lo, existe et

est finie, on écrit Ly = f'(3).

c— /3 0
limu = —. (Forme indéterminée).

< r—23 0

r—3

lm(\/__\/g) (\/2__'_\/5) = lim (x — 3) = ! cette limite existe et finie
iia (x —3) (V& + V3) _ijg(;r:—S)(ﬂJr\@)_Q\@’ tte limit te et finie.

done
i 4 (&) — f(3) , 1
iig x—(3) F®) )

2v/3
donc [ est dérivable a gauche au point s = 3.

({£1) Etudier la continuité sur 'ensemble de définition (4J)f).
Dy =[-1,0[U[0,3] =[-1.3].

2

1+ .2 est définie, continue et dérivable sur R,
@

(i) La fonction & —
en particulier sur |—1.0][.

(ii) La fonction = — /& est définie, continue et dérivable sur [0, +oc],
en particulier sur ]O, 3[.

Conclusion :

[ est une fonction continue sur |—1,0[ U ]0, 3[ et comme [ et continue a droite de (—1) et
a gauche de (3) et au point (0).

Done f est continue sur Dy = [—1.3].

[ est dérivable sur |—1,0[ U ]0, 3] et comme [ est dérivable aux points (—1) et (3)
mais pas en (0).
Donc f est dérivable sur [—1.0[w]0,3].
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(TIT)

Définition : (Le prolongement par continuité :)
Soit f une fonction continue sur (I — {zp}) et f n'est pas définie en xp, n'est pas

continue en rp mais f est définie au point
Si f n'est pas défnie en xg, (f défnie sur I — {xrg}) et lim f(r)=L, LeR
T—+TQ

rp et lim f(r) = L (limite L existe et finie).
T—Th

alors on définit un prolongement par continuité de f en xp par

— [ f(a) si zel-—{xzo}
f(a) = { L si =1
(o) fi est défnie sur R*
1
et lim - =10
I—:;.:ﬂ]‘ +e=
et lim— =1.
I—.EII_‘,I]- + &=
1 1
Comime limm — # lim —, alors lim : n’existe pas en (0)
1-—::1]1+€; 1._‘::;“1+E!: T—rl:lll +ex

done fi n'est pas prolongeable par continuite.

3, r
r* 4+ 51+ 6
La fonection fa n'est pas définie au point ry = —1 et continue sur B — {—1},
3 =
r 4+ 5r+6
t l- L3 pr— 1- ————. T 2-.
“ :[‘—I.E-EIJPEETJ| :r—l.!l—-ll 341
3,k
r* + 5 + 6 0
Car lim + = —. (Forme indéterminée).
z——1 e + 1 ]
P+ 5r+6 . (z+1) (x> —=x+6)
lim ———— = lim 5
r——1 341 r——1 (xr+1)(xz—1)
(22 — =+ 6)

= lim

r—1 (z—1)2 2,  finie.

La prolonger de fo est :

xd + 1
2 st = —1

:L'3+5:r+ﬁ .

Exercice 5:

Théoréme 0.2, (Théoréme de Rolle)
Soit a,b e R et f une fonction définie sur [a,b|.
S
1. f est continue sur [a,b].
2. f est dérivable sur |a,b].
3. fla) = £(b).
alors, 3c € |a,b] telgue f'(c) = 0.

La fonetion r —— eTsinr — 1 est définie. cotinue et dérivable sur IE.

(Comme [ est la somme et produit de fonctions élémentaires définies sur H.)

en particulier continue sur [0, 7|, dérivable sur |0, m[.
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Comme f(0) = f(m) = —1; D’aprés Rolle il existe un réel ¢ €]0, [ tel que  f'(e) = 0.
Done e(sine + cose) = 0 c’est & dire  sinc +cose =0 car e # (.

Ainsi I'équation  sinx + cosr = 0 admet an moins une solution dans ¢ €]0, 7.
Exercice 6 :
(I) fi(xz) =In (tg (v’l — 1“3)) done filz) =tg (v’l — 9:"3) (En.) (Ig(v’l — 1‘2))

s = (Viea2) () (m)ﬁ

2 (1 () s

fi(z) = — tg_(r - —:r::) (l—l—tg?(m))

(=) fa(x) = cos(e™™)

done fi(x) = (e %) (cos) (e™*) = (— e ) —sin(e ™)) = e Tsin(e *)

HI'-"

+ 1

(o) falz) =

HI'—‘H|H

DE ) (G
)
E(E)-EA) ()

fix) = — S

L 2
Er—l) 2 I—l)

e!
done fi(xr) = (

(IT)
1) m 22— 2 (pp

z—0x —sinr 0
Posons f(z) =fgr —r et g(r)=x— sinz.
Les deux fonetions sont dérivables an \/ (D} et g'(r) =1—cosz #0 an\/ {0}

1+ tggfr) —1 y
: ( 2
tg-: 0]
m L@ _ jim —lim—2 % _ 2 (FI)
r—0 g'(r) =—0 1 — cosx r—01—ecosxr 0

On applique la régle de 'hopital une seconde fois :

2, ’ 2 2 ;
fg=x 2t rtg: 2(1+ ¢ f 2(1 +tg=x)si
lim—{g } = lim —g.rgr:lim ( —|—_g1‘}g.‘1‘=1im ( +g;.r}sm:r=
—0 (1 — mgl-} 200 SIiNT z—0 sinr r—0 COSTSINT
2(1 + tg?
lim 23 H197E)
r—0 CosT
done
tgr —x
m 22—
r—0 r — sinx




2) I sin— = i T — = (F.J
( ) I—%Tmquni'g I—I*TG-O l ] { }
1 1 * 2 1 1
x) = sin—, r) = — donc ') = ——ecos— et "x) = ——
fix) 5 9@ =< flz) 8053 g'{x) =
! 2 1 1
done  lim f(x) = lim ——cos— =0 d’'on lim rsin— =0
r—+oo g'(x) r—+too T a T oo T

3 1 a? +3x+3
&) I T+ Dz 1)

(£.1)

Jr

On pose f(z)=x>4+3x + 3 et glr)=(x+ 2)In(x + 1)

r+2 (z+1l)iniz+1)+(zx+2)
r+1 (z+ 1)

- fflxy Ix2 + 1)z + 1) )
z—+oc g'(x) z—+eo (r+ V)in(xr + 1) +(x +2) oo

done f(x) =322+ 3 et g(x) =In(z+1)+

(F.T)

On pose fi(z) =3(x2 + 1) (x + 1) et gy(z) = (x + Vin(z + 1) + (x + 2)

On appligue la régle de 'hopital une seconde fois sur f1 et g

L E 2 .
lirn _f} E:,r:; _ it 32y 4+ 1) —;31{1'1 4+ 1
£n[I+1}+I+1+1
. G6xr(xr + 1) + 3(x2 + 1)
= lirm
. 9xr? + 6o + 3
e Innf{ax + 1) + 2
o
= = D
On pose fol(ax) = 3z + 2o + 1) et gol(x) =In(x + 1) + 2
A 15 (&
done  lim f?(:r:) = lim 12w+ 0 lim (18> + 6){x + 1) = +oo.
[ —— gz(:r:) T —r o 1 R ————
a —+ 1
e
d’'ou 1 f} () = o
r— oo g (o)
L . =)
et par conséquient IEI_lklx Ty oo
donc
lim PAC S+

Exercice 7 : On a cultivé la bactérie Salmonella anatum dans un bouillon nutritif ordinaire. Avec des
comptages au cours des 8 premiéres heures, on a modélisé 1’évolution de I’effectif y (en nombre de
bactéries par mL) en fonction du temps x (en heures) par la fonction exponentielle :

y(X) = 2240e" "
1. Quel effectif (en nombre de bactéries par mL) pouvez-vous prévoir a 9 h dans I’hypothése ou le
milieu n’est pas limitant ?

2. Quelles sont les vitesses de croissance aux temps3h?5h?8h?
1. On va supposer gue le modele, gui a été validé au cours des 8

premieres heures, est encore valable a 9 heures. C’est une hypothése
raisonnable si le milieu nutritif est suffisant.

Dans ce cas. en remplagcant x par 9. on obtient :

v =2240e"P% = 24871451

soit environ 25 millions de bactéries par mlbL.
2. La dérivée de v en fonction de x est :

V(x)=2240x1.035e""7" =2318.4e"77.

Les witesses de croissance demandées (en bactéries par ml. et par
heure) sont donc :

Yy(3)=51722 ; ¥(5)=409885 : ¥(8)=9144220.
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