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 حددات وجمل المعادلات الخطيةمال:  4 الفصل 

ي كل هذا الفصل
 .  إلى ف ش على   Eيرمز    ف 

 المحددات  . 1. 4

  2. المحددات  من الرتبة 1. 1. 4

     ريف: اتع

 .   نحو  2Eتطبيقا خطيا من  f ليكن 

ي الخطية على شكل  fنقول إن  •
ين أي   إذا كان   Eثنائ  خطيا بالنسبة لكلا المتغير

 يحقق ما يلىي :  fأن 

, y) 2, y)+bf(x1, y) = af( x2+bx1: f(ax a, b E, ,y 2,x1x 

)2)+bf(x, y1) = af( x, y2+by1: f(x, ay a, b E,  2,y1x,y 

ي الخطية  •
 +  x,y E : f(x, y)إنه متناوب إذا كان :  fنقول عن الشكل ثنائ 

f(y, x) = 0  

 

هنة :   مبر

ي الخطية على  . لدينا التكافؤ:   fليكن 
 شكلا ثنائ 

f   متناوب x E : f(x, x) = 0 

 

 برهان : 

 .  f(x,x) =0أي   2f(x,x) = 0لدينا : E من  xومنه  : من أجل كل  متناوب fنفرض أن 

 لدينا :   Eمن  x, yومنه من أجل كل  Eمن   xمن أجل كل  f(x, x) = 0لنفرض الآن أن: 

0 = f(x+ y, x  +y) = f(x, x) + f(x, y) +f(y,  x)  + f(y, y) = f(x, y) +f(y, x)  

 متناوب.    fأي أن 

 قضية : 
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ي الخطية   fليكن ساس له و أ  =e1(e B ,2(و  2يساوي   Eنفرض أن بعد  
شكلا ثنائ 

 . Eمتناوبا على
ي الأساس   y(c,d)و   x(a,b)إذا كان 

 . e1bc) f(e –f(x, y) = (ad ,2(فإن :   Bف 

 

 

 برهان : 

f(x,y)= f(ae1+be2, ce1+de2) =  a f(e1, ce1+de2) + b f(e2, ce1+de2) 

          = acf(e1, e1) + adf(e1, e2) + bcf(e2, e1)+ bd f(e2, e2)  = (ad – bc) 

f(e1, e2) . 

هنة وتع ريف :  امبر  

ي الخطية   =e1(eB ,2(وكان   2يساوي    Eإذا كان  بعد  
أساسا له فإنه يوجد شكل ثنائ 

يسمى محددا من الرتبة   e1(eBdet ,12 = (يحقق :     Bdetوحيد     Eمتناوب على 
 الثانية . 

bc =  –(x, y)= ad Bdetفإن :  Bساس  بالنسبة لل  y(c, d)و   x(a, b) وإذا كان : 

|
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

| .  

 

 أمثلة :  

|
1 2
−2 2

| = 6,                 |
3 1
2 7

| = 19,                  |
−1 9
2 5

| =  −23 

هنة :   مبر

مستقلة   {x, y}تكون الجملة  .  Eشعاعير  من  x, yوليكن  Eأساس لـ   =e1(e  B ,2(نفرض أن 

 .  (x, y)  Bdet 0 إذا وفقط إذا كان 

 

يكتب بدلالة الآخر، نفرض مثلا  د الشعاعير  حأي  أن أ مرتبطة {x, y}نفرض أن الجملة 

  ومنه  x= ay أن
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(x,x) =0 Bdet (x, ax) = a Bdet(x, y) =  Bdet  .  

 .  (x,y)  Bdet 0مستقلة ولنبير  أن  {x,y}لنفرض الأن أن الجملة  

 ,a, bومنه توجد أعداد حقيقية   E أساس لـ  {x, y}فإن الجملة   2يساوي   Eبما أن بعد 

c,d  : بحيث   

+ by  = ax 1e 

= cx +d y  2e 

Bdet  أي أن  = bc)f(x,y-(ax +by, cx+dy) = (ad Bdet) = 2, e1(e Bdet1(  ومنه

(x,y)    .ليس معدوما 

 نتيجة : 

 .  Eشعاعير  من   x, yوليكن  Eأساس لـ  e1(e=B ,2(لنفرض أن 
ي 
 .   0 Bdet(x, ay) =  Bdet = (ax, y) لدينا :   aمن أجل كل عدد جقيق 

 

 3. المحددات من الرتبة 2. 1. 4 

     تعاريف: 

 .  نحو   3Eتطبيقا خطيا من  fليكن  

ي  الخطية على  fنقول إن  •
اته    Eشكل ثلائ  إذا كان خطيا بالنسبة لكل متغير من متغير

 يحقق ما يلىي :   fأي  أن 

, y, z) 2, y)+bf(x1, y, z) = af( x2+bx1: f(ax a, b E, ,y,z 2,x1x 

, z) 2, z)+bf(x, y1) = af( x, y2+by1: f(x, ay a, b E, z 2, ,y1x,y 

)2)+bf(x,y, z1) = af( x,y, z2+bz1: f(x,y , az a, b E,  2, z1z, x,y, 

ي نقول عن الشكل ث  •
 : ا لدين Eمن  x, y, zإنه متناوب إذا كان من أجل كل  fالخطية   لائ 

 f(x, y, z)  + f(y, x, z) = 0 
f(x, y, z)  + f(x, z, y) = 0 
f(x, y, z)  + f(z, y, x) = 0 
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 :  نتيجة

ي ث شكلا  f إذا كان  
 = x, y E : f(x, x,y) =  f(x,y,x) فإن :  .Eعلى متناوبا  الخطية لائ 

f(y,x,x) = 0 

 

 قضية : 

ي  شكلا  fأساس له و ليكن  3e, 2, e1(e(و  3يساوي   Eنفرض أن بعد  
 . Eالخطية متناوبا على ثلائ 

ي الأساس     )ji ,hz , (و  d)g,ey,(و   a,b)cx,(إذا كان 
 فإن :   e2, e1(e ,3(ف 

)3, e2, e1) f(ebd j –ia g –ceh  – g+ dic + hb aej) = (, z f(x, y. 

 

هنة وتعاريف :    مبر

ي أساسا له فإنه يوجد شكل   =e2, e1(eB ,3(وكان   3يساوي    Eإذا كان  بعد  
  ثلائ 

يسمى    e2, e1(e Bdet ,13 = (يحقق :      Bdetوحيد     Eالخطية متناوب على 
 .  محددا من الرتبة الثالثة

 فإن :  e2, e1(e ,3(بالنسبة للاساس    z(h, i, j)و  )d, e, gy(و   a, b)cx,( وإذا كان : 

 |
𝑎 𝑑 ℎ
𝑏 𝑒 𝑖
𝑐 𝑔 𝑗

| =jbd   – gia –ceh  –aej + dic + hbg  )=(x,y, z Bdet 

 

لحساب محدد من الرتبة الثالثة :    "س و سار "طريقة   

 لحساب محدد من الرتبة الثالثة بهذه الطريقة نقوم بما يلىي :  

ي على يمير  المحدد 1
( نكتب العمودين الأول والثائ   

|
|

+   +     +
𝑎     𝑑     ℎ 
𝑏      𝑒      𝑖
𝑐     𝑔      𝑗
−   −    −  

|
|

      
𝑎      𝑑
 𝑏      𝑒
𝑐     𝑔

 

ب عناصر كل قطر نازل ببعضها 2  +.  ةبإشار ونلحقه ثم نجمع الناتج ( نض 
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ب عناصر كل قطر صاعد ببعضها ثم نجمع الناتج3  .   –  ونلحقه بإشارة  ( نض 

ي 4
 (. 3( و  2المرحلتير  ( قيمة المحدد هي ناتج جمع  العدد ين المحصل عليهما ف 

  :  مثال  

|لنحسب المحدد:     
1 2 3
2 1 4
8 1 1

|   

|
|

+   +     +
1     2     3 
2      1      4
8     1       1
−    −    −  

|
|

      
1      2
 2      1
8      1

 

 ومنه :  

|
1 2 3
2 1 4
8 1 1

|    =  ((111) + (248) + (321)) – ( 

(831)+(141)+(122)) =  39. 

هنة :   مبر

  ةشعأ  z x, y,كن تول Eأساس لـ  =e2, e1(e B ,3(نفرض أن 
 .  Eمن 

 ,f(x, yمستقلة إذا وفقط إذا كان  {x, y,z}تكون الجملة 

z)   0   . 

 

 نتيجة : 

    ير  قيقي ح.من أجل كل عدد  Eمن  ة شعأ  zx, y,كن ـتول Eأساس لـ  =e2, e1(eB ,3(نفرض أن 
a   وb   : لديناf(x, ax + bz, z ) = f(ay + b z, y, z) = f(x, y, a x+ by) =0   . 

 

 خاصة:   ةحال
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|
𝑎 ℎ 𝑖
0 𝑏 𝑗
0 0 𝑐

| = |
𝑎 0 0
𝑘 𝑏 0
𝑙 𝑚 𝑐

| = |
𝑎 0 0
𝑘 𝑏 0
𝑙 𝑚 𝑐

| = 𝑎𝑏𝑐 

 : n المحدد من الرتبة. 3. 1.  4

 .نحو الحقل   nEخطي  من  – nخطيا كل تطبيق   – nنسمىي شكلا 

1v ,كلما كانت     0n, …v2, v1f(v = (إنه متناوب إذا  كان :  fيقال عن الشــــــــكل الخطي     •

n, …v2v   غير متمايزة مثن   .   مثن 

 لدينا:  fخطي متناوب  nمن أجل كل شكل    •

ي العنض  j, viv(  إذا بدلنا بير  الشعاعير  1
 يكون :   n,…,v1(v(ف 

)n,…,…vi,…vj,. …v1f(v –) =  n,..,…vj,…vi, …v1f(v 

.   n,…,v1(v((  إذا أضفنا إلى شعاع من  2  عبارة خطية للشعة الأخرى فإن الصورة لا تتغير

 .0n.,…., v1f(v = (مرتبطة فإن    n,…,v1v(  إذا كانت الأشعة  3

 .Eأساس لـ   n   .)n, …. e2, e1B = (eفضاء شعاعيا بعده  -E  ليكن    •

والمرموز له  Eالخطي المتناوب على    n -الشــــــكل   Bنســــــمىي تطبيقا محددا وفق الأســــــاس  

 . n, …. e2, e1(e   Bdet 1 = (بحيث :   Bdet بالرمز  

ــا من   n.,…., v1(v(ليكن  v)1 ,…,.محدد الجماعة    n.,…, v1(v Bdet (. يســــمى  nEعنضــ

)nv   بالنسبة للساسB. 

هو محـدد جمـاعـة أشـــــــــــــــعتهـا العموديـة بـالنســـــــــــــــبـة   nرتبتهـا    Aمحـدد مصـــــــــــــــفوفـة مربعـة     •

ي لـ 
 .det Aونرمز له :   nللساس القانوئ 

•   E  K-  ف ش . بعدهn  وB, B'   : أساسان له.عندئذ لدينا 

det B' (v1, v2, …. vn) = det B (v1, v2, …. vn) det B' (B) 

 

    خواص المحددات 4.  1. 4
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  أو أحد الأعمدة منعدما كان المحدد منعدما. يير  إذا كان عمودان متساو  •

| مثل : 
0 −5 8
0 2 2
0 7 9

|= 0, |
1 2 1
−4 1 −4
2 −7 2

|= 0    . 

•  .  إذا أضفنا لأحد الأعمدة عبارة خطية للعمدة الأخرى فإن المحدد لا يتغير

 مثل : 

 |
1 −1 −1
2 5 −2
4 3 6

|= |
1 1 − 1 1 − 1
−4 2 + 5 2 − 2
2 4 + 3 4 + 6

|=  |
1 0 0
−4 7 0
2 7 10

| = 1710 =

70 . 

• A  عندئذ :   مصفوفة مربعة 

det (tA) = det (A)                    et          det (a A) = an det (A) (a  ) 

 مثل : 

 |
1  3  0   9 
3  1  5  6 
8  5  6  1
 2  1  8  4

| = |
1  3  8   2 
3  1  5  1 
0  5  6  8
 9  6  1  4

|    ،|
4 8
12 0

| = 42 |
1 2
3 0

|،= 23 |
2 −2 1
5 0 −1
3 9 2

| 

|
2 −4 1
10 0 −2
6 18 4

| 

 متساويان أو أحد الأسطر منعدما كان المحدد منعدما.   إذا كان سطران     •

•  .  إذا أضفنا لأحد الأسطر عبارة خطية للسطر الأخرى فإن المحدد لا يتغير

• A, B    مربعتان    مصفوفتان  det (AB) = det (A) det (B). 

لـلـقـلــــــــب    A  تـكـون    • إذا كــــــــانقــــــــابـلــــــــة  وفـقـط  عـنــــــــدئــــــــو      det A  0    إذا  : لــــــــديـنــــــــا   ذ 

1 1
det A

det A

− =. 
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ي ونرمز  fمحدد تماثل داخلىي   •
هو محدد المصـفوفة المربعة المرفقة به وفق أسـاس فيق 

 .det fله 

• f  تماثل داخلىي وA  : المصفوفة المربعة المرفقة به. القضايا التالية متكافئة 

f تقابلىي              det A  0           A قابلة للقلب    

 نشر محدد وفق صف  

 .nرتبته   ا محدد  ijD = det (a(   ليكن 

   Dالمحصـــــــــــــــول عليه من   n–1المحدد ذا الرتبة  ijaنســـــــــــــــمىي محددا أصـــــــــــــــغر ملحقا بالحد 

   .ijDونرمز له بالرمز  jوالعمود   iبحذف الصف  

   : كــــــــــــانمثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثثال  D   إذا  =  |
1 2 3
4 7 0
9 6 5

|    : ــإن  D2,1فــــــــــ = |
2 3
6 5

| , D2,2 =

|
1 3
9 5

| , D3,2 = |
1 3
4 0

|. 

  :  ولدينا ما يلىي

     iوفق السطر   Dنشر    •
n

i j

ij ij

j 1

D ( 1) a D+

=

= − 

 المحدد التالىي وفق السطر الأول: مثال :  
 لننشر

|
1  3  0   9 
3  1  5  6 
8  5  6  1
 2  1  8  4

|=1 |
1 5 6
5 6 1
1 8 4

| − 3 |
3 5 6
8 6 1
2 8 4

| + 0 |
3 1 6
8 5 1
2 1 4

| −

9 |
3 1 5
8 5 6
2 1 8

| 

 المحدد التالىي وفق الس
ي :  طلننشر

ر الثائ   
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|
1 5 6
5 6 1
1 8 4

| = −5 |
5 6
8 4

| + 6 |
1 6
1 4

| − 1 |
1 5
1 8

| = 140 − 12 − 3

= 125 

 يمكن النشر وفق العمود    •
n

i j

ij ij

i 1

D ( 1) a D+

=

= −        

 مثال : 

 المحدد التالىي وفق العمود  الثالث : 
 لننشر

|
1 5 6
5 6 1
1 8 4

| = 6 |
5 6
1 8

| − 1 |
1 5
1 8

| + 4 |
1 5
5 6

|= 204 – 3 – 76 =  125 

يســــــــــــــتحســــــــــــــن النشــــــــــــــر وفق الســــــــــــــطر أو العمود الذي به أ ي  عدد من الأصــــــــــــــفار تقليلا    •

 للحسابات. 

 

 حساب مقلوب مصفوفة مربعة قابلة للقلب باستعمال المحدد

المصـفوفة     (C). تسـمى   i, j = 1, 2, 3,….n     ، ijD i+ j 1 )  –= (  ijCنضـع من أجل كل  

 .Aالمرافقة للمصفوفة  

=𝐴−1   فإن :  nمصفوفة مربعة قابلة للقلب رتبتها  Aإذا كانت 
1

det𝐴
(𝐶𝑖,𝑗)

𝑡
 

) = n = 2   .          Aجل  أ من    • 
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

قابلة للقلب و     Aفإن     ad – cb  0إذا كان (

 مقلوبــها  

𝐴−1 =
1

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
(
𝑑 −𝑐
−𝑏 𝑎

)
𝑡
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     نضـــــــــــــــع     n = 3من أجـــل      •

a d g

A b e h

c f i

 
 

=  
 
 

 .  0يختلف عن     det Aونفرض أن    

 عندئذ: 

𝐴−1 =
1

det 𝐴 

(

 
 
 
|
𝑒 ℎ
𝑓 𝑖

| − |
𝑏 ℎ
𝑐 𝑖

| |
𝑏 𝑒
𝑐 𝑓

|

− |
𝑑 𝑔
𝑓 𝑖

| |
𝑎 𝑔
𝑐 𝑖

| − |
𝑎 𝑑
𝑐 𝑓

|

|
𝑑 𝑔
𝑒 ℎ

| − |
𝑎 𝑔
𝑏 ℎ

| |
𝑎 𝑑
𝑏 𝑒

| )

 
 
 

𝑡

 

 

  جمل المعادلات الخطية . 2 . 4

ي هذه الفقرة سوف نتعرض  n شعاعا من  Bو    p)(nمن الرتبة مصفوفة  Aلتكن 
ف 

  . pشعاع من    Xحيث     AX = Bلبعض طرائق حل المعادلة : 

 .   iX =  (x(ni1 و     b) = iB(ni1 و a) = pjn, 1i1 )i,j Aنضع : 

 : تكاف   جملة المعادلات التالية   AX = Bعندئذ المعادلة 

{
 
 

 
 
𝑎1,1𝑥1 + 𝑎1,2𝑥2 +⋯+ 𝑎1,𝑝𝑥𝑝 = 𝑏1
𝑎1,1𝑥1 + 𝑎1,2𝑥2 +⋯+ 𝑎1,𝑝𝑥𝑝 = 𝑏2

.

.
𝑎1,1𝑥1 + 𝑎1,2𝑥2 +⋯+ 𝑎1,𝑝𝑥𝑝 = 𝑏𝑛

 

 أمثلة :  

{
2𝑥 − 6𝑦 = 12
−𝑥 + 8𝑦 = 9

 (
2 −6
−1 8

) (
𝑥
𝑦) = (

12
9
). 

{

−𝑥 + 2𝑦 = 1
2𝑥 + 4𝑦 − 5𝑧 = 0
3𝑥 + 7𝑦 − 2𝑧 = −1

(
−1 2 0
2 4 −5
3 7 −2

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

1
0
−1
) 
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{
2𝑥 − 6𝑦 + 3𝑧 = 12
−𝑥 + 8𝑦 − 4𝑧 = 9

 (
2 −6 3
−1 8 −4

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

12
9
). 

 . طريقة حذف غوص   1. 2. 4

   ’A’X = Bمكافئة   إلى معادلة   AX = Bتهدف طريقة حذف غوص إلى تحويل المعادلة  

 . مصفوفة مثلثية علوية ’Aحيث 

 أمثلة :  

{
2𝑥 − 6𝑦 = 12
−𝑥 + 8𝑦 = 9

     {
2𝑥 − 6𝑦 = 12
−2𝑥 + 16𝑦 = 18

       {
2𝑥 − 6𝑦 = 12

               10𝑦 = 30
 

                                                                                  (
2 −6
0 10

) (
𝑥
𝑦)

= (
12
30
) 

 ومنه :  

𝑦 =  
30

10
= 30 = 3,    𝑥 =

12+6𝑦

2
= 15.

 

                                  (
2 −3 1
0 5 15
0 0 22

)(

𝑥1
𝑥2
𝑥3
) = (

8
40
30
). 

يمكننا حل هذه الجملة بسهولة: 

 

 . استعمال مقلوب مصفوفة   2. 2. 4
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 .   B  1 –X = Aتكاف     A X = Bمصفوفة قابلة للقلب فإن المعادلة    Aإذا كانت 

 أمثلة :  

}نعتي  الجملة  
2𝑥 + 3𝑦 =  −2
𝑥 + 2 𝑦 = 5

ي تكاف    :   
)الن 

2 3
1 2

) (
𝑥
𝑦) = (

−2
5
) 

)     المصفوفة
2 3
1 2

)قابلة للقلب ومقلوبــها    (
2 −3
−1 2

 )تحقق من ذلك(  (

)يلىي :  حل الجملة يعط كما ومنه 
𝑥
𝑦) = (

2 −3
−1 2

) (
−2
5
) = (

−19
12

). 

}لتكن الجملة  

−𝑥 + 𝑦 = 2
−𝑥 + 𝑧 = 1

2𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0
)للمكافئة لـ  

−1 1 0
−1 0 1
2 1 1

)(
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

2
1
0
) 

)المصفوفة  
−1 1 0
−1 0 1
2 1 1

قابلة للقلب ومقلوبــها   (
1

4
(
−1 −1 1
3 −1 1
−1 3 1

) 

)ومنه حل الجملة هو  
𝑥
𝑦
𝑧
) =  

1

4
(
−1 −1 1
3 −1 1
−1 3 1

)(
2
1
0
) = (

−3/4
5/4
1/4

)  . 

 . طريقة كرامر  3. 2. 4

ي 
مصفوفة مربعة من    A،  حيث   AX = Bنعتي  الجملة المكتوبة على الشكل المصفوف 

 .nالدرجة 

 تسمى جملة لكرامر.  AX=Bقابلة للقلب فإن الجملة الموافقة للمعادلة   Aإذا كانت 

  jالمتحصل عليها بتعويض العمود رقم  jنعرف المصفوفة  j {1, 2,…n}من أجل كل 

 .  Bبالعمود  Aللمصفوفة 

 أمثلة :  

}من أجل الجملة :   
2𝑥 + 6𝑦 = 0
𝑥 − 4𝑦 = 8

𝐴لدينا      = (
2 6
1 −4

) =Bو  (
0
8
) 
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)        ومنه : 
𝟎 6
𝟖 −4

)=  1A   و              (
2 𝟎
1 𝟖

)=  2A 

}من أجل الجملة :   

−𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 = 1
3𝑥 − 4𝑦 + 9𝑧 = −5
6𝑥 + 2𝑦 − 5𝑧 = 3

𝐴لدينا      = (
−1 2 3
3 −4 9
6 2 −5

و   (

B= (
1
−5
3
) 

A2 ،ومنه :   = (
−1 1 3
3 −5 9
6 3 −5

)    ،   𝐴1 = (
𝟏 2 3
−𝟓 −4 9
𝟑 2 −5

)  A3 =

(
−1 2 1
3 −4 −5
6 2 3

) 

   قضية : )قاعدة كرامر (

 :  فإن  Xt) = n, …, x2, x1(xلكارامر وكان   AX =Bإذا كانت الجملة 
det (𝐴𝑗)

𝐴
=j x  من أجل كلn j  1  

 

 أمثلة :  

}من أجل الجملة :   
3𝑥 + 𝑦 = −5
𝑥 − 4𝑦 = 1

𝐴لدينا      = (
3 1
1 −4

) =Bو  (
−5
1
) 

 ومنه الجملة لكرامر ، ولدينا   Det (A)  =  – 13لدينا 

x = 
|
−𝟓 1
𝟏 −4

|

det (𝐴) 
= - 

19

13
,            y = 

|
3 −5
1 𝟏

|

det (𝐴) 
= -  

8

13
= −1            
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}  من أجل الجملة : 

𝑥 + 2𝑧 = 6               
−3𝑥 + 4 𝑦 + 6𝑧 = 30
−𝑥 − 2𝑦 + 3𝑧 =  8

)= Aلدينا :   
1 0 2
−3 4 6
−1 −2 3

 Bو  (

= (
6
30
8
)  

 ومنه الجملة لكرامر ولدينا :   Det(A) = 44لدينا : 

𝑥 =  

|
𝟔 0 2
𝟑𝟎 4 6
𝟖 −2 3

|

det (𝐴)
=
−40

44
= −

10

11
,                  𝑦 =  

|
1 𝟔 2
−3 𝟑𝟎 6
−1 𝟖 3

|

det (𝐴)

=
72

44
=
18

11
,      

𝑧 =  

|
1 0 𝟔
−3 4 𝟑𝟎
−1 −2 𝟖

|

det (𝐴)
=
152

44
=
38

11
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