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 مصفوفات ال:  3 الفصل 

 تعاريف ومصطلحات. 1. 3

     تعريف: 

  nسطرا و  mمكون من   كل جدول من عناص   mnالنمط  من    نسمي مصفوفة  

 .  m,nMبالرمز  nmعمودا.  نرمز لمجموعة المصفوفات من النمط  

 

 . mnمصفوفة من النمط  Aلتكن 

 المصفوفة. عناص الجدول تسم معاملات  •

ي السطر  •
 Aأو  i,jA =[a[ونكتب عندئذ  i,jaبالرمز   jوالعمود  iالمعامل الذي يقع ف 

) ,j i= (a    : أو 

𝐴 =

(

  
 

𝑎1,1    𝑎1,2   … 𝑎1,𝑗 …     𝑎1,𝑛
𝑎2,1   𝑎2,2…  𝑎2,𝑗 …    𝑎2,𝑛  
………………………… . .
𝑎𝑖,1      𝑎𝑖,2…𝑎𝑖,𝑗… . .    𝑎𝑖,𝑛  
………………………… . .

𝑎𝑚,1   𝑎𝑚,2…𝑎𝑚,𝑗 … . . 𝑎𝑚,𝑛  )

  
 

 

 مصفوفة مستطيلة.  Aنقول إن   m  nإذا كان   •

 n Mونرمز بالرمز    nمصفوفة مربعة من الدرجة  Aنقول إن   m = nإذا كان   •

 .  n nلمجموعة المصفوفات من النمط 

 أمثلة:  

 (
1 3
−3 2

) بينما        2مصفوفة مربعة من الدرجة   (
1       2
0       1
3  − 2

مصفوفة مستطيلة   (

 .  23من النمط  

     تعريف: 

إذا كانتا من نفس  متساويتان إذا وفقط   i,jB=(b (و   a)= i,jA(نقول إن المصفوفتي   

 . A=Bونكتب عندئذ   nj  1و   mi1من أجل كل   i,j= b i,jaوكان   nmالنمط  
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 أمثلة :  

𝐴\= (

1  2   3   6
0   0   2   3 
3   5   7  9 
1   2    2  9 

) , 𝐵 = (

1  2   3 
0   0   2 
3   5   7 
1   2    2  

) , 𝐶 = (

1 − 2  6 
2     3    8 
0    0    0

) , 𝐷

= (

1 − 2  6 
2     3    8 
0    0    0

),  

𝐸 = (

1 − 2  6 
2     3    8 
0    0    1

) 

)كل اثنتي   منها غي    A, B, C, Eبينما المصفوفات  C=Dلدينا :   مختلفة مثن  مثن 

 .)  متساويتي  

 عمليات على المصفوفات  . 2 . 3

  i,jC=(c (هو المصفوفة   nmمن النمط =b B)i,j(و  =A(j ia,) مجموع المصفوفتي    

ونكتب   nj  1و   mi1من أجل كل  i,jb+   i,j=a i,jc  من نفس النمط بحيث : 

 .C=A+Bعندئذ 

1)مثال : 
3
)+(3      6 

−1     7
 غي  معرف لأن المصفوفتي   ليستا من نفس النمط.   (

(
1      3

6   − 3
) + (

7     8

−2    4
) = (

8    11

4      1
),   (

5     7
−3    3
1     0

) + (

−4    2
    5     4
     9     3

)

= (

1     9
2      7
10     3

) 
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ي جميع معاملتها معدومة فإن  m,n0إذا رمزنا بـ  •
  A ,n mA + 0 =للمصفوفة الن 

 .  mnمن النمط   Aمن أجل كل مصفوفة 

ي  –  Aإذا رمزنا بـ   •
معماملاتها هي معاكسات معملات   للمصفوفة الن 

 فإن   Aالمصفوفة

     ,n mA)= 0 –A+(   . 

هنة :   مبر

, +) m,n(M   زمرة تبديلية 

 

من   i,jC=(c (هي المصفوفة بالسلمية  nmمن النمط  =A(j ia,)جداء مصفوفة 

 .=ACونكتب عندئذ   nj  1و   mi1من أجل كل  i,ja= i,jcنفس النمط بحيث: 

 أمثلة :  

2 (
1      3

6   − 3
) = (

2      6

12   − 6
) , −3 (

−15    − 21
9          − 9
−3             0

),  

 

هنة :   مبر

+,  .) ,m,n(M  هو -   ف ش بعدهnm .  ب حيث ترمز النقطة إلى عملية ص 
 .  مصفوفة بسلمي

 

 : 1 ,j) i(=1 si (p,q)p,q ,q) =(i,j) et a = 1 si (pp,q: a )p,q{(a تشكل الجملة

 n  }jm et 1i   أساسا+,  .) ,m,n(M  .ي له
 يدعى الأساس القانون 

ي لـ 
)}  هو :  2Mالأساس القانون 

1 0
0 0

) , (
0 1
0 0

)  , (
0 0
1 0

)  , (
0 0
0 1

) } 

ي لـ 
 هو :  3Mالأساس القانون 
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{(
1  0  0
0  0  0
0  0  0 

) , (
0  1  0
0  0  0
0  0  0 

) , (
0  0  1
0  0  0
0  0  0 

) , (
0  0  0
1  0  0
0  0  0 

) , (
0  0  0
0  1  0
0  0  0 

) , (
0  0  0
0  0  1
0  0  0 

) (
0  0  0
0  0  0
1  0  0 

) , (
0  0  0
0  0  0
0  1  0 

) , (
0  0  0
0  0  0
0  0  1 

)} 

   هو:  3M ,2الأساس القانوي لـ 

{(
1 0
0 0
0 0

) , (
0 1
0 0
0 0

) , (
0 0
1 0
0 0

)(
0 0
0 1
0 0

) , (
0 0
0 0
1 0

) , (
0 0
0 0
0 1

)} 

   هو:  3M ,2الأساس القانوي لـ 

{(
1  0  0
0  0  0

) , (
0  1  0
0  0  0

) , (
0  0  1
0  0  0

) (
0  0  0
1  0  0

) , (
0  0  0
0  1  0

) , (
0  0  0
0  0  1

)} 

هي    pnمن النمط   =i,j(b  B(والمصفوفة    nmمن النمط  =A( j ia,)جداء المصفوفة 

∑بحيث :  pmمن النمط  i,jC=(c (المصفوفة المصفوفة  𝑎𝑖,𝑘𝑏𝑘,𝑗
𝑛
𝑘=1    من أجل كل

1im  1و  j p  ونكتب عندئذC=AB.        ينصح بحساب جداء مصفوفتي   وفق

   :  الجدول 

 

 أمثلة : 

(
0 1
0 3

) (
8 −1
0 0

) = (
0 0
0 0

),      (
1 2 3
2 3 4

) (
1 2
−1 1
1 1

) = (
2 7
3 11

)  
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(
1 2
0 0

) (
2 4
1 0

) = (
3 0
4 0

),            (
2 4
1 0

) (
1 2
0 0

) = (
2 4
1 2

)   

 خواص:ّ

 B.يساوي عدد أسطر  Aمعرفا إذا وفقط إذا كان عدد أعمدة   ABيكون الجداء  •

و   ABغي  مربعتي   فإن جداء واحدا على الأكير من الجداءين    Bو   Aإذا كانت  •

BA    .معرف 

  (
5     7
−3    3
1     0

) (8    11
4      1

11    8)معرف بينما    (
4      1

) (
5     7
−3    3
1     0

 غي  معرف.  (

)كلا الجداءين      
2
−4
1
) (
2 9
1 5

)و (
2
−4
1
) (

2 9
1 5

 غي  معرف.   (

ولكنهما عموما  معا معرفان  BAو   ABمربعتي   فإن الجداءين  B و  Aإذا كانت  •

 . ي   غي  متساوي

C)  + A(B:  فإن   p, nMمن النمط  Aوكانت  n mM,من النمط  Cو Bإذا كانت   •

= AB + AC . 

C B) + (A:  فإن   pn ,Mمن النمط  Cوكانت  n mM,من النمط  Bو Aإذا كانت  •

= AC + BC . 

• AB=AC   ورة أن ي بالض 
 .A=Bلا يعن 

   . C = A(BC)(AB)مصفوفات مربعة من نفس الدرجة فإن :  A , B, Cإذا كانت  •

. )نفس  0A = 0معرفا فإن     A0للمصفوفة المعدومة  كان الجداء  0إذا رمزنا بـ  •

 .(A 0 =0الملاحظة بالنسبة لـ 

• AB  =0   ورة أن ي بالض 
        معدومة.  Bمعدومة أو  Aلا يعن 

هي المصفوفة  A:   منقول المصفوفة     
t A أعمدة    الناتجة عن المبادلة بي   أسطر ة

A. 

) مثال : 
2 6 −1
3 1 0

)
𝑡

= (
2 3
6 1
−1 0

) . 
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 خوا ص: 

1 .t+ Bt =A t(A + B). 

2   .tA=  tA)(. 

3 . tB t= A t َ(AB .) 

4 .=  t)t(A A . 

 . tr(A)عناص قطرها الرئيسي ونرمز له بالرمز هو مجموع   Aالمربعة  أثر المصفوفة  

𝑡𝑟 (
−1 0
6 2

) = −1 + 2 = 1, 𝑡𝑟 (
2 3 9
0 0 5
11 2 −4

) = 2 + 0 − 4 

 خواص : 

  .nمجموعة المصفوفات المربعة ذات الدرجة  nMشكلا خطيا على  trيعرف  •

 أي 

tr(A+B) = tr(A) + tr(B) 

 = tr(AB)من أجل كل مصفوفتي   مربعتي   من نفس الدرجة لدينا :  •

tr(A)tr(B). 

• ) = tr(A)tTr(A .  

 . المصفوفات المربعة3. 3

ي هذه الفقرة لبعض خواص المصفوفات المربعة. 
ي كل هذه الفقرة  نتعرض ف 

عدد    nف 

 . 1من   ا طبيعي أكير تمام 

ي جميع معاملاتها معدومة.    nللمصفوفة المربعة من الدرجة   n 0نرمز   بـ 
 الن 

ي  معاملات قطرها الرئيسي تساوي   nللمصفوفة المربعة من الدرجة   n Iو بـ 
    1الن 

𝐼2 وبقية المعاملات معدومة.  = (
1 0
0 1

) , 𝐼3 = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

)  . 

 .  A = A nI=  nIAو  n= A nA + 0لدينا :  nمن الدرجة  Aمن أجل كل مصفوفة مربعة 
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هنة :   مبر

), +, n(M    هي حلقة واحدية غي  تبديلية وغي  تامة صفرهاn 0    وواحدهاn I   حيث

ب المصفوفات.  يرمز   إلى ص 

 

 n    (n i,j   1 .)مصفوفة مربعة درجتها  i,jA= (a  (لتكن مصفوفات خاصة :  

مثلثية علوية مثل :  Aنقول إن  i>jمن أجل كل  i,ja 0 =إذا كان  •

(
−1 8 0
0 3 5
0 0 4

) ، (
8 −1
0 7

). 

مثلثية سفلية مثل :   Aنقول إن  i<jمن أجل كل  i,ja 0 =إذا كان  •

(
1 0 0
2 3 0
0 1 7

) ، (
1 0
3 9

). 

قطرية مثل :  Aنقول إن  jiمن أجل كل  i,ja 0 =إذا كان  •

(
6 0 0
0 −3 0
0 0 11

) ، (
−1 0
0 8

). 

 تناظرية مثل :  Aنقول إن  i,jمن أجل كل  j,i= a i,ja أي  A tA =إذا كان   •

(
6 1 −6
1 −3 7
−6 7 11

) ، (
−1 4
4 8

). 

ضد تناظرية  Aنقول إن  i,jمن أجل كل  j,ia  –=  i,ja أي  A  –=  tAإذا كان   •

 مثل : 

.(
0 −2 −6
2 0 8
6 −8 0

) ، (
0 −3
3 0

) 

 تعريف : 

من نفس   Bقابلة للقلب إذا وجدت مصفوفة مربعة   Aنقول إن المصفوفة المربعة 
 B = A– و نكتب عندئذ  Aمقلوب  B. تسم   nI=   AB = BAالدرجة بحيث يكون : 

 1 . 
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)مثال :  
1 2
3 4

)
−1

= (
−2 1
3/2 −1/2

). 

 خواص :  

 إذا وجد مقلوب مصفوفة مربعة فهو وحيد.  •

)غي  قابلة للقلب مثل : مربعة  مصفوفاتتوجد  •
0 0
0 1

ذلك أننا لو فرضنا   (

)أن لها مقلوبا  
𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

) لكان  (
0 𝑐
0 𝑑

) = (
1 0
0 1

)  وهذا مستحيل.   

    A 1  –B  =1  –(AB)– 1  قابلة للقلب و ABقابلتي   للقلب فإن   Bو   Aإذا كانت  •

 ذلك أن : 

(AB)(B – 1 A – 1 ) = A(BB – 1 )A – 1 = (AIn)A – 1 = A A – 1 = In 

• 1   –) t= (A t)1 –(A   حيث يرمزtA  إلى منقولA  . 

 . المصفوفة المرفقة بتطبيق خطي 4. 3

ي هذه الفقرة يرمز
 . ذوي بعد منته  فضاءين شعاعيي     - إلى    Fو Eف 

 تعريف:    

.  المصفوفة المرفقة بالتطبيق  fL(E, F) و     Fأساسا لـ   Bو  Eأساس لـ  Aليكن َ

 Dim F, Dim Mمن النمط  M(f, A,B)هي المصفوفة     Bو  Aوفق الأساسي    fالخطي 

E ي تتكون أعمدتها من صور احداثيات أشعة الأساس
ي الأساس    Aالن 

 . Bف 

  

   ajf(e = (2f 2,j+ a 1f 1,j +   :. نضع )=p,…, f2, f1fB(و   e)= n, e , …2, e1A ( ليكن

p, j ….+a   من أجل 
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ي المصفوفة  jومنه العمود ذو الرتبة   j  n 1كل 
هو    M(f, A,B)ف 

(

 
 
 

𝑎1,𝑗
𝑎2,𝑗
.
.

𝑎𝑝−1,𝑗
𝑎𝑝,𝑗 )

 
 
 

. 

 :   أمثلة

المصفوفة المرفقة   y , 6x + y) –x+y, x (2 → x, y),  (3  →  2:  fليكن  •

)هي :  3و  2القانوني   لـ وفق الأساسي     fبالتطبيق الخطي 
2 1
1 −1
6 1

). 

ات الحدود ذات درجة   E حيث     ’g : E→  F,  p → pليكن  • هو فضاء كثي 

ات الحدود ذات درجة أقل أو يساوي    Fو   3أقل أو يساوي     . 2فضاء كثي 

هي :  Fو  Eالقانوني   لـ وفق الأساسي    gالمصفوفة المرفقة بالتطبيق الخطي 

(
0  1  0  0 
0  0  2  0 
0  0  0  3  

). 

 خواص : 

تماما بإعطاء مصفوفة له وفق أساس لمجموعة البدء   fيتعي   التطبيق الخطي  •

 وأساس لمجموعة الوصول. 

• M(f + g, A,B) = M(f, A,B) + M(g, A,B) 

• M(f, A,B) =  M(f, A,B). 

• f  تقابلىي إذا وفقط إذا كانتM(f, A,B)  .مربعة قابلة للقلب 

 . A,B))  , B,A) = (M(f1 –M(f,– 1 تقابليا فإن :    fإذا كان   •

• Dim(E)I, A, A) = EM (1     حيث يرمزE1  إلى التطبيق الحيادي لـE . 

على التوالىي  E, F, Gأسس لـ  A, B,Cو   g L(E, F)و  fL(F, G)إذا كان  •

 فإن :  

M(f g , A, B) = M(f, B, C) M(g, A, B) 
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    تعريف : 

المرفقة به وفق رتبة مصفوفة هي رتبة التطبيق الخطي 
 .  اساسي   معيني  

 

بالرمز   A. نرمز لرتبة  Fو  Eوفق أساسي   لـ  fالمصفوفة المرفقة بـ  Aو   fL(E, F)ليكن 

rg(A)  . 

 .  rg(A) = Dim(E) = Dim(F)متباينا فإن   fإذا كان  •

 .  rg(A) < Dim (E)غي  متباين فإن   fإذا كان  •

قابلة   Aإذا وفقط إذا كانت  rg(A) = Dim (E):  عندئذ   fL(E)نفرض أن  •

 .لبللق

 والمستقلة خطيا.  Aهي العدد الأكير للأشعة العمودية لـ  Aرتبة  •

 والمستقلة خطيا.  Aلـ  فقية هي العدد الأكير للأشعة الأ  Aرتبة  •

• )trg(A)  =rg(A  . 

 

 تغيب  الأساس  .  5. 3

و  Eبالأساسي   المختارين لـ   خطي تتعلق   fL(E, F)رأينا أن المصفوفة المرفقة بتطبيق 

F  ي هذه الفقرة سنتطرق إلى
نا هذين الأساسي   فإن المصفوفة تتغي  عموما، ف  فإذا غي 

 . ي تحكم هذا التغيي 
 بعض القواعد الن 

 قضية : 

 . Dim(E) Iوفق نفس الأساس هي    E1 المصفوفة المرفقة بالتطبيق الحيادي  •

وفق أساسي    مختلفي   تختلف    E1 المصفوفة المرفقة بالتطبيق الحيادي  •
 .  Dim(E) Iعن 

 

 مصفوفة الانتقال  

 تعريف  :  
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. مصفوفة العبور )الانتقال(  Eأساسي   مختلفي   لنفس الفضاء الشعاعىي  Bو  Aليكن 

 )A, B)E, 1=Mهي    Bإلى الأساس   Aمن الأساس 
A, BP  باعتبارE 1  تطبيقا منE   مزودا

ي   Aبالأساس 
 .Bمزودا بالأساس   Eف 

 

 خواص :  

 Aمن احداثيات أشعة الأساس  Bإلى  Aتتكون أعمدة مصفوفة الانتقال من  •

 .Bبالنسبة للأساس 

 Dim(E)I=  A, BPفإن  A =Bإذا كان   •

 فإن :  n, …,b2, b1x=(b(Bوكان   a)=A )n, …,a2, a1xإذا كان  •

(

 
 

𝑎1
𝑎2
.
.
𝑎𝑛)

 
 

 = 𝑃𝐴,𝐵

(

 
 

𝑏1
𝑏1
.
.
𝑏𝑛)

 
 

 

• A, B P  قابلة للقلب ومقلوبــها هيB,A P . 

 . C,BP AB = PA,C Pثلاثة أساسات لنفس الفضاء فإن :  A, B, Cإذا كانت  •

 مثال : 

ي لـ   =e1(e  A ,2 (ليكن  
 أساسا آخر حيث :    u1B = (u ,2(و   2الأساس القانون 

  2e3 + 1e2=  1u      ، 2e + 2 1= e 2u لدينا    .A =(1, 1)1u  1و)A –(1,  =2 u. 

)ومنه 
2 1
3 2

)=   B,AP . 

 }، لدينا : u 2و 1u بدلالة  2eو  1eلنعير عن  
2𝑒1 + 3𝑒2 = 𝑢1
𝑒1 + 2𝑒2 = 𝑢2

ومنه :   

{
𝑒1 = 2𝑢1 − 3𝑢2
𝑒2 = −𝑢1 + 2𝑢2
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):  إذن 
2 −1
−3 2

)=   A,BP.   ليكنA v = (1, 6)   : لدينا (
2 −1
−3 2

) (
1
6
) =

(
−4
9
 ومنه  (

 B 4 , 9) –v = (  . 

 

هنة  : مبر

المصفوفة    F   ، Mأساسان لـ   ’E  ، B,Bأساسان لـ   ’f L(E,F)     ،A,Aليكن:  

  ’Aوفق الأساسي    fالمصفوفة المرفقة بـ  ’B    ،Mو   Aوفق الأساسي    fالمرفقة بـ 
 .  B, B’Q = Pو  A, A’P= P حيث:    MP 1 –M’ = Q :    . لدينا’Bو

 

 حالة خاصة :  

  Aوفق الأساس  fالمصفوفة المرفقة بـ   E  ،Mأساسان لـ   f L(E,F)     ،A,Bليكن:  

  ،M’  المصفوفة المرفقة بـf  وفق الأساسB لدينا .    :MP  1 –M’ = P   :حيث  P= 
 A, A’P  . 

 

 تعريف : 

إذا وجدت مصفوفة  متكافئتانإنهما   n,p M A,Bنقول عن مصفوفتي    •
 nومصفوفة مربعة قابلة للقلب درجتها  Pقابلة للقلب درجتها  Qمربعة 

 .  B = QAPبحيث : 

إذا  متشابهتاننقول عن المصفوفتي   المربعتي   من نفس الدرجة إنهما  •
 B = P– 1 :  وجدت مصفوفة مربعة من نفس الدرجة وقابلة للقلب بحيث 

A P  . 

 

رفقتا بنفس  خاصية : 
ُ
التطبيق الخطي وفق تكون مصفوفتان متكافئتي   إذا وفقط إذا أ

 . أسس متمايزة 


