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 لتطبيقات الخطية :  ا   2الفصل 

ي كل ما يلي 
 . 𝕂ف ش عل  Fو  Eف 

   ونتائج أولية تعريف. 1. 2

 :  تعريف

 تطبيق خطي إذا تحقق ما يلي :   fنقول إن  Fنحو      Eتطبيقا معرفا من  f ليكن 

1) ∀x, y ∈ E : f(x+y) = f(x) + f(y)                  2)   ∀x, ∈ E, ∀α ∈𝕂   : f(αx) = αf(x) 

 

  أمثلة  :  

 التطبيقات التالية هي تطبيقات خطية. 

1) f : ℝ →  ℝ, x ↦ ax   حيثa  ي
 .   عدد حقيق 

2) ↦ ax + by  , y)x(, ℝ →  2ℝ:  f  حيثa  وb عددان حقيقيان   . 

3) y) –, (x, y) ↦ (2x + y, x 2ℝ →  2ℝ:  f 

4) P : ℝ [X}→  ℝ[X], g ↦ g’   حيثg’   هو مشتقg  . 

5) , g ↦(g(0), g(1), g(2))3ℝ [X}→  3ℝ . 

 التالية ليست خطية :  تالتطبيقا

1 )  2, x ↦ xℝ →  ℝ:  f  . 

2 ) xy, (x, y) ↦ ℝ →  2ℝ:  f    . 

3 )y) –, x + y xe, (x, y) ↦ (2ℝ →  2ℝ:  f 

 :  نتائج

ي  E تطبيقا خطيا معرفا من fو ليكن   𝕂ف ش عل  E,Fليكن    
 . Fف 

•  F) = 0Ef(0   لأنF.x ) = 0. f(x) = 0 ) = f(0Ef(0  . 

 . f(– x ) = (– 1 )f(x) =  – f(x)   لدينا :   x ∈ Eمن أجل كل  •

• ∀ α, β ∈ 𝕂, ∀ x, y ∈ E : f(α x + βy) = αf(x) + βf(y) وبالعكس إذا كان g   تطبيقا

  gفإن   α, β ∈ 𝕂, ∀ x, y ∈ E : g(α x + βy) = αg(x) + βg(y) ∀  بحيث  Eمعرفا عل 

 .  خطي

مزودة    ℒ(E, F)فإن   Fنحو  Eلمجموعة التطبيقات الخطية المعرفة من   ℒ(E, F)إذا رمزنا بـ  •

ب تطبيق بعدد  هي  ي جمع التطبيقات وض 
 . ℒ(E, E) = ℒ(E)نضع  ف ش.  -  ℝبعمليت 
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 ملاحظة :  

ي  Eتطبيقا خطيا من  fإذا كان 
ي لـ    ℒ(E, 𝕂)نسمىي     يسمى شكلا خطيا.  fفإن   𝕂ف    Eالثنوي الجبر

 . E*ونرمز له بالرمز 

 

                 :  قضية

 .  f∈ ℒ (E, F)ليكن  

 مرتبطة خطيا.   Fمرتبطة خطيا هي عائلة من  Eصورة عائلة أشعة من  •

 .  Im fهي عائلة مولدة   لـ  Eذا بعد منته فإن صورة عائلة مولدة لـ  Eإذا كان  •

 .Fهي ف ش ج من  fبالتطبيق  Eصورة ف ش ج من  •

 .  Eهي ف ش ج من  Fالصورة العكسية لـ ف ش ج من  •

 برهان : 

 لا تنعدم معا بحيث      𝕂∈ pα, …, 2α, 1αومنه توجد   Eعائلة مرتبطة من  p, …, x2, x1{x{لتكن  •

 E= 0 pxpα+ …, 2x2α+ 1x1α   ومنه F)=0E) = f(0pxf(pα)+ …, 2f(x2α)+  1xf(1α  أي 

 )} p), …, f(x2), f(x1{f(x  عائلة مرتبطة خطيا منF . 

 (.  Aلعناض من  يكتب كمزج خطي  E)أي كل عنصر من  Eعائلة مولدة لـ   p, …, x2, x1A= {x{لتكن  •

     𝕂∈ pα, …, 2α, 1α. من جهة أخرى توجد f(x) = yبحيث :     E ∈xفإنه يوجد   Im f ∈yإذا كان 

 إذن  الجملة :   = pxf(pα)+ …, 2f(x2α)+  1xf(1αy   (ومنه   = xpα+ …, 2x2α+ 1x1αxبحيث : 

)}p), …, f(x2), f(x1{f(x   مولدة لـIm f  . 

 E  . F(G) = {y ∈ F : ∃ x ∈ G avec y = f(x) } ⊆ Fف ش ج من Gليكن  •

  𝕂β∈ , α. من أجل كل  f(x 2), y1= f(x 1y =2( بحيث :  G ∈ 2, x1xفإنه يوجد  f(G)  ∈ 2, y1yذا كان إ

 فإن :  Eف ش ج من Gو بما أن  2x β+  1xα) = f(2f(x β)+ 1f(xα= 2 y β+  1yα  (لدينا : 

G ∈2x β+  1xα  ومنه∈ f(G)2y β+  1yα  ومنهf(G) ف ش ج منF  . 

H   ∈) 2), f(x1f(x .  =  2), y1= f(x 1yفإن 1 –f  ∈ 2, x1x  (H). إذا كان  Fف ش ج من  Hليكن  •

)2f(x  من أجل كل .𝕂β∈ , α   : لديناH   ∈) 2f(x β)+ 1f(xα)  =  2x β+  1xαf(    لأنH  ف ش

 ومنه  Fج من

    (H)1  –f    ∈2x β+  1xα  إذن  (H)1  –f  ف ش ج منE  . 
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   صورة ونواة تطبيق خطي . 2.  2

 تعريف : 

 .   ∋ ℒ(E, F)  fليكن 
 .E  ⊆  }F: f(x) = 0 E ∈Ker f = {x: المجموعة   fنسمىي نواة 

 . Im f = {y ∈ F : ∃ x ∈ E avec  y = f(x)} ⊆ F :  المجموعة     fنسمىي صورة 

 

 أمثلة:  

1 ) f : ℝ →  ℝ, x ↦ ax k   .                        . Ker f ={0}                    Im f = ℝ 

2 ) , (x, y) ↦ ax + by ℝ →  2ℝ:  f  حيثa  وb  عددان حقيقيان   . 

ℝ}                              Im f = : ax +by =0 2∈ ℝKer f = {(x, y)  

3 )y) –, (x, y) ↦ (2x + y, x 2ℝ →  2ℝ:  f  

2ℝKer f = {(0, 0)}                              Im f =  

4 )P : ℝ [X]→  ℝ[X], g ↦ g’  حيثg’  هو مشتقg   . 

Ker P   ات الحدود الثابتة عل  . ℝ [X]هي  ℝ     .Im Pهي مجموعة كثبر

5 ), g ↦(g(0), g(1), g(2))3ℝ [X}→  3ℝ . 

Ker g   ات الحدود ذات درجة أصغر أو تساوي  هي ي تنعدم عند كل من   3مجموعة كثبر
 . 2 و  1و  0والت 

 gIm   3هوℝ . 

هنة                  :  مبر

تيب .  Fو  Eمن ج  هما ف ش  Im fو  Ker fفإن  f∈ ℒ (E, F)إذا كان   عل الب 

 برهان : 

 .  02x) = f(1f(x = (فإن :  Ker f  ∈ 2x, 1x. إذا كان  E∈x, yليكن  •

  Ker f  2x β+ 1xα ∋ومنه  )02xf(β)+1f(xα) = 2x β+ 1xαf = (  لدينا   ∋ 𝕂α, βمن أجل كل  

 .  Eف ش ج من    Ker fومنه 

و  f(x 1y =1(بحيث :    E 2, x1x ∋فإنه يوجد    Im f   2, y1y ∋كان    إذا     . F 2, y1y ∋ ليكن   •

) 2=f(x2y  أجل كل  . من𝕂α, β ∈   :لدينا) 2x β+ 1xα) = f(2f(x β)+ 1f(xα= 2y β+ 1yα 

  .  Fف ش ج من  Im Fإذن     Im f ∈2y β+ 1yαومنه 
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هنة :   مبر

 .  f ∈ ℒ (E, F) ليكن 

• f  متباين⟺ }EKer f = {0 . 

• f  غامر⟺ Im f = F  . 

 Dim E = Dim (Im E) ⟺متباين  f:        ذا بعد منته فإن  E إذا كان   •
 فإن القضايا التالية متكافئة :   Dim(E) = Dim(F)و ذا بعد منته  E: إذا كان     خاصةوبصورة  

1 )f  2   متباين )f  3                غامر )f  تقابلي 

 برهان : 

 .Ex = 0 ومنه  E=f(0 Ff(x)= 0 (فإن   Ker f  ∈xمتباين. إذا كان  fنفرض أن  •

ومنه   Ey = 0 –x ومنه   Fy )= 0 –f(xفإن    f(x) = f(y)إذا كان    E ∈x, y. ليكن  EKer f = {0{نفرض أن 

x = y  إذنf  .متباين 

ئ أن  fأن   Im fواضح من تعريف   • ي هذه الخاصية(.  Im f = Fغامر يكاف 
 )الخطية لا تلعب أي دور ف 

 .  EKer f ={0{متباينا فإن  f. إذا كان ذا بعد منته Eلنفرض الآن أن  •

مولدة   n), …, f(x2), f(x1{f(x {(فإن  Eمولدة لـ  x}n, …, x2, x1{، بما أن  Eأساسا لـ  x}n, …, x2, x1{لتكن 

Im f  لتكن .nα, …, 2α, 1α   عناض من𝕂  : بحيثF= 0 )nf(x nα)+ …+2f(x 2α)+1f(x1α 

 مستقلة فإن:   n, …, x2, x1{x{متباين و   fبما أن 

α1f(x1)+α2 f(x2)+ …+αn f(xn) = 0F ⇒ f(α1x1+α2 x2+ …+αn xn) = 0F   

                                                         ⟹ α1x1+α2 x2+ …+αn xn = 0E 

                                                        ⟹ α1= α2= …= αn=0 

 . Dim(Im f) = Dim Eومنه  Im fمستقلة فهي إذن أساس لـ  n), …, f(x2), f(x1{f(x {(ومنه 

    Dim E = Dim Im fلنفرض الآن أن 

مولدة   n), …, f(x2), f(x1{f(x {(فإن  Eمولدة لـ  x}n, …, x2, x1{. بما أن  E ـأساسا ل x}n, …, x2, x1 { لتكن 

 .  Im fفهي أساس لـ  Dim Im fوبما أن عدد عناضها يساوي   Im fلـ 

 ومنه :     = E ∈ nxnβ+…+ 2x2β+1x1β, y = nxnα+ …+ 2x2α+  1x1αxليكن : 

 )nx(nβ)+…+ 2x(2β)+1x(1β)  et    y = nx(nα)+ …+ 2x(2α) + 1xf(1αf(x) =   

يكتب بصورة   Im fلأن كل عنصر من   nβ=  n, …., α2=β2,  α1= β 1α فإن    f(x) =f(y)إذا كان 

 متباين.  fأي  y  = xومنه   n), …, f(x2), f(x1f(x(كمزج خطي لـ وحيدة  
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 رتبة تطبيق خطي .   3 .2

ذا بعد   Eإذا كان ف    Im f  مولدة لـ  fفإن صورتها بـ   Eإذا كانت عائلة مولدة لـ  هرأينا أن   f ∈ ℒ (E, F) ليكن 

 كذلك .   Im f   ن منته فإ 

 :    تعريف

 . rg(f)نرمز لها بالرمز    fرتبة  ب Im fبعد  نسمىي   ذ وبعد منته.  Eبحيث   f ∈ ℒ (E, F) ليكن 
 

 ملاحظات:  

  غامرا  fو إذا كان    rg( f) ≤ Dim Fفإن   Fف ش ج من  Im fبما أن ذا بعد منته.   Fنفرض أن   •

 rg( f) = Dim F.:  فإن

 .  ) n), …,f(e2), f(e1vect(f(erg(f)= Dim((فإن :  Eأساسا لـ  e)n, …, e2, e1 (إذا كان  •

 

هنة الرتبة (  هنة )مبر  مبر

 .  Dim E = Dim( ker f) + rg (f)ذ وبعد منته فإن :  Eبحيث  f ∈ ℒ (E, F)  إذا كان 

 

 مثال : 

   z –) ↦ (2x + y, x , z, (x, y2ℝ →  3ℝ:  f( التطبيق بر نعت

 ومنه x – z = 0و   2x + y = 0فإن  Ker f ∋ (x, y, z)إذا كان 

Ker f = {(x,  – 2x , x) = x(1,  – 2, 1) : x ∈ ℝ} = vect ((1,  – 2, 1)) 

هنة الرتبة  ومن  Dim( Ker f )= 1ومنه   .  rg (f)= 2ومنه   rg(f) + 1 = 3لدينا :  مبر

 

 التطبيق العكسي لتطبيق خطي تقابلي  ، تركيب تطبيقي   خطيي    4. 2

ي هذه الفقرة يشبر 
 .𝕂إلى ثلاثة فضاءان شعاعية عل الحقل  E, F, Gف 

هنة:   مبر

 .  f  g ∈ ℒ (E,  G) فإن  f ∈ ℒ (F, G)و  g ∈ ℒ (E,F)إذا كان 

 برهان : 
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 لدينا :   x, y ∈ Eوكل   α, β ∈ 𝕂من أجل كل 

f  g (𝛂x+ 𝛃y) = f(g(𝛂x+ 𝛃y)) = f(𝛂g(x) + 𝛃g(y))  

                                                   = 𝛂f(g(x) )+ 𝛃f(g(y))  = 𝛂f  g (x)+ 𝛃f  g(y). 

 

   خواص: 

• ∀ f1, f2 ∈ ℒ (F, G), ∀ g ∈ ℒ (E, F) : (f 1+f2)  g  = f 1 g + f2  g 

• ∀ f ∈ ℒ (F, G), ∀ g1 , g2 ∈ ℒ (E,F ) :   f  (g 1+ g2)  = f g1 + f  g2 

مبر    gو   fبجداء التطبيقير     g f هتان الخاصيتان تفسران تسمية
 حيث  f f    = 2fومنها جاء الب 

 f∈ ℒ (E)  . 

هنة  : مبر

  .  fيرمز إلى التطبيق العكسي لـ  f – 1  حيث   ℒ ∈1  –f (F, E ) فإن    ℒ ∈f (E, F)تقابليا بحيث  fإذا كان  

 

  برهان : 

 1(y1 –f α=  2xβ+  1x α(+y1  –f β)2(بحيث :  F  ∈ 2, x1xيوجد  .   F ∈ 2, y1y و   𝕂, β ∈ αليكن 

 ومنه 2xβ+  1xα) = f( 2f(x β)+  1f(x  α=  2y β+  1y  α      (ومن جهة أخرى  

 )      2y β+  1y  α( 1 –= f 2xβ+  1xα    ومنه) 2(y1  –f β)+1(y1 –f α  =)2y β+  1y  α( 1 –f  . 

 


