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 الجمهورية الجزائرية الديمقراطية الشعبية   

 ث العلمي وزارة التعليم العالي والبح

 البواقي  جامعة العربي بن مهيدي أم

 لي قسم الرياضيات والإعلام الآ                             كلية العلوم الدقيقة وعلوم الطبيعة والحياة 

 مسؤول المادة: محمد سعدي                  2ع مشترك رياضيات وإعلام آلي                         المادة: جبر ذ المستوى: ج

 : الفضاءات الشعاعية 1سلسلة رقم حلول تمارين ال

  التالية : نذكر بالخاصية  : التمرين الأول حل 

F)   ف ش -  ف ش ج من(   ⟺      ∀ x, y ∈ F, ∀ α, 𝛽 ∈ 𝕂 : 𝛼. x +𝛽. y  ∈  F 

  }ℝ ∈{(x, y, 0) /   x, y = 1 F, 3ℝ=  1E       1:   واضح أنF  ∈(0, 0, 0)  

 :  لدينا  a, b.  من أجل كل عددين حقيقيين  1Fعنصرين من  y1(y , , 0)2, x1(x ,2  (0 ,ليكن  

a(x1, x2, 0) + b(y1 ,y2, 0) =  (ax1 + bx2, ax2 +by2, 0)   ∈  F1. 

 .ف ش ج 1Fومنه 

      }z = 0  –2 x + 3 y /     3ℝ ∈(x, y, z) { = 2F, 3ℝ = 2E  : 2.   لديناF ∈(0, 0, 0) . 

  02z – 2+ 3 y 2x2 =و        01z – 1+ 3 y 12 x =   فإن :   2Fعنصرين من  z2, y2(x , )1, z1, y1(x ,2  (إذا كان 

 b z 1, az2+by1, ay2+bx1) = (ax2, z2, y2(x.) + b1, z1, y1a.(x +2 (لدينا     ℝ a, b∋ من أجل كل

 2z – 2+ 3 y 22 x)+ b( 1z – 1+ 3 y 12 x= a( )2+ b z 1az ( –) 2+by1ay + 3()2+bx1ax(2( :  لدينا 

 2F  ∈ )2, z2, y2(x.) + b1, z1, y1a.(x: ومنه

  }et  2x + 3y = 0   ℝ ∈y  , {(x, y, 0) /   x=  3F, 3ℝ=  3E     

   .3ℝف ش ج من   3Fفإن   3ℝف ش ج من  2Fو  1F  وبما أن F 1= F 3F ∩2 نلاحظ أن : 

  }0≥ y   /   2ℝ ∈ {(x, y)= 4 F, 2ℝ=  4E     

ليس ف ش  4Fإذن   4F ∉a.(x, y) ومنه  >0ay:  فإنتماما عدد حقيقيا سالبا  aوكان  y>0: يث حب  4F ∈(x, y ) إذا كان 

 . 2ℝج من 

    }x = 0  – 2y /   2ℝ ∈ {(x, y)= 5 F, 2ℝ=  5E 

سالب تمامالا يمكن أن يساوي   x  –1لأن   )–  ,F5 ∉y )  –xعندئذ   0x<لنفرض أ ن ، 2x =y فإن:     4F ∈(x, y ) إذا كان 
2y.    ومنهF5  2ليس ف ش ج منℝ. 

 6E  مجموعة التوابع التي تنطلق منℝ  وتصب فيℝ. 
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1 )6F  6هو مجموعة عناصرE  6واضح ان التابع المعدوم عنصر من      .المحدودةE. 

 ∀  Ng:  |f(x)| <M  et   | ℝ ∈x> |(x) بحيث:    Nو  Mفإنه يوجد عددان حقيقيان  6F ∈,g  f إذا كان 

  ومنه   h = af + bgعددان حقيقيان، نضع :  bو  aليكن 

∀ x ∈ ℝ :  |h(x)| ≤ |a||f(x)| + |b||g(x)| < |a|M + |b|N. 

  . Faf +bg ∋6د أي محدو h ومنه

 2  ): f(0) = 5 } 6E ∈f = { 6 F  6. التابع المعدود ليس عنصرا منF 6 فهو ليس ف ش ج منE.. 

  3) } 0: f(0) =  6E ∈f = { 6F  . 6لدينا التابع المعدوم عنصر منF. 

  ومنه   h = af + bgعددان حقيقيان، نضع :  bو  a.    ليكن  )1f(g =)1(0= ومنه        6F ∈,g  f ليكن  

   h(1)  = af(1) +bg(1) = 0.  6 إذن∈ Faf +bg . 

   7E مجموعة كثيرات الحدود ذات متغير حقيقي ومعاملات حقيقية.  

1 )  7 F 7ومنه كثير الحدود المعدوم عنصر من  ناطقة. ات متغير حقيقي ومعاملات مجموعة كثيرات الحدود ذE. 

72و     7F ∈p فإن  p(x) = x إذا كان  p F  7ومنهF  7ليس ف ش ج منE. 

2 )7F  4مجموعة كثيرات الحدود ذات متغير حقيقي ودرجتها تساوي.  

 .7Eليس ف ش ج من  7F ومنه  7F ∉p + q  و 7F ∈,q    p   لدينا .     = 4x  –q(x)  و  x   4p (x) = x +نضع : 

3 )7F 7ومنه كثير الحدود المعدوم عنصر من  2ير حقيقي ودرجتها أقل أو تساوي مجموعة كثيرات الحدود ذات متغE. 

 بحيث:    b2, b1, b3, a2, a1a ,3فإنه توجد أعداد حقيقية F ∈ q, p 7إذا كان 

  ∀ x ∈ ℝ :  p(x) = a1 + a2x + a3 x
2  et   q(x) = b1 + b2x +  b3 x

2  

 لدينا :  c, dمن أجل كل عددين حقيقيين 

  2x) 3db+ 3+ (ca x)2db +2ca) + (1+ d b1(cp+dq)(x) = (ca:   ℝ ∈x  ∀ 

 .7F ∈  cp+dqومنه :

  :الثانيالتمرين 

}  ℝ ∈x : ,2) x (1 ={ }  ℝ ∈x : ,2x) = {(x y = 0} –: 2x  2ℝ ∈= {(x, y)  1F 

 .أساس له 1)}  { (2,و   1هو    1Fإذن بعد    (2 ,1) مولد بالشعاع غير المعدوم 1F   منه و

F2 = {(x,  – x  , x)  : x ∈   ℝ } =  {x (1,  – 1  , 1)  : x ∈   ℝ} 

 .أساس له })1  ,– 1   ,1(  {و   1هو    2Fإذن بعد    )1  ,– 1   ,1( مولد بالشعاع غير المعدوم 2F   منه و
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 F3 = {(0, y, z) :  x, y ∈ ℝ  } =  {y(0, 1, 0) + z(0, 0, 1) : y, z ∈ ℝ } 

 })0 ,1 ,0) ,(0 ,0(1 ,     {و    2هو    3Fإذن بعد    )0 ,1 ,0) ,(0 ,0(1 , ين المستقلين خطيا  مولد بالشعاع 3F   منه و

 .أساس له

= {(x,  4F2} ℝ ∈x, z  : = {x(1, 2, 0) + z(0, 1, 1) } ℝ ∈: x, z  , z)x +z   

 1)}      {  (1 ,1 ,0) ,(0 ,2,و   2هو    4Fإذن بعد    (1 ,1 ,0) ,(0 ,2 ,1) ين المستقلين خطيا  مولد بالشعاع 4F   منه و

 .أساس له

 F5 = {(z, y, z, 3z – y ) : y, z ∈  ℝ } = {z (1, 0, 1, 3 ) +y (0, 1, 0,  – 1 ) : y, z ∈  ℝ }   

  2هو    5Fإذن بعد   )1 ,0 ,1 , 3(   ,0 ,1 ,0)  ,– ( 1  ين المستقلين خطيا  مولد بالشعاع 5F   منه و

 .أساس له      { ( 1 –  ,0 ,1 ,0) ,( 3 ,1 ,0 ,1)}و  

  :الثالثالتمرين 

  1) u3 ∈ vect {u1, u2} ⟹ ∃α, β ∈ ℝ : u3 = αu1 +  βu2  ⟹ (0, a,  8) = (2 α + 2 β , 3 α + 6 β, 4 β) 

 . a = 6و   α =  – 2 و  β = 2  ومنه :  

 .  3ℝ تشكل أساسا لـ     0, 1 ,  1v) =– ( v 2, v 2 , (0 ,1 ,1) =3  ) =–  ,0 ,2–  ( 2أ( بين أن الأشعة   ( 2

av1 + b v2 +c v3 = (0, 0, 0) ⟹ (b – 2c, a +b , – 2 a – 2 c )=(0, 0, 0, ) ⟹ a = b = c = 0 

 فإنها أساس له.  3يساوي   3ℝ أن بعد جملة مستقلة وبما v2, v1{v ,3{ ومنه

 .(0 ,0 ,1) هي v2, v1{v ,3{ في الأساس  1v ب(  إحداثيات

  .(0 ,1 ,0) هي v2, v1{v ,3{ في الأساس  2vإحداثيات 

 .  ,2)– (5 , 1 هي v2, v1{v ,3{ في الأساس  4vإحداثيات 

 . ,0 ,1)– (3 هي 3v, 2, v1{v{ في الأساس  5vإحداثيات  

 . cv 2+ bv 1= av 6v+3بحيث :  a, b, cلنبحث عن اعداد حقيقية  

1 , b = 3, c = 1. –a=   ⟹ 2c) –2a  –b,  + 2 c, a –1, 2, 0 )= (b  –(  ⟹3 +cv 2+ bv 1= av 6v 

  .)– (1, 1,3 هي v2, v1{v ,3{ في الأساس  6vإحداثيات 

 .2فضاء كثيرات الحدود ذات درجة أصغر أو تساوي  Eليكن  التمرين الرابع  : 

 .x, x ,1}2{ أساسه القانوني هو  3  هو E(  بعد 1

 a=b=c=0 ⟹= 0  2c )x + cx –a + (b  : ℝ ∈x  ∀ ⟹= 0  2+c p 1+ bp 0ap أعدادا حقيقية.  a, b, cلتكن  (2

 . Eأساس لـ  فإنها   3يساوي   Eوبما أن بعد مستقلة خطياp1, p0{p ,2{ الجملة ومنه  
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3 )p  العنصر منE 11 , ( احداثياته(في الأساس القانوني لـ    ,0E  1 .ومنه)   –= 2x +x (x  2x +   p(x) = x   أي

  (1 ,2 ,0)هي  p1, p0{p ,2{ في الأساس   p احداثيات

.
2
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 .n+ b un+1 = a un + 2 u  فضاء المتتاليات الحقيقية التي تحقق العلاقة التراجعية :  Eالتمرين الخامس  :   

 نضع :   عددين حقيقيين.  𝛽, 𝛼 و Eمتتاليتين من  n(v(و  u)n ( غير خال لأن المتتالية المعدومة عنصر منه. لتكن E( لدينا 1

nv 𝛽+  nu𝛼=  nW  من أجل كل عدد طبيعيn  . 

 wn + 2 = 𝛼 un+2 + 𝛽 vn .+2=   α(a un+1 + b un) + 𝛽 (a un+1 + b un) = a wn+1 + b wn. 

 ف ش ج من فضاء المتتاليات العددية.  Eإذن  Eعنصر من  n(w( ومنه 

2 ) ) n(u  و(nv)   عنصرين من(E)  يعني أنه لا يوجد عدد حقيق  غير مرتبطين خطياk  : بحيث n= k v nu  من أجل كل عدد

 مما يعني أن النسبة  nطبيعي 
n

n

u

v
 ليست ثابتة.  

 :  فإن n من أجل كل عدد طبيعي   nv β+  nu α=  nw   بحيث  β  , α   عددان  حقيقيان  إذا وجد ( أ
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 n+1u nv – nun+1= α(v n+1w nv – nwn+1v    (أي  

  فإن  n+1u nv – nun+1v 0 =  لو فرضنا أن
1

1

n n

n n

u u

v v





 النسبة   مما يعني أن
n

n

u

v
  (nv)و  n(u (ثابتة وهو ما ينافي كون  

 1.موجودان β,   αمما يعني أن  n+1u nv – nun+1v ≠  0  مستقلين ومنه

 .2هو    (E) دبع مولد بعنصرين مستقلين خطيا ومنه (E) ب(     

  .4b > 0 2a +نفرض أن :  (  3         

وبما أن مميز هذه المعادلة موجب تماما فإنها تقبل   b = 0  –a r  – 2rفإن :   (E) عنصرا من   n= r nuإذا كانت المتتالية أ( 

 ن الهندسيتينيفإنه  مولد بالمتتاليت 2 هو (E)مستقلتان وبما أن بعد   n)1= (r n, v n) 1= (r nuالمتتاليتان  .  1rو  0rحلين 

) n(u  و)n(v. 

 n2 ) –, ( n3 مولد بالمتتاليتين (E) ومنه  . 3( و –  2)  هما  b = 0 –a r  – 2r . حلا المعادلة  b = 6و  a  1 =ب(  

 .  n2 ) –(  β+  n3 α=  nu إذن : 
0

1

2

1

u

u





  ومنه 

2

3 2 1

 

 

 


 
 . n2 ) –+ (  n= 3 nuومنه :    . β=  α 1 =أي  

 .u 0u ,2 =1  1 =علما أن   (E)من  n(u( أوجد العنصر  

   .4b = 0 2a +نفرض أن :   ( 4
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  .(E)  عنصر من ) nu ( ومنه   a/2معدوم فإن لها حلا مضاعفا يساوي   b =0  –ar  – 2rبما أن مميز المعادلة أ(          

 .  (E)عنصر من  )nv ( لنبين أن 

avn+1  + b vn = a(n+1)(a/2)n+1 –   (a/2)2 n(a/2)n =  (n+2)(a/2)n+2= vn+2. 

 .(E) مستقلتان فإنهما تشكلان أساسا لـ n(v(و u)n ( بما أن

 u 0u ,1 =1 6 =علما أن   (E)من  n(u( أوجد العنصر    =b–  4و  a = 4ب( نضع :          

 n2n)   β +α(=  nu  . 
0

1

1

6

u

u





  ومنه 

1

3



 




 
 .. n= (1+2n) 2 nu ومنه   . β 1, = α  =2أي  

 .b = 0 –ar  – 2rأحد حلي المعادلة :   = θ+ i sin  θ(cos ρr(وليكن    . 4b < 0 2a +نفرض أن : ( 5     

 :  ذنإ  n+br n+1= ar n+2r  ومنه b = 0–ar  – 2r   أ(          

) θ+i sin( n)  θcos ( n)  (n ρb +)θ+i sin( n+1)  θcos ( n+1)  (n+1 ρ) =a θ+i sin( n+2)  θcos ( n+2)  (n+2ρ 

 θcos ( n) n  ρ + b  θcos ( n+1) n+1  ρa =  θcos ( n+2) n+2 ρ    بالمطابقة نجد: 

 θ( n)  sin  nρ + b  θ( n+1) sin n+1  ρa =  θ( n+2)  sin n+2 ρ    و                          

 .(E)مستقلان خطيا فإنهما تشكلان أساسا لـ   (nv)و  n(u(  بما أن  . (E)  عنصران من  (nv)و   u)n( ومنه : 

3ومنه     =b–  9و  a = 3ب(            cos sin
3 3

r i
     

     
    

 

1, 3       إذن          
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  أي ومنه
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       التمرين السادس  :     

 يترك للقارئ. ( 1  

 .  G ∩ F= {0}معدوم أي  fزوجي وفردي في نفس الوقت ومنه  fفإن  G ∩ Fعنصرا من  fإذا كان  (2  

لدينا :  xمن أجل كل عدد حقيقي   E ∈fليكن 

1 2( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2
f x f x

f x f x f x f x
f x

   
   

 متكاملان.  Gو  Fومنه  G ∈ 2fو  F  ∈ 1fواضح أن : 


