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 الفضاءات الشعاعية:    1الفصل 

ي كل ما يلي يرمز 
 . ℂأو   ℝ   إلى أحد الحقلي    𝕂ف 

   ونتائج أولية . تعريف1 .1

 تعريف : 

خارجية "." مجموعة   وعملية  x+y →(x, y) مجموعة غي  خالية مزودة بعملية داخلية "+" :  Eلتكن 
   𝕂  :  .(λ, x) → λ.xمؤثراتها 

( إذا ف ش -𝕂)  فضاء شعاعي  -𝕂  أو 𝕂حقل فضاء شعاعي عل ال  (. ,+ ,E) المجموعة نقول إن 

وط التالية :     تحققت الشر

1) (E, +)   زمرة تبديلية . 
  x, y ∈ E , ∀ α ∈ 𝕂 : α.(x+y) = α.x + α.y ∀ أ(  (2

 x ∈ E , ∀ α, 𝛽 ∈ 𝕂 :(α+𝛽 ).x = α.x +𝛽.x ∀(  ب

 x ∈ E , ∀ α, 𝛽 ∈ 𝕂 :(α𝛽 ).x = α.(𝛽.x ∀ (جـ(  

 x ∈ E :1.x= x ∀د( 

 

 :   أمثلة  

1)  𝕂  هو 𝕂- نا عم ب كعملية خارجية. ف ش إذا اعتير  لية الض 

2) ℂ  هو ℝ-  .ف ش 

3) 2ℝ    مزودة بالعمليتي  :(x, y) + (x’, y’)= (x+x’, y+y’)   وa.(x, y) = (ax, ay)  هيℝ-  ف

 ش. 

ي   𝕂مجموعة التوابع المعرفة عل مجموعة جزئية من  (4
مزودة بعملية جمع   𝕂وتأخذ قيمها ف 

ب تابع بعنض من   . ف ش -𝕂 هي  𝕂التوابع وض 

ي   (5
ي تأخذ قيمها ف 

ب متتالية بعدد   ℝ مجموعة المتتاليات الت  مزودة بعملية جمع المتتاليات وض 

ي هي 
 . ف ش  -ℝ حقيق 

ات    اصطلاحات وترمب  

 .𝕂فضاء شعاعيا عل   Eليكن  

 ,αمز لها ونر سلميات  تسمى  𝕂بينما عناض  … ,x, y, z, tتسمى أشعة ونرمز لها بـ :  Eعناض  •
β, γ,… . 

 .x .αبدلا من   xαنكتب    فيما يلي  •

 0  أو ببساطة  E0 يسمى الشعاع المعدوم ونرمزله بالرمز  لعنض الحيادي لعملية جمع الأشعة ا •
ي  هذه الحالة و
خلال السياق  يفرق بينه وبي   العنض الحيادي لعملية جمع الأعداد منف 

ي 
 . الرياض 
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 .  x –بالنسبة لعملية جمع الاشعة بالرمز  xنرمز لنظي   •

ي ف ش (  نتائج من التعريف
 
 )قواعد الحساب ف

 لدينا الخواص التالية :  . 𝕂من   ي   كيفي  ين ض عن α, βو   Eمن   ي   كيفي  ينعنض  x, yلتكن  

•  E00.x =  

 .  α.x = (𝛼 + 0).x = 𝛼. x + 0. xلأن :   

•  E= 0 Eα.0     

 ..x α.+ E. 0𝛼+x) = E.( 0 𝛼x = αلأن :  

• x= 0  α.  ⟺  α   =0  أوEx = 0 . 

ي الخاصيتي   السابقتي   أنه إذا كان 
 . .Ex = 0α فإن  𝛼  0 =أو  Ex = 0 رأينا ف 

 . Ex = 0أي  E1.x = 0ومنه  E. 01– αx = .α 1 – α    عندئذ  غي  معدوم  αو  .Ex = 0α:  نفرض أن

•  – (α.x) = (– α).x = (– x )   

 x    α. x +  α). –x = (α + α). –= 0. x =  ( E0ن : لأ

 .xα. ) +  x –(.α = x)+  x –(.α = 0. x = E0و    

• α.(x – y ) = α. x – α. y . 

 . الفضاءات الشعاعية الجزئية  2.  1

 تعريف : 

ي من  Fنقول إن . Eجزءا غي  خال من  Fو  𝕂عل ف ش   E ليكن
(   )ف ش ج Eفضاء شعاعي جزئ 

طان:  والعملية الخارجية ".". مستقرا بالعملية الداخلية "+"  Fإذا كان   أي إذا تحقق الشر
1) ∀ x, y ∈ F : x + y ∈ F             2) ∀ x ∈ F, ∀ α ∈ 𝕂 : α.x ∈ F 

 

 أمثلة:  

 . Eفضاءان شعاعيان جزئيان من  E{0{ و   E  من كل فإن 𝕂ف ش عل   Eإذا كان  (1

 .ℝ 2ف ش ج من  هي  by = 0 }  ax : 2 ℝ ∈F= {(x, y)+المجموعة  (2

 مجموعة المتتاليات الحقيقية المتقاربة هي ف ش ج من فضاء المتتاليات الحقيقية.  (3

 ف ش ج من فضاء المتتاليات الحقيقية. باعدة ليست مجموعة المتتاليات الحقيقية المت (4

 ف ش ج من فضاء المتتاليات الحقيقية.  وجبة ليستمجموعة المتتاليات الحقيقية  الم (5
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ات الحدود ذات الدرجة الأصغر أو تساوي  (6 هي ف ش ج من فضاء التوابع   nمجموعة كثي 

ي 
ي تأخذ قيمها ف 

 ℝ.  الحقيقية الت 

ات الحدود ذات الدرجة   (7 ي تأخذ  nمجموعة كثي 
ليست ف ش ج من فضاء التوابع الحقيقية الت 

ي 
 ℝ.  قيمها ف 

                 ملاحظة : 

ي ج عاعي ش ضاءف كل الشعاع المعدوم ينتمىي إلى   
   ف ش 𝕂 من زئ 

 

  Fينتمىي إلى  xغي  خال أي يوجد  F، فإن E ف ش-𝕂 من زئيا ج عاعيا ش ضاء  ف Fبالفعل، إذا كان 

  .F ∈x = 0ومنه 
E0.  

 قضية : 

 ف ش -𝕂ف ش هو بدوره -𝕂  كل ف ش ج من

 برهان : 

ي تعريف ف   Eجزء من  Fبما أن .  Eف ش -𝕂  ف ش ج من  Fليكن 
وط أ( و ب( و  ج( و د( ف  فإن الشر

  – ) = F   ∈1 ).x  –xو    F ∈= 0.x  E0  فإن Fمن  ا عنض   x إذا كان  من جهة أخرى   ش محققة. 

 .ف ش – 𝕂هو  (. ,+ ,F) زمرة تبديلية إذن (+ ,F) ومنه

                 ملاحظة : 

 (+ ,E) زمرة جزئية من (+ ,F)  فإن E ف ش 𝕂 ف ش ج من Fإذا كان  

 قضية : .

ط :  ف ش -𝕂  ف ش ج من Fلكي يكون   ي أن يتحقق الشر
 يلزم ويكق 

∀ x, y ∈ F, ∀ α, 𝛽 ∈ 𝕂 : 𝛼. x +𝛽. y  ∈ F  

 

  برهان : 

 . 𝛼. x +𝛽. y  ∈ F ومنه   𝛼. x , 𝛽. y∈ Fف ش فإن : -𝕂  ف ش ج من Fإذا كان 

 . x, y ∈ F, ∀ α, 𝛽 ∈ 𝕂 : 𝛼. x +𝛽. y  ∈ F ∀ نفرض أن : بالعكس، 

 د نج 𝛽 =0  وبأخذ x, y ∈ F, ∀ x,y ∈ F:  x + y  ∈ F ∀نجد    𝛼 =𝛽=1: بأخذ 

∀ x ∈ F, ∀ 𝛼 ∈ 𝕂 : 𝛼. x ∈ F   ومنF 𝕂- .ف ش ج 
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 قضية : 

 .E  ف ش ج من   F∩ Gفإن :  Eف ش  -𝕂  ف ش ج من Gو  Fإذا كان  
 

 برهان: 

 :   إذن ∋G  x, y و ∋F  x, y  ومنه ∋F∩ G  x, y ليكن

∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝕂 :  𝛼.x + 𝛽.y ∈ F     و    𝛼.x + 𝛽.y ∈ G 

   أي : 

  ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝕂 :  𝛼.x + 𝛽.y ∈ F ∩ G. 

 :   ملاحظة

ورة فضاء شعاعيا جزئيا   اتحاد فضاءين شعاعيي   جزئيي   ليس بالض 
 

   x  2ℝ ∈= {(x, y) 2F : –   { y = 0و  1F (x, y)} =∋ x + y = 0 }  2ℝ :نضع :   

 .   2ℝفضاءان شعاعيان جزئيان من   2Fو  1Fرأينا أن 

  2F ∪ 1F  ومنه 1  –(1,  +(1, 1)( 2F ∪ 1F ∉ = (2, 0) و      ,1) ,2F ∪ 1F ∈) 1  –(1, 1) لدينا : 

 . 2ℝ ليس ف ش ج من

 :  تعريف

 .𝕂عناض من  p, …, α2, α1αو  Eعناض من  p, …., x2, x1xو لتكن  فضاء شعاعيا -E 𝕂ليكن 
عناض  p, …, α2, α1αحيث :  p xpα +… +2x2α +1x1αيكتب عل الشكل    Eكل عنض من 

 . p, …., x2, x1x يسمى مزجا خطيا للأشعة  𝕂من 
 

 أمثلة :  

 . (1 , 0)و   (0, 1)هو مزج خطي للـشعاعي     (1 ,0)3 + (0 ,1)2 =(3 ,2)الشعاع :  (1

ات ال (2 ي فضاء كثي 
ي دود ذات حف 

  هو مزج خطي للأشعة x 24 x – 32x + الشعاع  .المتغي  الحقيق 

, x2, x 3x . 

ي  (3
ي فضاء التوابع العددية  ذات المتغي  الحقيق 

هو مزج خطي   cos x + sin x   x2e 7+الشعاع  .ف 

 . cos x , sin x xe , للأشعة

ي فضاء المتتاليات الحقيقية (4
 .  n, v nuشعاعي   هو مزج خطي لل  n6 v – n(1/2)u  الشعاع  .ف 
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 :  قضية

 ةخطيالج و مز ة كل المجموع    .Eعناض من   p, …., x2, x1xو لتكن  فضاء شعاعيا -E 𝕂ليكن 
 .Eهي ف ش ج من  .p, …., x2, x1x  للأشعة

 

 برهان : 

 . p, …., x2, x1x للأشعة ةخطيالج و مز مجموعة كل ال Fلتكن 

 بحيث :  )p 𝕂 ∈)p𝛽, …, 2𝛽, 1𝛽), ( p, …, α2, α1α  فإنه يوجد  F ∈x, yإذا كان 

x = α1x1+ α2x2+ …+ αpxp       et  y  = 𝛽 1x1+ 𝛽 2x2+ …+ 𝛽 pxp     

 لدينا   λ, μ ∈ 𝕂من أجل كل 

F . ∈ p)xp  𝛽μ p + λ α+….+ ( 2x)2  𝛽μ 2 + λ α+( 1x)1  𝛽μ 1 + λ αy = (μ x +  λ 

 تعريف : 

ي المولد بـ  . E فضاء شعاعي  -𝕂من  جزءا   Aليكن 
صغر فضاء شعاعي أهو  Aالفضاء الشعاعي الجزئ 

ي من 
 . vect(A):  ونرمز له بالرمز  .Aيحوي  Eجزئ 

 

هنة :   مبر

ي   هو  vect(A)  فإن E فضاء شعاعي  -𝕂جزءا  من  p, …., x2, x1{x=A{  إذا كان
الفضاء الشعاعي الجزئ 

 . p, …, x2, x1xالمشكل من كل المزوج الخطية للأشعة 

 

 برهان: 

ي المشكل من كل المزوج الخطية للأشعة Fليكن 
 . p, …, x2, x1x الفضاء الشعاعي الجزئ 

  vect(A)  و عنض منه p, …, x2, x1xفإن كل مزج خطي للـأشعة  𝕂 ف ش عل الحقل vect(A) بما أن 

ي يحوي  F ⊆ vect(A)   .F ومنه
  A يحويهو اصغر ف ش ج   vect(A) وبما أن  A هو فضاء شعاعي جزئ 

 . F = verct(A)ومنه   vect(A) ⊆ F فإن

 أمثلة :  

ي  (1
 . )2ℝ   :} ℝ∈   𝛼:  1 , 2) –(  𝛼= { )2)1 ,  –( vect ف 

ي  (2
ي تصب ف 

ي  الت 
ي مجموعة التوابع ذا ت المتغي  الحقيق 

  ℝف 

} ℝ ∈:  α, β  +β sin x x, sin x ) = {α e xvect(e 
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ات ال (3 ي فضاء كثي 
ي : غي  تدود ذات المحف 

 الحقيق 

vect(1, x , x2, x3 ) = {a + bx +cx2 +dx3 : a, b, c, d ∈ ℝ }. 

 .vectg(Φ) = {0} لدينا اصطلاحا :  (4

 عريف :  ت

 إنه ذو بعد منته إذا أمكن توليده بجملة عدد عناضها منته.  Eنقول عن فضاء شعاعي 

 

 أمثلة : 

1)   nℝ   .ذو بعد منته 

ي لا تزيد عن  (2
ات الحدود ذات الدرجة الت   هو فضاء دو بعد منته.  nفضاء كثي 

 

 .  أساس ف ش   3.  1

 تعريف : 

 إنها مستقلة خطيا إذا كان :  فضاء شعاعي  -𝕂  من  p, …, x2, x1{x{ نقول عن جملة أشعة 
=0 p𝛼 =… =2𝛼 =1𝛼 ⟹= 0   3xp𝛼, …, 2 x2𝛼, 1x   ∈ et p𝛼, …, 2𝛼, 1𝛼 

 كانت جملة أشعة غي  مستقلة خطيا نقول إنها مرتبطة خطيا. إذا  

 

 مثال: 

ي  (1
   ,1)– 2  ,2) ,(– ( 2مستقلان خطيا. بينما الشعاعان  (1 ,0) ,(0 ,1) الشعاعان   2ℝف 

 مرتبطان خطيا. 

ات ال (2 ي فضاء كثي 
ي تدود ذات المحف 

بينما الجملة   مستقلة خطيا }x21, x , x ,3 {الجملة  غي  الحقيق 

x }  –1    ,2{1, x , x مرتبطة خطيا. 

 : ملاحظات 

مستخرجة منها تكون جملة أشعة غي  منتهية مستقلة خطيا إذا كانت كل جملة جزئية منتهية   (1

 مستقلة خطيا. 

 إذا كانت جملة مستقلة خطية فإن كل جملة جزئية منها مستقلة خطيا.  (2

 جملة تحويــها مرتبطة خطيا. إذا كانت جملة مرتبطة خطيا فإن كل  (3

مستقلة إذا   {x}إذا كانت جملة مستقلة فإن الصفر لا ينتمىي لهذه الجملة. وبصورة خاصة الجملة  (4

 غي  معدوم.  xوفقط إذا كان 
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 إذا كانت جملة مستقلة فلا يمكن لأحد عناضها أن يكتب عل شكل مزج خطي لبقية العناض.  (5

يكتب عل شكل مزج خطي لبقية   عل الأقل  أحد عناضها إذا كانت جملة منتهية مرتبطة فإن  (6

 العناض. 

 قضية: 

ي  }p, …., x2, x 1x {لتكن 
. لدينا  p, …., x2, x 1xللأشعة مزج خطي  xف ش و  -𝕂جملة أشعة ف 

 . p, …, x2, x1xيكتب بصورة وحيدة بدلالة  x  ⟺جملة مستقلة  }p, …., x2, x 1x{         التكافؤ: 

 

 برهان : 

 مستقلة. وأن  }p, …., x2, x1x{ نفرض أن

 pxpa +… +2x2a +1x1= a x  وpx pb +… +2x2b +1x1b=  x 

 ومنه :   pb) x –+… +,( ap 2) x2b – 2+ (a1x)1b – 1(a 0  =     عندئذ : 

p=bp, …, a 2= b2, a1=b1a 

ي تحقق :  p, …, a2, a1a لنفرض الآن وحدانية الأعداد 
 pxp+ …+a 2x2+ a 1x1x = aالت 

 :  ئذدعن  pxp+ …c 2x 2+ c 1x 1c  0 = لنفرض أن : 

    p)xp+cp+ …+ (a 2)x2+c2+ (a 1)x1+c1x= (a  من وحدانية  وp, …, a2, a1a  نجد 

  = 0 p=…=c2=c 1c الجملة مستقلة خطيا ومنه. 

 تعريف : 

 إذا تحقق ما يلي :   Eف ش  -𝕂أساس للـ  A نقول إن جملة 

• A  مولدة لـE   أي كل عنض منE  يكتب عل شكل مزج خطي لعناض منA . 

• A  مستقلة خطيا . 

 

 أمثلة :  

 الجملةومنه   ,y.(0,1)0(x, y) = x.(1 + (يكتب عل الشكل  2ℝمن   (x, y)كل عنض  (1

 . 2ℝواضح أن هذه الجملة مستقلة فهي إذن أساس لـ  ،2ℝمولدة لـ   }(1 ,0) ,(0 ,1){ 

ي   nℝلـأساس  },(0 ,… ,1,0)… , 1,…,0 ,0) ,(0,… ,1 ,0)( {بالمثل نجد أن 
 يدع الأساس القانوئ 

 . له
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ومن   nx n+ a + …. 2x2x + a 1+a 0aيكتب عل الشكل  nدرجته أقل من كل كثي  حدود  (2

ي درجتها لا تتعدى  مستقلة فهي أساس   }n, …., x21, x, x{ الواضح أن
ات الحدود الت  لفضاء كثي 

n  ي و
 . لهذا الفضاء  يدع الأساس القانوئ 

 

 :   خواص

من هذا الفضاء يكتب بصورة وحيدة عل  xأساسا لـ ف ش فإن كل عنض   }n, …, x2, x1x{إذا كان 

ي الأساس x مركبات   a2, a1a,… ,3وتسمى الاعداد   nx n+ …+a 2x 2+ a 1x 1x = aالشكل 
  ف 

}n, …,x2, x1x{. 

مستقلة خطيا فهي   n, …, y2, y1{y{أساسا لـ ف ش وكانت الجملة  }n, …, x2, x1x{إذا كانت    (1

. أيضا أساس لهذا الفضاء   الشعاعي

 قضية: 

 كل فضاء شعاعي يقبل أساسا. 
 

 الفضاءات الشعاعية ذات البعد المنتهي بعض خواص  . 4 .1

هنة   :  وتعريف مبر

 . E  {0} حيث   ف ش ذا بعد منته Eليكن 
  .dim(E)ونرمز له  Eلها نفس عدد الأشعة. يسمى هذا العدد بعد الفضاء  Eكل أسس  (1
 إصطلاحا.  dim ({0}) = 0نكتب 
 ذو بعد منته.  Eكل ف ش ج  من  (2
 . dim(E)≤ dim (F)فإن :  Eف ش ج من  Fإذا كان  (3
 .  E = Fفإن  dim(E) = dim (F)و   Eف ش ج من  Fإذا كان  (4

 

 تطبيق : 

 .  2ℝ(dim(2 =ومنه   2ℝ أساس }(1 ,0) ,(1,0){رأينا أن الجملة 

  dim(F)∋ {2 ,1 ,0}ومنه   dim≥(F) 2ذو بعد منته و   Fفإن  2ℝ ف ش ج من  Fإذا كان  

 .2ℝ=  F فإن  dim (F) 2 = كان   إذا 

 .مولد بشعاع وحيد ويمثل هندسيا بمستقيم يشمل المبدأ  Fفإن   dim(F) = 1إذا كان 

 .F = {(0, 0)}فإن   dim(F) = 0إذا كان 
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هنة  مير

 . dim (E) = n ≠ 0ف ش حيث  Eليكن  
. بالإضافة لذلك يوجد  m≤ nمستقلة خطيا فإن  Eشعاع من  mإذا وجدت جملة مكونة من   (1

 يحوي هذه الجملة.  Eأساس لـ 
 عنضا هي جملة مرتبطة خطيا.   (n+1)كل جملة مشكلة من  (2
 .شعاعا  n – 1بــــ  Eلا يمكن توليد  (3
 .E كل جملة مستقلة خطية هي جزء من أساس لـــ (4
 .  Eتحوي أساسا لــ  Eكل جملة مولدة لـ  (5
  فإن  القضايا التالية متكافئة عنض، nبها  Eعائلة من   u)وكانت  )    dim(F) = n   إذا كان (6

(u)  مستقلة       (u)   تولدE           (u)  أساس لـE 

يمكننا تكميل   ، Eعائلة منتهية ومستقلة ولكن لا تولد  (u) و   Eعائلة مولدة للفضاء  (e)لتكن   (7
(u)   بواسطة أشعة من(e)  للحصول على أساس لـE . 

 

 . الفضاءات الشعاعية الجزئية المتكاملة  5 .1

 تعريف : 

  F + G = {f +g / f ∈ F , g ∈ G}  المجموعة  . Eف ش  -𝕂ف ش ج من  Gو  Fليكن 

 .  Gو   F  مجموع الفضاءين الجزئيي   تسمى 

 

هنة   مبر

ي    F + Gفإن    Eف ش  -𝕂ف ش ج من  Gو  F إذا كان 
 Eمن  هو الفضاء الشعاعي الجزئ 

     .∪ G Fالمولد بـ  

 

هنة   وتعريف :   مبر

فإن القضيتي   التاليتي      F + G =Eبحيث:    Eف ش  -𝕂ف ش ج من  Gو  F إذا كان 
 متكافئتان: 

  F ∈ 1x حيث   x 1x = x +2    وحيدة عل الشكل :   يكتب بصورة Eمن  xكل عنض (1
  .  G ∈ 2xو 

2)  F = {0} ∩G  . 
طي   نقول إن   لـ   Eإذا تحقق أحد هذين الشر   . E = F⨁ Gونكتب :  Fو  Gمجموع مباشر

ي هذه الحالة نقول إن  
 متكاملان.  Gو  Fف 
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 مثال: 

 . ℝ ∈: x  G = {( 0, x) {و  (x, 0)} = ℝ ∈: x  F{حيث:   G  ⨁F =  2 ℝيمكننا أن نثبت بساطة أن : 

 

هنة   : مبر

 ذا بعد منته.   ف ش  -E 𝕂ليكن 
 إذا كان بصفة عامة . dim(E) = dim(F) + dim(G):   فإن E = F⨁ G :  إذا كان (1

A   و B    فضاءين شعاعيي   جزئيي   منE 
dim(A+B) = dim(A) + dim(B) – dim (A∩B) 

 .يقبل عل الأقل مكملا Eكل ف ش ج من  (2
ي من  2Fو  1Fإذا كان  (3

 . لهما نفس البعد  فإن Eمكملي   لنفس الفضاء الشعاعي الجزئ 
 


