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Chapitre 1

Introduction

L’analyse numérique est la conception et létude d’algorithmes pour des solutions & des
ensembles des équations issues de modéles de la physique et d’autres domaines...
Pour traiter tout phénoméne physique (ou chimique) on peut utilser :

— L’approche analytique.

— L’ expérience.

— L’approche numérique.

L’approche numérique (Le calcul numérique)

Le modéle mathématique constitue des équations difféntielles partielles (EDP) peut
étre transformé & ’aide d’une méthode de discrétisation en un systéme d’équations algé-
briques.

Par définition la discrétisation est une opération qui consiste 4 remplacer des relations
entre des fonctions continues dérivables par un nombre fini de relations algébriques.
Avantages Les avantages de cette approche sont :

— faible cout.

— Rapiditeé.

— Valable pour tous les modéles physiques ayant un modéle mathématique.
Inconvénients Pour les inconvénients on peut citer

— Moins précise par rapport aux autres méthodes.

— Parfois plus couteuse lorsque les capacités de stockage sont trés grandes ou bien le

temps de calcul devient important.



Phénomeéne physique

modéle mathématique
k.

EDP ou systéme d'EDP non linéaires
sur un domaine continu

meéthode de discrétisation
+

algonthme de résolution

Systéme d'équations algébriques linéaires
sur un domaine discret

méthode de résolution

modélisation numérngue

Y

Solution sur un domaine discret

FI1GURE 1.1 — Le principe du calcul numérique.

Les équations aux dérivées partielles (EDP)

Une équation aux dérivées partielles (ou simplement EDP) est une équation dont
I'inconnue est une fonction et partant sur les dérivées partielles de cette fonction.

Si on note

y:R"(Q un ouvert dansR™) — R (1.1)
x = y(x)
Alors I’équation s’écrit sous la forme :
F(z,y(x), Dy(x),...,DPy(x)) =0, n,p e N, (1.2)
ou p : est appelé 'ordre de 'EDP, et
F:R"«R" x . R" est une fonction donnée . (1.3)

Les EDP proviennent de la modélisation mathématique, cad la transcription en équa-
tions, de problémes intervenant dans tous les domaines des sciences : physique, chimie,

finance,....



6 Introduction

1.1 Modélisation du phénomeéne de transport

Un phénpméne de transport (phénpmeéne de transfert) est une phénpmeéne irrévisble
durant lequel une grandeur physique est transportée par le biais de moléculaires et qui
a pure origine l'inhomogénéité d'une grandeur intensive. C’est la tendance spontanée
des systémes physiques et chimiques & rendre uniforme ces grandeurs qui provoquent le
transport.

1.1.1 Principe de conservation

Pour un changement chimique, le principe de la conservation indique que la masse
des réactifs et des produits restera la méme, car les mémes atomes au début et la fin
de la réaction. Il se produira un réarrangement des atomes pour former des nouvelles

moléculaires & la fin de la réaction.
Résultat : Le principe de la conservation indique que la masse des réactifs est égale & la

masse des produits.

1.1.2 Equation de continuité

Le principe de conservation de masse peut étre formulé comme suit : L’accumulation de
masse dans un volume donné par unité de temps est égale a la différence entre les masses
qui entrent et celles qui sortent du volume. Il est exprimé par 1’équation de continuité

comime suit :
dp

E+V.W>:o. (1.4)

1.1.3 Equation de I’énergie

L’équation de I’énergie s’écrit comme suit :

DT

7 = V(YD) + g+ po. (1.5)

eCp

En coordonnées cartésiennes, ’expression de la dissipation visqueuse s’écrit :
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ou? ow? ow? 1.0u w? 1.0v ow? ow Oul’ ou
= 2ul(Z2) +(22) (22) 4o ( 22+ 8y po = 2 2y == 22 el
6 =2ul(G) +(5) +H30) +3(50 + 50) +3(ge + 500 +gm + o) e

1.1.4 Equation de conservation d’espéce chimique

9(pYy)

LV (pVY) = =V T 4+ R+ S,

avec :
Y; : est la fraction massique locale de ’espéce chimique 1,

Z- : C’est le flux de diffusion de 'espece 1,

R; : remplace le taux net de production de I'espéce ¢ par réaction chimique,
S; : Le taux création par addition de la phase dispersée et autres sources,

p : signifie la masse volumique.

8x+

v Ow >

ay "9

(1.6)

(1.7)



Chapitre 2

Classification des équations
différentielles aux dérivées partielles

La forme générale des équations aux dérivées partielles

Une équation aux dérivées partilles du deuxiéme ordre est donnée (en coordonées
cartésiennes) sous la forme
0%u 0%u D%u ou

ou
A B C D—+F—4+Fu=0G 2.1
52+ Bangy * O T Pan + By T Fu=0 (2.1)

ou les coefficients A, B, C, D, E, F, G sont des fonctions de deux variables (Elles dé-
pendent seulement de x, y). La classification est faite sur la base des ces coefficients.
L?EDP est dite linéaire si u est linéaire par rapport & variables et ses dérivées par-
tielles, et si les coefficients qui les lient ne dépendent que de (z,y); sinon elle est non
linéaire.
2.1 Classification au sens mathématique
Considérant 'EDP (3.8), et posant

A = B? —4AC. (2.2)

Alors
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— T'EDP est dite hyperbolique si A > 0.
— L’EDP est dite parabolique si A = 0.
— L’EDP est dite ellptique si A < 0.

Exemples 2.1.1 On considere u une fonction o deuz variables.

1). 5 ‘9 g — 2:68‘182 +x 2 — 224 4y =z est de type parabolique (A =0 ).

2). ya — 2272‘ — %t gZ +u = 0 est de type hyperbolique si y > 0, parabolique si y = 0,
et de type elliptique pour y < 0 (A = 4y).

Exemples 2.1.2 — L’equation de la chaleur (de diffusion)
ou  d%u
ot ox?

est parabolique.

— L’equation des ondes

Pu  u
o2 0a”
est hyperbolique.
— L’equation de Laplace
Pu 0u

est elliptique.

Classification mathématique dans le cas générale (p variables indépendantes)

Si u est une fonction de p variables indépendantes, les EDP linéaires du second ordre

sont du type :

p
a
> Ay, @) ZB T ) 5 + C(21, .., xp)u+ D(x1,..,2,) = 0. (2.3)

Si tous les A; sont non nuls et de méme signe, 'EDP est de type elliptique.

Si tous les A; sont non nuls et sont; & une exception prés, de méme signe, 'EDP est de
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Classification des équations diftérentielles aux dérivées partielles

type hyperbolique.

Si un seul des A; est nul et tous les autres de méme signe et si 'un des B; est non nul,

I’EDP est de type parabolique.

2.2 Classification au sens physique

La classification au sens physique des équations aux dérivées partielles peut étre dévisée

en deux grandes catégories.

— Les équations qui modélisent des problémes d’état d’équilibre ou station-
naire appartiennent & la classe dite des problémes elliptiques. L’équation de La-
place et celle de Poisson font partie de cette classe.

— La deuxiéme classe est celle des problémes d’évolution dont les solutions dé-
pendent du temps, c¢’est-a-dire les équations de type parabolique et de type hyper-
bolique.

Exercice 1 Quel est le type de chaque équation :

2 \
1). % :azgﬁ, ot a € R,
8%u

2). a%—kawy—ki%g—z:o, ou ¢ € R.

du _ > u 20%u 20%u du _
3) Loz Qxyamay +z oz +y y? +y8y = 0.

92%u 92%u 9u ou __
4) Ox? + Ozdy + > + Yo: = 0.

Conditions aux limites

Les conditions aux limites (ou conditions aux bords) sont les contraintes sur les valeurs

que prennent la solution des EDP sur une frontiére Q (si 2 € R est un intervalle ouvert

Ja,b], dans ce cas 02 = {a,b}). On se base dans notre cours sur trois types.

Conditions aux limites de Dirichlet

Ce type de conditions est imposé a 1’équation (1.2) lorsqu’on spécifie les valeurs que

la solution doit vérifier sur les frontiéres du domaine 2. c’est a dire, si on pose f, une
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fonction définie sur 02, alors
u(z) = f(x) YV ax e o. (2.4)

Exemples 2.2.1 On considére une plaque d’épaisseur L. On suppose que la surface de
la frontiére a x = 0 est maintenue a la temperature uniforme Ty, et la surface de frontiére
x =T a la température uniforme Ty. Dans ce cas les conditions aux bords peuvent étre

comme suit

{ u(0,t) =11, t>0 (2.5)

u@)=ut
u(T)=u2

o
-

FIGURE 2.1 — Les conditions aux limites de Dirichlet.

Conditions aux limites de Newmann

Ce type de conditions est appliquée & une équation (1.2) lorsqu’on spésifie les valeurs
que la solution doit vérifier sur les frontiéres. Soit ¢ une fonction définie sur 0f) et telle

qu’en tout point z € 9€) on a

= gl), (2.6)

T est le vecteur normal & 99).

Conditions aux limites mixtes

Il s’agit d’une relation linéaire entre les valeurs de la fonction et les valeurs de la dérivée

de la fonctionsur le bord du domaine. Posant h définie sur Q U 052, pour tout z € QU 9N

ap(z)u(x) + ag(a:)aaﬁ (x) = h(x). (2.7)



Chapitre 3

Méthodes de discrétisation

Pour résoudre un probléme des équations aux dérivées partielles les données suivantes
sont nécessaires
e Définir un domaine (2.
e Une équation aux dérivées partielles.

e Des condtions aux limites (et des conditions initiales si le probléme est d’évolution).

Pour obtenir une approximation numérique de la solution de ce probléme, nous devons ap-
procher les dérivées partielles de 'EDP en chaque noeud du domaine discrétisé (maillage)

en utilisant les valeurs de la variable dépendante en ce noeud et aux noeuds avoisinants.

3.1 Méthode des différences finies

Cette méthode est fournie aux probléme aux limites afin d’obetenir une solution ap-
prochée, sur un maillage, en se basant sur la discrétisation de 'opérateur différentiel a%v

62
W’”“

Le principe de cette méthode est la discrétisation du domaine de calcul un nombre fini
de points sur lesquels on approche les opérateurs de dérivation des équations modéles par

des développements en séries de Taylor tronquées a 1’ordre de précision choisie.

12
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3.1.1 Meéthode de différences finies pour les équations élliptiques
Résolution du probléme de Dirichlet homogéne

On choisit comme un modéle, le probléme aux limtes suivant :
{ _y// = f(l‘), Si XG]O71[ (31)

ou f est une fonction continue sur [0, 1].
On commene par choisir un entier N > 1 et on dévise I'intervalle [0;1] en (N + 1) sous-
intervalles dont les extrémités sont les points du maillage.

b =1, N4+1, he — (3.2)

x;=1th, 1=1,.. = —. .
(3 Y ) Y ) N + 1

Le pas h est choisi constant pour faciliter 'utilisation des algorithmes servant a résoudre
les systémes linéaires qui résultent de 'approximation et qui font intervenir une matrice

de dimension N x N.
On utilise maintenant le développement de Taylor au point x; pour remplacer y”. Evi-

demment, si y est de classe C*([0, 1]), alors :

2

Yy (i) = %(y(%ﬂ —2y(@;) +y(zi1))) — %Zf(&% §i € (i1, Tiga]. (3.3)

On néglige le terme contenant &; dans la formule précédente et on note y; une approxi-
mation de y au point z;.
On revient au probléme (3.1), on obtient finalement la méthode des différences finies

suivante

Yo = 07 YN+1 = 07 (3 4)
—Yio1+2y; — yir1 = WA f(x), i=1,..,N. .

'erreur de troncature dans cas est d’ordre o(h?).

Le shéma numérique (3.4) s’écrit sous la forme matricielle suivante :

MY, = by, (3.5)
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ol la matrice M est donnée par

2 -1 0 0

-1 2 -1 0
M: 0 _1 2 9

0 O -1 2

tandis que Y}, et by, sont des vecteurs dans R", on a :

Y1 f(x1)
Yo f(x2)
Yh = et bh = h2
YN-1 f@N—l)
YN, f(fEN)

Exemples 3.1.1 Résoudre le probléme de Dirichlet suivant

Y

T _
ox?
{ T(0)=0, T(1)=0.
Le développement de Taylor de T est

Ti 2T+ T 92T
Az Az’

dans cs cas Az désigne h.
Posant Ty =0 et T5 =0 (N =4).

Résolution du probléme de Dirichlet non homogéne

On considére le probléme linéaire du second ordre suivant

{ y' =p(x)y + q(z)y +r(x), = €]0,1],
y(0) =a, y(1) =4

p, q, 1, sont des fonctions continues sur [0, 1], a et 5 sont deux nombres réels.
Pour trouver la solution approchée du probléme (3.1.1) par la méthode des différences

finies, on commence par diviser l'intervalle [0,1] en N + 1 sous-intervalles comme suit

zi=ih, i=1,.,N+1, h= g
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Supposant y € C*([0,1]), en utilisant le développement de Taylor de y au point z;, on

trouve
" 1 h? (4)
y'(r;) = ﬁ(y(xm —2y(z;) +y(zi1))) — 1Y (&), & € [mim1, wiga),
et
y'(z;) = (Y(@it1 —y(rim1))) — =y (Ki), ki € [Tim1, Tiga].

2h 6

(3.6)

(3.7)

On néglige dans les relations (3.6) et (3.7) les termes contenant les dérivées de y aux points

inconnus &; et k; et tenant compte les conditions aux limites, on obtient la méthode aux

différences finies suivante avec une erreur detroncature d’ordre o(h?)

{ Yo=0q, Yn+1 =P,
hiz(—yiﬂ + 2y — Y1) +p($i)ﬁ(yi+1 — Yic1) +q(xi)ys = —r(z;), i=1,...,N.

Léquation précédente peut étre réécrite comme suit
—(1+ §p(xi))yio1 + 2+ hPq(xi))ys — (1 = 5p(2:))yisa = —hPr(z:), i=1,.., N,
ou d’une maniére plus simple

—(1+ %pi)yiﬂ + 2+ PPq)y — (1 - %pi)yiJrl = —h%r;, i=1,..,N.

Cette derniére peut étre écrite sous forme un systéme linéaire MY, = b,, M € M(N),

avec
2+ h%q —1+4p 0 e 0 0
—1+5%4p, 2+h%p —1+bp, - 0 0
. 0 —1+L4ps 2+h% - 0 0
0 0 0 e 24 RPqno =14 Bpyy
0 0 0 o =1+ 2py 2+ Ry
Y1 —h?ry+ (1 + % +p1)a
Y2 —h?ry
Yh = et bh == h2
YN—1 —h’ry_4

YN, —h*ry+ (142 +py)B
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Exemples 3.1.2 Résoudre le probléme de Dirichlet non homogéne suivant

Résolution du probléme de Dirichlet en 2 dimensions

Le principe dans le cas des problémes de dimensions supérieure a 1 est le méme que
celui utilisé dans le cas d’une seule dimension, et les étapes sont complétement analogues.

On cherche a résoudre numériquement le probléme suivant

—Au = f, Q=]0,1[x]0, 1]
u=0 sur 0,

on u=u(x,y), et A= aa_; + g—; désigne le laplacien.
Le maillage de §2 est présenté par
vi=1ih  y;j=jh i,j =0, N+1,

ou
1

h:N——l—l’ n € N.

Maintenant, en utilisant toujours le développement de Taylor (pour les fonctions & plu-

sieurs variables), on trouve

0%u w(zi_1,y;) — 2u(zs, y;) + u(rir, y;)

@(:L’iayj) = s 2 ’ a2 LLAEY (3.8)
et

0%u w(zs, yi1) — 2u(xy, y;) + ulw;, y;

a_yQ(xiv yj) _ ( J 1) (h2 ]) ( J+1) ' (39)

De (3.8) et (3.9), le shéma numeérique de u peut étre considéré comme :

0*u —du(z;, y;) + u(zi—r,yy) + wl@i—y, y;) + wlxs, yi—1) + u(zs, yjs)
g2 () = ’ ’ h ! 7 (3.10)

ou simplement

—4duij 4 Uio1y + Ui,y + i1 + Ui

® (3.11)

Apuij =
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Avec la notation (3.20), on peut définir le probléme discrétisé

{ —Ahum = fi,j; Z,] = 1, ...,N,

Upj = UNy1,; = Uip = Ui N1 = 0.

Remarque 3.1.1 On peut choisir deux pas différenets pour x et y, disant h et k, alors
h=s k=

N+17 M+1°

3.1.2 Meéthode de différences finies pour les équations hyprbo-

liques

Il y a deux types essentiels dans ce cas : explicite et implicite.

Soit léquation des ondes :

2u _ 1 8%

9z2 — 2 a2

u(z,0) = f(z), Vzel0,qa,
51 (@,0) = g(2).

Méthode explicite
Toujours, on utilise les mémes étapes de discrétisation, on trouve

i1, j—2Us U1,y 1 U1 — 2+ U 1
h2 T2 k2 :

Le probléme des ondes discrétisé est donné par

Wipj 41— Ui j—1

{ ui,j+1 = —’LLiJ;l + 2(1 — )\)um + )\(uiﬂ,j -+ ui,l,j), A= 622—2
2% = Y-

Pour j =0on a
wip = —u;—1+ 2(1 — N0+ AMwiy10 + wiz10),
puisque
Ui1 — Ui—1 = Gis
alors

Ui —1 +2kg; = —u; 1+ 2(1 — Nugo + AMwig1,0 + Ui—10),
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d’ou
A
w1 = —kg; + (1 — Nujo+ §(Ui+1,o + Ui10 + Ui—10),

ce qui donne

A
wip = kgi + (1 — Nuio + §(Uz‘+1,o + Ui—10)-
Pour trouver la solution compléte de ce probléme il faut imposer les condtions aux limites
pour z (x =0, et © = a).

Remarque 3.1.2 Pour que la solution soit stable il faut que k < % Pour cette raison,

on doit employer la méthode ivmplicite, si on désire calculer u en des pas grandes.

Méthode implicite

En prend en considération que

32u _ 1(82u(x,'7j+1) i (92u(xm-_1)
ox* 2 Ox* Ox?

)7

pour trouver

5 tit1i+1 (1 + Nuijpr — 5 Ui-1j1 = 2u;; + §(Ui+1,jfl = 2ui 51 + Uiy 1)

Il est évident que la méthode est stable pour n’importe quelle valeur de & = jt, ce qui

donne I'avantage a cette méthode.

3.1.3 Meéthode de différences finies pour les équations parabo-
liques

Pour la résolution de ce type des équations, il existe deux types de base : Méthode

explicite de résolution, et la méthode implicite de résolution.
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La forme générale des équations paraboliques est :

du 0?u u
5 = a(x)@ + b(x)% + c(z)u(z) + d(z), =z € [a,bl, (3.12)

avec des conditions aux limites de Dirichlet

u(a,t) = ug(t)  u(b,t) = up(t),

et des conditions initiales

u(x,0) = ug(x).

a
N+1°

Le maillage de 'intervalle [a, b] est toujours x; = ih, avec h =
Méthode explicite
Aprés utiliser le développement de Taylor sur la fonction u(z,t), on obtient

Uigal = Wij o Uisly = 2Uij + Ui, 4 op, YLy — Wim

k o h? ' 2h

—i—cl-ui,j—l—di, 1= 1,...,N,

ce qui donne

ui,j—i—l = (ﬁ + ﬁ)ui_m + (1 + h2 + cik‘)um + (ﬁ + %)uiﬂ-l,j + dzk‘

La méthode s’applique sans aucune modification de principe aux équations dont les coef-
ficients a, b, ¢, d dépendent non seulement de x mais aussi de t et u ainsi qu’aux fonctions
de plusieurs variables d’espace.

La méthode explicite nécessite une condition de choisir k& — 0 suffisamment petit pour

que la solution soit stable. C’est pour cela, il est préfairable d’utliser la méthode implicite.

Méthode implicite

Le principe de cette méthode est d’écrire le second terme de 'éqaution (3.12) a I'ins-

tant ¢;1; ol la solution est inconnue. On utilise les différences & gauche pour trouver
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U j+1 — Uiy a,ui+1,j+1 = 2Uj j41 + Uim1j+1 +b,ui+1,j+1 — Ui—1,5+1

k - h? ‘ 2h

+Ciui’j+1+di, 1= 1, ...,N,

On obtient finalement

a; b; 1 2a; a; b; Ui, j
(53 + g7 Juimrgn = (¢ + 55 = @iy + (55 + gp)uirn = — (52 +di).

On a (n+ 2) inconnus mais on a n équations, on remplace donc les conditions aux limites

Uo,1, Un+1,1 Par leur valeurs, on aura alors un systéme de n équations a n inconnus.

3.2 Meéthode des volumes finis

Contrairement a la méthode des différences finies qui met en jeu des approximations
des dérivées, les méthodes des volumes finis et des éléments finis exploitent des approxi-
mations d’intégrales.

L’équation aux dérivées partielles est résolue de maniére approchée a ’aide d’un maillage
constitué de volumes finis qui sont des petits volumes disjoints en 3D (des surfaces en 2D,
des segments en 1D) dont la réunion constitue le domaine d’étude.

Un avantage de la méthode des Volumes Finis par rapport a la méthode des Différences
Finies est qu’elle permet de résoudre des EDP avec des géométries complexes dans la

mesure ot elle utilise des maillages non-structurés.

3.2.1 Meéthode de volumes finis pour les équations élliptiques mo-
nodimensionnelles

Considérant le probléme elliptique en 1D défini sur Uintervalle [0, 1].

{ —u" = f(z), si x€0,1] (3.13)

ot f est une fonction continue sur [0, 1].
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— On déscritise l'intervalle [0, 1] en introduisant un maillage défini comme suit :

ou Ty 1 € [0, 1] tels que 0 < x =y <3 <. <y <Typr=ana =1,

k; est appelé volume de controle ou cellule.
x; est le point centre associé & la cellule k;.

Le pas de déscritiastion h; est défini par

1 1
i—= Int -
Interface i 2 Ax=h nterface i+ 2

FIGURE 3.1 — Le volume de controle.

On pose, dans chaque cellule k;, la solution approchée de la solution du probléme
(3.13) :

U;

%I

— On intégre 'équation différentielle de (3.13) sur chaque cellule k;

—/ki u”(x)dx:/kif(x)dx

=z ) + (2 y) = hifi
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ou f; désigne la déscritisation f dans k;, ie., f; = hifk f(z)dz La quantité
—u' (241 ) (respctivement —u/(z; 1 )) représente le flux rentrant (respctivement
flux sortant) associé a la cellule k; au point x = x;, 1 (respictivement x = Ti1 ).

On approche maintenant le flux —u/(z,, 1) par différences centrées :
2

ou

Ces deux derniéres formules traduisent la consistence de flux. Du fait des décen-
trements, il s’agit d’approximations d’ordre O(h), avec h = maxz(h;).

Au point x = x;, on introduit le flux numérique Fi:rl associé a la cellule k;, et F;r L associé

2 2

a la cellule k; 1, c’est a dire

U, 1 — Uy UL — Uy
F~ = — i3 Lo F+ _ i+3 i+l
i-i-l - ) i+l - .
2 Tiyl — T 2 T 1 — Ti
2 2

On impose alors la conservation des flux numériques a travers r =z, 1
2

p— — _l’_
7 % i+%'
On obtient donc
Fo, = Pt = Ui — Ui _ e
it+3 it+3 Tit1 — X hij1
2

Le schéma numérique correspond al’approxiamtion peut étre décrit comme suit

i1 —Uj Ui—Ui—1 i
“Th . + ho. hzfz; l—].,...,N
it3 =g (3.14)
ug = un41 =0,
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Si le systéme est linéaire, alors le probléme numérique (3.14) s’écrit sous forme matricielle
Aup, =0 on A € M(N), avec

ap B 0 0
B oy Bo 0
A= 0 f2 a 0 ,
0 0 - Bn-o1 an-—
ou
1 1 1
al = h + h > 07 /B'L = - )
i—% H—% z+%
U f1
Uz f2
up, = : et by, = :
UN-1 In-t
Un, fN

3.2.2 Meéthode de volumes finis pour les équations élliptiques en
2D

On cherche a déterminer la solution de 1’équation de diffusion par la méthode de
volumes finis dans un domaine polygonal € C R? On cherche une fonction u = u(z)

définie pour x € Q C R?, vérifiant

0 ou 0 ou _
{ 5 Uge) + 5,(U5) + 5. =0, dans Q (3.15)

u(0) =g, sur le bord 00

La partition du domaine €2, sur lequel I’équation (3.18) est définie, est présenté dans la
figure suivante (Figure 3.2.2)

Par rapport le cas monodimensionnel, on a rajouté deux noeuds supplémentaires notés
(N) et (S).

L’intégration de léquation (3.18) sur le volume finis autour de P s’écrit
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FIGURE 3.2 — Cellule d’un maillage de volumes finis en 2D.

9 Ou 0 . ou

— (= )dxdy—l—/ S, dV = 0. (3.16)
dy AV

av Oy

On pose A, = A, = Ay, et A, = A, = Az, on obtient

ou ou ou ou

[FeAe(%)e - FwAw(%) ] [F An (ay) FsAs(a_y)s] + SAV = 0. (317)

On utilise I'approximation introduite précédemment les différents termes de 1I’équation

(3.17) s’écrivent :

P A 8Fu| — F A (UE up)
e Srpm
CuAy, aF"lw: r Ae—ufwuw)
r,A, 8Fu| r,A (un—up) up) <3'18>
n — " Srpn
T.A 6Fu _ r, A (un—up)
s4lsTpy Is orps

Le terme source est linéarisé comme suit :

SAV = S, + Syu,. (3.19)

L’équation (3.17) s’écrit comme suit

Uy —up
— Up Zlw p g, BN U p gt
drpp 0T yp * drpN 5$sP

* L SAV =0.  (3.20)
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L’équation (3.20) peut étre réecrite comme suit :

—Splup = (—— )y, U Ut —U s
dTyp O0Tprp O0Tsp OTpN Pr 0T yp d0Tpp F 0xp dxpN N
(3.21)
ou de maniére générale :
Aplly = Ayly + apup + astts + anuy + Sy, (3.22)
avec
— FwAw. _ FeAe
TN B

ap = ay + ag + as + a, — Sp.

L’équation (3.2.2) est écrite pour chaque noeud du domaine discretisé en tenant compte
des conditions aux limites, un systéme d’équations algébriques en résulte, sa résolution

permet de calculs u aux limites aux différents noeuds.

3.3 Meéthode des éléments finis

La méthode des éléments finis (MEF) permet de résoudre de maniére discréte une
EDP dont on cherche une solution approchée "suffisamment" fiable. De maniére générale,
cette EDP porte sur une fonction u, définie sur un domaine. Elle comporte des conditions
aux bords permettant d’assurer 'existence et 1'unicité d’une solution.

Une foix le choix de la géométrie approchée est terminée, 'espace d’approximation de
la solution du probléme, dans la MEF, est défini a 'aide du maillage du domaine. Le
maillage du domaine d’en définir un pavage dans les pavés sont les éléments finis. Un
élément fini est donc la donnée d’une cellule élémentaire et de fonctions de base de ’espace
d’approximation.

Avantages de la méthode des éléments finis :

La MEF présente des avantages par rapport aux autres méthodes numériques :

Elle est applicable a tout type de problémes dit de champs, de transfert thermiques,....
Elle n’impose aucune restriction géométrique, le corps ou le domaine a modéliser peut

avoir une forme quelconque.
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L’approximation peut étre facilement améliorée en dévelppant la taille du maillage en

augmentant le nombre d’éléments.

3.3.1 Meéthode de éléments finis pour les équations élliptiques
Déscription de la méthode MEF pour un probléme de Dirichlet

On est intéressé a chercher la solution du probléme

{ —Au = f, dans (3.24)

u =0, sur  0f2.

ot f:Q — R est une fonction "sufisamment" réguliére (on prend f € C(Q)).

On note que léquation dans le probléme (3.32) vaut —Au(z,y) = f(z,y) Y(z,y) € .
On suppose que f € C(Q) (C(Q) désigne I'ensemble des fonctions continues sur Q =
QU IN).

Pour appliquer la MEF, on va plus considérer u € 2; un nouveau sous espace V C €2 des
éléments v est introduit ; ot v est une fonction de classe C?(<).

Soit v € V =v € Q@ — R. On multiple (3.32) par v, et on intégre sur €2

—/QAuv:/va. (3.25)

A cet étape, on est besoin d’introduire la formule de Green

/Auv— /ﬁu ?v—/aﬂa—?7

Du dw L), Cette formule est la généralisation de la formule de

ou le gardient Vu = (Fars -

I'intégration par parties.

On revient a notre équation (3.25) et on applique la formule de Green pour trouver :

/Qﬁu-ﬁv—/ma—nv—/fv Yo eV. (3.26)
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On rajoute a l'espace V' d’autres conditions comme suit
V=veQCR"—=R, reguliere v=0 sur 0.

Donc (3.26) peut étre écrite

/Q?u-%:/gfv, Yo eV, (3.27)

On a construit un probléme variationnel décrit comme suit :

2
Trouver w € V  solution. (3.28)

{fﬂﬁu'ﬁv:fgfvg pour tout wveV

Remarque 3.3.1 En général, la dimension de V' est infinie. Pour cela, on introduit un
sous-espace V,, C V', tel que dimV}, = kj est finie. Donc, il existe une base (fl)fh de
fonctions pour Vj,.

On passe alors du probléme (3.28) au probléme (3.29)

Trouver wuy, €Vj  solution, (3.29)
fQ ?Uh : ?Uh = fQ fon, vy, € V.

(3.29) est appelé un probléme variationnel approché.

Tant que vy est un élément de V},, donc, il peut étre écrit en fonction des éléments de

kp

la base, disant v, = &, 7 = 1, ..., kp,, et de méme pour up = > ., uw.&;, ol ul. sont des
) ) y o0y vhy j=1 kS k

constantes.
L’équation du prpbléme (3.29) devient, pour tout i = 1, ..., kp,

[ VS uls) - Ve - [ e

ce qui donne, pour ¢ = 1, ..., kp,

i( /Q Ve - Ve = /Q féi
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Si on pose

Ai,j:/szefj'ﬁ&a bz‘Z/Qf&v
D’ou

kp
E J _ -

Ai’juk = bi, 1= 1, ey /{Zh.
=1

Si on introduit

Wy = [up, ..., up"].

Donc le systéme peut étre traduit comme AU = B.

Déscription de la méthode MEF pour un probléme mixte

On s’interesse & résoudre

u=f, sur I'j. (3.30)
% =g, sur I’y

ou les données o, f, g sont des fonctions réguliéres.
Si on introduit la fonction ug définie sur C(Q2), tel que ug = f sur I'y, et on pose v = u—1wuy.
Alors

vlr, = ulr, —uolr, = f — f =0;

De plus
ov ou Ouyg

ey Jug
on'’2

%’FQ - %’FQ =9 on ‘FQ = 01-

Donc v est une solution du probléme

—Av=qap, dans Q=T17UT},

v=0 sur I'. (3.31)
g_;i =0 sur F?a

avec ap = o + Ug.
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On considére le probléme (juste on change v par u)

—Au = aq, dans ) = Fl U FQ

u=20 sur I';. (3.32)
% =01 sur I'p,

Si oy € C(R), alors on choisit u € C?(2).

Soit v :  — R; on multiple par v, et on intégre sur €2, on trouve

—/Auv:/alv,
Q Q

[T T T

90 an 90 an

/?u-ﬁv— —v—/gv—/alv
Q Flan Ty

On introduit l'espace V ={v: Q - R, v e CY(Q), v|r, =0}.

Alors, le prbléme devient

Trouver v eV
(3.33)

Jo Vu Vo= fFQ!]U + [qa1v pourtout v € V.

Dans cette étape, on est besoin de construire un espace de dimension finie V C V, avec
dimV = ky, < 0.
V={5Q0-R, o =0}

Dans la suite, avec un exemple en 1D, on va construire une base pour 'espace V', qui va

nous aider a trouver la solution approchée d’un probléme elliptique.
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Exemple en 1D

Prenant le cas de léquation différentielle

—u"(z) = f(x), z € (0,1)
{ u(0) = u(1) = 0. (3.34)

Soit une fonction v € C*([0, 1]), nulle en 0 et 1. On mulitple léquation par v et on intégre

de 0 a 1. Alors, on a
1 1
—/ u'(z)v(x)de = / f(z)v(x)dz,
0 0

et donc,

1 1
/ o (z)v (x)de = / f(x)v(z)dz, YveV,
0 0
avec V = {v € C([0,1]); v(0) =v(1) =0, v est continue par morceauz}.

On cherche alors a écrire un probléme approchée dans un sous espace de dimension
finie. Soit V un sous espace de V de dimesion N finie. Soit {¢1, ¢2,....,¢n} une base de

I’espace V. Ainsi toute fonction @ de V peut s’écrire comme suit
N
i) =Y uig(x).
j=1

Résoudre le probleme différentiel de départ revient alors a chercher une solution @ € V.

telle que
1 1 3
/ o' (z)0 (z)dx :/ f(z)o(x)dz, VoeV,
0 0

c’est a dire chercher N réels uy, us,...,uy, vérifiant

éuj /01 ¢ (2)V (x)dx = /Olf(a:)f;(:p)dx, Vo eV,
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ou encore (en prenant 0 = ¢;)
N 1 1 _
Su [ @it = [ fwoin el (3.35)
o 0 0

On remarque que la formule (3.35) peut étre écrite sou forme matricielle AU = B, avec
A = (a;j)N, ol a;; = fol Pi(x)pi(x), B = (bi)1 X N, b; fol f(x)p;(x)dx, et le vecteur des
inconnues u = (uy, ..., uy).

Il reste a choisir les N fonctions ¢; de maniére que le systéme soit simple & résoudre

numériquement.

Choix des fonctions ¢;

L’intervalle (0, 1) est discrétisé en N points de coordonnées x;. Les fonctions ¢;(x) sont

choisies comme des fonctions polynomiales de degrée 1 définies par

27Tzl g Tiog <zx <
Tj—Ti—1
) = ZTTTitl oy e .
¢i(z) = o sl <o <wip (3.36)
0 sinon.

Ces éléments sont appelés les éléments finis d’ordre un.Il est aussi possible de choisir
pour éléments finis des fonctions de degré deux ou plus.

Le calcul de la matrice A fait intervenir les dérivées ¢;(x) simples a calculer :

1 .
e ST ST ST

¢i(z) = xi_iiﬂ stz <o < T (3.37)
0 sinon.

Donc, les éléments de la diagonale de la matrice A sont écrit sous la forme

1
0 = / ¢ (o) (a)de = —— 4+ — 1

)
Ty — Xj—1 Ti—1 — T4

—1

M)
Tit1 — T4

1
i i1 :/0 ¢;+1($)¢;($)d1' =
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1
%uzldwmﬁmmz

-1
T — Tiq
Pour calculer les composantes du vecteur B, on choisit la méthode des trapézes, et on

trouve

! Lit1 — Ti—1
b= [ @ = (RS,

Dans le cas ot les N points de Uintervalle (0, 1) sont réguliérement espacés avec un pas

h. La discréritisation en éléments finis devient

20 — Ui — Ujpr I
— J

2 1€1,...,N,
et donce la forme matricielle s’écrit comme suit
2 -1 0 0 Uy fi
-1 2 -1 0 Us fo
% 0 -1 0 |
-1 UN_1 fv-t



Chapitre 4

Equations elliptiques

On a vu dans les premiers chapitres la forme générale des équations elliptiques de dif-
férents ordres. On s’intéresse dans cette section a la conduction 1D en régime stationnaire
ol on va étudier la méthode TDMA pour résoudre une équation algébrique linéaire.

La conduction en régime stationnaire veut dire que la température ne dépend pas du
temps, et que la température dépend uniquement des variables spaciales.
La conduction thermique est le transfert de la chaleur sans mouvements macroscopiques

de la matiére. Elle est dominante surtout dans les milieux solides.

4.1 Conduction 1D en régime stationnaire

Maillage

Un maillage est une partition de I’espace ou d’un domaine en cellules élémentaires.

Définition 4.1.1 Soit Q un domaine borné de R™, T}, est un maillage de S, si
1 Q= UkeTh k.

2 Lintérieur de tout élément k de T}, est non vide.

3 L’intersection de lintérieur de deux éléments est vide.

Un maillage est dit "conforme" si l'intersection de deux éléments distincts k et k' est
soit :
a- ’ensemble vide.

33
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b- Un simplex commun a k et &’ (noeud, aréte, ou triangle en 3D).
Pour étre utilisable pour la simultion numérique, les maillages doivent :
* Représenter suffisamment bien la géométrie.

* Comporter suffisament d’éléments pour calculer précisément.

4.1.1 Meéthode de TDMA

On présente dans partie I'algorithme de matrice tridiagonale (Tri-Diagonal Matrix
Algorithm TDMA), également connu sous le nom d’algorithmr de Thomas, est une forme
simplifiée qui peut étre utilisée pour résoudre des systémes tridiagonaux d’équations. Un

systéme tridiagonal pour n inconnues peut s’écrire comme suit

a;U;—1 + blu, + Cilj41 = di, (41)
ou
a1 = 07 CN = Oa

ou sous forme matricielle

b1 Co 0 0 (51 d1

a9 b2 C3 0 U2 d2

: CN UN—-1 dn-1
0 0 e AN bN Uun, dN

e

On remarque dans léquation (4.1) que la i inconnue peut étre réécriteen fonction

eme-+1

de la ¢ inconnue, i.e;

u; = P + Qs (4.2)
Ui = Pioju + Qi1 (4.3)

ou P; et (); sont des constantes. On note que si toutes les équations du systémes sont
exprimées de cette maniére, alors la matrice devient une matrice triangulaire supérieure.
Pour déterminer les coefficients P; et @);, on substitue I’équation (4.3) en (4.1), et on

trouve :
a;(P_qu; + Q1) + biu; + ciu; = d;,
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(a; Py + by)u; + ciuir = di — a;Qi—1,

ce qui donne

.= ; B 4.4
! a; by + bz‘u . ¢ilPi1+b; 44
On compare les équations (4.2) et (4.4), on obtient
—Ci di — a;Qi—
S R Y (4.5)
bi + a; Py bi +a; P

Pour calculer P; et (1, on utilise le fait que a; = 0, et on trouve que P, = ;;_(1217 et 1 = Zl—i,
(on remarque que les termes Py et () disparaissent).

Dans la suite, il suffit d’utiliser la relation de réccurence pour trouver toutes les termes
P; et Q.

Maintenant, pour commencer la substitution inverse, on utilise ¢y = 0, ce qui donne

Py =0, et uy = Q. Enfin, on utilise 'équation (4.2) pour trouver uy_i, ..., u;.

Exemples 4.1.1 En utilisant ’algorithme de Thomas (la méthode de TDMA), résoudre

le probleme suivant

1-
20 5 0 0 0 Uy 1100
5o 15 5 0 0 Uy 100
0 5 15 5 0 us | = 100
0 0 5 15 5 Uy 100
0 0 0 5 10 Us, 1100

2- Résoudre par [’algorithme de Thomas le systeme AU = f, ot

1 -1 0 O
2 4 1 0
A= 0o 3 -1 -2
0 0 1 2

et
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4.2 Conduction 2D et 3D

4.2.1 Résolution des équations algébriques par la méthode de
Gauss Seidel

On va étudier une méthode de résolution des systémes linéaires : la méthode de Gauss-
Seidel. L’objectif est de construire une suite vectorielle convergente vers la solution exacte

du systéme linéaire.

Principe de construction

La méthode de Gauss-Sidel est une méthode de résolution itérative du systéme linéaire

de la forme :
Ax =0, (4.6)

tel que

A est une matrice dans M(n),
x est le vecteur des inconnues,

b est un vecteur du second membre.

Pour cela, on utilise une suite ) qui converge vers un point fixe z solution du systéme
déquations linéaires.
On cehrche & construire I'algorithme (% donnée, et la suite 2**V = F(2*)) avec k € N.
On décompose A de la forme A = M — N, telle que M est une matrice inversible. Le
systéme 4.6devient

(M — N)x =b, (4.7)
c’est a dire

Mz = Nx —b. (4.8)
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Puisque M est inversible, on multiple les deux membres du systéme par M~!, et on
trouve :
v =M "'Nz+ M (4.9)

On obtient, donc, I'algorithme suivant :

OP]
xWdonne,
{ ) = MANz® + M1p. (4.10)
La matrice A peut étre dEcomposée de la maniére suivante :
A=D+ E+F,
ou
E  est une matrice triangulaire inferieure,
D est une matrice diagonale,
F  est une matrice triangulaire superieure.
apx Q2 a3
Pourn=3; A= | as1 as a3 | . Alors
agy azz ass
0 0 0 a1 0 0 0 a12 Q13
E=\|a1 0 0 |,D= 0 ap O ,F=1 0 0 as |.Danslaméthode
az; asz 0 0 0 oass 0 0 0
de gauss-Seidel, on prend :
Alors l'algorithme (4.10) devient
zOdonne, 411
o) = (D + E)"'Fz® + (D + E)~'b. (4.11)

Remarque 4.2.1 Pour appliquer la méthode de Gauss-Seidel, il faut que l'une des trois

conditions de convergence soit vérifiée :

1- |ai| > >0 |ay], pour touti=1,...,n.

2- Y po lag| <1,
3- p(M~IN) < 1, ou (p :est le rayon spectral).
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Application (n=3)
On a
X1 = ﬁ(lh — Q122 — a13:1:3),

1
To = @(52 — a1 — a23x3),

_ 1
€T3 = E(b:s — @311 — a329€2),

alors, les itérations de l'algorithme (4.11) deviennent comme suit

1
xﬁ"”” = —(bl - auxék) - a13$§k)),
11
1
xék+1) _ —(62 i a21x§k+l) . CL23$:()’If))’
22
1
(L’ék+l) = —(bg — a31x§k+1) - (l32l’gk+1)).
ass

Exemples 4.2.1 Résoudre a l'aide de la méthode de Gauss-Seidel le systéeme suivant

41’14‘332 — X3 :3,
2$1 + 71’2 +x3 = 19, (412)
Ty — 3172 + ].2(133 = 31.

4.2.2 Résolution des équations algébriques par la méthode de
relaxation

La méthode de relaxation est une méthode itérative qui permet de résoudre un systéme
de la forme Az = b, avec A est une matrice inversible d’ordre n ; b est un vecteur du second

membre qui appartient a R”.

Dans cette méthode, on va construire une suite (™ qui converge vers une solution exacte
*

x*.
On va décomposer la matrice A comme suit :

A=D+U+ L;
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avec D est une matrice diagonale,

U est une matrice traingulaire supérieure,

L est une matrice traingulaire inférieure.

La matrice de relaxation se caractrérise par le paramétre w, ce paramétre n‘est que le
poids; c’est a dire w > 0.

Si w = 1, on trouve la méthode de Gauss-Seidel. Alors, la méthode de relaxation n’est
que la généralisation de la méthode de Gauss-Seidel.

En partant d’un systéme
Axr = b;

on multiple par w, pour trouver

wAx = wb;
on remplace A par sa décomposition
w(D+U+ L)z = wb

ce qui donne

wLr = wb —wDx —wUzx;
maintenant, on multiple par Dx les deux membres de la derniére équation, pour obtenir
(WL + D)x =wb — (wDx +wUx) + Du;

ce qui donne
(WL + D)z = wb — ([wU + (w — 1)D]x).

Tant que (D + wL) est inversible, alors
z = (wL+ D) Hwb — ([wU + (w—1)D]z)).

Dongc, le schéma itératif est donné comme suit

z© donnee,
{ 200 — (WL + D) L(wb — (WU + (w — 1)dlz®)). (4.13)

La matrice (D + wL) étant triangulaire, il est aisé de calculer son inverse, d’ot

n i—1

xgkﬂ) =(1-— w)xgk) + i(bZ — Z az-jac§-k) — Zaijxg»kﬂ)), i=1,..,n.

a
" j=i+1 j=1



40 Equations elliptiques

Théoréme 4.2.1 (De convergence) : On suppose que A est symétrique, définie positive.

Alors, la méthode de relaxation converge pour tout w €]0, 2]

Rappel :
— Une matrice A est dite symétrique si A® = A.
— Une matrice A est dite définie positive si tous ses valeurs propres sont strictement

positives.

Exemples 4.2.2 En partant de 29 = (0,0,0)!, déterminer les siz premiers itérés de la

méthode de relazation.

3.1'1 — T —|—.CE3 = —1,
(S) . -1 + 3512'2 — X3 = 7, (414)
Tr1 — X2 +3I3 =—-T.
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