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Dans tout le chapitre, K désigne un corps qui sera soit R soit C.

1 Dual d'un espace normé, exemples fondamentaux

11
11
12

Soit E un espace vectoriel sur K. Rappelons qu'une forme (ou fonctionnelle) linéaire

est une application linéaire définie sur E (ou sur un sous-espace vectoriel de E) a valeurs
dans K.
L’ensemble des formes linéaires définies sur E est un espace vectoriel sur K, appelé dual
algébrique de E et est noté E* = L(E, K).
Lorsque E est un espace vectoriel normé sur K (ou plus généralement un espace vectoriel

topologique), on appelle dual topologique de E (ou tout simplement dual de E) et on note

E’ I’espace des formes linéaires continues sur E.



Muni de la norme duale

|f ()]

| f]l, = sup = sup |f(x)], (1)
xeE [ || x€E
x#0 [lx]I<1

E’ est un espace de Banach.
Lorsque f € E’, la valeur de f sur le vecteur x € E sera notée

ou (-, -) désigne le crochet dans la dualité entre E’ et E. Notons que l'on a :
[l < IflL =l Vf€E, Vx €E, 2)
qui est une inégalité de type Cauchy-Schwarz.

Remarque 1.1 La structure d’un espace vectoriel normé et celle de son dual sont tres liées.
L’étude des relations entre ces deux structures conduit a la théorie de la dualité des espaces

vectoriels normés (et plus généralement des espaces vectoriels topologiques localement
convexes), théorie qui joue un role important en analyse fonctionnelle. Observons que de
nombreux objets mathématiques sont des formes linéaires continues sur des espaces de
fonctions appropriés. Par exemple, ’ensemble D’(Q)) des distributions de Schwartz sur
un ouvert Q) de RY, est le dual de D(Q)) ; espace des fonctions indéfiniment différentiables
a support compact dans (), a valeurs dans C.

Identifions les duaux de quelques espaces vectoriels normés classiques.
Proposition 1.1 (Dual de K9) Pour tous x = (X1, %3), ¥y = (Y1, -, Y4) € K9 > 1), on
pose Ty (y) = 27:1 xiy;. Alorsona:

1. Ty est une forme linéaire sur K@ et I'application

T: K' — (K%
x = T
est un isomorhisme d’espaces vectoriels. Autrement dit, T est linéaire bijective.
2. Le dual de (K9, ||-||,) est isométriquement isomorphe a (K, ||| )-

3. Le dual de (K9, ||-||,) est isométriquement isomorphe a (K4, ||-||,).

4. Soient 1 < p,q < oo tels que % + % = 1. Le dual de (K9, I[1,,) est isométriquement
isomorphe a (K, [1-1l4)-



Proposition 1.2 (Dual de /') On a les propriétés suivantes :
1. Soit x = (xp)n>1 € L fixé. Alors l'application
T, : A — K
y=(n)nz1 — Tu(y) = Xoli Xn¥n
est une forme linéaire continue sur ', de norme égale a || x|| ..
2. L’application
T: (® — (01
x +— Ty

est un isomorphisme isométrique de ¢ sur (1) . Autrement dit, le dual de ¢* est (*°.
P q

Preuve.

1. Pourtout N > 1,0ona:

N N N
Yo xnynl = Y0 1wl [ynl < 3 1%l [yl < [lxlleo [lylly < oo
n=1

n=1 n=1

En conséquence, la série ) ,,~1 X,y est absolument convergente, donc convergente,

et Ty est donc bien définie en tant qu’application de ¢! dans K. De plus, en faisant

tendre N vers +oco dans 1'inégalité ci-dessus, on obtient } ;> ¢ |xyyn| < [|x||o [|¥]l1/

d'ott |Tx(y)| < [[*llo lylls-

Soient y = (Yn)n>1,z = (zn)u>1 € £' et A € K. En vertu des propriétés des opéra-

tions sur les séries convergentes, on a

[ee]

Te(y + Az) = 2 Xn(Yn + Azp) = 2 (XnYn + Axpzy) = Z XnYn + A Z XnZn
n=1 n=1

n=1 n=1

= Ti(y) + ATx(2).

Donc Ty est linéaire. Par conséquent, Ty est bornée, i.e. Ty € (/1), et on a | T, <

||x]| - D’autre part, pour tout n > 1, soit e, la suite scalaire dont tous les termes

sont nuls sauf celui d’indice # lequel vaut 1. On a ||e,||; = 1 et Ty(e,) = x,, d’out

|Txll, = sup |Tx(y)| > |Tx(en)| = |xu|. Donc || Tx||, > ||x||.- Par conséquent, on
yll,<1
a || Txl, = [l

2. D’apres ce qui précéde, T est bien définie de ¢* dans (¢!)’. La linéarité de T est

évidente. On a montré ci-dessus que T est aussi isométrique, donc il reste a montrer

que T est surjective, i.e.,

Vie (Y, Ixer® tq. f=T.



Autrement dit, pour tout f € (£1)/, il existe x = (x,),>1 € {* t.q.
p > q

fly) = Z XnYn, Yy = (Yn)u>1 € 2
n=1

Soit f une forme linéaire bornée sur /1. Pour tout n > 1, on pose x, = f(ey). Alors,

[xn| = [f(en)| < I £l lenlly = [If]l,, donc x = (xn)n>1 € £

Pour toutn > 1,ona Ty(e,) = x, = f(e,), donc Ty = f sur cog = Vect{e,; n > 1}.
Comme cqg est dense dans ¢!, on en déduit que Ty = f. Par conséquent, T est sur-
jective.

]
Proposition 1.3 (Dual de ¢7) Soient 1 < p,q < oo tels que , +; = 1.
1. Soit x = (Xp)y>1 € ¥ fixé. L'application

T, : P — K
y=n)n=1 — Te(y) = Lyl Xnln
est une forme linéaire continue sur £, de norme égale a || x|| .

2. L’application

T: 1 — (P)
x +— Ty

est un isomorphisme isométrique de £9 sur (¢P)'. Autrement dit, le dual de (P est (1.
Remarque 1.2 Ce résultat n’est pas vrai pour p = .

Théoréme 1.1 (de représentation de Riesz, version LP) Soit 1 < p < co et soit f € (LP)'.
Alors, il existe v € L7 (q étant 'exposant conjugué de p) unique tel que

f(u):/uvdx, Vu e LF.
De plus, on a

0]l s = ”fH(LP)/-

Ce théoréme est tres important. Il exprime que toute forme linéaire continue sur L7

avec 1 < p < oo se représente (de maniere unique) a I’aide d’une fonction de L.
Notons @ : (LP)" — L7 I’application f +— v. Alors, ® est une isométrie linéaire. Par
ailleurs, pour tout v € LY, I'application f, : L — IR définie par

folu) = /uv dax, uelP



est une forme linéaire continue sur L? (|fo(u)| < ||v|l;q||u]|1), 1. fo € (LF) etlon a
d(fy) = v. Ceci signifie que ® est surjective.

Ainsi, 'application ® : (LP)" — L7 est un isomorphisme isométrique qui permet d’iden-
tifier le dual de L? avec L7. Dans la suite on fera systématiquement 'identification

(LP) = 7.

Remarque 1.3 A noter que le résultat ci-dessus n’est pas vrai pour p = oo, i.e. (L®) # L!
(Le dual de L™ contient strictement L!). Pour p = 2, L? est le dual de lui-méme.

Examinons le cas des espaces de Hilbert. Soit H un espace de Hilbert de produit sca-
laire (-, -) . Pour y € H, on définit la forme linéaire f, : H — K en posant

fy(x) = (xy)y  VxeH. 3)

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

fy(x)| < |lyll lx|| vaut pour tout x € H. Par consé-
quent, f, € H et ||fy||, < |ly||. Par ailleurs, pour x = y # 0, on obtient |f,(y)| = lylI%,
d’ouril vient

‘fy(x)’ > ’fy(y)‘

Ak

= su
I =8
x#£0

par conséquent,

fyll, = llyll-

Le cas y = 0 est trivial.
Notons j : H — H' I'application y +— f,.. Alors j est une isométrie, linéaire dans le cas réel

et anti-linéaire dans le cas complexe :
jlay +pz) = &j(y) + Bj(2),  Vy,z € H, Vo, p €K

Pour voir que j est surjective, on a besoin du théoréme suivant qui permet de représenter
explicitement les formes linéaires continues sur un espace de Hilbert a ’aide du produit
scalaire.

Théoréme 1.2 (de représentation de Riesz) Soit H un espace de Hilbert, H' son dual. On
note (-, )y le produit scalaire de H. Pour toute forme f € H', il existe un vecteur y € H unique
tel que

f)=(xy)y VxcH (4)

De plus, on a

1AL =yl



Preuve. Voir [1]], page 81. m

Ainsi,
VfeH' lye Htq. f(x)=fy(x) Vx € H,
ie.
VfeH' yeHtq f=f,=jy).

Ceci prouve que j : H — H’ est surjective. Ainsi, j est un (anti-) isomorphisme isométrique,
grace auquel on peut identifier H' avec H. On dit que tout espace de Hilbert est auto-dual.

2 Théoréme de Hahn-Banach et ses conséquences

La forme analytique du théoreme de Hahn-Banach est un théoreme permettant de pro-

longer des formes linéaires définies sur un sous-espaces vectoriel, en gardant un controle

sur le prolongement quand il y en a un sur la forme de départ; en particulier si l’espace
est normé et la forme linéaire est continue, on peut la prolonger en une forme linéaire
continue sur tout I’espace, et en gardant la méme norme.

Définition 2.1 Soit E un espace vectoriel. On dit qu'une application p : E — R est sous-
linéaire si elle vérifie les conditions suivantes :

- p(Ax) = Ap(x), Vx € E, VA >0 [p positivement homogene]

- px+y) <p(x)+ply), Vx,y € E,  [psous-additive].

Exemple 2.1 Les semi-normes et les formes linéaires réelles sont des applications sous-
linéaires.

Théoréme 2.1 (de Hahn-Banach, forme analytique, cas réel) Soit E un espace vectoriel réel,
G unsevde E et p: E — IR une application sous-linéaire.
Alors, pour toute forme linéaire g sur G telle que

g(x) <px), VxegG,
il existe une forme linéaire f sur E qui prolonge g et telle que
fx) < p(x), Vx € E.

Preuve. Voir [1], pages 1-3. m



Remarque 2.1 Il faut noter que dans cette version, I'inégalité concerne f(x) et non pas
sa valeur absolue. Toutefois, lorsque p n’est pas seulement une application sous-linéaire
mais une semi-norme sur E, ona p(—x) = p(x); doncsil’ona

f(x) <p(x), Vx€E,
on a en fait
If(x)| < p(x), VxeE.

Théoréme 2.2 (de Hahn-Banach, forme analytique, cas complexe) Soit E un espace vecto-
riel sur C, G un sev de E et p une semi-norme sur E.
Alors, pour toute forme linéaire g sur G telle que

g(x)[ < p(x), Vxeg,
il existe une forme linéaire f sur E qui prolonge g et telle que
f(x) <plx), VxeE

Le résultat présenté dans le théoreme de Hahn-Banach est purement algébrique, et ne
fait appel a aucune topologie sur 1’espace vectoriel E.

Nous allons donner une version topologique du théoreme de Hahn-Banach suivie
d’une série de conséquences, toutes tres importantes.

Rappelons qu’une forme linéaire continue définie sur un sous-espace G dense dans E
admet un prolongement a I'espace E tout entier et ayant la méme norme @ Le théoreme
de Hahn-Banach affirme que ce résultat demeure vrai méme si G n’est pas dense (mais il
faut alors noter que le prolongement peut ne pas étre unique).

Corollaire 2.1 (Prolongement des formes linéaires continues) Soit E un espace vectoriel
normé sur K et G un sev de E.
Alors, pour toute g € G/, il existe f € E' qui prolonge g et telle que || f|| p = ||g|| o ot

1Al = sap [f)],  lglle = sup |g(x)].
€E G

X xe
[[x[]<1 [Jx]|<1

Autrement dit, toute forme linéaire continue définie sur un sous-espace se laisse prolonger a I’es-
pace tout entier sans que la norme soit modifiée.

1) Voir chapitre : Théorie des opérateurs linéaires, Proposition 13.



Preuve. On a toujours [g(x)| < [|g]lo ||x]| pour tout x € G, et I'application p(x) =
gl || x| est définie sur E et est une semi-norme (c’est une normesi g # 0). Donc, d’apres
le théoreme de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire f sur E prolongeant g et telle
que [f(x)] < p(x) = |Iglle ||x]| pour tout x € E (pour le cas réel, voir remarque2.T). Ceci

montre que f est continue avec ||f|p < ||g||o. D’autre part, comme f prolonge g, on a

également || gl < ||f|lp, ce qui achéve la démonstration. m

Corollaire 2.2 Soit E un espace vectoriel normé sur K.
a) Pour tout x € E\ {0}, il existe f € E' telle que

fG) = lxll et [Ifll =1

b) Si x et y sont deux vecteurs distincts de E, alors il existe f € E' telle que f(x) # f(y).
Autrement dit, E' sépare les points de E.

Preuve.

a) Sur le sous-espace vectoriel Kx = {Ax; A € K}, l'application g : Ax — A ||x|| est
une forme linéaire continue de norme 1 (|g(Ax)| = |[Ax||) avec g(x) = [|x||, qu’il
suffit de prolonger a E d’apres le corollaire précédent.

b) Résulte de a), en considérant x —y € E \ {0} au lieu de x. Dans ce cas, on a f(x) —

fy)=flx—y)=|x—y| #0.

Corollaire 2.3 Soit E un espace vectoriel normé. Pour tout x € E, ona

x| = sup [f(x)] = max |f(x)]. 5
feFE feE
If1l.<1 I1fll.<1

Par conséquent, si f(x) = 0 pour toute f € E’, alors x = 0.

Preuve. Soit x € E . {0}. Pour toute f € E" avec ||f]|, < 1,ona

AT < ALl < i

ce qui entraine

sup [f(x)] < [|x[|.
feE

A1 <1

D’autre part, d’apres le corollaire précédent, il existe fy € E’ de norme 1 telle que | fo(x)| =

||x||, par conséquent, max |f(x)| = ||x]|-
feE
I£1l=1
Pour x = 0, la formule (5) est trivialement vérifiée. m



Remarque 2.2 Il convient de distinguer la formule (1)) qui est une définition et la formule
qui est un résultat. En général, le "sup" qui apparait dans (1) n’est pas un "max" i.e. il
n’est pas atteint.

Corollaire 2.4 Soit E un espace vectoriel normé sur K et F un sev de E. Soit xo € E tel que
dist(xp, F) = 6 > 0. Alors, il existe f € E’ telle que

1. festnullesur F,ie. f(x) =0 Vx¢€F;
2. f(XQ) =J;
3 Il = 1.

Preuve. Comme xy ¢ F, la somme G := F 4 Kx est directe, i.e. tout y € F + Kx( s’écrit
de maniere unique y = x + Axg avec x € F et A € K. Par conséquent, ’application

g: F+Kxy — K
X+ Axg — Ad

est bien définie.
Visiblement, g est linéaire, nulle sur F puisque g(x) = g(x + 0xp) = 0 pour tout x € F, et

g(x0) = g(0+1xo) = 4.
Par ailleurs, comme pour tout x € F et tout A # 0,on a

X X . .
|M+Amnzmwpm+_uzu¢xm-Q_) > [A]inf ||xo — z|| = |A| dist(xo, F) = |A|4,
A A zeF
N e’
€F
d’ou, il vient
|g(x +Axg)| = |A| 6 < ||x + Axo]|, Vx € F, VA €K,

ie.,

sy <llyll, Vyegq,

d’ot1 'on déduit que la forme linéaire g est continue sur F + Kx et ||g|| 5 < 1. Montrons
qu’en fait ||g|| o, = 1. Soit € > 0 arbitraire. En choisissant x, € F tel que ||x; — xg|| < J+¢
(un tel x, existe par définition de la borne inférieure) on aura (en observant que g(x;) = 0)

6 = |g(xe) = g(x0)| = [g(xe — x0)| < I8l [1%e = x0]l < lIgllgr (6 +¢)

d’ot,

< Iy
~ < gl



ce qui montre que nécessairement ||g|| > 1.

D’apres le corollaire il existe f € E’ prolongeant g, donc telle que f(xg) = ¢ et
f(x) =0 pour tout x € F,avec ||f||p = |8l =1 =

Une conséquence immédiate du corollaire ci-dessus est le résultat suivant qui permet
de caractériser I’adhérence d'un sev.

Corollaire 2.5 Soit F un sev d’un espace normé E. Alors,

1. Un point x de E est adhérent a F ssi toute forme linéaire f € E' nulle sur F, s’annule en x.

2. F est dense dans E ssi toute forme linéaire continue sur E qui s’annule sur F est identique-
ment nulle.

Preuve.

1. Supposons que x € F.Si f € E est nulle sur F, alors par continuité f est aussi nulle
sur F et donc en x. Ainsi, la condition est nécessaire.
Réciproquement, supposons que x ¢ F. Alors, d’apres le corollaire précédent, il
existe f € E' nulle sur F et valant § = dist(x,F) > 0 en x. La condition est donc
suffisante.

2. Conséquence immédiate du premier point.
n

Il en résulte qu'un sev F n’est pas dense dans E si et seulement s’il existe une forme
linéaire continue f # 0 telle que f(x) = 0 pour tout x € F.

Remarque 2.3  En particulier, ce corollaire fournit une caractérisation des familles to-
tales :

"Pour qu'une famille (x;);c; soit totale dans E (i.e. Vect{x;; i € I} = E), il
faut et il suffit que toute forme linéaire f € E' qui s’annule sur tous les x;, soit
identiquement nulle”.

Corollaire 2.6 Soit E un espace vectoriel normé; si le dual E est séparable, alors E est séparable.

Preuve. Soit (f;), o une suite dense dans E’. Comme

I full, = Sug | fu(x)], Vn € N,

xe
[[x] <1

alors, pour chaque entier n € IN, il existe (par définition du sup) un vecteur x,, € E tel
que:

1
leall <1 et [ fulxn)l 2 5 [ full.-

10



On va montrer que la suite (x,),eN est totale dans E, on conclut alors avec la proposition
51 du chapitre (Espaces de Banach).

Soit f € E’ telle que f(x,) = 0 pour tout n € IN; montrons que f = 0.

Etant donné ¢ > 0, il existe un indice n, € N tel que ||f — fu.||, < € (par densité de
(fun)pen dans E'). Alors,

%IlfngH* < |fue ()| = e (ne) = f o) | = [ (e = ) (en)| < M fne = Flls M2l <&,

d’ow, || fu,||, < 2e. Enfin,

1Al = 1L = fue + fuelle < A= Fuells A [ frell < 3,

par conséquent, f = 0. D’apres la remarque ceci montre que (xy),eN est totale dans
E, ce qui acheve la démonstration. m

Remarque 2.4 La réciproque est fausse. Il existe des espaces de Banach E séparables tels
que E’ ne soit pas séparable ; par exemple E = ¢! est séparable mais E’ = ¢* ne l’est pas.
De méme, E = L! est séparable mais son dual E/ = L ne l'est pas.

3 Bidual - Espaces réflexifs

3.1 Bidual

Etant un espace de Banach, le dual E’ d’un espace normé E admet a son tour un dual
qui est un espace de Banach appelé le bidual de E et noté E”.
En général, il n’est pas possible d’identifier E avec E”. Nous allons maintenant étudier la
relation entre E et E”.

Soit x un élément quelconque fixé de E. On peut lui associer la forme linéaire

J«: Bl — K
f = fx)

appelée application évaluatrice en x. Cette forme est continue car

O =1f @< IxlIfll.,  VfeE.

Jx est donc un élément du dual E” de E' etl'on a ||Jx||,, < ||x]|-

(6)

Ainsi, a chaque x € E, correspond un élément J, € E”. Ceci définit une application
J:E—E', x ],

11



Proposition 3.1 Soit E un espace normé. L'application

J:E — E”
X — Jx

)

est une isométrie linéaire. On 'appelle l'injection canonique de E dans E".

Preuve. Il est aisé de voir que | est linéaire. En effet, soit x,y € E et soit « € K. Pour tout
fE€E, ona:

Jery(f) = flx+y)=f(x)+ f(y) = J(f) + Jy(f),
Jux(f) = flax) =af(x) = a]x(f).

Par ailleurs, soit x € E arbitraire. D’apres le corollaire 2.3|de Hahn-Banach

xlluw = sup |Jx(f)] = sup [f(x)] = [lx].
feE’ feFE

1711 1711

3.2 Réflexivité

D’apres la proposition ci-dessus, il est possible d’identifier E avec le sous-espace J(E)
de E”. En général, | n’est pas surjective de sorte que J(E) est un sous-espace propre de
E”.

Définition 3.1 Un espace normé E est dit réflexif si l'on a J(E) = E", c’est-a-dire si 'injection
canonique | : E — E" est surjective. -

Autrement dit, E est réflexif il est isométrique a son bidual E" via l'injection canonique J. On
identifie alors E et E”, ce qu’on écrit E n E".

Notons que J(E) = E” signifie que
Vo eE',Ix€E tq. ¢=],
soit
VpeE',Ix€E tq. o(f)=f(x), VfeE.

Remarque 3.1 Il résulte immédiatement de la définition ci-dessus qu’un espace normé
non complet n’est jamais réflexif car E” est toujours complet.

Voici quelques exemples fondamentaux d’espaces réflexifs.

12



Proposition 3.2 Tout espace vectoriel normé de dimension finie est réflexif.

Preuve. Soit E un espace normé de dimension finie n. L'injection canonique | : E — E” est
un isomorphisme de E sur J(E), par conséquent dim J(E) = dim E = n. D’autre part, on
a (Eb dim E** = dim E* = dim E = n, d’ou sachant que E/ = E* et E’/ = E** @), il s’ensuit
que dimE” = dim E’ = dim E = n. Ainsi, J(E) estun sev de E” et dim J(E) = dim E”, ce
qui implique que J(E) = E". m

Proposition 3.3 Tout espace de Hilbert est réflexif.

Preuve. Soit H un espace de Hilbert de produit scalaire (-, -) s etsoit ¢ € H". Pour tout
y € Hsoit f;, € H' la forme linéaire sur H, x — (x,y)y.

L'application g : y — @(f;) est une forme linéaire continue sur H. En effet, observons
d’abord que pour tous ¢, 8 € Kettousy,z € H,ona:

Vx e H: fayip(x) = (xay+Bz)y =a(x,y)y+B(x,2)y =afy(x) + Bfa(x)

= (&fy + Bf) (%),

ce qui signifie que fu,1p, = &fy + Bf-. Par suite,

g(ay + pz) = @(faerﬁz) = ﬁo(ﬁfy "'BfZ) = Rﬁ”(fy) ‘|‘E(P(f2) = ag(y) + Bg(z),

d’ot la linéarité de g. La continuité résulte de ce que

50| = ()| = le(f)] < ol Il = Il vl vy e H.

Par le lemme de Riesz, il existe x = x¢ € H tel qu’on ait

gv)=(yx)y, VyeH.

Soit maintenant f € H’ arbitraire. D’apres le lemme de Riesz, f est de la forme f = f,
pour un certain y € H, doncon a

o(f) =o(fy) =8W) = (x,¥)g = fy(x) = f(x),

ce qui signifie ¢ = Jy et ] : H — H" est donc surjective. m
Notons encore la

Proposition 3.4 Pour tout 1 < p < oo, les espaces (7 et LF sont réflexifs.

Remarque 3.2 On montre que les espaces suivants ne sont pas réflexifs :

2Voir Théoréme 4 du chapitre : Théorie des opérateurs linéaires.
3Voir Corollaire 3 du chapitre : Théorie des opérateurs linéaires.
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— L', L*, C(K), (K compact),
— 01 0, 1e sous-espace ¢y et c de /...

Parfois la non séparabilité peut jouer un rdle dans la démonstration de la non réflexi-
vité de certains espaces. Le point clef est le corollaire 2.6 du théoréme de Hahn-Banach
qui affirme que la séparabilité de E’ implique la séparabilité de E. Par conséquent, si un
espace normé E est réflexif, E” est isomorphe a E via 'application ], de sorte que dans ce
cas, la séparabilité de E implique la séparabilité de E” et par suite celle de E’. En résumé,

E séparable et réflexif —> E' séparable.
De 134, on a le résultat :

Proposition 3.5 Un espace normé séparable E dont le dual E' n’est pas séparable ne peut étre
réflexif.

Ceci est le cas, par exemple, de I’espace ¢! lequel est séparable mais dont le dual (ﬁl)/ =
£ ne l'est pas. Idem pour L.
Citons quelques autres résultats relatifs aux espaces réflexifs.

Proposition 3.6 Un espace de Banach E est réflexif si et seulement si son dual E' est réflexif.

Ceci permet de voir que /> et L ne sont pas réflexifs du moment que ¢! et L! ne le
sont pas.

Proposition 3.7 Tout sous-espace fermé d'un espace de Banach réflexif est encore réflexif.

4 Convergences faible et faible-étoile

4.1 Convergence faible
Soit E un espace normé, E’ son dual.

Définition 4.1 On dit qu'une suite (x,), de E est faiblement convergente s’il existe x € E tel

que
flen) = f(x),  VfeE,
Le.
f(xp—x)—0, VfeE.
Dans ce cas, on dit que x est la limite faible de (x,,), et on note

w .
Xp — X ou Xy — x (w pour weakly) ou X, — x faiblement.
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Remarque 4.1 Dans un espace normé (E, ||-||), la convergence au sens de la norme ||x, — x|| —
0 est appelée convergence forte que I'on note x, — x (sans qualificatif).

Remarque 4.2 Si la limite faible d’une suite (x,),, existe, elle est nécessairement unique :
(xp —=x et x,—y) = x=y.

En effet, supposons que x # y. Alors, par le corollaire [2.2|du théoréme de Hahn-Banach,
il existe une forme linéaire continue f € E’ telle que f(x) # f(y). Mais ceci conduit a une
contradiction, parce que

f(x) = lim f(xn) = f(y).

n—oo

Exemple 4.1 (Convergence faible dans L")
— Le dual de L! étant L*®, on a

uy —=u dans L' <= (f,u,) — (f,u), Vf e (LYY

<— /unvdxe/uvdx, Vo € L™.
— Ledualde L7, 1 < p < oo, étant L9 ou1 4 est I'exposant conjugué de p, on a

Uy —u dansLP <= (f,u,) — (f,u), Vf e (LP)

<— /unvdxe/uvdx, Vo € LA.
— Uy =~ u dans L* <= (f,uu) — (f,u), Vf e (L®).
La proposition suivante donne quelques propriétés de la convergence faible.

Proposition 4.1 Soit (x,), une suitede E. Ona:
i) x, > x — x,; — X.
ii) x, = x = (x,), est bornéeet ||x|| < liminf ||x,]||.

iii) (x, —~xet fy — fdans E') = fu(xn) — f(x). [Résultat de convergence fort-
faible].

Preuve. i) Résulte de ce que

) = fO] = fen =) < I fllu xa — x| =0, Vf€E"

ii) Pour tout 1, on définit A, € E” par A,, = ]y, ol ] est 'injection canonique de E dans
E”, etl'on note que || Anll,, = [|Jx,|lsx = [|Xn]| (J est une isométrie linéaire).
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Comme (x;), est faiblement convergente, alors pour tout f € E’, la suite numérique
(f(xn)), ie. (An(f)), est convergente vers f(x) = J¢(f). Par conséquent, on déduit grace
au corollaire 6 (du théoréme de Banach-Steinhaus) que

supHA””** < o0 et ||]x||>(<* ShmlanA"H**’
n
d’ott 'on déduit que ||x,|| = ||Ax]|,, est uniformément bornée par rapport a n et que

]l = 1Tl < liminf Ay, = liminf ||x,||

iii) Pour le résultat de convergence fort-faible, on a compte tenu du fait que (||x,||),, est

bornée :

fu(xn) = F(X)] = |fu(xn) — f(xn) + f(xn) — f(x)]
|(fu = f) (xn) + f (20 — x)|

< AU = f) ()| + 1 f (xn = 2)]
< Alfu = flli llenll + 1 (0 = 2)]
< Cllfu = flls + [f (xn = x)[ = 0.

Proposition 4.2 Si E est de dimension finie, les notions de convergence forte et convergence faible
coincident, i.e.,

Xy — X <— X, — X.
Preuve. Laissée a titre d’exercice. m

Remarque 4.3 Lorsque E est de dimension infinie, il existe en général des suites qui

convergent faiblement mais qui ne convergent pas fortement. Vérifions-le sur un exemple.
Considérons dans L2(0, 1), la suite (u,), définie par
un(t) = V2sin(nmt), n € N*.
Ona:

1 1/2 1 1/2
[unllr2(01) = (/ ZSinz(nnt)dt> = </ [1 — cos(2nrtt)] dt) =1, neN"
’ 0 0

Montrons que u, — 0 dans L2(0,1), i.e.

1
/ o(t)u,(H)dt — 0 Yo € L*(0,1), lorsque n — co. (8)
0
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Soit d’abord v € D(0,1) = C(0,1), en faisant une intégration par parties, on obtient :

/Olv(t)un(t)dt’ = V2 /Olv(t)sin(nnt)dt'

= V2 [—v(t)—cosr(l:lrm)}:—I—/Olv’(t)—cos:;m)dt

-

=0

Vi,
E/o |0/ (1)] |cos(ntt)| dt
1
< 2|
nrt Jo

V20 ]lo
nrt

IN

— 0 quand n — oo.

On en déduit (8) pour v € L?(0,1) par densité de D(0,1) dans L?(0,1). En effet, étant
donné v € L?(0,1), pour tout ¢ > 0, il existe v, € D(0,1) tel que ||v — vg||Lz(O’1) < e/2.
D’ou,

/Olv(t)un(t)dt’ _

/01 [0(£) — 0e()] un()dt + /O1 vg(t)un(t)dt'
< o= oz Muallzon +| [ oo
< e/2+ ‘/01 vg(t)un(t)dt‘.

Or, ‘fol vg(t)un(t)dt‘ — 0 quand n — oo, donc il existe N € N t.q. ‘fol vg(t)un(t)dt’ <e/2
pour tout n > N. Ainsi, on a montré que

Ve >0, AN €N, Vn > N :

/01 v(t)un(t)dt‘ <e

ce qui signifie que limy,_. fol v(t)u,(t)dt = 0.
Ainsi, u, — 0 dans L?(0,1), par conséquent si (u,) converge fortement dans L?(0,1), sa
limite forte ne peut étre que la fonction nulle, or ||y — 0| 201y = |[unl[1201) =1+ 0, ce
qui montre que u, - 0.

Donnons un critere utile pour la convergence faible.

Proposition 4.3 Une suite (x,),, dans un espace normé E converge faiblement si et seulement si
les deux conditions suivantes sont satisfaites :

@) (||xnl|),, est bornée;
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(ii) il existe un x € E et un sous-ensemble G dense dans E' tels que

lim f(x,) = f(x)  VfeEG.
Preuve. Laissée a titre d’exercice. m

Dans les espaces de Hilbert, on peut caractériser la convergence faible comme suit :

Proposition 4.4 Dans un espace de Hilbert H de produit scalaire (-, -) y, une suite (x, ), converge
faiblement vers un point x si et seulement si

(X Y)g — (L Yy Vy € H,
ie.,
(xy —x,y)y —0 VyeH.

Ce résultat est une conséquence directe du théoréme|1.2|de représentation de Riesz qui
permet de représenter les formes linéaires continues sur les espaces de Hilbert.
On montre alors aisément que :

Corollaire 4.1 Soit (x;), une suite dans un espace de Hilbert H telle que :

{“4% 9)

[[xn |l — []x] -
Alors,
X, — X.
Preuve. Observons que

[| —x||2 = (n—xx—x)g = (Xn—%Xn)y — (Xn — X, %)y

= ||xn||2 - (x/xn)H — (Xn — X,X)H.

Par hypotheses, (x, x,) — ||x||%, (x4 — x,%); — O et [|x,]|* — [|x||* Par conséquent,
142 = x[[g =0,
iLe.x; — x.m

En association a la convergence faible, il y a un concept naturel de compacité séquen-
tielle faible.

18



Définition 4.2 Soit S un sous-ensemble d"un espace normé E.
— Sest dit faiblement séquentiellement compact si, toute suite dans S admet une sous-suite
faiblement convergente dans S.
— S est dit relativement faiblement séquentiellement compact si toute suite dans S admet
une sous-suite faiblement convergente.

Le théoreme suivant exprime un résultat de compacité séquentielle faible.

Théoréme 4.1 Dans un espace de Banach réflexif, les boules fermées sont faiblement séquentiel-

lement compactes. Autrement dit, si (xp,), est une suite bornée dans un espace de Banach réflexif
E, alors il existe une sous-suite (xp, ) faiblement convergente vers un élément x € E.

Ceci s’applique en particulier aux espaces de Hilbert ainsi qu’aux espaces ¢ et L” pour
1 < p < 00, lesquels sont des espaces de Banach réflexifs.
La réciproque du théoreme ci-dessus est aussi vraie. Plus précisément, on a le

Théoréme 4.2 (Eberlein-Smulian) Si E est un espace de Banach tel que toute suite bornée
possede une sous-suite faiblement convergente, alors E est réflexif.

Ainsi, si E est un espace de Banach, on a I’équivalence :

E réflexif <= Toute suite bornée de E admet une sous-suite faiblement convergente.

4.2 Convergence faible—x

Soit E un espace vectoriel normé et E’ son dual. Sur 'espace E’ sont déja définies deux
notions de convergence :
— la convergence forte (i.e. en norme) :

fo—=f = llfn=fll. =0,

— la convergence faible :

fu=f = ofn) > o(f), VeecE

On va définir maintenant une troisi¢eme notion de convergence dans E’ : la convergence
faible—x.

Définition 4.3 On dit qu’une suite (f,),, de E' converge vers f € E' faible—x si

fn(x) — f(x) Vx € E.
On note cette convergence :

fa>f ou f,— f faible—x
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Remarque 4.4 En assimilant les éléments de E’ a des opérateurs linéaires bornés de E
dans K, la convergence f, — f correspond a la convergence uniforme des opérateurs
et la convergence faible—* f, — f a la convergence forte des opérateurs. On comprend
donc que la terminologie proposée est conventionnelle.

Remarque 4.5 Par définition, on a

fo 2 f = L (fa) = (), Vx e E

= ¢ (fa) =9 (f), Vo € J(E).

La convergence faible—x sur E' ne se distingue donc de la convergence faible que lorsque E n’est
pas réflexif. Si E est réflexif, les notions de convergence faible et faible—x coincident.

Remarque 4.6 La limite faible—* d’une suite de E’, si elle existe, est unique.

Exemple 4.2 Soit E=LF (1< p < o), E =11 (% + % =1).
La convergence faible dans E’ coincide avec la convergence faible—x* puisque E est ré-
flexif.

U, >y dansE =11 <= u,—u dans L7

< /unvdx — /zwdx, Vv € E = LP.

Exemple 4.3 Le dual de L! est L, mais (L®)' ne coincide pas avec L! et ce dernier n’est
pas réflexif. Ainsi, on distingue les notions de convergence faible et faible—x* dans L™ :
Pour chaque u € L, on note f, 'élément de (L')’ défini par f,(v) = [ uvdx pour tout
v e L. Alors

Uy = u dansL® &L fun — fu dans (L1

<~ fu,(v) = fu(v), Vovell,
ie.
U, = u dans [® < /unvdx — /uvdx, Vo e L,
alors que
up —u dans L® <= ¢ (uy) — ¢ (u), VYo e (L%) .

Les résultats suivants sont des résultats duaux de ceux formulés dans les propositions

et le théoreme
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Proposition 4.5 Soit (f,), une suitede E'. Ona :
Lfo=f= fa—>f= fu>F
2. fu > f = (fu), estbornéeet ||f||, < liminf | fy], .
3. (fn X fetx, — xdans E) = fu(xn) — f(x).

Proposition 4.6 Une suite (fy), dans le dual E' d'un espace normé E converge faible—x si et
seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

@) (|[fnll,), est bornée;

(ii) il existe un f € E’ et un sous-ensemble S dense dans E tels que

lim f,,(x) = f(x) Vx €S.

n—oo

Théoréme 4.3 (Banach-Alaoglu) Si E est un espace normé séparable, alors toute suite bornée
(fu), de E' admet une sous-suite faible—x convergente.

Exemple 4.4 Comme L! est séparable, toute suite bornée de L* = (Ll)/ admet une sous-
suite faible—x* convergente.
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