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Exercice 1 | (6 pts. 27mn)| Questions du cours.

1. Enoncez le théoréme de Lax-Milgram et détaillez chaque hypothése (Qu’est-ce qu’elles
signifient mathématiquement).

2. Donnez la définition de H' (2).
3. Enoncez la formule de Green pour deuz fonctions u et v dans un ouvert ).

4. Enoncez le théoréme de Uinégalité de Poincaré.

Exercice 2 | (14 pts. 63mn)| On pose I =10,1[. Soit f € L*(I).

1. Montrer qu’il existe un unique y € V = H' (I) tel que
/y’v’dx+2/yvdx+y(0)v(0) = /fvdx,Vv cH (I).
I I I

2. Déterminer le probléme aux limites doit la solution faible est y.

On pose h = % On note V,, lespace des fonctions vy affines sur chaque intervalle
[z, 241] et continues sur [0,1].

8. Donner la dimension de V.

4. Ecrire le systéme linéaire qui permet de déterminer une solution approchée du probléme
résolu dans la premiére question. Détailler les calculs dans le cas ot f est une fonction
constante.

5. Donner une borne supérieure de [’erreur

1y = ynll oy -



Solution 1
1. Soit V un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire (.,.),, et d’une norme ||.||,,.
Soit la formulation variationnelle suivante :

Trouver y € V tel que
YoeV:ia(y,v) =1(v)

Sous les hypothéses suivantes, la formulation variationnelle admet une unique solution:
e a est une forme bi-linéaire sur V xV et [ une forme linéaire sur V.

e q est continue : 3C' > 0 tel que Vy,v € V. |a (y,v)| < C |yl [lv],, -

e a est coercive : Ja > 0 tel que Vy € V,a (y,y) > « Hy||]2,

e [ est continue : IM > 0 tel que Yy € V, |l (y)| < M ||ylly oo o oovvnoeviiins (1.5 pts)

2. Soit  un ouvert borné régulier de R”, n = 2, 3, nous avons alors :

H' (Q) = {y € I2(Q) tel que Vy € (L2 (Q))g} .

e (1.5 pts)
3. Soit Q) un ouvert borné de classe C'. Alors pour toutes fonctions y € C? (ﬁ) et v €
C'(Q) ona:
dy
Ay(z)v(x) Vy ).Vou(z)dx + | ==(x)v(z)dl,
Q r on
ol g%( x) = Vy(z).n () (dérivée normale de y). .........oviiiiiiiiiia... (1.5 pts)

4. Soit  un ouvert borné régulier de R", n = 2,3, nous avons alors :
30 > 0,%y € Hy () : [VYll 2y = CllYll g1 g
e (1.5 pts)

Solution 2

1. Posons
V=H"(I),a(y,v) :/y’v’d:z:+2/yvd:6+y(0)v(0);(l,v) = /fvda:,V(y,v) €V
I I I

et montrons que toutes les conditions du théoréme de Lax-Milgram sont satisfaites.
-V (y,v) € (1) =y’ € L' (D) et | [yyv'de| <19/l 192y < W9l 19l
V(y,v) € L*(I)* = yv € L' (I) et | [y yode| < yll o 10l 2y < 19y 10l g -
(y(0),0(0)) € R*et |y (0) v (0)| < [y ()| v (0)] < Cr Yl gy Cr 10ty = CE Yy 10y -



On en déduit que
la (v, )l < 3+ CT) Nyl oy 10l ey » ¥ (y,0) € V2.

e (2 pts)

La bilinéaire de a(.,.) étant claire, on conclut qu’elle est une forme bilinéaire
continue sur V2

- Pour tout y € V, on a a(y,y) fI dw+2f1 2dx + (y 2>fI )? dx +
2f1 2dr = ||y HL2(I) +2 HyHL2 > ly’ HL2 1 T HQHH = HyHHl(I )

2
a(yay) Z ||y||H1(I)7

P (2 pts)
donc a(.,.) est coercive sur V.
- Pour tout v € V, on a (f,v) € L>(I)> = fv € L' (I) et
(L, v)| = fodz| < HfHL2(I) HUHL2(1) < HfHL2(I) ”UHHI(I) Vo e V.
I
e e e (1 pt)
La linéarité de [ étant évidente, on déduit qu’elle est une forme linéaire continue sur

V,ie. leV.

On conclut ainsi qu’il existe un unique y € H' (I) tel que
/y'v’dm+2/yvdw+y( /fvdx VYo e H' (I). (1)
I

2. En utilisant (1) et appliquant la formule d’intégration par parties (au sens inverse), on
obtient :

— /y”vd:ﬂ + (' (Dw(1) — ¢'(0)v(0)) + Q/yvdrb +y(0)v(0) = /fvd:n,Vv cH' (I).
I I I
Tenant compte du fait que —y” +2u = f !(comme (y, f) € L? ([)2 doncy’ =2y—f €
L2 (I), donc y € H?(I)), ceci devient :
y (Do) + (=y'(0) +y(0)) v (0) = 0,Yv € H' (I).

- On conclut que y est la solution faible du probléme de Robin :

—y" +2y = [ dans I,
y' (0) = »(0), (2)
y' (1) = 0.

e (3 pts)

'On a D(I) c HY(I) et, en utilisant (1) et le fait que les fonctions dans D(I) sont nulles sur dI, d’oit
—1y" + 2y = f dans I, au sens des distributions.




3. Une base de 'espace discret V), est formée des fonctions ¢,, pour i € {0, 1,2} définies
par :

¢o(x) = —2z+1,2€[0,3].

¢, (x) =2z,2 € [O, %} et ¢, () = —22+2x € [%,1] )

¢y (x) =22 — 1,2 € [5,1].

Donc, dim V), = B.e oo (1.5 pts)

4. La solution discréte y;, est de la forme : y;, = Z?:o y;0; (x), ot les coefficients y; sont
solutions du systéme linéaire suivant : AY = b, avec les notations :

Y = (Yo, ¥, y2)T )
1
A = (a’LJ)U<z <2 dij (Cbz» Cb ) / (Cbgﬁb; + 2¢i¢j) (1‘) dr + ¢; (0) ¢j (0) )

b = (bocics b = /f

e (1.5 pts)

La matrice A est symétrique ; elle a trois diagonales non nulles, donc dans le cas ou f
est une fonction constante (i.e, Vo € [0,1] : f (x) = f). Alors les éléments non nuls de
A sont données par :

_ 10 _ 14 ¢ _ 7
Qoo = 37@11— 3 € a22—3.
—11 ; —11
a = a9g=—e¢€btap =a9 = —
01 10 6 12 21 6

Le second membre vaut :

1— 1- 1-
bosz,blzifet bQ:Zf'

e (2 pts)

5. Soit y € V une solution de (1). Soit I,y l'interpolée de y dans V,, Donc,
ly = yully < Clly = Inylly,

ou C est la racine carrée du rapport de la constante de continuité sur la constante de

coercitivité, c-a-d. C = /3 + CF i (1 pt)
De plus, y € H2(I) :
ly = wally < CERNY Il 2

Donc,
ly =yl oy < CR* N1y Nl 2y » 00k =~ V1 + A
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