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Semi-Groupe et Théorie du Contréle

Exercice 1 Soit E un espace de Banach et f est une application définie de
[0, 4+00] — E continue et donnée.

Considérons le probléme suivant : Trouver une fonction y définie pourt > 0
a valeurs dans E telle que :

{y'—Ay = f pourt>0, (1)
y(0) = v weD(A)),

A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe fortement continue
18 ()}

ql: Quelle sont les conditions que doit vérifier y pour qu’il soit une solution
forte “solution classique” et une solution mild.

q2: Si f € C1([0,40[,E) (ot f € C([0,+00],D(A)), montrer que la
solution de (1) est donnée par la formule suivante :

y@zS@%+AS@*$H@@ 2)

q3: Dans quel domaine appartient y et yo pour que (2) soit une solution
forte.

Exercice 2 Soit S (t),t > 0 un semi-groupe continu de générateur infinitésimal
A.
ql: Montrer que pour tout x € E et toutt >0, on a fOtS (0)xzdo € D(A).

q2: En déduire que © € D (A), c’est-a-dire que A est a domaine dense.

Exercice 3 Soit E un espace de Banach et t — S (t) € L (E) un semi-groupe
sur E. On note A le générateur infinitésimal de S (t) .

ql: Rappeler la définition de l'opérateur A.

q2: Dans quel cas a-t-on A € L (E), c’est-a-dire A opérateur borné sur E?.

q3: On suppose o présent que S (t) est un semi-groupe continu, c’est-a-dire
lim;_ oS (t)x = x pour tout x € E. Montrer qu’il existe w > 0 et M > 1 tel
que ||S (t)|] < Me*t.



q4: Montrer que

h%_‘g(”h)i_s(mzsa)m. -

En déduire que pour toutx € D (A),S(t)x € D(A) et %S t)e=AS({t)z =
S (t) Ax.

Exercice 4 SoitS (t) etT (t),t > 0, deux semi-groupes ayant méme générateur
infinitésimal A: D(A) C E — E.

ql1: Soit x € D(A). Montrer que la fonction s € [0,¢] —> S(t —s)S(s)z €
E est constante. (Calculer sa dérivée).

q2: En déduire que S (t)x = T (t)x pour tout x € E, c’est-a-dire que le
semi-groupe engendré par A est unique.

Exercice 5 On consideére le systéme suivant :

Y'(t) = A@)Y(t) Y (t) € R?, A
{Y(m - Y Yy € R2, @

ot A(t) € Mz (R).
ql: Rappeler la solution de ce systéme lorsque A ne dépend pas de t.
0

q2: On suppose que A = < 1

cost —sint
( sint  cost )YO'

q3: On suppose que pour tout s,t € R ona A(t) A(s) = A(s) A(t). Montrer
que la solution s’écrit Y (t) = exp (f(f A(s)ds) Ys.

q4: On suppose que A (t) = < 8 i ) . Montrer que le systéeme (4) s’écrit

_01 ) . Montrer que la solution s’écrit Y (t) =

P = ty . x = x0)+[t—-1)e+1]y(0).
explicitement
y =y P y = y(0)e.
t 1 L (et - 1)
q5: Montrer que exp (fo A(s)ds) = < 0 2 ot .

Exercice 6 Soit E un espace de Banach, et soient A,B € L(E) deux endo-
morphismes bornés.

On a qu’un espace vectoriel normé est complet si et seulement si les séries
absolument convergentes sont convergentes.

q1: Rappeler pourquoi on peut définir 'exponentielle e = Z:i% %A".

q2: Démontrer Uinégalité ||Ao Bl < ||A|l ||B]|. En déduire une estimation
de oA

q3: Montrer que ete® = eATE pour deux endomorphismes A, B qui com-
mutent.

q4: Montrer quet — e

tA est un semi-groupe uniformément continu.



Exercice 7 Soit E un espace de Banach, on considére [’application exponen-
tielle exp : L(E) — L (E), A e,

ql: Montrer que exp est différentiable en 0 et calculer sa différentielle.
Montrer que exp est une application de classe C* sur L (E).

q2: Montrer qu’il existe 0 > 0 et € > 0 tels que exp : Br(g) (0,6) —
Brpy (Idg,€) soit un difféomorphisme. On notera In : Brgy (Idp,€) —
Brg) (0,6) linverse.

q3: Soit (St),~, un semi-groupe uniformément continu, i.e. tel que S :
Rt — L(E),t — &, est continue. Montrer qu’il existe to et une fonction
t — Ay telle que Sy = eVt € [0, 0] .

q4: Montrer que Any = nAy pour tousn € N et t € R tels que t,nt € [0, to] .

q5: Montrer que Ays = sA; pour tous s € Q et t € R tels que t, st € [0, %]

q6: Montrer que Ays = sA; pour tous s € R et t € R tels que t, st € [0, 1] .

q7: En déduire que les semi-groupes uniformément contins sont les expo-
nentielles d’applications linéaires bornées.

Exercice 8 Soit E = L? (R), on considére l’application “translation”
(Siy) (2) =y (z+1),y € L* (R") £ > 0.

ql: Montrer que (St)t>0 est un semi-groupe fortement continu.
q2: Déterminer le générateur infinitésimal de ce semi-groupe.

Exercice 9 Soit F un espace de Banach, A le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe de contractions sur E et B € L (E) un opérateur continu sur E.
q1l: On fixe f € E. Montrer que l’équation v + B (A + )\I)_l v) = [ admet
une unique solution v € E lorsque \ est assez grand.
q2: En déduire que lopérateur A+ B, défini par (A+ B)y = Ay + By pour
tout y € D(A), est le générateur d’'un semi-groupe S : Rt — L (E). Donner
une majoration de ||S (t)|| ;) -

Exercice 10 Pour tout t > 0 et f € Li,.(R" x R") on note S (t) f (z,v) =
f(x—tv,v).

ql: Montrer que pour tout p > 1, la solution S définit un semi-groupe de
contractions sur LP (R™ x R™).

q2: Déterminer le générateur infinitésimal de ce semi-groupe.
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