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Exercice 1 Questions du cours.
1. Donner mes définitions de la continuité et de la coercivité d’une forme
bi-linéaire.
2. Enoncer du lemme de Céa.
Exercice 2 On consideére le probléeme : trouver y : 10,1 — R tel que
!/
—((1+2)y)
0
y (1) +y(1
1.  Ecrire la formulation variationnelle du probléme (1) en choisissant
comme l’espace des solutions et des fonctions test

x, x€]0,1[,
) = 0, (1)
) = 0,

z)y
y(
y(

V={veH" (0,1) tels que v(0) =0}.

2. Montrer une variante de l’inégalité de Poincaré : il existe une constante
a > 0 telle que

1Yl r20,1) < @lly'llp20,1)  pour tout y € V.

3. Montrer qu’il existe 'unique solution du probléme (1) dans l’espace V.

4. Construire la discrétisation du probléme (1) par les éléments finis de
degré 1 sur un maillage uniforme avec 4 neuds & Uintérieur. Ecrire le probléme
discret sur ce maillage dans la forme matricielle (calculer expliciterment toutes
les intégrales dans la matrice de rigidité et dans le membre de droite).

5. Donner une borne supérieure de l’erreur

ly — thHl(O,l) :
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Correction

Solution d’exercice N°1

1. Soit a une forme bi-linéaire sur un espace de Hilbert V :
a est continue, c’est-a-dire :

3C>0tq. |a(y,v) <Cllylllol, vy,veV.

a est coercive (elliptique), c’est-a-dire :

3B>0taq aly,y) >Blyl*, WyeV.
2.
Lemma 3 de Céa : On suppose qu’il existe une solution y € V. Soit V), C V

un sous-espace d’approzimation de dimension finie quelconque et soit yp € V

la solution approchée. Alors il existe une constante C > 1 indépendante de h
telle que

”y_thHl(O,l) < Cdist(y,Vn)

C. Ugg}h ly — UhHHl(o,l)

IN

Solution d’exercice N°2

1. V={ve H'(0,1) t.q. v(0) =0}.

On prend I’équation différentielle, on le multiplie par v € V et on intégre sur
10,1 :

1 1
—/ (1 +2z)y) vde = / avdz, Yo € V.
0 0

Donc,

1 1

/ (1+z)yvde+2y(1)v(1) = / xvdz, Vv € V.
0 0

Dong, la formulation faible s’écrit

trouver y € V tel que a (y,v) =1(v),Vv € V,

ou

a(y,v) = /0(1+x)y’v’dx+2y(1)v(1),

l(v) = /0 o,

2. L’inégalité du Poincaré
Yy L2(0.1) = oy L2(0.1 Yy le v .q. v = .
19l 201y < @l 200y VY EV (e Yoe H ¢t (0)=0)

v’ existe et est carré sommable. On peut écrire

v(z) = Ax %v(t)dt, (parce que v (0) = 0).



Alors, pour z € [0,1] :

v (z) = (/Omiv(t)dtf
< /Ox(jtv(t)>2dt/omdt,

donc,
1 1 e sy 2
/vz(x)dac < / / (v(t)) dt x x| dx
0 o [Jo \di
) 1
< Wl x | ade
1
< 5z,
donc,

Lo
||”||L2(o,1) < E [v HL2(O,1)'
Dans plus qu'une dimension on a
||UHL2(0,1) <C ||U,||L2(o,1) , Yoe.

3. Montrons que la forme a est continue :

1

la (y,v)| / (1+z)yv'de+2y(1)v(1)|, Vy,veV
0

< 209 Iz 10 Ml e + 21y (D] Jo ()],

(2+2C°) Il 0l

A

IN

parce que on démontré dans le cours |v (1)| < C|[v| 1 , Vv € H (0,1).C

Montrons que la forme a est coércif :
1
o) = [ QroyyderOyQ), ey
0
1
> [yyds 2@y )
0

1
/ y'y dx
0

2
19 II12 -

v

v

De l'autre coté :

2 2 2 2 3 2
lylly = lyllzn = lyllzz + 191z < 5 119117 -



Donc,
2 2 2
a(y,y) 2yl = 5 lylly, vy eV

Continuation : Montrons que la forme linéaire [ est continue sur V :

1
/ zvdx
0

L) =

1
< /|xv|dm
0
1 3 1 3
< </ x2dx) X </ v2dx> , d’aprés Cauchy-Schwarz
0 0
< = ol
> \/g L2
1
< —=vllg -

V3

En résumé, on a montré que la forme a est continue et coercife, et que la
forme [ est continue, le théoréme de Lax-Milgram implique que notre probléme
a 'unique solution y € V.

4. On prend le maillage z; = ih ; h = % et 1=0,5.

Les fonctions de base EF habituelles :

H% x € [T, 4],
¢; (z) = =z € [z, i41],
0 sinon.

i=1,5

Attention : V), = vect {¢q, -, P5}.

On inclut ¢5 parce que les fonctions dans notre espace V ne s’annulent pas
enz = 1.

Le probléme discret :

trouver yp € Vy, tel que a ( yp,vn) = 1 (vy), Vo, € V.

Calculons a (¢>i,¢j) Vi, g €{1,2,3,4,5}.
Lecasi=j,i=1n (n=4).
a(¢;s ¢;) = ff:l (1+2) ¢;¢£d$ +2¢; (1) ¢; (1),1 =25 = Tpp1.

Donc,

aii = a(d;, ;) =

Lecasj=i+1laveci=1,n—1
Donc,

S

a(¢¢7¢¢+1) = /1 (1+$)¢;¢2+1d$

i

1 1
pr— _—— 1 i_f.
p It =g

4



Lecasi=7=n+1.
a (¢n+17 ¢n+1) = f;nﬂ (1+ 37) ¢;z+1¢:z+1dm + 2¢n-|—1 (1> ¢n+1 (1) 1 =m5 =

n
Tn41-
Donc,

1
u+@g+§+2

+g.Carxn:17h.

Ap4+1n+1 =

SIS

Lecasi=netj=n+1

(60 Ons1) = [o7" (L +2) 8,0, 110w
Donc,

DN | =

1
(¢n7¢n+1) = _E(l—’—x’ﬂ) -
-2 1

-ty

Rappelons que les coefficients de la matrice de rigidité sont :

F(4w) si i=T14j=i
o %+% sii=j=05.
v —+(4z)—% si i=T4j=i+1
0 si |i—j|>1.

Comme ¢a, on a tous les coeflicients a;; = a (qbi, qu) parce que la forme a est
symétrique.

Calculons le terme a droite b; =1 (¢;).

Siie{1,2,3,4,5} alors

1 Tiy1
o= [ ao@do= [ a0 @)de
0 Ti—1
= h$i.
Donc on a le probléme discret suivant :

12 —-6.5 0 0 0 Y1 1
—-6.5 14 75 0 0 Y2 2
0 -75 16 -85 0 X Y3 = % 3
0 0 -85 18 —-95 im 4
0 0 0 -95 115 U5 5

5. Soit y € V une solution de (1).
Soit Iy l'interpolée de y dans Vy,, Donc,

ly — yh||H1(o,1) <Cly- Ihy“Hl(o}l) )

ou C est la racine carrée du rapport de la constante de continuité sur la

constante de coercitivité, c-a-d. C' = v3 + 3C2.



De plus, y € H2(0,1) :

ly — yh||H1(0,1) <CKh ||y”||L2(0,1) :

Donc, o
ly — yh||L2(0,1) < Ch”ly ||L2(0,1) :



