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Exercice 1 Questions du cours.
1. Donner mes dé�nitions de la continuité et de la coercivité d�une forme

bi-linéaire.
2. Enoncer du lemme de Céa.

Exercice 2 On considère le problème : trouver y : ]0; 1[ �! R tel que8<: � ((1 + x) y0)0
y (0)

y0 (1) + y (1)

=
=
=

x; x 2 ]0; 1[ ;
0;
0;

(1)

1. Écrire la formulation variationnelle du problème (1) en choisissant
comme l�espace des solutions et des fonctions test

V =
�
v 2 H1 (0; 1) tels que v (0) = 0

	
:

2. Montrer une variante de l�inégalité de Poincaré : il existe une constante
� > 0 telle que

kykL2(0;1) � � ky
0kL2(0;1) pour tout y 2 V:

3. Montrer qu�il existe l�unique solution du problème (1) dans l�espace V.
4. Construire la discrétisation du problème (1) par les éléments �nis de

degré 1 sur un maillage uniforme avec 4 n�uds à l�intérieur. Écrire le problème
discret sur ce maillage dans la forme matricielle (calculer explicitement toutes
les intégrales dans la matrice de rigidité et dans le membre de droite).
5. Donner une borne supérieure de l�erreur

ky � yhkH1(0;1) :
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Correction
Solution d�exercice N�1
1. Soit a une forme bi-linéaire sur un espace de Hilbert V :

a est continue, c�est-à-dire :

9C > 0 t.q. ja (y; v)j � C kyk kvk ; 8y; v 2 V:

a est coercive (elliptique), c�est-à-dire :

9� > 0 t.q. a (y; y) � � kyk2 ; 8y 2 V:

2.

Lemma 3 de Céa : On suppose qu�il existe une solution y 2 V: Soit Vh � V
un sous-espace d�approximation de dimension �nie quelconque et soit yh 2 Vh
la solution approchée. Alors il existe une constante C � 1 indépendante de h
telle que

ky � yhkH1(0;1) � C:dist (y;Vh)
� C: inf

vh2Vh
ky � vhkH1(0;1)

Solution d�exercice N�2
1. V =

�
v 2 H1 (0; 1) t.q. v (0) = 0

	
:

On prend l�équation di¤érentielle, on le multiplie par v 2 V et on intègre sur
]0; 1[ :

�
Z 1

0

((1 + x) y0)
0
vdx =

Z 1

0

xvdx;8v 2 V.

Donc, Z 1

0

(1 + x) y0v0dx+ 2y (1) v (1) =

Z 1

0

xvdx;8v 2 V.

Donc, la formulation faible s�écrit

trouver y 2 V tel que a (y; v) = l (v) ;8v 2 V,

où

a (y; v) =

Z 1

0

(1 + x) y0v0dx+ 2y (1) v (1) ;

l (v) =

Z 1

0

xvdx:

2. L�inégalité du Poincaré

kykL2(0;1) � � ky
0kL2(0;1) 8y 2 V (i.e. 8v 2 H1 t.q. v (0) = 0).

v0 existe et est carré sommable. On peut écrire

v (x) =

Z x

0

d

dt
v(t)dt; (parce que v (0) = 0).

2



Alors, pour x 2 [0; 1] :

v2 (x) =

�Z x

0

d

dt
v(t)dt

�2
�

Z x

0

�
d

dt
v(t)

�2
dt

Z x

0

dt;

donc, Z 1

0

v2 (x) dx �
Z 1

0

"Z x

0

�
d

dt
v(t)

�2
dt� x

#
dx

� kv0k2L2(0;1) �
Z 1

0

xdx

� 1

2
kv0k2L2 ;

donc,

kvkL2(0;1) �
1p
2
kv0kL2(0;1) :

Dans plus qu�une dimension on a

kvkL2(0;1) � C kv
0kL2(0;1) ; 8v 2 V:

3. Montrons que la forme a est continue :

ja (y; v)j =

����Z 1

0

(1 + x) y0v0dx+ 2y (1) v (1)

���� ; 8y; v 2 V
� 2 ky0kL2 kv

0kL2 + 2 jy (1)j jv (1)j ;

�
�
2 + 2 eC2� kykH1 kvkH1 ;

parce que on démontré dans le cours jv (1)j � eC kvkH1 ;8v 2 H1 (0; 1) : eC =
2:
Montrons que la forme a est coércif :

a (y; y) =

Z 1

0

(1 + x) y0y0dx+ 2y (1) y (1) ; 8y 2 V

�
Z 1

0

y0y0dx+ 2y (1) y (1)

�
Z 1

0

y0y0dx

� ky0k2L2 :

De l�autre côté :

kyk2V = kyk
2
H1 = kyk2L2 + ky

0k2L2 �
3

2
ky0k2L2 :
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Donc,

a (y; y) � ky0k2L2 �
2

3
kyk2V ; 8y 2 V:

Continuation : Montrons que la forme linéaire l est continue sur V :

jl (v)j =

����Z 1

0

xvdx

����
�

Z 1

0

jxvj dx

�
�Z 1

0

x2dx

� 1
2

�
�Z 1

0

v2dx

� 1
2

; d�après Cauchy-Schwarz

� 1p
3
kvkL2

� 1p
3
kvkH1 :

En résumé, on a montré que la forme a est continue et coercife, et que la
forme l est continue, le théorème de Lax-Milgram implique que notre problème
a l�unique solution y 2 V:
4. On prend le maillage xi = ih ; h = 1

5 et i = 0; 5:
Les fonctions de base EF habituelles :

�i (x)| {z }
i=1;5

=

8<:
x�xi�1

h
xi+1�x

h
0

x 2 [xi�1; xi] ;
x 2 [xi; xi+1] ;
sinon.

Attention : Vh = vect f�1; � � � ; �5g.
On inclut �5 parce que les fonctions dans notre espace V ne s�annulent pas

en x = 1:
Le problème discret :

trouver yh 2 Vh tel que a ( yh; vh) = l (vh) ;8vh 2 V.

Calculons a
�
�i; �j

�
;8i; j 2 f1; 2; 3; 4; 5g :

Le cas i = j; i = 1; n (n = 4) :
a (�i; �i) =

R xi+1
xi�1

(1 + x)�0i�
0
idx+ 2�i (1)�i (1) ; 1 = x5 = xn+1:

Donc,

aii = a (�i; �i) =
2

h
(1 + xi) ; i = 1; 4:

Le cas j = i+ 1 avec i = 1; n� 1
Donc,

a
�
�i; �i+1

�
=

Z xi+1

xi

(1 + x)�0i�
0
i+1dx

= � 1
h
(1 + xi)�

1

2
:
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Le cas i = j = n+ 1:
a
�
�n+1; �n+1

�
=
R xn+1
xn

(1 + x)�0n+1�
0
n+1dx + 2�n+1 (1)�n+1 (1) ; 1 = x5 =

xn+1:
Donc,

an+1;n+1 =
1

h
(1 + xn) +

1

2
+ 2

=
2

h
+
3

2
: Car xn = 1� h:

Le cas i = n et j = n+ 1�
�n; �n+1

�
=
R xn+1
xn

(1 + x)�0n�
0
n+1dx:

Donc, �
�n; �n+1

�
= � 1

h
(1 + xn)�

1

2

=
�2
h
+
1

2
:

Rappelons que les coe¢ cients de la matrice de rigidité sont :

aij =

8>><>>:
2
h (1 + xi)

2
h +

3
2

� 1
h (1 + xi)�

1
2
0

si
si
si
si

i = 1; 4:j = i
i = j = 5:
i = 1; 4:j = i� 1
ji� jj > 1:

Comme ça, on a tous les coe¢ cients aij = a
�
�i; �j

�
parce que la forme a est

symétrique.
Calculons le terme à droite bi = l (�i) :
Si i 2 f1; 2; 3; 4; 5g alors

bi =

Z 1

0

x�i (x) dx =

Z xi+1

xi�1

x�i (x) dx

= hxi:

Donc on a le problème discret suivant :0BBBB@
12 �6:5 0 0 0
�6:5 14 �7:5 0 0
0 �7:5 16 �8:5 0
0 0 �8:5 18 �9:5
0 0 0 �9:5 11:5

1CCCCA�
0BBBB@
y1
y2
y3
y4
y5

1CCCCA = 1
25

0BBBB@
1
2
3
4
5

1CCCCA :
5. Soit y 2 V une solution de (1).
Soit Ihy l�interpolée de y dans Vh, Donc,

ky � yhkH1(0;1) � C ky � IhykH1(0;1) ;

où C est la racine carrée du rapport de la constante de continuité sur la
constante de coercitivité, c-à-d. C =

p
3 + 3 eC2:
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De plus, y 2 H2 (0; 1) :

ky � yhkH1(0;1) � CKh ky
00kL2(0;1) :

Donc,
ky � yhkL2(0;1) � Ch

2 ky00kL2(0;1) :
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