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Correction de la premiére partie

Exercice 1 Soit f une fonction de classe C*° (Rt x R, K), K une par-
tie compacte de R. Nous considérons l’équation différentielle ordinaire
suivante y' (x) = f (z,y (z)) avec une donnée initiale y (0) = yq.

Nous définissons f™ € C= (R* x R, K) par :

fO(z,y (2) = f (2,9 (2)),
F (a,y (@) = 252 (2 (@) + (%5 (2.9 (@) [ {2,y (@), n>0.

1. Montrer par récurrence que y ") (z) = f™ (z,y (z)).

—1 (Az)? . p .
?Zé ((j+1))!f(J) (x,y), et définissons

2. Nous posons 1, (z,y, Ax) =
le schéma suivant :

{yozy(o),

Yir1 = Yi + Az, (24, 45, Az) .

Montrer que ce schéma est consistant d’ordre p.
3. Montrer que le schéma est stable et en déduire que le schéma est
convergent d’ordre p, c’est-a-dire, il existe C' > 0 telle que

|y (i) = yil < C(Az)”.

Solution d’exercice N°1
1. La démonstration par récurrence :
Nous vérifions que :

yW (2) =y (2) = f (2.y (2)) = [ (2,9 (2)).

Nous supposons que l’assertion est vraie & I'ordre m : y™(z) =
fO (a,y ()

Montrons alors que 4™+ (x) = ™ (1, y (x)), pour cela, nous écrivons
que :

YO (E) = (@) = (7D, ().
Donc
(m=1) (¢ o (z (m=1) (4 (2



Et puisque ¢/ (x) = f (z,y (z)), nous obtenons :
05" (a,y () 9 (2 (@)

Y () = H 5y (@) = 1y )
2. Nous posons :
~1
N (B )
Y, (2, y, Ax) = 2.0+ 1),J” (z,9)

Et définissons le schéma suivant :
Yit1 = Yi + Aﬁbp (ﬂﬂz‘, Yi, Aﬂf) :

Nous posons : ¢ (z,y, Ax) = 9, (2,5, Az) c’est un schéma a un pas
explicite. Pour démontrer la consistance nous vérifions que ¢ est continue
et ¢ (z,y,0) = f(z,y).

En effet, puisque f est de classe C*°, la fonction ¢ qui contient les
dérivées jusqu’a 'ordre p de f est bien continue.

Ensuite
00 Pl :
¢<x7y70) = F © (ZE,y) + ]Zl Mf(]) (ZL‘,y) = f(O) (.l’,y) = f(x,y) :

Le schéma est bien consistant.
Pour 'ordre, nous calculons

y(z+h) —y(x)

R(z,y,h) = Y

—gb(x,y,h)

En remplacant ¢ par son expression, nous avons :

f9(z,y),

— (j+ 1)

p—1 p—1
h7 . 1 hitl i
h) = (J+1) - (+1)
J=0 J=0
Donc,
1 Pl it
= _ - — (5+1)
R(z,y.h) =4 |y(z+h) —y(z) G (z)



Donc,

1 Ny S
R(z,y,h) =5 y(ﬂf+h)—y(9€)—zﬁym($) : (1)
j=1 7"
Par Taylor, on a :
P
h hptt
ylth) =y @)+ @)+ oo )
j=1
Donc,
1 Aptl hP
R h) = — P () = —— o t1)
(z,y,h) ATESK () TR ()

Comme y®+Y) est bornée (fonction de classe C*° sur un compact).
Nous obtenons donc : 3¢ > 0: |R (x,y, h)| < c.h?, le schéma est d’ordre
.

3. Pour la stabilité : f une fonction de classe C*° sur une com-
pacte et que toutes ses dérivées sont bornées. Ainsi, toutes les fonctions
f@. j =0,p— 1 sont Lipschitziennes donc ¢ est Lipschitzienne par rap-
port a la variable y. Le schéma est donc stable.

En appliquant le théoréme du Lax, le schéma est convergent d’ordre
p, il existe une constante ¢ > 0 t.q. |y (z;) — yi| < c. (Az)”.

Exercice 2 Soit a > 0,b € R et yo € R. On considére le probléme de
Cauchy suivant :

y(0) =yo et (V&€ Ry, y(t) = —ay(t) +0), (3)

1. (a) Donner explicitement y "la solution ezxacte’.
(b) Quel est le comportement de y(t) quand t — +oo 7.
2. Soit h > 0 un pas de temps.
(a) Ecrire explicitement le schéma d’Euler explicite & pas con-
stant h pour (3).
On notera (t,), oy = (nh), oy la suite des temps d’approzimation,
et (Yn),en la suite des valeurs approchées correspondantes.
(b) Donner explicitement (yy,),,cx -
(c) Quelle condition doit satisfaire h pour que, quel que soit yo,
Yn tende quand n — 400 vers tgnooy(t)?

(d) On suppose cette condition satisfaite.

Ezxprimer en fonction de a le nombre minimal de temps d’approximation
impliqués dans un calcul approché dey |j010) - (la discrétisation de [0, 10]
avec N points)

e Quel est ce nombre lorsque a = 1007
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Solution d’exercice N°2
Soit a > 0,b € R et yo € R. On consideére le probléeme de Cauchy
suivant :

y(0) =yo et (Vt € Ry, y'(t) = —ay(t) +0),

1.
a) Les solutions du probléme homogeéne sont données par, pour
p g par, p
tout t € RT,
y(t) = k.exp(—at) ,k € R.

Les solutions du probléme non homogeéne sont données par, pour
tout t € RT,

b
y (1) :a+c.exp(—at),c€R

Comme y (0) = yo donc ¢ = yo — 2.
La solution de (1) est donc donnée par, pour tout ¢t € RT,

y(0) =2+ epl-a) (1)

a
(b) On a, pour tout t € R,

b b b

) == —at) (yo — -~ 2
y(t) =~ +exp( a)(yo a)t:ma

2. Notons (t,), ey = (nh),,cy la suite des temps d’approximation.
Le schéma d’Euler explicite définit une suite (y,,), ., d’approximation

aux temps (ty), oy PAr

neN

Yn+1="Yn + h(=ayn +b),¥n € N avec y (0) = yo
= (1 — ah) y, + hb.

(b) Pour tout n € N, on a y,,y1 = (1 — ah) y,, + hb. Alors

yo=(1—ah)’ yo
y1=(1—ah)yo+hb= (1 —ah)" yo + (1 — ah)’ hb
yo=(1 —ah)y, + hb= (1 —ah)’yo + (1 — ah)" hb+ (1 — ah)’ hb

On a par récurrence, pour tout n € N,

Yo =(1—ah)"yo+ Y _(1—ah)" " hb.
k=1
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Donc

n

Yo =(1—ah)"yo+ > (1 —ah)" " nb
k=1

B n 1—(1—ah)"
=(1—ah) y0+hb1—<1—&h)

—-an) (m-2) 2

a

car 1 —ah # 1 puisque ah > 0. (a > 0 et h > 0)
On en déduit, Pour tout n € N,

. b\ b
yn:(l—ah) (yo—a>+—.

a

(©) (Y90, (e — Jim y(t) = 2) <= (((1 = ah)" (30— 2)) 0y — 0)

cv t—o00

Vérifions par ailleurs que

: n b : n
(Vyg,nirﬂm (1 —ah) <yg - 5) = O) = <nLHEoo (1 —ah)" = O) .

. L’implication <= est directe.
. L’implication = s’obtient en choisissant yo = 1 + g
On en déduit que

(Vyo, liIE Yn = tlim y(t)) < |l1—ah| <1

— -1<1l—-ah<l1
= -2< —ah <0

—=0<h< 2.
a
(d) Discrétisation [0,10] avec N points. Alors la taille du pas
est h = 1—]\?. Pour que la condition soit satisfaite, on doit avoir % < %
soit N > ba.
. Il faut donc au moins 5a pas en temps.
. Lorsque a = 100, on doit effectuer au moins 500 pas.



