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Equation aux dérivées partielles,

Ouvert de R™ (n € N*),

Symbole de Kronecker,

Espace des fonctions infiniment dérivables a support compact,
Espace de distribution,

Fonction de Heaviside,

Fonction de trace,

Laplacien,

Le gradient,

La somme directe,

Forme bilinéaire symétrique,

Iétat du systeme,

La normale unitaire a 0f) extérieure a (2,

Fléments finis.




’ Introduction \

0.1 Qu’est qu’une équation aux dérivées partielles?

Une équation aux dérivées partielles (e.d.p.) est une équation dont I'inconnue est une fonction
et portant sur les dérivées partielles de cette fonction.

Si on note
y:R"(ou Q ouvertde R") — R

r o y(x),

alors I'équation s’écrit sous la forme
F(z,y(z), Dy(x), D*y(x),- -, DPy(x)) = 0,

avec n et p des entiers strictement positifs donnés et F : R” x R x R” x R x --- x R est une
fonction donnée. Tentier p est appelé 'ordre de 'e.d.p.

Les e.d.p. proviennent de la modélisation mathématique, c’est a dire de la transcription en équa-
tions, de problemes intervenant dans tous les domaines des sciences : physique, chimie, biologie,

finance - - -

0.2 Classification des e.d.p.

On distingue trois grandes catégories d’équations aux dérivées partielles :

- Les équations de type elliptique dont le prototype est 'équation de Poisson donnée par

—Ay(x) = — 2 a—x?(l‘) = f(z),
Vo= (x, - ,x,) € QLCR" ot f:Q — R est une fonction donnée.

Linconnue est la fonction y : @ — R.

- Les équations de type parabolique dont le prototype est I’équation de la chaleur

Oy(z,t)
ot

Vo e CR"ett > 0. Linconnue est la fonction y : ©2x]0, +00[— R.

- Ay(.@,t) = 07

- Les équations de type hyperbolique dont les prototypes sont

- ’équation de transport
dy
t —(z,t) =0
(2,) + a5 (2,1) = 0,

9y
ot




VreQCR, toutt > 0etolac R estdonné.
- ’équation des ondes
0%y 0%y
—(ZE,t> — @(ZL',t) = O,

VreCRettoutt > 0.
Pourquoi les appellations elliptique, parabolique et hyperbolique ?
Au départ, elles proviennent du fait que si 'on considere une e.d.p. exactement d’ordre 2 (c’est a

dire faisant intervenir des dérivées partielles d’ordre 2 et 1) a coefficients constants, du type

%y %y 0%y dy dy
v + b@x@t + Cop + d% + e + fy = second membre,

avec a, b, ¢, d, e et f dans R donnés. Alors cette e.d.p. est dite

- elliptique si ¢(x,t) = ax? + bxt + ct*> = —1 est une ellipse.

- parabolique si g(z,t) = az? + bt + ct* = —1 est une parabole.

- hyperbolique si ¢(z,t) = ax? + bxt + ct? = —1 est une hyperbole.
Ou bien

- elliptique si et seulement si A < 0.

- parabolique si et seulement si A = 0.

- hyperbolique si et seulement si A > 0.
Ou A = b? — 4ac.
Il est facile de vérifier cette propriété pour les équations de Poisson en dimension 2, de la chaleur
et des ondes en dimension 1.
En effet, pour ’équation de Poisson en dimension 2, on a ¢(x,t) = —22—t* = —1, qui est 'équation
d’un cercle et donc d’une ellipse particuliere. Pour I'’équation de la chaleur en dimension 1, on a
q(z,t) =t — 2® = —1, qui est bien 'équation d’'une parabole. Enfin, pour 'équation des ondes en
dimension 1, on a ¢(z,t) =t — 22 = —1, qui est bien une hyperbole.
Les appellations elliptique, parabolique et hyperbolique s’étendent pour les autres e.d.p. lors-

quelles s’apparentent aux équations de la forme précédente. En particulier, c’est le cas pour

I'équation de transport. En effet en posant dans I'’équation des ondes ¢, = % et ¢, = —%,
on obtient
{ % 4 %8 =,
%, % -,

ce qui s’écrit encore

Ao y)a(e)-(0)

et on notant Y le vecteur (¢,, ¢,) et A la matrice, on obtient une généralisation bidimensionnelle

de I’équation de transport

0.2. Classification des e.d.p. [
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Ceci explique I'appellation hyperbolique pour ’équation de transport.

0.

Enfin, pour conclure, des équations du méme type nécessite des outils mathématiques similaires,

d’ou 'envie de regrouper ceux qui se ressemblent - - -

0.3 Contribution de ce polycopié

Notre contribution essentielle dans ce polycopié est d’aborder la méthode des éléments finis, apres
avoir rappelé quelques concepts de base de I'analyse fonctionnelle et la théorie des distributions,
et a la fin un chapitre complet d’exercices résolus et quelques examens des années précédentes
pour simplifier et comprendre cette méthode de maniere plus simple.

Ce travail est constitué d’'une introduction, de cinqg chapitres et d’'une conclusion. Le premier
chapitre est consacré a des formes générales, exemple simple et propriétés importantes.

Le deuxiéme et troisieme chapitre traite de des solutions généralisées et de la formulation varia-
tionnelle, ainsi que des concepts de base sur les distributions et les espaces de Sobolev. Le théo-
réeme fondamental dans ce concept est celui de Lax-Milgram pour montrer I'existence et 'unicité
de la solution du probleme variationnel.

Le quatrieme chapitre est consacré aux méthodes numériques de résolution des EDP linéaires :
Par la méthode de différences finies, la méthode de Galerkin et la méthode des éléments finis. A
la fin de ce chapitre, nous traiterons plus largement de la méthode des éléments finis de Lagrange
en dimension un, puis en dimension deux ou trois.

Le dernier chapitre est consacré aux exercices résolus et a certains examens avec résolution des
années précédentes pour troisieme année licence mathématiques ou premiere année master ma-
thématiques appliquées, ces exercices permettront de simplifier la compréhension de la méthode
pour les étudiants.

Enfin, nous cloturons ce polycopié par une conclusion générale.

0.3. Contribution de ce polycopié



Chapitre 1

Forme générale, exemple simple et

propriétés importantes

1.1 Forme générale

On se donne (2 un ouvert quelconque de R” (n € N*), une matrice A = (a; j)1<; j<n de taille n x n
dont les coefficients a; ; : 2 — R sont des fonctions de L>°(2) et une fonction a :  — R dans
L*>(Q).

On considere alors 'opérateur £ définit par

Ly(x) = —div(A(z)Vy(z)) + ao(x)y(z) (1.1)
= — Z Z % (a”(x)g—i(x)) + ap(x)y(z), Vo € Q.

i=1 j=1

On suppose qu’il existe ay > 0 tel que
ap(z) > v, Vo € Q. (1.2)

Définition 1.1 On dit que £ est (uniformément) elliptique s’il existe o > 0 telle que

YD a@)&E > alléls,

i=1 j=1
Ve e QetVE= (&, ,&,) € R et ot ||.||2 est la norme euclidienne de R".

Lexemple le plus classique est celui du Laplacien

£y(e) = —Ay(v) = —5H(x) = Fhe) = = Fh(2), vreQ.



Chapitre 1. Forme générale, exemple simple et propriétés importantes

Dans ce cas, A est la matrice identité de taille n et donc

1 si i=j .

ai; = .7 pourtoutz,j=1,--- n.
0 si i#]

On note a;; = J;; pour tout ¢, j.

Remarquons que

n n

SN a@)es =& =€l
=1

i=1 j=1

donc on peut choisir a = 1.

1.2 Un exemple simple en une dimension d’espace

1.2.1 Présentation du probleme, existence et unicité

On commence par regarder un exemple trés simple en dimension une, afin de bien comprendre
les propriétés caractéristiques des équations elliptiques (linéaires d’ordre 2).
On considere I'équation de Poisson en dimension une avec conditions aux limites de Dirichlet

homogene.

{ —y'(z) = f(x), Yz €]0,1], (1.3)
y(0)

=y(1) = 0,
ou f € C([0,1]) est donnée.

Remarque 1.1 1. Le probléeme (1.3) n’est pas une équation aux dérivées partielles mais une équa-
tion différentielle ordinaire. Remarquons toutefois qu’on ne peut pas utiliser le théoréme de Cauchy-
Lipschitz pour montrer Uexistence et l'unicité d'une solution. En effet, ce n'est pas un probleme de

Cauchy. On rappelle que cette équation d’ordre 2 est équivalente au systéme d’ordre 1 suivant

v\ (0 1\ [y N
y ) \0 o0 Y -f )
y(0) = y(1) = 0.

Ainsi, le probléme de Cauchy consisterait a se donner y et y' a "lUinstant initial" x = 0.
2. Les conditions aux limites y(0) = y(1) = 0 sont dites de Dirichlet homogeéne : Dirichlet car on
impose la valeur de la fonction au bord (on pourrait par exemple imposer la valeur de 1’) et homogéne

car la valeur imposée est 0.

1.2. Un exemple simple en une dimension d'espace ﬂ



Chapitre 1. Forme générale, exemple simple et propriétés importantes

Proposition 1.1 Pour tout f € C([0,1]), il existe un unique y € C?([0,1]) solution (classique) de
(1.3) et donnée par

y(x) = [i Gz, t) f(t)dt, Y € [0,1], (1.4)

oll G s’appelle la fonction de Green du probléme et est définie par

Gl 1) t(l—x), si 0<t<u,
z,t) =
v(1—t), si a<t<L.

Preuve. On montre tout d’abord l'existence. Pour cela on peut procéder de deux facons : soit on
integre deux fois '’équation, soit on monter directement que l'expression (1.4) est solution de
(1.3). Ici, on montre que (1.4) est solution de (1.3).

Soit y donnée par (1.3), alors pour tout x € [0, 1]

gi( ) = 883'; [(1—:c)/oxtf(t)dter/gcl(l—t)f(t)dt]

= _/0 tf(t)dt—l—:c(l—x)f(x)—l—/(1—t)f(t)dt—x(1—x)f(x)

_ —/thf(t)dt—k/:f(t)dt—/: tf(t)dt:—/ol tf(t)dt—k/:f(t)dt.

Notons déja que y € C'([0,1]), et ;
C () = 1),

donc y € C%(]0, 1]) et est solution de (1.3). Ceci montre I'existence.
Pour montrer I'unicité, on remarque que le probleme étant linéaire, il suffit de montrer que si
f = 0 la seule solution de (1.3) est la fonction nulle. En effet, si y; et y, sont deux solutions de
(1.3) pour f donnée, alors

{ — B —p)(@) = 0,

y(0)=y(1) = 0.

Pour montrer que la seule solution pour f = 0, est la fonction nulle, on montre que toute solution
de (1.3) s’écrit sous la forme (1.4). En effet, pour tout = € [0, 1]

1
/ G(z,t)0dt = 0.
0

Soit donc y solution de (1.3), en integrent deux fois, on obtient

//f )dsdt + zy' (0) + y(0).

On a les conditions aux limites y(0) = y(1) = 0.

1.2. Un exemple simple en une dimension d'espace



Chapitre 1. Forme générale, exemple simple et propriétés importantes

Pourx =1ona

0= [ [ s
M@szjff@%ﬁ—ﬂi[f@%ﬁ

ﬂwle@w,

D’ot, pour tout z € [0, 1]

On pose que

donc on a

y(z) = o /0 1 F(t)dt — /0 "Rt

on intégre [ F(t)dt par partie

/j F(t)dt = oF(x) —/OI tf(t)dtzl"/oxf(t)dt—/om tf(t)dt:/;(:r—t)f(t)dt.

Donc on a
mm:=x47r¢vmw—éﬂm4vww
~ [/Ox(l—t)f(t)dt+/x1(1—t)f(t)dt] —/Ow(a:—t)f(t)dt

_ /Ox(l—a:)tf(t)dtJr/l(l—t):cf(t)dt: Gt f(0)dy.

0

Ceci termine la démonstration de la Proposition 1.1. m

1.2.2 Propriétés importantes a retenir

De I'expression (1.4), nous allons déduire plusieurs propriétés qui sont caractéristique des solu-
tions de problemes elliptique.

Tout d’abord, les équations elliptiques sont régularisantes. En effet
Proposition 1.2 Pour tout k € N,
fech((o,1]) =y e c**([0,1]).

Proposition 1.3 La preuve de ce résultat est évidente puisque y" = — f.
La deuxieme propriété est que la solution dépend de maniere continue du parameétre ( ou de la

donnée) f. C’est a dire

1.2. Un exemple simple en une dimension d'espace



Chapitre 1. Forme générale, exemple simple et propriétés importantes

Proposition 1.4 La fonction
f +— wysolution de (1.3)

est linéaire et continue. On a

ylle2o,1)) < 4l flleqo.)-

Preuve. Pour tout f et g dans C([0, 1]) on note y; et y, les solutions de (1.3) avec seconds membres
respectifs f et g. Soient )\ et 1 dans R, alors la solution de (1.3) avec second membre \f + g est
donnée par \y; + uy, puisque —(Ayy + py,)" = —\y§ — pyy = Af + pg de plus Ay (0) + py,(0) =
Ayy(1) + pyy(1) = 0.

Ainsi, T est linéaire, et pour montrer que 7" est continue, il suffit donc de montrer qu’il existe C

telle que pour tout f dans C([0, 1]),

1T(f)lle2o0a7) = 1¥lle2o,) < Cll flleo,n)s

ou y = T(f) est la solution de (1.3) et ou I'on rappelle que
1 flleqo.y = s [f(@)] et lyllez oy = Nylleqo + 19 leqon + 19" leqo.)-
ze|0,

Or, d’apres la Proposition 1.1, pour tout = € [0, 1], on a

bl = |[ G(x,t)f@)dt's /Oxt(l—x)f(t)dt‘Jr [ =t -osw),

< [is@naes [ 15O1de< W fleon | de=1Flegos

De plus
W@l = [s1-a)s) - [ it - o0 - 5@ + [ 0o,
= — d d d d 0,1])s

' /Otf(t) e+ [ 1) t\s/o e+ [ 1501 de <20 legony

et
@) = 17@)] < 1 legou-
On a donc
Iylleqo.y < 4l flleqo,)-

[ |

Enfin la derniére propriété que nous donnerons, s’appelle le principe du maximum et se résume

en la proposition suivante

1.2. Un exemple simple en une dimension d'espace



Chapitre 1. Forme générale, exemple simple et propriétés importantes

Proposition 1.5 (Principe du maximum) Soient f € C([0, 1]) et y solution de (1.3), alors
f<0=y<0.

Preuve. On suppose f(z) < 0 pour tout = € [0, 1]. Remarquons alors que G(z,t) > 0 pour tout
x, t dans [0, 1]. Ainsi, pour tout z € [0, 1], y(z) est I'intégrale d'une fonction négative et est donc
négative. m

On montre alors facilement le résultat suivant

Corollaire 1.1 Soient f € C([0, 1]) et y solution de (1.3), alors

fz0=y=0.

Preuve. Il suffit de remarquer que si y est solution de (1.3) alors —y est solution de

{ —(~y)"(x) = —f(x), Yz €o,1],
—y(0) = —y(1) = o.

D’apres le principe du maximum (Proposition 1.5), on a alors

soit le résultat. m

1.2.3 Notion de formulation variationnelle

On rappelle que la solution du probléeme

- y”(ZE) - f(l‘), Va 6]07 ]-[7 (15)
y(0) =y(1) =0, (1.6)
est donnée par
1
y(x) = / G(z,t)f(t)dt,Vx € [0,1], 1.7)
0

avec

Gl t) t(l—=x), si 0<t<ux,
Z, =
z(l—1t), si o<t<1.

Notons alors que pour que (1.5) ait un sens, on doit avoir y € C?(]0, 1[) (ce qui impose f € C(]0, 1])
et pour que (1.6) aient un sens, on doit avoir y € C([0,1]). Ainsi, la formulation classique du

probléme elliptique (1.5), (1.6) est :

1.2. Un exemple simple en une dimension d'espace



Chapitre 1. Forme générale, exemple simple et propriétés importantes

Trouver y € C2(]0,1[) N C([0,1]) tel que (1.5), (1.6) soient satisfaites.

Malheureusement, cette vision classique ne suffit pour décrire la réalité physique.

En effet, dans beaucoup de problémes pratiques, on est amené a considérer des quantités non
réguliéres, comme par exemple pour décrire la rupture d’'un barrage, le freinage d’'une voiture...

Remarquons de plus, que I'expression (1.7) de la solution ne nécessite pas autant de régularité
sur f pour avoir un sens. En particulier, si f € L? (|0, 1]) pour p € [1,+0o0], cette expression
est bien définie. Mais en quel sens ’équation est elle alors satisfaite ? Nous verrons dans le cas
général qu’elle est satisfaite au sens des distributions. De plus, remarquons que si f € L? (]0, 1])
alors comme y” = —f au sens des distributions, on a alors y” € L? (]0,1[) ce qui nous amene
naturellement a nous placer dans le cadre des espaces de Sobolev.

C’est pourquoi, dans le chapitre suivant, je vais commencer par quelques résultats d’analyse fonc-
tionnelle qui nous seront utiles pour traiter le cas de I'équation de Poisson en dimension plus
grande que 1.

1.2. Un exemple simple en une dimension d'espace



Chapitre 2

Notions de base d’analyse fonctionnelle

2.1 Les distributions

2.1.1 Définitions et exemples

Définition 2.1 Soit 2 un ouvert de R", n > 1, on note D(2) ou C*(N2) lespace des fonctions a

valeurs réelles, infiniment dérivables sur €) et a support compact contenu dans 2.

Pour K C () compact, on note C°(2) I'ensemble des fonctions de C>°(2) a support dans K.

Les fonctions de D(f2) sont appelées les fonctions test.

Définition 2.2 On dit que y est une distribution (réelle) dans Uouvert Q@ C R"™ (n > 1) si y est une

forme linéaire sur D(2) :
y: D(Q) — R
e — y(©) =0 = ¢,
qui vérifie la propriété de continuité suivante :

Pour tout K C §2 compact, il existe Ax > 0 et p € N tels que

(y, )| < Ak sup  |0%(x)],
zEK,|a|<p

pour tout ¢ € C3(2) et ott pour tout © = (z1,--- ,x,) € Q et tout « € N* (multi-entier)

N 8‘“'@
a 90(3:) = ail}al .. axan X 7
1 n

avec |o| = oy + -+ + .

On note D'(2) Uespace (vectoriel) des distributions dans 2.

15
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Exemples importants

Exemple 2.1 On définit la distribution (ou mesure) de Dirac en un point a € R"™, de la maniére

suivante :
<5a’ ¢>D/(R”)><D(]Rn) = gp(a),Vgp € D(Rn)
Cette application est bien linéaire en o de plus, elle vérifie la propriété de continuité. En effet, pour

tout K C R™ compact, on a

[(8a, )| = @(a) < sup |p(z)], Ve € CE ().

zeK

On peut montrer qu'il n’existe pas p € NU {0} tel que 4§, € L} (R™).

loc

Exemple 2.2 Lexemple nous intéressant le plus dans ce cours est celui des fonctions localement som-

mables L}

loc

() (qui contient L'(Q)). Je rappelle que
L) = {f € L*(K); pour tout K C 2 compact}.

Pour toute fonction f de L;, (), on définit une distribution associée, encore notée f (nous verrons

pourquoi on peut faire cet abus de notation), par
(o) = /f 2)dz, Y € D(S)

Cette application est bien linéaire en ¢ de plus elle vérifie la propriété de continuité puisque pour tout

K C Q compact, on a

(£ < sup (o |/|f )| d, Yo € CR().

Lutilisation de la méme notation est possible car si deux fonctions sont égales dans L; (1), elles
sont égales presque partout et donc définissent la méme distribution. Réciproquement si deux
distributions, associées a des fonctions de L} .(f2), sont identiques alors les deux fonctions sont
égales presque partout et donc dans L}, (9).

Ceci se démontre grace au résultat suivante
Théoreme 2.1 Soit f € L},.(Q) ou Q est un ouvert de R™ (n > 1) alors
/ f(z)p(x)dr =0,Vp € D() < f = 0 presque partout dans 2.

Remarque 2.1 Notons pour terminer que toute fonction de L*(Q)) est une fonction de L; () grdce

a linégalité de Cauchy-Schwarz. En effet pour toute fonction f € L*(2) et pour tout K C ) compact,

[ s < ( / dx)é ( / |f(af)|2dfv>% < VTE Iz

2.1. Les distributions

ona
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2.1.2 Convergence et dérivation dans I’espace des distributions D'((2)

On commence par définir la notion de convergence dans D’(2).

Définition 2.3 (convergence dans D'(2)) On dit qu’une suite de distributions (y;);en C D'(Q2)
converge vers y dans D'(£2), si pour tout ¢ € D(f)

(yj, ) — (y, ) dans D'(Q) lorsque j — +o0.

Remarque 2.2 (importante) Il y a unicité de la limite dans D'(S2). En effet, ceci découle de l'unicité
de la limite dans R, si y; — y1 et y; — yo dans D'(Q) alors (y;, ) — (y1,) = (y2, ), pour
tout ¢ € D(R) et donc y; = y, dans D'(12).

Définition 2.4 (Dérivation dans D'(2)) soit y € D'(12), on note dy/0x; la distribution définie par

dy _ Oy

Oy/0x; est la dérivée partielle au sens des distributions de y par rapport a z;.

Remarque 2.3 La dérivée d’'une fonction réguliére coincide avec sa dérivée au sens des distributions.

Exemple de calcul de dérivées dans les distributions :

Exemple 2.3 On consideére la fonction de Heaviside, définie par

H(x) 0, siz <0,
) =
1, sinon.

1
loc

Cette fonction est clairement dans L;,.(R). Cette fonction n’est pas dérivable sur R puisque qu’elle est

discontinue en 0. Calculons sa dérivée au sens des distributions.

Soit ¢ € C>°(R), on a par définition de la dérivée au sens des distributions

(' g) = —(H, o) = - / H(z)g (x)dz = — / " Y(a)d.

Soit a > 0, tel que supp(y) C [—a,al, alors

(') = — / " (@) = —(p () — p(0)) = 9(0),

car p(a) = 0. Ainsi
et

dans D'(Q2).

2.1. Les distributions



Chapitre 2. Notions de base d'analyse fonctionnelle

Plus généralement, on montre le résultat suivant.

Théoreme 2.2 Soit @ = ay < a3 < -+ < a, < apy1 = b, p+ 2 réels ordonnés, on considére
y :]a, b[— R une fonction de classe C* sur chaque intervalle |a;,a;,1] pouri=0,--- p.
Alors pour tout i =0, --- , p, les limites

lim y(aZ +e)=yla; +0) et lim y(a; —e)=y(a; —0),

e—0,e>0 e—0,e>0

sont finies. La fonction y est dans L} (]a,b|) et sur chaque intervalle ]a;,a;.1[ pour i = 0,--- ,p sa
dérivée au sens classique, notée v; existe et est dans L. (Ja;, a;11]).
De plus, sa dérivée au sens des distributions est donnée par la formule suivante, appelée formule des

sauts

y = ZXGZ,(Z1+1 U1+Z a1+0 _y( O)) 6(12'7

( ) 1 siw E]ai, (7] [,
X g, r) = .
Jaiai| 0 sinon.

On termine par un résultat de continuité de la dérivation dans D'(f).

Théoreme 2.3 (Continuité de la dérivée au sens des distributions)
Si une suite (y;)jen C D' (Q2) converge vers y dans D' (§2) ott 2 désigne un ouvert de R™ (n > 1), alors

pour tout p € N et tout v € N" tel que || < p
0%y; — 0%y lorsque j — +oo dans D'(R2).

Preuve. Pour tout ¢ € D(2), on a

(0%j, ) = (—1)“"| <y, 0% >— (—1)'0“ <y, 0% >=< 0%, > .

2.2 Espaces de Sobolev d’ordre entier : H™()), m € N

Pour plus de résultats sur les espaces de Hilbert, on pourra se reporter au livre de H. Brezis [4].

2.2.1 Définition et premieres propriétés

Définition 2.5 Soit Q un ouvert de R™ (n > 1), m € N, on dit que y € H™(Q) si y € L*(Q) et si

toutes ses dérivées, au sens des distributions, jusqu’a U'ordre m sont encore dans L*(2).

2.2. Espaces de Sobolev d'ordre entier : H™(2), m € N
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H™(Q) ={y € L*(Q); Ya = (a1, -+ ,ap) € N* avec | a |[< mona 0%y € L*(Q) }, avec
olely

0%y = —— 7,
Y Ox* - - - 0xon
etr = (x1, - ,x,) €.

Théoreme 2.4 Muni du produit scalaire

Y 0)m = Y /Q 9%y (x)0%v(z)dz, Yy, v € H™(Q),

aeN"
la[<m

lespace H™(2) est un espace de Hilbert.

Preuve. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d'un produit scalaire (espace préhil-
bertien) qui est complet (toute suite de Cauchy converge dans I’espace) pour la norme associée
au produit scalaire.

Lespace H™(f2) est clairement préhilbertien, montrons qu’il est complet pour la norme

Yl Fmey = > /Q|3ay(x)]2dx.

aeN"™
lo|<m

Soit (y;)jen € H™(Q) une suite de Cauchy. Alors (y;);en est de Cauchy dans L?(Q2) et pour tout
a € N tel que 1 <| a |[< m, (0*y;) en est de Cauchy dans L?(12).
Mais L?(2) est complet, donc il existe y € L*(Q2) et y, € L*(Q) pour tout « € N" tel que 1 < |a| <

m, tels que
y; — y, dansL?*(Q),
0*y; — vy, dans L?(Q) pour tout o € N" tel que 1 < |a| < m.
Il reste a montrer que y, = d“y. Pour cela, on commence par utiliser la continuité de I'injection

canonique de L*(Q2) dans D'(Q2). En effet, pour tout p € D(Q), d’apres l'inégalité de Cauchy-

Schwarz

(Wi —v,0) < lellov/| 2 1ys — yllzz),
(0°Us = Yar ©) < @lloov/| 2 10%Y; — YallL2(0)
pour tout o € N" tel que 1 < |a| < m. Et donc

y; — vy, dansD'(Q),
0%y, — Y, dansD'(Q2) pour tout o € N" tel que 1 < || < m.

Mais la dérivation dans D’(€2) est continue, et ainsi

0%; — 0%, dans D'(Q2) pour tout o € N" tel que 1 < |a| < m.

2.2. Espaces de Sobolev d'ordre entier : H™(2), m € N
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Par unicité de la limite dans D’(f2), on obtient
Yo = 0%y, pour tout o € N" tel que 1 < |a] < m,
dans D'(Q) et donc dans L?(f2) puisque y,, € L*(f2). Et donc,
y; — vy, dans H™(Q).

Ce qui termine la démonstration. m
Théoreme 2.5 D(R™) est dense dans H™(R").

Remarque 2.4 1. Attention, si 2 # R", D(Q)) n'est pas dense dans H™(2). Si Q) est suffisamment
régulier () de classe C™) D(R") (et donc D(1Q)) est dense dans H™(S2).

2. Les espaces H*(£2) pour s € R peuvent étre défini a Uaide de la transformée de Fourier (voir le livre
de Lions-Magenes [5])

3. Les espaces W™P(§2), m € Net p € [1,+o00| généralisent les espaces H™(S2). Ils sont définis par
Wmr(Q) ={y € LP(Q); Va = (aq, -+ ,a,) € N avec |a]| < monad*y € LP(Q) }.

On remarquera que H™(Q)) = W™2(Q).

2.2.2 Le cas particulier des fonctions de H'(2) et H*(Q)

Dans ce paragraphe (2 désigne un ouvert de R”, n > 1. On rappelle que

9y
a%i

Et que le produit scalaire sur H'(2) est donné par

HY Q) ={y € L*(Q); = € L*(Q) pour touti = 1,--- ,n}.
V) ) = Joy(x)v(x)de + Z fQ r)dx, Yy,v e HY(Q).
Ainsi la norme associée est donnée par
1B ey = 9oy + D 12 s
i=1 ¢

On utilisera également une norme équivalente (exercice), notée de la méme maniere, définie par
dy

Iyl @) =

De méme,
H2(Q) = {y € L*(Q); §%~ € L*(Q) pour touti = 1,--- ,net
}, et la norme associée au produit scalaire est

dy -
1yl = IvlZ20 +Z|l ||L2(Q)+ZZ|| ||L

=1 j5=1

- € L?*(Q) pour touti,j =1,--+,n

2.2. Espaces de Sobolev d'ordre entier : H™(2), m € N
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Caractérisation des fonctions de H'(02)
Théoréme 2.6 Sin = 1alors H'(Q2) C C(Q).

Remarque 2.5 Les fonctions de H'(S2) sont des fonctions de L?(2) et ne sont donc définies que
presque partout. Ainsi Uinjection du théoréeme 6 signifie que dans la classe d’équivalence de y il existe
un représentant continu. Tous les éléments de la classe d’équivalence de y sont égaux presque partout

a ce représentant continu. On choisit bien stir de travailler avec ce représentant continu.

Preuve. du théoréme 2.6. Soit y € H'(Q), on veut montrer qu’il existe 4 € C(Q) tel que y = ¥
presque partout dans 2.

Pour cela, on fixe un point z, quelconque dans 2 et on introduit une fonction ¢ définie par
_[r
= [, ¥(t)dt, Yz eQ.

Notons que g(x) a bien un sens pour tout = € ) puisque d’aprés I'inégalité de Cauhy-Shawrtz

z)| < Vl|x = xoll|y || 2 < +oo.

Calculons la dérivée de ¢ au sens des distributions. Soit ¢ € D(f2), on choisit a et b dans R tels

que supp(p) C [a,b] et tels que xy €]a, b[, alors

{7, Q) ey = = (7:¢) = — /abﬂ(x) / / t) dt ¢'(z) du.

On utilise alors le théoreme de Fubini afin d’intégrer le terme en ¢’

(7, o) ppe = / / dtdm—// x)dtdx
xo J xg
= / / x)dtdr — / / x)dtdx
xo J o
= / / x)dtdr — / / x)dtdz
xg Jt

=[O0 - @i [ Y00 - o
= [ e

car ¢(a) = ¢(b) = 0.
Ce qui montre que § = 3 dans D’'(Q) et donc il existe C' € R telle que § = y + C dans D’'(Q).
Mais § et y étant dans L*(Q2), on a § = y + C presque partout dans 2. On pose

J=i—C, VzeQ,

2.2. Espaces de Sobolev d'ordre entier : H™(2), m € N
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alors, on a

y =1y presque partout dans (2.
De plus j est continue sur ) puisque pour tout z,y dans €, on a
T t
fm y'(s) ds — C — fxo y'(s) ds+C

|7y (s) ds| < Vo = Iy [l 22(0)-

g(z) —u(t)] =

)

Remarque 2.6 Attention, si n > 1, le théoréme 2.6 est faux. En général, les fonctions de H'(Q)
(2 € R", n > 1) ne sont pas des fonctions continues (i.e. ne sont pas égales presque partout a
une fonction continue). En fait, on montre qu’elles peuvent avoir des singularités mais celles-ci sont
localisées sur des sous variétés de dimension au plus n — 2 (en dimension 2 au pire des points, en

dimension 3 au pire des courbe - - -).

Exemple 2.4 D’une fonction de H' en dimension 2 ayant une singularité en un point. On pose
Q = B(0,1/2) la boule de centre (0,0) et de rayon 3. On considére la fonction

o= (v ()

pour tout (z,t) € Q et ot k est un réel fixé dans |0, 1[.

Alors, y admet clairement une singularité en (0, 0) puisque

1\ F
lim y(z,t) = lim (ln—) = +00.

(z,t)—(0,0) r—0t T

On montre que y est bien dans H'((Q2).

lyll7 /(1 ( ! >>2kd dt /%/%1 <1>2k drdf
iy = n|l —— rdt = nl- rdrd®,
Vi@ Q VaZ+ ¢ o Jo r
3 1\ 3
27r/ (—) rdT:27r/ =2k dr,
0 r 0

car Inz < x pour tout x > 0. Puisque k €0, 3[, 1 — 2k € ]0,1[ et ainsi

H?JH%z(Q) <.

= ora(far\? | (or\*) 0
2 _ or ay |\ v
1 _ _ 1/2
2 1\*7?1 N\ 2nk?
= 2rk? In — —dr=|—(In-
T /0 (nr) T’F (nr) 2% —1 < +00,

0

De plus

2.2. Espaces de Sobolev d'ordre entier : H™(2), m € N
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car 2k — 1 < 0 et donc
1\ 2k
lim <ln —) =0.
r—0 T

Traces et formules de Green

Lorsqu’on résout un probleme elliptique sur un domaine borné, on doit imposer des conditions
aux limites sur le bord du domaine, noté 02, par exemple en fixant la valeur de la fonction.
Mais, lorsqu’une fonction n’est définie que presque partout, comment définir sa valeur sur 052, qui
est un ensemble de mesure nulle dans R" 7.

Nous allons voir que pour une fonction y de H'(Q2) on sait définir la valeur de y sur le bord du
domaine.

Avant cela, on commence par définir la régularité d’un ouvert.

Définition 2.6 On dit qu'un ouvert borné Q) de R™ (n > 2) est de classe C* pour k € N (respecti-
vement Lipschitzien) si on peut trouver un nombre fini douverts (O;)o<i<; de R" tels que Oy C £,
Q C UL,0;, 00 C UL, 0; et tels que pour tout i € {1,--- , I} il existe une application ¢, bijective de

classe C* (respectivement Lipschitzienne ) de O; dans Uensemble
B={r=(r,z,) R xR; ||le]. < 1},

oll ||-||2 est la norme Euclidienne de R", de plus, Uinverse de ¢; doit étre de classe C* (respectivement

Lipschitzien) et tel que
;(0;NQ) ={z=(2,2,) ER"'xR;|z|s < letx, >0} =B,

et
,(0;N0N) ={z=(z,2,) ER"IXR; ||z|] <letx, =0} =T.

Les ¢; sont des difféomorphismes de classe C* (respectivement Lipschitziens).

Comme nous Uavons vu dans le paragraphe précédent, les fonctions de H'(2) (2 C R™) peuvent avoir
des singularités mais celles-ci sont localisées sur des sous variétés de dimension n — 2. Ainsi, il va 'y
avoir un sens a parler de la restriction d’'une fonction de H'(Q) sur une sous variété de dimension
n — 1. Cette restriction sera définie presque partout au sens n — 1. C’est a dire que si n = 2, on pourra
définir les valeurs d’une fonction de H' sur des courbes pour presque tout point de cette courbe.

On montre le résultat suivant

Théoréme 2.7 Si Q) est un ouvert borné de classe C', alors Uapplication

o (CI(Q),H-HHl(Q)) —  (L2(0), |-l 2200))

y — Y loa

2.2. Espaces de Sobolev d'ordre entier : H™(2), m € N
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est une application linéaire et continue et se prolonge de maniére unique en une application linéaire

et continue de H'(Q)) dans L?(0)) encore notée .

Remarque 2.7 1. Lapplication trace  n’est bien siir pas injective, deux fonctions de H*'()) peuvent
avoir la méme trace sans étre identiques. Elle n’est pas non plus surjective a valeurs dans L*(2). On

peut montrer que U'image de H' () est un espace plus petit que L*(2), c’est

HY09) = {g € L2(00); (2.8) — W =IO 1290 a0y,

1+(n—1)
|lx —t| 2
on peut se restreindre a ne retenir que
H2(9Q) = {g € L*(09); Fy € H'(Q) telle que v(y) = g dans L*(99) }.
2. On désigne par H}(Q) Uadhérence de D(2) dans H*(S2) pour la norme de H* () :
—HI(Q)

Hy () = D(Q)
Ce qui signifie que les fonctions de Hj(S2) sont les limites dans H'()) de suites de fonctions de D(2).
Alors, H} () est le noyau de v, on a

Hy(Q) = Ker(v) = {y € H(Q); 7(y) = 0 dans L*(99)}.

Cette notion de trace va nous permettre d’'introduire la formule de Green (Intégration Par Partie en

dimension plus grande que 1) pour des fonctions de H* ().

Théoreme 2.8 Soit Q C R™ un ouvert borné de classe C', on note 9 sa frontiére et v la normale

unitaire a 052 extérieure a ). Alors, pour tout y, v dans H*(Q), on a

% (x) v(z) do = /

o 0z 0

(@) 2(0)a) oo do(o) — [ y(o) 57 ) o

ol do est la mesure superficielle sur O induite par dx et e; est le i vecteur de la base canonique
de R™.

Remarque 2.8 1. A titre d’exemple, pour fixer les idées, si n = 2 et si ) est la boule de centre (0,0)
et de rayon R > 0 donné, alors en passant en coordonnées polaires, on a de = r dr df et do(z) = R
do.

2. On peut remarquer que si y € H*(Q), alors Vy € (H'(Q2))" et donc, on sait définir Vy sur le bord

de ). On notera v(Vy) bien que U'on devrait noter

(o) ()

On a alors la formule de Green suivante :

2.2. Espaces de Sobolev d'ordre entier : H™(2), m € N
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Théoreme 2.9 Soit Q@ C R" (n > 1) un ouvert borné de classe C?, on note v la normale a 99,
extérieure a ). Soit une matrice A = (a; j)1<i j<n de taille n x n dont les coefficients a;; : @ — R
sont des fonctions de L>(f2), soit de plus y € H*(Q)) et v € H'(Q) alors
/ div (A(z) Vy(2)) v(z)dz = / AV (2).0(2)y(v) (@) do(z) — / A(2)Vy(2). Vo(z)dz,
Q

o0 0
ol do est la mesure superficielle sur 02 induite par dz.

2.2.3 Inégalités de Poincaré

On termine ce paragraphe par deux inégalités de type Poincaré, nécessaires pour établir I'exis-

tence et 'unicité de solutions a certains problémes elliptiques.

Théoréme 2.10 (Inégalité de Poincaré) On suppose que 2 C R™ est un ouvert borné de classe C*.

Alors, il existe Cq > 0 ne dépendant que de €2, telle que

[9ll2() < Cal VY| y € Hy(Q).

L2(Q)’
Preuve. On montre ce résultat de maniere directe (il existe une démonstration par ’absurde plus
simple dans le cadre général) en une dimension d’espace pour permettre de comprendre pourquoi
ce résultat est vrai.

Soity € H;(]0,1]) € H'(]0,1[), on travaille avec le représentant continu qu’on note encore y (voir

démonstration du théoreme 2.6). Alors, pour presque tout x €]0, 1]

et donc

W00 = | ()Pt = / 1 ([ y'(t)dt)2dm
< /01 (/01 y'(t)dt)de _ (/01 y’(t)dt)

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

1 1
2
||y||%2qo,1[)s( [ wol dt) ( / 1dt)=||y'||izqo,m-
0 0

Ce qui montre bien le résultat annoncé. Notons qu’ici C' = 1 ceci correspond a la longueur du

2

domaine. En dimension supérieure, cette démonstration donnerait pour constante le diametre du
domaine, c’est a dire

do = sup [z —1||.
z,teQ

Ou ||.|| est la norme Euclidienne. m

2.2. Espaces de Sobolev d'ordre entier : H™(2), m € N
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Théoreme 2.11 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger) On suppose que €2 C R™ est un ouvert borné
de classe C'.

Alors, il existe Cq > 0 ne dépendant que de €2, telle que

Iy~ Wall,ae < CallVyla

pour tout y € H'(Q) et otl (y), est la moyenne de y sur 2 donnée par

1
= [ o) i

Preuve. On donne, ici encore une démonstration directe en une dimension d’espace afin de com-

et |Q| = [, dx.

prendre pourquoi le résultat est vrai.
Soity € H}(]0,1]) € H'(]0, 1[), on travaille avec le représentant continu qu’on note encore y (voir

démonstration du théoréme 2.6). Alors, pour presque tout x €]0, 1] et tout ¢ €]0,1[, on a

yw—mmafyww

En intégrent en ¢, il vient

/Ol(y(x)—y(t)) dt—/ol (/jy'(s) ds) dtg/ol /01 ' (s)| ds dt—/ol\y’(sﬂ ds.

l@w—wmw=Aymﬁ—Aymwzw@—Aywﬁzmw—@m

o /Iy |d:c</ (/ (1 |dt) dz = (/ Wt |dt),

Mais

Donc

ly = (w)a I”

Et, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

_ 2 2
o=l < ([ wora) ([ )<,

Ce qui termine la preuve du Théoreme 2.11. m

2.2. Espaces de Sobolev d'ordre entier : H™(2), m € N
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2.3 Théoreme de Lax-Milgram

Nous verrons que pour montrer I'existence et 'unicité d’une solution a un probleme elliptique,
nous utiliserons le Théoréme de Lax-Milgram. Avant d’énoncer ce résultat, je redonne quelques
définitions.

Dans ce paragraphe V' désigne un espace de Hilbert (espace vectoriel muni d’un produit scalaire
(Préhilbertien) et complet pour la norme associée au produit scalaire).

On note (.,.)y son produit scalaire et ||.||; la norme associée a ce produit scalaire.

Définition 2.7 Soita: V x V — R, on dit que a est une forme

1. bilinéaire si : pour tout y € V, Uapplication V. — R;v —— a(y,v) est linéaire, et pour tout
v € V, lapplication V. — R; v —— a(y, v) est linéaire.

2. coercive (ou coercitive) s’il existe C' > 0 telle que pour tout y € V : a(y,y) > C|ly||%.

3. symétrique, si pour tout y et v dans V : a(y,v) = a(v, y).

Remarque 2.9 Si a est une forme bilinéaire de V x V dans R, pour montrer sa continuité, il suffit
de montrer qu'il existe C' > 0 telle que pour tout y, v € V : |a(y,v)| < C|ly|lv|v]v.

En effet sur V x V la norme est définie par ||(y,v)|vxv = |lyllv + [|v]v-

Alors

la(yr,v1) — alyz,v2)] = |a(yr,v1) — a(yr, v2) + a(y1, va) — alya, v2)|

la(y1,v1 — v2) + a(yr — y2,v2)|

< Cllyllvlvr = vallv + Cllyr — vallvlva|lv
< Cllnllvliy, v1) = (Y2, v2)llvxv + Cll(y1,v1) = (Yo, v2)lvxv||v2 — v1 + w1y
< C(lyllv + l(yr,v1) = (o, v2)lvsv + llv2lv) [ (Y1, v1) = (g2, v2) [[vxv-

Ce qui montre bien que

lim a(yz, v9) = alyr,v1),V(y1,v1) € V x V.

(y2,v2)—(y1,v1)

Le théoréme de Lax-Milgram s’énonce de la facon suivante.

Théoreme 2.12 [6] Soient L € L(V,R) = V'une forme linéaire et continue sur V' et a une forme

bilinéaire, continue et coercive sur V, alors le probléeme
Trouver y € V tel que a(y,v) = L(v) Yv €V, (2.1)

admet une unique solution.

2.3. Théoreme de Lax-Milgram
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De plus Uapplication T : V' — V qui a tout L € V' associe T(L) la solution de (4.1), est linéaire et

continue. Donc, il existe C' > 0 telle que pour tout L € V'
lyllv < L]y

Si de plus a est symétrique alors y est caractérisé par

veV

%a(.% y) — L(y) = min (%a(v, v) — L(U>> :

2.3. Théoreme de Lax-Milgram



Chapitre 3
Léquation de Poisson en dimension n > 2

Dans ce chapitre 2 C R" (n > 2) est un ouvert borné de classe C'. On note 952 sa frontiére et v la
normale unitaire a 02 extérieure a (.

On considere 'équation de Poisson donnée par

n

—Ay(x) = =) Fh@) = f(z), zeQ (3.1)

=1

ou gy : 2 — R est inconnue et f € L*() est une fonction donnée.

3.1 Conditions aux limites de Dirichlet homogene

Il suffit de regarder I'’équation (3.1) en dimension 1 pour se convaincre qu’il est nécessaire d’im-
poser une condition aux limites, sans quoi il ne peut y avoir unicité de la solution.
Dans ce paragraphe, nous choisissons d’imposer la condition aux limites dite de Dirichlet homo-
gene suivante :

y(z) =0, z €. (3.2)

On rappelle que I'appellation Dirichlet signifie qu’on impose la valeur de la fonction au bord et

elle est dite homogene car la valeur imposée est 0.

3.1.1 Formulation variationnelle

La formulation classique (3.1), (3.2) consiste a chercher y suffisamment réguliere pour que ces
égalités aient un sens. Si on suppose que f est continue alors pour que (3.1) ait un sens, on doit
avoir y € C*(Q) et pour que (3.2) ait au sens, on doit avoir y € C (£2). La formulation classique

est donc

29
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Trouver y € C*(2) N C (Q2) solution de (3.1), (3.2).

Nous avons déja vu dans l'introduction que cette vision classique ne suffit pas pour décrire la
réalité physique. En effet, dans beaucoup de problémes pratiques, on est amené a considérer des
quantités non régulieres.

Pour ces raisons, on introduit la formulation faible ou formulation variationnelle du probleme qui
permet de donner un sens au probleme pour des quantités non réguliéres.

Guidés par la définition de la dérivée au sens des distributions, on commence par multiplier (3.1)

par une fonction test et on intégre le résultat sur ().

/Ay da:_/f (3.3)

Le but est d’obtenir un probléme sous la forme donnée dans le théoréme de Lax-Milgram, c’est a
dire :

Trouver y € V tel que a(y,v) = L(v), Yv e V.

On voit que I'espace est le méme pour y et v. Or, pour que tous les termes se (3.3) aient un sens,
on doit avoir Ay € L*(Q), v € L*(Q) et f € L*Q), soit y € H?(2) et v € L*(Q). On va donc,
utiliser la formule de Green afin d’abaisser le degré de la dérivée sur y et 'augmenter sur v. On

obtient :
— /aa v(Vy(z)).v(z) v(v)(x) do(z) + /Q Vy(z).Vou(z) de = /Qf(x) v(x) dx.

Le terme de bord nécessite la définition de la trace de Vy, soit donc Vy € H'(f), soit encore
y € H*(Q) et v € H'(Q). Lautre terme nécessite y et v dans H'(Q2). Rappelons nous qu’on doit
encore imposer la condition aux limites, c’est a dire y(y) = 0 sur Q2. En imposant la méme
condition sur v, toujours dans un souci d’avoir le méme espace pour les deux fonctions (Lax-
Milgram), on voit que v(v) = 0 annule le terme de bord. Et la formulation faible est donnée

par :
Trouver y € Hj(Q) tel que [, Vy(z).Vou(z) dz = [, f(z) v(z) dz, Vv € HJ(Q). (3.4)

Nous verrons dans le paragraphe suivant que cette formulation rentre exactement dans le cadre

du théoréme de Lax-Milgram.

Remarque 3.1 On remplace le probléme (3.1), (3.2) par le probléeme (3.4). Nous verrons dans un
paragraphe suivant que la solution de ce probléme existe et est unique. Mais, en quel sens 'équation
est veérifiée ?.

Pour répondre a cette question il suffit “d’interpréter” la formulation variationnelle.

3.1. Conditions aux limites de Dirichlet homogene
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Tout d’abord, y € H}(Q) donc v(y) = 0 dans L*(99) et donc y = 0 presque partout au sens n — 1
dimensionnel sur 0.

De plus, en choisissant v = ¢ € D({2), on obtient :

/0y 0y
/QVy(x)-V@(l’) dv = Z<6:ci’8xi

i=1

— - <Z BIvk <P> =/ @)D’(Q),D(Q) 5
D'(Q),D(2)

> = ([, <P>D’(Q),D(Q) )
D'(Q),D()

=1 g
= (A, O)p e = (F Po)yp@)

et donc
—Ay = f, dans D'(Q).

Mais comme f € L*(Q), on a —Ay = f, dans L?(Q) et ainsi
—Ay = f, presque partout dans 2.

Ainsi, le probléeme (3.1), (3.2) est satisfait presque partout.

3.1.2 Existence et unicité de la solution

On montre dans ce paragraphe, le résultat suivant

Théoréme 3.1 Pour tout f € L?(N2), le probléme (3.1), (3.2) posséde une unique solution faible
y € H}(Q), de plus il existe C' ne dépendant que de ) telle que

Yl < Cllfllr2)-

Preuve. On utilise le théoréme de Lax-Milgram. On pose V = H}(Q) que 'on muni de la norme

de H'(2). Lespace Hj () est bien un espace de Hilbert, la démonstration est la méme que pour
H'(9Q), il suffit juste de vérifier que si une suite (y,).eny C Ha () converge dans H' () vers y alors
v(y) = 0 dans L?(99).

Pour tout y et v dans HJ (), on définit

a(y,v) = /QVy(:U).Vv(:U) dz,

et

L(v) = /Qf(x) o(x) da.

3.1. Conditions aux limites de Dirichlet homogéne



Chapitre 3. L'équation de Poisson en dimension n > 2

Alors a est clairement bilinéaire et a est continue, car pour tout y et v dans H;(f2), d’apres I'in-

égalité de Cauchy-Schwarz

la(y, V)| < VYl IVVll 2 < [[Ylla @ llv]l a2 @)

De plus, a est coercive car pour tout y € Hj ()

1 1 1 1

2 2 2 2 2
a(y,y) = /Q Vy(z)]"dx = §||Vy||L2(Q) + §||V3/||L2(Q) = @HyHL?(Q) + §||Vy||L2(Q)7
d’apres l'inégalité de Poincaré donnée dans le Théoreme 2.10.

Ainsi,

min(1,1/C3
ofy.y) > PGy

Enfin, L est linéaire de V dans R et L est continue car pour tout v € H}(2)
|L(v)| < ||f||L2(Q)||VU||L2(Q) < ||f||L2(Q)||U||H1(Q)-
Alors, d’apres le Théoréeme de Lax-Milgram, il existe un unique y € H} () solution de
a(y,v) = L(v), Vve HQ),
et il existe C' > 0 telle que

[yl (e) < CHL”(H(}(Q))' < Ol fllr2),

car L ()]
v
oy = S0 ol
v#£0
et
LE _ Vol @ o) de] _ [ le@lelne _ o)
] 71 (@) a ] 71 (@) B [v][ 1.0 - o

Ce qui termine la démonstration du Théoreme 3.1. m

3.2 Conditions aux limites de Dirichlet non homogene

3.2.1 Formulation variationnelle

Voyons maintenant ce que devient la formulation variationnelle, si 'on change la condition aux
limites en une condition aux limites de Dirichlet non homogene. Le probleme qui nous intéresse

est donc le suivant :

3.5)

{—Amw = f(x), z€9,
y(x) =g, x € 0N,

3.2. Conditions aux limites de Dirichlet non homogéne
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ou f € L*(Q) et g € H?(Q) C L?(99) sont données. On rappelle que
HY2(00Q) = {g € L*(09Q) ; Jy € H(Q) telle que v(y) = g, dans L*(0Q)}.

Comme précédemment, on multiplie I’équation par une fonction test, et en utilisant la formule de

Green, on obtient :

/QVy(x).VU(:L’) dx — Vy(x).v(x) v(z) do(z) = /Qf(x) v(x) dx.

o0

On choisit v € H} () afin d’annuler les termes de bords et on cherche y dans 'espace suivant :
V ={ye H(Q); y(y) = g dans L*(0Q)}. (3.6)
La formulation du probléme est alors
Trouver y € V tel que [, Vy(z).Vu(z) dx = [, f(z) v(x) dz, Vv e Hy(Q).

Remarque 3.2 1. On pourra remarquer que Uéquation est la méme que celle dans le cas d’une
condition aux limites de Dirichlet homogéne. Ainsi, le choix de Uespace dans lequel on recherche la
solution est un élément fondamental dans la formulation variationnellle.

2. La formulation variationnelle ainsi donnée n’est pas sous la forme de celle présentée dans le Théo-
reme de Lax-Milgram. En effet, Uespace de la solution exacte n’est pas identique a celui des fonctions
tests. Nous verrons dans le paragraphe suivant qu’il est possible de symétriser le probleme de sorte a

pouvoir utiliser le Théoréme de Lax-Milgram.

3.2.2 Existence et unicité de la solution

On montre dans ce paragraphe le résultat suivant.

Théoréme 3.2 Pour toute fonction f € L*(S) et toute fonction g € H'?(95), il existe une unique
solution faible y € V, ou V est donné par (3.6), solution faible du probléme (3.5), de plus il existe C
ne dépendant que de 2 telle que

[yl ) < C (1f 2@ + 19l a2 ga0)) »

avec

= inf )
91l rr1r200) Lonfe [V 210
v(v)=g

3.2. Conditions aux limites de Dirichlet non homogéne
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Preuve. On commence par symétriser le probléme. La fonction g étant dans H'/?(9Q), il existe

y, € H'(Q) (non nécessairement défini de maniére unique) tel que y(y,) = g dans L*(99).
On pose w = y — y, ol y est la solution de la formulation variationnelle. Alors, w € Hy(]1,0]) et
satisfait

Jo Vw(z).Vu(z) de = — [, Vy,(x).Vo(z) de + [, f(x) v(z) dz, Yv e Hi(KQ).

On remplace alors la formulation variationnelle par le probléeme suivant : Trouver w € H}(Q) tel

que
Jo Vw(z).Vu(z) de = — [, Vy,().Vo(z) de + [, f(x) v(z) dz, Yv e Hj(Q).
On pose
a(w,v) = /QVw(x).Vv(x) dx,
et

L(v) =— /Q Vy,(z).Vo(z) de + /Q f(z) v(z) de.

Nous avons déja montré dans le paragraphe précédent que a est bilinéaire, continue et coercive
de H} () x H}(Q) a valeurs dans R. Il reste a montrer que L est linéaire et continue de H}(f2) a
valeurs dans R.

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout v € Hj(f2), on a

L)) < VYl 2@ IVollzz@) + 1 f 2@ lvllz2@) < (lollme + £ lz2@) [0l @-

Mais, l'application trace étant continue de H'(Q2) dans L?(91), il existe C, ne dépendant que de
Q telle que

Yol a1y < Cllgllr20),
et ainsi

1L()] < (Cligllzzon) + 1 fllz2@) V] o),

ce qui montre bien la continuité de L.

D’apres le Théoreme de Lax-Milgram, on sait alors qu’il existe un unique w € H}(2) solution de
a(w,v) = L(v), Yv € H}(Q).

On pose

Yy =w+Yy,

alors y est bien solution faible de (3.5).

Il reste a montrer 'unicité de cette solution.

3.2. Conditions aux limites de Dirichlet non homogéne
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Soient donc y; et y, dans H*(Q) telles que y(y;) = g et v(y2) = g dans L?(09) et telles que pour
tout v € H}(Q), on ait

/QVyl(a:).Vv(x) dr = /QVyg(x).Vv(x) de = /Qf(x) v(z) d.
Alors y; — y2 € H}(Q) et satisfait
Jo V (2).Vu(z) dx = [, f(z) v(x) dz, Yve Hy(Q).

Or, d’apres le Théoreme de Lax-Milgram ce probleme admet une solution unique.

Mais, 0 étant solution, on obtient

y1 —y2 = 0.

Il reste a établir 'estimation, par au programme en MATLAB. =

3.3 Conditions aux limites de Neumann

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a 1'’équation de Poisson avec conditions aux limites de Neu-

mann, donnée par
—Ay(z) = f(z), =€, (3.7)

Vy(z)v(z) =g, =€, (3.8)

ou f € L*(Q) et g € L*(09) sont données.
La encore, on multiplie I’équation par une fonction test, et en utilisant la formule de Green, on
obtient

/QVy(a:).V"U(x) dx — Vy(z).v(z) v(z) do(x) = /Qf(x) v(z) dz

a0
Puis, on utilise la condition aux limites (3.8) et la formulation faible du probleme est : Trouver

y € HY(Q) tel que
Jo Vy().Vo(z) de — [, g(x).v(z) v( = [, f( ) dx, Vv e HY(Q). (3.92)

Remarque 3.3 1. On peut remarquer que dans ce probléme, on ne fixe que les dérivées premieres
(sur le bord) et secondes dans le domaine. Ainsi, si y est solution, y + C, ou C est une constante

réelle donnée est encore solution. Sans hypothése supplémentaire, il ne sera donc pas possible d’avoir

3.3. Conditions aux limites de Neumann
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lunicité de la solution. Classiquement, Uhypothése rajoutée est celle qui fixe la moyenne de y a 0. On

/Qy(x) dx = 0.

2. On montre qu’il y a une condition nécessaire pour I'existence d’une solution a ce probléme

impose donc

avec le résultat suivant.

Proposition 3.1 Soit Q C R™ un ouvert borné de classe C', on considére f € L*(Q) et g € L*(09)

donnés. Alors
Jy € H'(Q) solution de (3.9a) = / f(z) dz +/ g(x) do(z) = 0.
Q o0
Cette condition porte le nom de relation de compatibilité entre f et g.

Remarque 3.4 La contraposée de ce résultat, montre que pour avoir existence d’une solution il est

nécessaire d’imposer la relation de compatibilité.

Théoreme 3.3 Soit f € L*(Q) et g € L*(99) satisfaisant la relation de compatibilité suivante

/ f(z) da +/ g(z) do(z) =0, (3.10)
Q o0
alors il existe une unique solution faible y € H'(Q) satisfaisant [, y(z) dx =0 et

Jo Vy(z).Vu(z) de — [, g(z) v(z) do(z) = [, f(z) v(z) de, Yve H(Q), (3.11)

de plus il existe C' ne dépendant que de () telle que

lyllme) < C (12 + 9llL200)) -

3.4 Régularité et principe du maximum

Théoréme 3.4 [1] Soit k € N, on suppose que 2 est un ouvert borné de R" (n € N*) de classe C**+2.
Soit y € HE(Q) tel que Ay € H*(Q) (avec la convention H°(Q)) = L*(2)), alors

y € H"2(Q).
De plus, il existe C ne dépendant que de ) telle que
[yl ar+20) < CllAY]| ar)-
Théoreme 3.5 [1] (Principe du maximum faible) Soit y € H*(Q) telle que

—Ay <0 dans D'(Q),
~v(y) <0 presque partout sur 052,

alors y < 0 presque partout dans 2.

3.4. Régularité et principe du maximum
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Approximation des problemes elliptiques

par €léments finis

Ce chapitre est consacré a 'approximation numérique des EDP ces dernieres ne peuvent en gé-
néral étre résolues de facon exacte. Elles sont résolues de fagon approchée, a 'aide des méthodes
numériques. Les méthodes numériques ne donnent pas la solution véritable du probleme que
I'on cherche a résoudre. Des méthodes numériques mal utilises peuvent conduire a des résultats
totalement faux.

Le but est de savoir comment calculer explicitement une solution approchée qui soit facilement
calculable tout en ayant une idée assez précise de l'erreur commise par rapport a la solution
exacte ? Plusieurs méthodes existent pour cet approche citons : la méthode de Galerkin (Ritz), la
méthode des éléments finis et la méthode des différences finies. Nous commencons par étudier
brievement ces trois méthodes, puis nous passons directement a la méthode des éléments finis

plus en détail, et c’est le but de ce polycopié.

4.1 Introduction aux différences finies

La méthode des différences finies pour la résolution des problemes aux limites remplace chaque
dérivée dans I’équation différentielle aux dérivées partielles par une approximation appropriée
en termes de rapport aux différences.

4.1.1 Principe de la méthode

On décrit la méthode en trois parties : choix du maillage, chois du schéma numérique et détermi-

nation du probléme discret.
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Nous choisissons comme modele, le probléme aux limites homogene suivant :

{ —y" = f(x),siz€]0,1], 4.1)
y(0)

=y(l) = 0,

ou f est une fonction continue sur [0, 1].

La solution unique de ce probléme est donnée par :

y(z) = g;/o F($)(1 — 5)ds — /O £(s)(x — s)ds, Yz € [0, 1].

Commencons par choisir un entier N > 1 et divisons I'intervalle [0, 1] en (/N + 1) sous-intervalles
dont les extrémités sont les points du maillage

r;=1th, 1=0,1,--- ,N+1avech:N;+1.
Le pas h est choisi constant pour faciliter I'utilisation des algorithmes servant a résoudre les sys-
témes linéaires qui résultent de 'approximation et qui font intervenir une matrice de dimension
N x N.

La méthode des différences finies appliquée au probleme (4.1) exige que 'on remplace la dé-
rivée seconde y”(x;) par un rapport aux différences en chacun des points intérieurs z;, pour
i=1,2,---,N.

En utilisant un développement de Taylor au point x;, on peut voir que si y est de classe C* sur

[0,1], on a 'approximation :

y'(zi) = #(y(%ﬂ) —2y(z;) +y(rio1)) — %Zfl(ﬁi), & €lwit, wigal,

qui est dite formule de différences centrées pour y”(z;).
Négligeons le terme contenant ¢, dans la formule précédente et notons y; une approximation de y
au point z;. Tenant compte des conditions aux limites, nous obtenons la méthode des différences

finies suivantes :

Yo =0, yny1 =0, (4.2)
Yie1 + 2y — Yit1 :h2f($i)7 i=1,2,---,N.

Vu le terme négligé, 'erreur de troncature est d’ordre o(h?).

Le schéma numérique précédent peut étre écrit sous la forme matricielle suivante :

AYh - bh, (43)

4.1. Introduction aux différences finies



Chapitre 4. Approximation des problémes elliptiques par éléments finis

ou A est la matrice N x N tridiagonale symétrique donnée par :

2 -1 0 0
-1 2 -1
A = tridiag(—1,2,—1) = 0 —1 2 0 ,
—1
0 0 -1 2
tandis que Y}, et b, sont les vecteurs de R” :
Y1 f(x1)
Y2 f(z2)
Y, = : , b, =h? :
YN-1 flezn-1)
Yn f(zN)

4.1.2 Résolution du probleme de Dirichlet non homogéne

Soit le probleme aux limites linéaire du second ordre :

{ y' = p(e)y +a(x)y +r(z), siz€l0,1] (4.4)

y(0) =, y(1) = B,

ol p, ¢ et r sont des fonctions données, continues sur [0, 1], et « et 5 deux nombres réels connus.
Pour approcher la solution de ce probléme par la méthode des différences finies, nous commen-
cons comme ci-dessus par diviser I'intervalle [0, 1] en (N + 1) sous-intervalles égaux.

Cela donne les points

L

- N OUh:N+1-

z;=ih, i=01,-

Aux points intérieurs z; pouri = 1,2,--- , N, le probleme a approcher est
y'(x:) = p(:)y' (2:) + q(@a)y(z:) + r(3:).

Supposons que y € C*([x;_1, z:11]). En développant y suivant un polynéme de Taylor d’ordre trois

autour du point z; et évalué aux points z;,, et x;_;, nous obtenons

h? h3 ht
Y(@i) = y(z; + h) = y(@;) + hy'(z;) + 79”(%‘) + gl/”(ﬂfi) T 54 (&,
pour un certain & dans |y, 7,1, et
h? h3 h*
y(@ia) = ylzi — h) = y(x;) — hy'(2;) + 79"(1’7:) - gy’"(%) oy (&),
4.1. Introduction aux différences finies
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pour un certain &, dans |x; 1, z4[.

En sommant ces relations, on trouve :

4
() (i) = 2y(w) + ") + o [0 6+ (€)]
ce qui donne
" 1 P2 T @,y @ e
y'(@) = 7 (i) = 2y() +y(ao)] - 37 v €) +5 7 €0)].

Le théoreme des valeurs intermédiaires permet d’écrire 'expression simplifiée

2 (@
y' (i) = # [y(wit1) — 2y(x) + y(wi0)] — ’2‘—4y ’ (&:)s & €lrin, zigal,

dit formule de différences centrées pour y"(z;).

Une formule de différences centrées pour y/(z;) est obtenue de la méme maniere :

_h2m

' (2:) = g7 W(wier) — y(@ic)] — 29" (ks), ki €)aiy, 2.
Lutilisation des formules de différences centrées dans I'équation (4.4) conduit a la relation

y(xi+1)—2y}52$z‘)+y(%—1) . y(xi+1)2—hy(xi_1)}

2

a(a)y() +res) — 15 |20y (k) =y ()]

En négligeant dans la relation précédente les termes contenant les dérivées de y aux points in-
connus ¢; et ¢; et tenant compte des conditions aux limites y(0) = « et y(1) = [, nous obtenons

la méthode aux différences finies suivantes avec une erreur de troncature d’ordre o(h?) :

Yo = @, YN41 = /67
Cette équation peut étre réécrite comme suit :
h h
- (1 + §p(33i)> yi1+ (24 PPq(x)) yi — (1 - 529(%)) Yip1 = —hr(z),

que I'on peut écrire sous la forme d’un systéme linéaire avec une matrice N x N tridiagonale :

AYh:bh7
ou
24+ h%q  —1+Lp 0
—1—1Lp, 2+4h% —1+2p, - 0 0
A O —1—gp3 2+h2(J3
h — . . )
0 e 24 WPy —1—1‘%pr1

—1—34py 2+ Ry
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hn —h*ry 4+ (1 + bpr)a
Yo —h?ry
Yy = : S : :
Yn-1 —h2rn_4
yN —h?ry + (1= §pw)B
avec p; = p(x;), ¢ = q(x;) et ry = r(zy), i =1,--- , N.

La diagonale principale de la matrice A est formée des éléments
Qi — 2+hQQ($1), Z: 1,2,"' ,N.
Sous la diagonale principale, on a

Aji—1 = — _§p($z>7 2227 7N-

)

et au-dessus de cette diagonale, on a les éléments
h .
Qg 541 :—1+§p(l’z>, Z:L"' ,N—l

Tous les autres éléments de A sont nuls

4.1.3 La méthode des différences finies en dimension supérieure a 1

Le principe est exactement le méme que celui de la dimension 1, la seule différence réside dans
I'écriture. On va étudier seulement le cas de la dimension 2, le cas de dimension supérieure étant
compleétement analogue.

On cherche a résoudre numériquement le probléme :

{—Ay = [ dans Q =]0,1[x]0, 1], (4.5)

y = 0 surl =09,

ouy = y(z,t), A =092 + 92 et I est le bord de Q.
On commence par définir un maillage de (2. On pose

r; =1h et tj :]h,

o 0<i,j<N+1,h=g7etNeN.

On va déterminer y; ; qui approche y(z;,t;). Par le développement de Taylor, on a

Y(zig1,t;) — 2y(zi, tj) + y(wiza, t))

8§x (mi? t]) = B2

+o(h?),
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et

xiatj+1> - 23/(%’;@‘) + y(:lii, tjfl)
h2

Un schéma numérique possible est alors de considérer 'approximation suivante de Ay(z;, ;)

0;y(xi,tj) = y< —|—O(h3),

—4Yij + Yirr; + Vi1 + Yij1 T Yij
h? '

Anyij =
Avec cette notation, le probleme discrétisé est : trouver y; ; tels que

—Apy;; = f(xi,t;), pourl <i, j<N,

o (4.6)
Yo,j = YN+1,; = Yio = Yin+1 = 0, pourl <i, 5 < N.

Pour écrire (4.6) sous forme matricielle, on pose

Yh: (yll;"' sYIN, Y21, 0 s YaN, -+ 7yNN>T-

Alors le probléme (4.6) s’écrit sous la forme
Ath == bh;

ol A, € RVN**N* et b, € RV sont donnée par
p

¢ B C [ ' |
T1,Y
Ay=—%1 o - 0 |, b= R
f(x27y1)
B C .
0 0 C B
f(xNny)
avec
-4 1 0 0
1 -4 1 :
B=| o . . . 0 | €ERVN ot O =]yeRVN,

—4 1
0 0 1 —4

Le systéme linéaire étant bien, on peut donc le résoudre.

Remarque 4.1 On peut choisir un pas h en x et un autre pas k différent pour y. Dans ce cas,

NMxNM N _ 1 _ 1
Ap eR ,ouh = gethk= 7.
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4.2 Introduction a la méthode de Galerkin (Ritz)

4.2.1 Principe de la méthode

Lidée de base consiste a résoudre le probleme variationnel dans un espace de dimension finie
V,, inclus dans V, approchant 'espace V' : c’est le principe de méthode de Galerkin. En outre, la
construction de I'espace V}, repose sur la notion géométrique de maillage. Dans ce contexte, le
parametre h correspond a la taille maximale des mailles ou cellules qui composent le maillage ;
il est strictement positif et destiné a tendre vers 0, 'espace V}, sera de plus en plus grand et
approchera de mieux en mieux I'espace V' tout entier.

Cherchons a résoudre le probleme variationnel :

Trouver y € V tel que
Y 1 4.7)
Yo eV, aly,v) = L(v).
Notre but est la résolution du probleme suivant :
Trouver y;, € V}, tel que
Yn ntelq (4.8)
Yv € Vi, a(yn,v) = L(v).

Le probleme (4.8) s’appelle le probleme discret (approché) du probleme continu (4.7).

Remarque 4.2 1. Lespace V), doit étre de dimension finie pour n’avoir qu'un nombre fini d’inconnues
ou degrés de liberté qui seront les composantes de la solution approchée dans une base de V},; ces
composantes pourront facilement étre calculées en résolvant un systéme linéaire qui est la version
matricielle du probléme (4.8).

2. Il est nécessaire que ce nombre de degrés de liberté puisse étre aussi grand que U'on veut, de manieére
a approcher la solution exacte de fagon la plus précise possible.

3. On notre par N, la dimension de Uespace V},, il faut que N;, — oo lorsque h — 0.

Définition 4.1 On dit que les espace (V},);, forment une approximation interne de V' si :
1.Vh>0,V, CV.
2. Y e ‘/, Vh > 0, Juy, € V), tel que HU — UhHV f() 0.

La construction de I'espace V}, doit satisfaire deux exigences :

1. V}, doit étre facile a construire : on pourra choisir un espace dont la base sera formée de
fonctions polynomiales par morceaux.

2. La matrice du systeme sera creuse, c’est a dire, elle aura beaucoup d’éléments nuls : plus
elle sera creuse moins elle occupera de place mémoire. Pour cela, on choisira une base dont les

fonctions ont un support dans quelques mailles.
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4.2.2 Forme explicite de la solution

Pour résoudre le probleme approché (4.2) explicitement, on a besoin de
1. un espace de Hilbert V' sur R, muni d'une norme notée ||.||v,

2. une forme bilinéaire «(.,.) continue sur V' x V" et V-elliptique,

3. une forme linéaire L continue sur V.

Sous les hypotheses (1), (2) et (3) on a le résultat suivant :

Théoreme 4.1 [2] Le probléme approché (4.8) admet une unique solution y, dans Vj,.

Preuve. Ce résultat peut s’obtenir par 'application directe du théoreme Lax-Milgram cité dans le

chapitre précédent.

Lespace V}, est un espace de Hilbert, de dimension finie NV, et il admet une base formée des

fonctions (¢, vy, - -+ , ¢y, ). La solution y, est donc de la forme
Np
Yn = Z Yi®;,
i=1
ou (y;),i=1,---, N, sont les inconnues du probléme (4.8).

Pour que la relation ait lieu Vv, € V}, il suffit que cette relation (4.8) le soit pour chacune des
fonctions de base de I'espace V. En utilisant la décomposition de y,, et la linéarité de a par rapport

a son premier argument, cela donne

Ny,
Vie{1,2,---, Ny}, ia(soj,%-) = L(e;).

i=j

La résolution du probleme (4.8) revient donc a résoudre le systeme linéaire
AY =, 4.9)
ou la matrice A est définie par les coefficients A;; tels que :
Aij = alpy, ), Vi, j € {1,2,--- Ny},

et les vecteurs b, Y € R+ définis par

bi = L((pl), Vi € {1,2, tee ,Nh}7 Y = <y17y27 e 7yN;L)T‘

Le systeme (4.9) a une unique solution car la matrice A est définie positive donc inversible.
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En effet, on a

Np Np N, N
YIAY = 3 3 AYY;=) ) alg; ¢)YY,
i=1 j=1 i=1 j=1

Ny Np Ny, Ny,
- Za (Z YQ’%‘?%’) Yi=a (Z Y}'ijazyi%‘)
=1 j=1 j=1 i=1

= a(y,y) > a|y|*

Np
Car a est V-elliptique eton a y = Z

D’ou la matrice A est définie posmve (i.e: VY € RV» YIAY >0, et YIAY = 0 implique Y = 0).

Finalement, la solution du systeme (4.9) est

Y = A7,

4.2.3 Estimation de ’erreur

Lemme 4.1 (de Céa) [2] On se place sous les hypothéses du théoréeme (4.1) précédent, si y est la

solution de probléme (4.7) et yy, la solution du probléme (4.8), on a alors
M .
ly — ynllv < - v‘h%fv |y — vnllv,

olt M est la constante de continuité de a et « la constante d’ellipticité.

Preuve. Comme la relation (4.7) est vrai quel que soit v € V, elle reste vraie pour tout v, € Vj,,
1.€,
a(y,vn) = L(vy), Yo, € V.
De la relation (4.8), on obtient :
a(y — yn,vp) =0, Y, € V. (4.10)
Ainsi, on peut écrire
a(Y = yn, Yy —yn) = aly—yny — vn+vh — Yn),

= aly — yn,y — vn) + aly — Yn, vh — Yn),
= a(y —yn,y—v), Yo, € Vp,

ou l'égalité a(y — yn, v, — yn) = 0 découle de v, — y;, € V), et la relation (4.10).
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En appliquant maintenant la V-ellipticité de a et sa continuité, on obtient :

ally—wll?> < aly —yn, vy — yn)
= aly — yn,y — vn),
< Mlly —uullvlly — vnllv,

donc,
ally = ynlly < Mlly = vnllv, You € Vj.
Cette derniere inégalité prouve le lemme. =

Définition 4.2 On dit que la méthode d’approximation variationnnelle est convergente si est seule-

ment st
lim — = 0.
Jim [y = ynllv
On dit que la convergence est d’ordre k si est seulement si il existe une constante réelle C' (indépen-

dante de h) telle que
ly = ynllv < Ch*.

Lemme 4.2 Sous les hypothéses du théoréme 4.1, on suppose qu’il existe un sous-espace 1} C V dense

dans V (i.e,: ¥ = V) est une application rj, de ¥ dans V;, tels que
limy,_o|lv =7 (v)|ly =0, Vv e

Alors la méthode d’approximation variationnelle interne converge.

Si la forme bilinéaire est symétrique, on a la méthode suivante :

4.2.4 La méthode de Ritz

On cherche a calculer y € V telle que
a(y,v) = L(v), Yv €V, (4.11)

ou :
— V est un espace de Hilbert,
— a est une forme bilinéaire continue, V' -elliptique et symétrique,

— L est une forme linéaire continue sur V.
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Résoudre ce probleme revient a calculer y € V, solution du probléeme de minimisation de la

fonctionnelle quadratique définie par :
Ew) = %a(v,v} — L(v), Yv e V.
Donc le probleme vriationnel devient : trouver y € V tel que
E(w) > E(y), Yve V.

Lidée de la méthode de Ritz est la méme que celle de Galerkin, i.e, remplacer I'espace V' par un
sous-espace V}, C V de dimension finie NN, et résoudre le probleme approché : trouver y; € V), tel
que

E(v) > E(yn), Yv € V. (4.12)

Théoreme 4.2 [2] Sous les hypothéses du théoréme 4.1 et a symétrique, le probléeme (4.12) admet

une unique solution y;, dans Vj,.

Preuve. Puisque V}, est un espace de dimension finie inclus dans V, c’est donc aussi un espace de
Hilbet. On peut donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram, et on déduit I'existence et I'unicité
de y;, € V}, solution de (4.12). =

Remarque 4.3 On peut démontrer ce théoréme en utilisant la méthode constructive comme la dé-

monstration du théoréme 4.1.

Lemme 4.3 (cas symétrique ) [2] On se place sous les mémes hypothéses du théoréme 4.1 et en
plus la forme bilinéaire a est supposée symétrique. Si y et y;, sont les solutions des probléemes (4.11)

et (4.12) respectivement, on a alors

M
1y = ynllvy </ — inf [y —ovnllv.
o vREV)

Remarque 4.4 Si la forme bilinéaire a est symétrique, la méthode de Galerkin est équivalente a celle

de Ritz, donc la méthode de Ritz est un cas particulier de la méthode de Galerkin.

4.3 Introduction aux méthodes des éléments finis

4.3.1 Principe de la méthode

Le principe de la méthode des éléments finis est de construire des espaces d’approximation interne
Vi, des espaces fonctionnels usuels tels que H'(Q), H}(Q), H*(Q), etc, dont la définition est basée
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sur la notion géométrique de maillage du domaine 2. Un maillage est un pavage de 'espace en

volumes élémentaires trés simples : intervalles, triangles, tétraedres, parallélépipedes.

Dans cette section, le parametre h de V), correspond a la taille maximale des mailles ou cellules

qui composant le maillage.

Typiquement, une base de V}, sera constituée de fonction dont le support est localisé sur une ou

quelques mailles. Ceci aura deux conséquences importantes :

— lorsque h tend vers 0, 'espace V}, tendra vers I’'espace V' tout entier.

— La matrice du systéme linéaire sera symétrique et définie positive, de plus elle sera creuse, i.e,
la plupart de ses coefficients seront nuls.

La méthode des éléments finis est une des méthodes les plus efficaces, ce qui limitera le coflit de

la résolution numérique, elle est la plus utilisé pour résoudre numériquement des problémes aux

limites et elle est a la base de beaucoup de logiciels dans les calculs industriels.

Enfin, la méthode des éléments finis repose une facon particuliere de choisir les bases des espaces

d’approximation pour les méthodes de Galerkin (Ritz).

4.3.2 La méthode des éléments finis en dimension 1

Pour simplifier la présentation de cette méthode, nous commencons par la présenter en dimension
1. Sans perte de généralité, nous choisissons le domaine 2 =|0, 1]. Le maillage de ce domaine
repose sur la décomposition de l'intervalle [0, 1] en n + 2 points de coordonnées z;, 0 < j <n+1
tels que

To=0<21 < - <2y < Tpy1 = 1.

Le maillage est dit uniforme si le pas de décomposition h est constant, c’est-a-dire que

1
n+1

xj=jh, 0<j<n+1, avec, h =
Les points x; sont appelés les sommets ou les noceuds du maillage.
Remarque 4.5 Si on considére le cas général §) =|a, b|, alors le maillage est de la forme
To=a<w <- - <Tp<Tpi1 =D,

et le pas de décomposition est

hj:ﬂjj—&—l_xja OS]S’H
Exemple 4.1 On consideére le probléme suivant :

{ —y' = fdans]0,1], (4.13)
y(0)

=y(l) = 0.
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la présentation tres succincte faite sue cet exemple simple a pour but de donner les idées de base et ne
constitue qu’une premiére introduction a la méthode des éléments finis.

Si f € L*(2), le probléme admet une unique solution dans H}(2).

Dans tout ce qui suit, on notera P, U'ensemble des polynémes a coefficients réels, d’'une variable réelle

et de degré inférieur ou égal a k,i.e,
k
P, = {p R —R; p(z) = Zoq:cl; (ag, -+ ,ap) € Rk“} .
1=0

La méthode des éléments finis P;

La méthode des éléments finis P, se base sur ’espace discret des fonctions continues et affines sur
chaque maille
Vi = {U S C([O, 1}; v |[xj,xj+1]€ Pl, 0 S] < TL} , (414)

et sur son sous-espace
V2 ={v € Vi, v(0) =0v(1) = 0}. (4.15)

La méthode des éléments finis P; est alors la méthode de Galerkin appliquer aux espace définis
par (4.14) et (4.15).
Maintenant, on va choisir des fonctions qui forment une base de I'espace, les fonctions de base

(¢;)o<j<nt1 sont choisies comme fonctions polynomiales de degré 1 (affines) définies par :

T—xj_1 .

o= SLT € [z, @),

pi(e) =4 Tk siw € [r), w0,
0 sinon.

Si le pas de décomposition de l'intervalle est uniforme, les fonctions des bases sont :

T—T;_1

7 Ssiz € [(L’j_l,l’j],
pi(x) =9 =2 siz € [z, 7541, (4.16)
0 sinon.

Lemme 4.4 Lespace V;, défini par (4-14), est un sous-espace de H'(]0, 1[) de dimension n+2, et tout

fonction v, € V), est définie de maniére unique par ses valeurs aux sommets (z;)o<j<n+1 :

n+1

'Uh(l‘> = th(l"j)@j(l"), Vr € [O’ 1]'

J=0
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De méme, V;? défini par (4.15) est un sous-espace de H;(]0,1[) de dimension n, et toute fonction

vy, € V)P est définie de maniére unique par ses valeurs aux sommets (x;)o<j<n :

n

vn(r) = > walz)e;(x), va € [0,1].

Jj=1

Remarque 4.6 La base (y;) définie par (4.10) permet de caractériser une fonction de Vj, par ses
valeurs aux nceuds du maillage. Dans ce cas, on parle d’éléments finis de Lagrange.

On peut introduire d’autres espaces V,, pour lesquels une fonction sera caractérisée, non seulement
par ses valeurs, mais aussi par les valeurs de sa dérivée, on parle alors d’éléments finis d’Hermite.
Ici, comme les fonctions sont localement P, on dit que Uespace V), défini par (4.14) est Uespace des
éléments finis de Lagrange d’ordre 1.

Remarquons aussi que, @;(x;) = 6;;, olt 0;; est le symbole de Kronecker défini par :

1 si i1=j
0ij = 7
0 si i#j.
Cet exemple d’éléments finis P, permet a nouveau de comprendre lintérét de la formulation varia-
tionnelle. En effet, les fonctions de V}, na sont pas deux fois dérivables sur le segment [0, 1] et cela n’a
pas de sens de résoudre, méme de maniere approchée, le probléme (4.13).

Au contraire, il est parfaitement légitime d’utiliser des fonctions de V}, dans la formulation variation-

nelle qui ne requiert qu’une seule dérivée.

Maintenant, on va résoudre le probleme (4.13) par la méthode des éléments finis P;.

La formulation variationnelle de ce probléme s’énonce comme suit : trouver y € V' tel que
a(y,v) = L(v), YveV,
avec
Vo= H&(]O, 1[)7
1
o) = [ @
01
L(v) = / f(z)v(z)dz.
0
Donc, le probléme devient : Trouver y;, € V}? tel que

Vo e VP, a(yn,v) = L(v), (4.17)
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avec

a(yn,v) = /Oyg(x)v’(x)dx,

L) = /0 F@)o(a)da

La combinaison linéaire de y;, sur la base (¢.);<i<,, de l'espace V?, avec v = ¢, nous donne
Y 90] YRS h> P

th%/oso] )¢ (w da:—/f v)gi(w

La formulation variationnelle dans I'espace V)0 revient a résoudre dans R" le systéme linéaire
AL X = bn, (4.18)
avec

1
A = (e ([ G@el@ar)
0 1<i,j<n

Xn = (yn(5))i<j<n,

b = (bi)i<icn = </01 f(x)(p"(x)dx> 1<i<n

La matrice A, s’appelle la matrice de rigidité.
Comme les fonctions de base (¢;)i<i<, Ont un petit support, alors I'intersection des supports de
¢; et p; est souvent vide et la plupart des coefficients de la matrice A, sont nuls.

Le calcul des coefficients de la matrice A, fait intervenir les dérivées () simples a calculer :

%, six € [27]‘_1,33]'],
Pi(x) =9 —, siz € [zj0, 2y,
0, sinon.

Calculons maintenant les éléments de la matrice A, tridiagonale et symétrique. Les trois termes

des diagonales sont :

1
1
Qi+l = /OQOQH(Q?)(P;(m)dJ?:—E;

1
Qi-1i = / ()i (x )d-%’:—g-
0
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On déduit la matrice Ay, :

2 -1 0 0
-1 2 -1
Ap=1| 0 -1 0 |
2 -1
0 -~ 0 -1 2

Le second membre b, est le résultat des intégrales pour tout 1 <i <n
1 Tit1
| t@eis= [ fape o
0 Ti—1
Mais le calcul de ces intégrales de maniére explicite peut étre difficile ou impossible si la fonction
f est compliquée. Dans ce cas, on utilise des méthodes numériques pour les calculer, citons par

exemple :

Remarque 4.7 — La formule du point milieu : [* ¢(z)dx = (b — a)¢ (“£2) .
— La formule des trapézes : fab ¢(x)dr = 5% (¢ (a) + ¢(b)).
— La formule de Simpson : [* ¢(x)dx = 2% (¢ (a) + 66 (£2) + ¢(b)) .

Lorsque les composantes du vecteur b, est calculé, il reste la résolution du systeme linéaire (4.18)

qui admet une unique solution.

Exemple 4.2 Cherchons a résoudre le probléme de Neumann avec la méthode des éléments finis P,

le probléeme étant le suivant :

{ —y" 4+ cy = f dans 0, 1], (4.19)

y(0)=a, y'(1) =5
On a vu dans la chapitre précédent que ce probléme admet une unique solution dans H'(]0, 1[) sous
les hypothéses suivantes :
- f e L*]0,1]), et a, B € R.
- c € L>(]0,1]) tel que 3¢y > 0, ¢(z) > ¢y p.p dans |0, 1].
Appliquons les mémes procédures utilisées dans l'exemple précédent, et nous obtenons la formulation

variationnelle de Uapproximation interne suivante : trouver y, € V), tel que
a(yp,v) = L(v), Yv € Vj,

avec
alyn,v) = / (@) (2) + e(w)n(2)o()] de,
L(v) = /Of(x)v(x)dx—av(0)+/6’v(l).
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En décomposant yj, sur la base (a;)1<j<n+1, la formulation variationnelle dans V), revient a résoudre
dans R"*? le systéme linéaire
AhXh = bh7

avec Xj, = (yn(x;))o<j<n+1, et la matrice de rigidité A, est définie par :
1
Ap = (aij)o<ij<nt1 = (/ (¢ (@) i(x) + C(x)sé?j(fﬁ)%(f))dw)
0 0<i,j<n+1

Le second membre du systéme linéaire b, est déterminé par :

fol f(x)p;(x)dz, sil<i<n,
bn = (0i)osizni1 = 4 fo F@)pp(a)dr —a,  sii=0,
fol f@)p, i (x)de+ 5, sii=n+1.
Pratiquement, si ¢ n’est pas une fonction constante, le calcul des coefficient de la matrice de rigidité
Ay, est compliqué, donc Uévaluation de ces coefficients repose sur des méthodes numériques pour les

intégrales.

Convergence et estimation d’erreur

Apreés avoir calculé la solution par la méthode des éléments finis P, il faut démontrer la conver-
gence de la solution obtenue vers la solution exacte du probléme. Pour cela, définissons tout

d’abord un opérateur d’interpolation 7.

Définition 4.3 On appelle opération d’interpolation P, Uapplication linéaire r;, de H'(]0,1[) dans
V}, définie, pour tout v € H'(]0, 1|), par :

n+1

(ro) (@) = ) v(;)p;(2).

=0
Cette définition a bien un sens, car les fonction de H'(]0,1[) sont continues et leurs valeurs ponc-
tuelles sont donc bien définies. Linterpolée r,v d’une fonction v est simplement la fonction affine par

morceaux qui coincide avec v sur les sommets du maillage.

La convergence de la méthode des éléments finis P, repose sur le lemme suivant.
Lemme 4.5 (lemme d’interpolation) Soit r;, Uopérateur d’interpolation P;. Pour toutv € H(]0, 1[),
il vérifie

li - = 0.

Jim v = ol o,

De plus, si v € H'(]0, 1[), alors il existe une constante C' indépendante de h telle que

H'U — rh,UHHl(}O,l[) S ChHU”HLQGO,lD‘
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On a aussi le résultat suivant

Théoreme 4.3 [2] Soient y € H;(]0,1]) et y, € V)2 les solutions de (4.7) et (4.11) respectivement.
Alors la méthode des éléments finis P; converge, i;e,

lim ||y — —0.
hinolly Ynll 1 g0, = 0

De plus, si y € H*(]0,1[), alors il existe une constante C' indépendante de h telle que

ly — ynllmrgoap < CRIY l2qoap = CRI Sl L2qoap- (4.20)

Remarque 4.8 1. Lestimation (4.20) indique la vitesse de convergence de la méthode des éléments
finis Py, et comme cette majoration est proportionnelle a h, on dit que la méthode des éléments finis
Py converge linéairement.

2. On peut généraliser le théoréme 4.3 a des maillages non uniforme, dans ce cas h est défini par :

h = max (w11 — ;).

La méthode des éléments finis P,

Cette méthode repose sur les espaces de 'approximation suivante :
Vi ={v e C(0,1]); v |z, 2;,1]€ P2, 0 < j <}, (4.21)

et sur son sous-espace
V2 ={v €V, v(0) =v(1) =0}. (4.22)

Les deux espaces sont composés de fonctions continues, parabolique par morceaux et qu’on peut
représenter a 'aide de fonctions de bases treés simples.

Comme dans le cas de la méthode P, il faut déterminer une base de V}, et un opérateur d’inter-
polation.

Dans la méthode des éléments finis P, toute fonction v de V}, était linéaire sur [z;, x;4], il suffisait
donc de connaitre les valeurs de v en z; et z;,; pour déterminer v sur [x;, z,41].

Pour la méthode des éléments finis /, il est nécessaire de connaitre les valeurs de v en trois

points de [x;, z;1]. Pour cela, on définit le point milieu :
o h -
x%—xj—kg, Vi=0,---,n.

Par analogie avec la méthode P, on va prendre pour fonctions de base les fonctions ¢, et ¥, /2

appartenant a Vj, telles que

d)j(l’z) = (5@' et w%(l’zﬂ) = 613

2
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Les fonctions ; et ¢;+1 sont donnée par :
2

avec
(1+2z)(1+22), si —1<z<0,
pr) =4 1—z)1—2zx), si0<z<1,
0, sinon.
et

{ (1—22)(1+22), |z| <1/2,
x(x) = .
0, sinon.

Donc le support de 1); est I'intervalle [z; 1, x;,1] et celui de ¢ i1 lintervalle [x;, x;1].
Lemme 4.6 Lespace V}, définit par (4.21) est un sous-espace de H'(]0, 1[) de dimension 2n + 3.

Pour tout y, € Vj,, on a

n+1

+
= 2l +th g = 3
7=0

De méme, I'espace V}? défini par (4.22) est un sous-espace de H}(]0,1[) de dimension 2n + 1 et

w%
l\)\b

pour tout v, € V0, on a

La formulation variationnelle de 'approximation interne revient a résoudre dans R***! le systéme
linéaire
AL X, = by, (4.23)

avec

1
A, = (aij)lgi,jSZn—l—l:(/ @b/ﬂ//j(f)df) )
o 2 2 1<i,j<2n+1
j ))1<j<2n+1u

X, = (yh(%
>1<i<2n+1 '

by = (bhrcicomss — ( / fa

m\h
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Les fonctions de base ¢ ont un petit support, et la plupart des coefficients de la matrice de

rigidité sont donc nuls, A, est ainsi pentadiagonale :

5 3 0 0
-8 14 =8 1
3 3 3 3
—8 16 .
0 3 3
1 . =8
3 3 0
-8 14 =8
3 3 3
—8 16
0 0 3 3

Remarquons que cette matrice est plus pleine que celle obtenue par la méthode des éléments finis
Py, et donc que la résolution du systéme linéaire cofitera plus cher en temps de calcul. Le second
membre est calculé avec des méthodes numériques d’intégration. On a le résultat de convergence

suivant

Théoreme 4.4 [2] Soit y € HL(]0,1[) et y, € V0 les solutions de (4.7) et (4.11) respectivement.
Alors, la méthode des éléments finis P, converge, i.e,
dm [y = yall o = 0-

De plus, si y € H3(]0,1[), alors il existe une constante C' indépendante de h telle que

"

1y = ynllzrgo.ap < CR |y | 2q0.1p-

On dit que la convergence est quadratique.

Remarque 4.9 D’apreés le théoréme de convergence, on voit que Uavantage de la méthode P, est
une accélération de la convergence lorsque la solution est réguliére, cest-a-dire y € H>(]0,1[). Le
désavantage est que le systeme A, X; = by, est plus coliteux a résoudre car la matrice de rigidité A,
n’est plus tridiagonale mais pentadiagonale. En particulier, on remarque que si y ¢ H3(]0, 1[), il n’y

a aucun intérét a employer la méthode des éléments finis Ps.

4.4 Introduction, un exemple simple

On se place en dimension 1 avec le probleme modele suivant :

{ —y" = f(x),r €]0,1], (4.24)
y(0) =y(1) = 0,
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ou f € L?*(]0,1[) est une fonction donnée.

Pour obtenir une approximation de y, on peut, par exemple, chercher une collection finie et
pertinente de valeurs ou d’approximations de valeurs de la solution exacte.

Pour cela, on se donne N € N* et on construit un maillage uniforme de |0, 1], c’est a dire une

collection d’intervalles recouvrant |0, 1] sauf en quelques points :
Q= Ui]ilMi—l/2 = Uijil]xifla i,

ou pour tout ¢ = 0,--- , N, z; = iAz avec Ax = 1/N. Ce dernier est appelé le pas d’espace, c’est
la distance entre deux points consécutifs. Ici, le pas d’espace est choisi constant c’est pourquoi

on dit que le maillage est uniforme, toutefois il pourrait étre choisi de longueur variable dans le

domaine.
| | | | |
- —t - o
’[D—O 1 Ti_1 xI; Tn—_9 N1 Iy = 1

Fig 1. Maillage uniforme de |0, 1].

Il existe trois grandes catégories de méthodes d’approximation de la solution d’'une équation aux
dérivées partielles, les méthodes de type :

1. différences finies,

2. volumes finies,

3. éléments finis.

Nous allons voir sur cet exemple simple, le principe de chaque méthode.

4.4.1 Méthodes de type différences finis

On cherche une approximation de la solution aux noeuds du maillage, c’est a dire en les points z;

pouri=0;---,N.On a alors
y($2> = Yis POuri = 0, e ’N'
En utilisant les conditions aux limites, on peut déja poser

Yo =yn = 0.

4.4. Introduction, un exemple simple
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Il reste a trouver le probleme approché dont le vecteur (y;,--- ,yn_1) est solution.

Soit i = 0;--- , N — 1, on écrit '’équation a discrétiser en x;, on a

"

—y (z:) = f(2),

on écrit alors un développement de Taylor en z; | et x;,1 :

/ A'TQ 1 Al’g 11

y(rin) = yles) + Az y/ (@) + == (@) + = y" (@) + o(Az?),
! A:C2 1 Ax?) "

y(xic) = ylo) — Az y'(z;) + Y (z;) — Y (z;) + o(Az?).

La somme de ces deux équations, nous donne
y(wir1) +y(i) = 2 y(z:) + Ax® " (;) + o(Ax?),

soit encore

" - —y(@ig1) + 2 y() — y(@i1) 2
—y"(z;) = A + o(Ax?).

On néglige le terme d’erreur, et on obtient le probléme approché suivant :

—Yir1 + 24 — Y
Ax?

= fi,

ol f; est une approximation connue (puisque f est connue) de f(x;). Si f est continue, on peut
choisir f; = f(x;), si f € L*(]0,1[) on peut choisir

1 (i+1/2)Ax
fi= —/ f(z) dx.
Az (i—1/2)Az

Il est important de noter que dans le probleme approché, on a remplacé la solution exacte par la
solution approchée.

En écrivant chacune des équations, on obtient un systéme linéaire, donné par :

2 -1 0 ... 0 Y1 fi

-1 2 : : :

0 —1 "-. . 0 : = Az? : = AY = Az*F. (4.25)
-1

o ... 0 -1 2 YN-_1 fvo1

Remarque 4.10 1. Le probléme approché (4.25) est de dimension finie alors que le probléme continu
(4.24) est de dimension infinie. On a donc un probléme bien plus simple a résoudre.
2. Il faut s’assurer que le probléeme approché admet une unique solution comme le probléme continu.

Pour cela, il suffit de montrer que la matrice A est inversible, nous le ferons en travaux dirigés.
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3. Il faut également s’assurer que la méthode converge lorsque le nombre de points tend vers Uinfini
(N — +00). Cest a dire, ici, que
N-1
lim max |y(z;) —y;| = 0.
N—too i=1 ly(@i) = i
4. Cette méthode se généralise en dimension supérieure avec des maillages cartésiens (rectangles en
dimension 2, cubes en dimension 3...) Les maillages non cartésiens sont possibles mais c’est beaucoup

plus compliqué.

4.4.2 Méthodes de types volumes finis

Pour ce type de méthode, on se donne une inconnue par mailles M; 15, ¢ = 1,--- , N et on

approche la solution exacte y par une fonction constante par maille.

Y(T) ~ Yapp(T) = Yiz1/2, Siw € Mi_q/9, i =1,--- | N.

On a alors inconnues, il nous faut N équations pour les déterminer. Pour cela, on intégre ’équa-

tion a discrétiser sur chacune des mailles M;_,/,, on obtient :

_/ | y'(@) doe = —y'(z;) + 3 (xi1) = / fla) dv = Az fioy-

Il reste a approcher y'(x;) appelé flux entre les mailles M,_, /5 et M;,,/,. Il représente la quantité
de y passant de la maille A;_,/, a la maille A, /.. On introduit les centres de mailles z;_;/, =

(x; + x;—1)/2 et on utilise, a nouveau, un développement de Taylor

Az Ax?

Y(Tiv12) = yli) + > y' (i) + = Yy (x;) + o(Az®),
Az Ax?
Z/(ﬂfi—lp) = y(z;) — o5 Y (z:) + ] y'(w) + O(Ax3)-

La différence de ces deux équations, nous donne

y($¢+1/2) - y(xz‘—l/z) = Ax y/<$z’) + o(Ax3),

soit encore

() = W) SVE) o)

On néglige le terme d’erreur et on obtient le probleme approché suivant (pour les points intérieurs
au maillage)

Yty —Yi-v2 | Yic12 —Yi-3/2 o Yit1j2 — 2Yic1e+Yicre Ax f
Ax * Ax n Ax = AT ficiyz,

on retrouve le systeme linéaire (4.25).
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Remarque 4.11 1. En général, les méthodes de différences finies et volumes finis donnent des sché-
mas différents. C’est notamment le cas si le maillage n’est plus uniforme, c’est a dire si le pas d’espace
n’est plus constant.

2. Cette méthode se généralise trés bien en dimension supérieur avec des maillages non nécessairement

cartésiens (par exemple triangulaires).

4.4.3 Méthodes de type éléments finis

C’est la méthode la plus utilisée pour les problemes elliptiques dans les codes industriels.
La méthode des éléments finis est basée sur la formulation variationnelle du probléme. Ici, on

rappelle que celle ci est donnée par

Trouver y € H}(]0,1]) tel que a(y,v) = L(v) pour tout v € H}(]0, 1),

aly.v) = [y y'(@) V'(z) de et L(v) = [; f(z) v(x) de.
Pespace V = H}(]0,1]) est un espace de dimension infinie. On remplace ce probléme par un

probléme approché dans un espace de dimension finie.
Trouver y;, € V, tel que a(yn, vy) = L(vy) Vo, € Vy,
ou V}, C Hg(Q) est un espace de dimension finie.

Remarque 4.12 Nous verrons que pour que la méthode donne une bonne approximation il est néces-
saire que lespace d’approximation V}, soit contenu dans Uespace auquel appartient la solution exacte
V. On dit que V}, est V' conforme.

Il faut alors choisir convenablement V},. Pour cela, nous verrons qu’on se sert de l'interpolation de

Lagrange.

4.5 Principes généraux d’approximation variationnelle

Dans ce paragraphe, nous allons voir des principes généraux d’approximation variationnelle qui
vont nous permettre de comprendre comment choisir 'espace d’approximation V}, pour construire
une bonne approximation de la solution exacte.

Soit V' un espace de Hilbert, on note (.,.);y son produit scalaire et ||.||;; la norme associée. On
suppose que V}, est un sous espace vectoriel de dimension finie de V.

On considere a une forme bilinéaire, continue et coercive sur V x Vet L € V',

4.5. Principes généraux d'approximation variationnelle m
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Et on introduit les problemes variationnels suivants :

(FV) Trouvery € V tel que a(y,v) = L(v) Yv eV,
(FV), Trouver y, € Vj, tel que a(yn, vy) = L(vy) Vo, € V.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que d’apres le Théoreme de Lax-Milgram le probléme
variationnel (F'V') admet une unique solution. De méme, V},, muni du produit scalaire de V/, est
un espace de Hilbert et le Théoreme de Lax-Milgram permet d’établir I'existence et 'unicité d'une
solution du probléme variationnnel (F'V),. Nous allons quand méme voir une démonstration

directe de ce résultat qui nous sera utile pour mieux comprendre la suite.

Proposition 4.1 Le probléme (F'V');, admet une unique solution de plus il est équivalent a la résolu-
tion d’un systéme linéaire
Ath = Bh.

Preuve. Puisque V}, est de dimension finie, il admet une base. Notons N;, = dimV) et B;, =
(¢1,--- , ¢y, ) une base de V;,. Tous les éléments de V), se décomposent dans la base B), y compris
la solution de (F'V),. On a donc

Np
U= U ;.
j=1

et
Np,
(FV), <= Trouver (yi, - ,yn,) € R tel que Zyj a(¢;vn) = L(vy), You, € Vi,
j=1
Nn
<= Trouver (y, - ,yn,) € R"" tel que Zyj a(9;¢;) = L(¢;), Yi=1,---, Ny,
j=1
<~ Ath =By,
Ainsi

Ay = (ai5) = (a(¢;,¢;)) € RV,

Un = (y1,-+ ,yn,)" € R,

By = (L(¢1), -, L(dy,))" € R,
Pour montrer qu’il existe une unique solution a ce probleme, il suffit de montrer que A, est
inversible, soit que A, est bijective. Le probleme étant de dimension finie A, est bijective si et
seulement si A, est surjective ou si seulement si A, est injective.
Montrons I'injection. Le probleme étant linéaire, il suffit de montrer que la seule solution pour
L = 0 est le vecteur nul (0,---,0) € RV,
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Si L =0 alors
Np
> yia(d;, ) =0, Vi=1,--- N,
j=1

et donc en multipliant par y; et en sommant sur 4, il vient

Np N,

Z Z YiYj a<¢j7 ¢z) =0.

i=1 j=1

En utilisant la bilinéarité de a et sa coercivité, on obtient

Np, Np,
0= G(Z Yi®;, Zyj%') = a(yn, yn) > &Hth%/,
i=1 j=1

Np
ainsi dans Vj,, on a y, = Z yip; = 0.
i=1
Mais (¢,,--- , ¢y, ) étant une base, c’est une famille libre et donc

yi:Oa VZ:]., 7Nh-
On va maintenant évaluer I'erreur commise quand on approche y par y,. =

Lemme 4.7 (Lemme de Céa) Soit V un espace de Hilbert, on note (.,.)y son produit scalaire et
|.]lv la norme associée. On suppose que V}, est un sous espace vectoriel de dimension finie de V' (V},
est donc V' conforme). On consideére a une forme bilinéaire, continue et coercive sur V- x Vet L € V',
et on note y la solution de (F'V') et y;, celle de (F'V'),,. Alors

M
ly — ynllv < o vifel{:/h ly — ynllv, (4.26)

ol M et « sont respectivement les constantes de continuité et de coercivité de a.

De plus, Uinfimum est atteint, c’est le projeté de y sur V},, on note my, (y) et
ly = . W)l = min ly —onllv = inf fly —onllv.
Preuve. Soit v;, € V}, on pose wy, = v, — y, € V;, C V, alors
a(y — Y, wn) = a(y, wn) — a(yn, wn) = L(wy) — L(wy) = 0,
et ainsi

a(y = yn,vn —yn) = aly —yn,on —y+ vy —yn) = a(y — yn,vn — y) + aly — Yn,y — yn) = 0.
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En utilisant la continuité et la coercivité de a, on a

ally —wnlly < aly —yny —yn) = aly — yn,y — vn) < Mlly — unllvily — vallv,
et donc
M
ly — ynllv < EH?J — vpllv,

pour tout vy, € V},, ce qui donne en particulier (4.26).

Montrons maintenant que 'infimum est atteint. Pour cela, on introduit

J:VhHR

v — ly =l
Remarquons tout d’abord que la différentielle de .J en un point w de V}, est donnée par

piw): " TH
e v, — DJ(w)w=-2(y—w,v)y

Alors pour tout w et v dans V},, on a
Jw) = |ly—vf=lly—w+tw—ov]f=y—wt+w—v,y—w+w—2o)y,
= ly—wll¥ + 2y —w,w —v)y + lw - 0|}
= J(w)+ DJ(w) - (v—w)+ ||w—v|?,
> J(w)+ DJ(w) - (v—w).

Ainsi, 'équation d’Euler qui est nécessaire pour l'existence d’'un minimum est ici suffisante. En

effet, si w est un point critique, i.e. satisfaisant D.J(w) = 0, alors
J() > J(w) + DJ(w).(v —w) = J(w),

pour tout v € V}, et w est un minimum.
Il reste a montrer I'existence et 1'unicité d’un point critique. On cherche donc w € V}, espace de

Hilbert tel que pour tout v € V},
DJ(w).v = -2(y —w,v)y =0,
soit encore w € V}, tel que pour tout v € V},
(w,v)v = (y,v)v-

On pose a(w,v) = (w,v)y et L(v) = (y,v)y. Alors, a est clairement bilinéaire, continue et coercive

et L est linéaire et continue. Le théoréme de Lax-Milgram permet alors de conclure. m
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Remarque 4.13 (Conclusion) Les résultats démontrés précédemment nous permettent de mieux
comprendre comment choisir V,.
Il faudra choisir V}, de sorte que

1. la méthode converge, c’est a dire que

lim ||y —7 =0

T ly = v, () v = 0.

2. Uon sache trouver facilement une base de V), et calculer simplement A et By,.

3. la matrice Ay, soit la plus creuse possible, c’est a dire que les coefficients a(¢;, ¢;) soient nuls pour
un grand nombre de couple (i, j). Il faut donc que les fonctions de base aient un petit support.

Nous allons voir dans le paragraphe suivant que nous utiliserons Uinterpolation de Lagrange pour

choisir V,.

4.6 Eléments finis de Lagrange en dimension une

Nous allons voir sur 'exemple de I'introduction comment choisir 'espace d’approximation V.

On rappelle que le probléme est

-y = ;o €]0,1],
{ y' = f@) €] 427
y(0) =y(1) = 0,

ou f € L?*(]0,1[) est une fonction donnée.
Sa formulation variationnelle est donnée par

Trouver y € H}(]0, 1)) tel que a(y,v) = L(v) Vo € H;(]0,1]), (4.28)
ol

aly,v) = Jy y/(x) v'(x) de et L(v) = [ f(z) vo(z) da.
Le maillage est choisi uniforme
10,1 = Q= UL M; 15 = UL ]2, 24,
ou N € N* est donné et ot pour tout i =0,--- , N, z; = iAx avec h = Ax = 1/N, le pas d’espace.
Ax M;_y
— - —f------ o
ro=0 1 Ti_1 T N Iy ry=1

Fig 2. Maillage uniforme de |0, 1].
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On approche le probleme continu par
Trouver y;, € V, tel que a(yn, vy) = L(vy) Vo, € Vi, (4.29)

ou V}, C H () est un espace de dimension finie.

Pour construire une bonne approximation de la solution exacte, on utilise I'interpolation poly-
nomiale de Lagrange. Je rappelle que cela consiste a approcher une fonction par un polynéme.
Avec la méthode des éléments finis, on approche la solution exacte par un polynéme sur chaque

cellule du maillage.

4.6.1 Eléments finis de degré 1

Ici, on choisit V}, = V;! donné par 'ensemble des fonctions continues affines par morceaux sur les

segments [x;, T;1] :

Vi ={vec(0,1]) ; v(0) =v(l) =0etv |y .. € R'[X], Vi=0,--- ,N -1}, (4.30)

ou R![X] est 'ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a 1.

On montre alors le résultat suivant

Proposition 4.2 Lespace V;! donné par (4.30) est H}(]0,1[) conforme. Sa dimension est N — 1 et
une base de cet espace est donnée par (¢, -+ ,¢y_,) olt pour tout i = 1,--- | N — 1, les fonctions ¢,
sont caractérisées par

¢i(x;) =0y, Vj=1,--- ,N—1 (4.31)

ou ¢;; est le symbole de Kronecker

Elles sont données explicitement par

T—T;_ .
=, siwi <x <y,
gi(x) = FR= siw <o < wgq, (4.32)
0 sinon.

Les fonctions ¢, sont appelées dans la littérature, fonctions de base éléments finis (de degré 1) ou

fonctions de forme ou encore fonctions "chapeau".
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Remarque 4.14 Ces fonctions de base ont un support tres localisé puisqu’elles ne sont nulles que sur
deux mailles consécutives. Ainsi, la matrice A, sera trés creuse, ce sera une matrice bande de largeur
3.

10=0 ) T T; Tit1 N1 oy =1

Fig 3. Fonctions de base éléments finis de degré 1, H} (0, 1[) conforme.

Preuve. de la Proposition 4.2 : Montrons, tout d’abord, que toute fonction de V;' est dans
H(]0,1[). Soit v € V;}, alors v € C([0, 1]) et donc

1/2

1 /
([w@kar) < s ool = loleon,
0 z€[0,1]
et v est dans L?(]0, 1]).

Calculons la dérivée de v dans D’(]0, 1[). Tout d’abord, notons que pour touti = 0,--- , N, v(z) =
a;x + b; pour tout x € [x;,z,41] ol les a; et b; sont des constantes réelles données satisfaisant
a;Tiy1 + by = Q17541 + big1.
Soit ¢ € D(]0, 1]),

(v, 90>D/,D = — (v, 90,)@/,@'
Mais v est continue sur [0, 1] donc L*(]0, 1[) et

N-1

0o == [ v @ ==Y [ @ +b) e do

i=0 Y Ti

En intégrant par partie, on obtient

Tipl
ebmn = 3 (- tn oz [ 90(33)613?>
=0 zi
N-1 N-1 N-1 gy
= Z a;xiv1 +b;) e(xig) + (a;x; + b;) )+ / a; p(z) dx
=0 =0 1=0
N-2

N-1 N-1 g
= - (@is1Tiv1 + bi1) @(wiq1) + Z a;x; + b;) p(a;) + Z / a; p(x) dz,
: =1

=0 =
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car gO(iL’o) = gO(O) =0= 90(1) = QO(Z'N) et a;x;41 + bz = Qj+1Ti+1 + bi+1.
En effectuant un changement d’indice dans la premiere somme, il vient

<v/7(10>'D’,'D = —Z CLZZEZ‘Fb )‘i‘Z(azxz—i_b xl +Z/

1
= / (Z X]:ci,azprl ) (10
0 \i=0

OU Xiy, 4., ((7) est lindicatrice de l'intervalle |z;, z;,1[ C’est a dire la fonction qui vaut 1 si z €

Ti41

|zi, xi41], 0 sinon.

On vient de montrer que

i

V=D Njwrra(() @i, dans D'(J0, 1)),

%

Il
=)

Or, cette fonction est clairement L*(]0,1[) donc v € H'(]0,1[). Puisque v(0) = v(1) = 0, on a
v € HL(0,1]).

Ce qui montre que V;! est H}(]0, 1]) conforme.

Déterminons la dimension de V;!. Remarquons que si v € V;}, alors v(z) = a;z + b; pour tout
x € [z, xi11],7=0,---, N — 1. Ainsi, 2 N constantes sont a fixer pour déterminer complétement
v. Notons alors que puisque v(0) = v(1) = 0 et que v est continue, on a a;z;+1+b; = ;1111 +bi1
pouri =1,--- ,N—1.0Onadonc2+ N —1 = N + 1 relations. Ainsi, le nombre de degrés de
liberté, et donc la dimension de V}!', estde 2N — (N + 1) = N — 1. Ceci correspond aux nombres
de nceuds du maillage a l'intérieur du domaine. Cherchons une base de V}!. La fonction ¢, étant
continue, affine par morceaux et ¢,;(x;) = 0 pour tout j < x;_; ouj > i+ 1, ona ¢,(zr) = 0 pour
T< i1 00T > Tiqq.

Il reste a déterminer ¢, sur les intervalles [x; 1, ;] et [x;, x;41]. Sur [z;_1,x;], ¢; est un polynome
de degré 1 et ¢,(z;—1) = 0 et ¢,(z;) = 1, on a donc ¢,(z) = (r — x;_1)/Ax. De méme, sur [z;, ;1]
ona ¢;(r) = (x4 — x)/Ax.

La famille des (¢,,- -, ¢,_;) comporte N — 1 éléments, montrons qu’elle est libre ce qui établira
que c’est bien une base de V!
Soient (Ay, -+, Ay_1) € RV~ tels que
N-1
> " Ai ¢, = 0dans V}.
i=1
On écrit cette égalité pour tout z;, j = 1,--- , N — 1, il vient

N-1 N—-1
Z Ai 5(x5) = Z i 65 =X = 0.
=1 i=1

4.6. Eléments finis de Lagrange en dimension une



Chapitre 4. Approximation des problémes elliptiques par éléments finis

Ce qui montre que la famille est libre et termine la démonstration du théoreme 2.4.

Montrons maintenant le lemme suivant qui permet de déterminer le systeme linéaire. m

Lemme 4.8 Lorsque V;, = V;! ou V;! est donné par (4.30), le probléme variationnelle approché

(4.29) est équivalent au systéme linéaire suivant

N-1
Trouver (y1,--- ,yn—1) € RV "' tel que > " yi a(¢y, ¢;) = L(¢,),¥j =1, N — 1.

=1

Preuve. On approche y par une fonction de V!, donc

N-1
y~yn= Y i i), (4.33)
=1

On approche y par sa valeur dans (4.29), on obtient :

N-1

Trouver (y;,--- ,yn_1) € RY¥"! tel que Z yi a(¢;, vp) = L(vy), Vo, € Vi,
=1

soit encore (3.11), puisque (¢, - ,¢n_,) est une base. Nous verrons en travaux dirigés que ce
systeme linéaire est en fait le systéme (4.25). =

On termine ce paragraphe avec le résultat d’estimation d’erreur et donc de convergence suivant :

Théoreme 4.5 Soit f € L*(]0,1[) et y € H(]0, 1) la solution variationnelle de (4.27).
On consideére y,, € V;!, donnée par (4.33), (3.11). Alors

1y = ynllmgoan < 2V2R 20,10 (4.34)
out Uon rappelle que h = Ax est la taille du maillage.

Preuve. On commence par introduire la notion d’interpolé de Lagrange qui nous sera utile pour

démontrer le résultat précédent. m

Définition 4.4 Soit y € H{(]0, 1[), on appelle interpolé de Lagrange (de degré 1) de v, la fonction,

notée m,1(y) définit par
N-1

(W) (@) =D ylw:) ¢;().

i=1
C’est Uunique fonction de V! qui prend les mémes valeurs que y aux neeuds (z;);—o.... y du maillage.
D’apreés le Lemme de Céa (Lemme 4.7), puisque 7, 1(y) € V}!, ona :
M M
1y = ynllmrgoap < — inf [ly = onllmgoin < — My — mra (W)l rqop, (4.35)
[0 ’Uhe‘/h «
olt M =1 et a« = 1/2 sont les constantes de continuité et de coercivité de a.

On montre alors le résultat suivant
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Lemme 4.9 Pour tout v € H?(]0,1[) N H}(]0,1]), ona :

v = mh1 ()l 2g01p < P10 220D 10— Tha (W] 22g0ap < A2{10" [l 22q0,1p-

Preuve. Soit v € H?(]0,1[) N H(]0, 1[), alors

R / (v(x) — T (v) () d,

N-1 g, N-1 2
=Y [ (v - X ewsfa) ) d,
j=0 V% i=1
x1 ) 1 9
= [ 0@ - s @)de+ [ (ule) = oav-)oy (o) ds
0 TN_1
N2 raji 9
#30 [ (0l) = )0y 0) — vlajen)y o () do
j=1Y%j
1 D1 Pi—1 Dy Pj+1 DN 1
————— P T AT T T T AN P N
A N, N /s S
Ao, s \\\ ///’K;T \\\ f;f N ., I \\\
yau X 1 X BN
/// : ;f! \\\ : x/f \\\ : \\\
VAN S NSNS N
0O arq i1 i€y i Xy —1 1

Fig 4. Localisation des supports des fonctions de formes de degré 1.

ceci car chaque fonction de base a un support localisé sur deux mailles (voir figure ci-dessous).
En remplacant les fonctions de forme par leur expression et on remarquant que v(zg) = v(0) =0

et que v(zy) = v(1) = 0, on obtient :
o= mna@lagony = [ (010) = vleo) = (o) = olan) ) o
[ (o0 = vt = Gl ot )G

ITN-1
N-2

Ti+ Tip1 — T z—z;\°
+ / <U(a:) — U(JIj)% —v(xj41) ; ]> dr.
17/

<

Mais z;11 = x; + h,zo =0etaxy_; =1 — h, donc
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v — Wh,l(“)”%mo,l[)

ce qui s’écrit encore
v — 7rh,l(U)||%2(]o,1[) =
On a alors

v — Wh,l(“)”%mo,u)

2
Tj41 x Tj+1 _ .
= / / V'(t) dt — / v'(s) dsZ hxj) dr,
j=0 Y %j Zj Zj
N-1 Tjt1 1 T Tjt1 ?
- / E/ / (V'(s) = '(t) ds dt | dz,
j=0 v Tj Tj ST
N-1 Tjt1 1 T i1 s 2
_ / ; / / / (0) 6 ds dt | d,
=0 x; rj Jxj t
N-1 2
Tj41 1 Tj41 Tj+1 Tj4+1
< / 1 / / / W"(0)] dO ds dt) dz,
j=0 V% h zj i i
Nl Tjt1 2 oN-1 Tjr1
< Y (h / |v"<e>rde) <Sout [ o) as
7=0 Tj J=0 i

d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Et ainsi

v — Wh,l(”)“%?(}o,l[) < h4||“”||%2(]0,1[)'

Pour l'autre inégalité, on procede de méme. On reprend (4.36) en dérivant les termes sous le
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carré, on obtient

N=Lorajp ) 3 2
1o = 7 () 2egoay = / (U/(x)_v(xgﬂ)h v(m)) dr.
=0 /5
Nolopajn 1 [%i+1 2
— / v’(m)—ﬁ/ V'(s)ds | dr,
]:0 xJ IL‘]
N-1
!/

Ti+1 (1 [T+l [T
= / E/ / v"(0) db ds da;,

J=0 """
N-1 i1 N4l x]+1

< D h / v"(6)] df h? / 0)|* do
=0 i = i

= h2||””||%2(}o,1[)~

Ce qui termine la démonstration du Lemme 4.9.

On reprend l'estimation (4.35), on a

1y — ynllzrgop < 2lly — a1 (W) a1 go,1p-

La fonction y est la solution variationnelle du probléeme (4.27), ainsi, —y” = f € L*(]0, 1[) et donc
y € H?(]0,1[) N H}(]0, 1[), on peut donc appliquer le Lemme 4.9. 1l vient

ly — yh“?{lqog[) < 4 (Hy - Wh,l(y)Hi?(}O,l[) +ly" — W;L,l(y)H%P(]O,l[))
< AW + W)y 1 e2oap < 8P fllz2qoap,

car h < 1.

Ce qui termine la démonstration du Théoreme 4.5. m

4.6.2 Eléments finis de degré 2

On peut choisir une approximation d’ordre plus élevé que celle choisie dans le paragraphe pré-
cédent. Pour cela, on remplace R'[X] par R?[X] ou R?[X], p > 3. Pour déterminer complétement
les fonctions de base, il est alors nécessaire d’introduire des points supplémentaires dans chaque
intervalle.

En effet, supposons que nous choisissons maintenant V}, = V> avec

V2 ={veC([0,1]);v(0) =v(1) =0 et v |z 4, € R*[X], Vi=0,--+ ,N —1}. (4.37)
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Les fonctions de base seront alors des polynomes de degré 2 par morceaux. Ainsi, pour la fonction
de base associée au nceud z; sur [z;,7;,1], on aura ¢(x) = a;x? + byx + ¢;. 1l faut alors fixer la
valeurs de ¢, en trois points de [z;, z;,1] pour déterminer complétement ¢,. Par commodité, ces
points supplémentaires (ici un seul point) sont pris équidistribués sur l'intervalle. On introduit
Tip1)2 = (2, + T4q)/2 pour i =0,--- | N — 1.

Cette propriété porte le nom d’unisolvance, plus précisément on a la définition suivante :

Définition 4.5 On dit que {x;, z;i12,7:41} est R?[X] unisolvant si pour 3 scalaires réels quel-
conques oy, c11/2 et a1, il existe une unique fonction p de R?[X| satisfaisant
p(z;) = aj,

pour j =i,i+1/2o0ui+ 1.

On dit alors que le triplet ([z;, z;41], R*[X], {x;, ©i11/2, xi41 }) est un élément fini de Lagrange.

On montre alors le résultat suivant :

Théoreme 4.6 Lespace V;> donné par (4.37) est HL(]0, 1]) conforme. Sa dimension est 2 N — 1 et la

base éléments finis est donnée par (¢, 5, ¢1, P3/9; > Pn_3/2: Pn—1, Pn—1/2) AVeC

2(1"—901'—1)(1"—901'—1/2)

stz <x <y,

Ax2 9
_ (Tit1—z)(Tiy1/2—%) .
¢i(x) = 2 A2 - y SLT S X < Ty,
0 sinon,

pouri=1--- N —1.
Et
gEir1—z)(@—zi)

Ax?2
Git1 /2 (z) = ‘ , .
0 sinon,

six; <o < @i,

pouri=0,--- N —1.
Ces fonctions sont représentées sur la fig 5., on notera la différence de support et d’allure des fonctions

associées aux sommets du maillage x; et des fonctions associées aux milieux des segments x;1 .
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Preuve. voir [60].

Fig 5. Fonctions de base éléments finis de degré 2, H; (]0, 1) conforme.

Lemme 4.10 [6] Lorsque V;, = V;? ot V;? est donné par (4.37), le probléme variationnel approché
(4.29) est équivalent au systeme linéaire suivant

Trouver (y1/2, Y1, Ysj2: s YN—3/2, UN—1, Yn—1/2) € R*N "1 tel que

N-1 N-1
Z yia(¢i7¢j) + Z Yit1/2 a(¢i+1/2v¢j) = L(¢j)> Vi=1,N-1
i=1 i=0

et
N-1 N-1
Z a(e;, ¢]+1/2 + Z Y ffz+1/2 Yit1/2 a<¢i+1/27 ¢j+1/2) = L(¢j+1/z)7 Vji=0,N-1  (438)
i=1 i=0

Notons qu’ici, Uinterpolé de Lagrange d’une fonction y € H}(]0, 1[) est donné par

=

-1

N-1
The(y)(z) = y(x ) + Z Y(Tit1y2) z+1/2(33)'
1 1=0

1

Nous verrons dans le paragraphe 4.6.5 les résultats d’estimation d’erreur pour cette méthode.

4.6.3 Eléments finis de référence

Le calcul des fonctions de forme est simple en une dimension d’espace mais en dimensions supé-
rieures ce calcul est plus complexe. Pour cette raison, ainsi que pour d’autres que nous développe-
rons plus tard, il est commode d’utiliser un élément fini de référence. Nous allons voir le principe

en une dimension d’espace.

Pour les éléments finis d’ordre 1 'élément de référence est ([0, 1], R'[X], {0,1}).
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Notons, tout d’abord, que tout intervalle [z;, x;,1] est bijectif a [0, 1]. En effet, introduisons

[, vi11] — [0,1]

r — (r—umz)/Ax

Cette application est affine et donc bijective, elle est composée d'une homothétie et d'une transla-
tion. On calcul les fonctions de forme sur 'élément fini de référence, c’est a dire p, et p; de R'[X]
telles que po(0) = 1, po(1) = 0, po(0) = 0, po(1) = 1. On a po(y) = 1 —y et p1(y) = y pour tout
y € [0,1].

En utilisant 7; il vient ¢,(z) = po(T;(z)) pour = € [z;, x;11] et ¢,(x) = po(T;—1(x)) pour x € [x;, T;41]
et bien str ¢,(x) = 0 sinon.

Nous verrons qu’en dimension supérieurs I'introduction d’un élément fini de référence simplifie
notablement les calculs. De plus, il permet de générer ’ensemble des éléments finis du maillage

a partir d’'un seul élément.

4.6.4 Conformité avec d’autres espaces

Le choix de la base éléments finis dépend du probleme considéré. En effet, dans 'exemple simple
précédent, la solution exacte ainsi que les fonctions test dans la formulation variationnelle sont
dans H;(]0, 1]). Ainsi, I'espace d’approximation est H;(]0, 1[) conforme.

Si, maintenant on considere la méme équation mais avec des conditions aux limites de type
Neumann, il est nécessaire de choisir un espace d’approximation H'(]0, 1[) conforme.

Pour cela, on introduit
Vi ={veC(0,1]); v g€ RX], Vi=0,--- ,N —1}.

Nous verrons en travaux dirigés que cet espace est bien H*(]0, 1[) conforme, qu'il est de dimension
N + 1 et que la base de cet espace est donnée par (¢,, ¢y, - ,Pn_1, Ox) OU les ¢, pour i =
1,---, N — 1 sont donnée par (4.32). Les deux fonctions ¢, et ¢, sont les fonctions représentées
sur la figure suivante.

On peut discrétiser bien d’autres exemple, notamment, on peut montrer que pour construire
un espace d’approximation H?(]0,1[) conforme, il est nécessaire d’introduire des éléments finis
dits de Hermite fixant la dérivée aux nceuds du maillages. C’est a dire 'espace d’approximation
suivant :

Vi ={vel([0,1]); v | € RIX], Vi=0,--- ,N —1}.
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1 ___________
\\\ Po / ?\\f)z PN /1
AN Y oo S
\ / : \ I{;’ !
™ / I N ya !
N - SN
=0 i1 T; Tit1 Tn—1 Ty =1

Fig 6. Fonctions de base éléments finis de degré 1, H; (]0, 1) conforme.

Sur un élément de référence [0, 1], il y a quatre fonctions de base ¢,, ¢,, ¢4, ¢, Vérifiant :

$1(0) = 1, ¢,(1) = ¢1(0) = ¢ (1) =0,
$5(1) = 1, $,(0) = ¢5(0) = (1) =0,
¢3(0) = 1, ¢3(0) = ¢5(1) = ¢5(1) =0,
d(1) = 1 ¢4(1) = ¢4(1) = ¢4(0) = 0.

Remarquons que cet espace n’est pas le méme que l'’espace des éléments finis de Lagrange de

degré 3qui est H'(]0, 1[) conforme et donné par

V2= {v € C([0,1]); v

[2i,2i41] € RS[XL Vi=0,---,N— 1}-

Pour cet espace, sur un élément de référence [0, 1], il y a quatre fonctions de base ¢, ¢,, @3, ¢4

vérifiant :
¢1(0) = 1 9251(1) = (/51(1/3) = ¢1(2/3) =0,
Pa(1) = 0, ¢5(0) = $5(1/3) = ¢5(2/3) =0,
¢3(1/3> = 1 ¢3(O) = ¢3(1) = ¢3<2/3) =0,
¢4<2/3) = 1 ¢4<0) - ¢4(1) - 9254(1/3) =0

4.6.5 Elments finis de Lagrage de degré k, résultats de convergence
Soit k£ € N*, on introduit I'espace

Vi ={vec(0,1]); v(0) =v(1) =0etv |y, € R X], Vi=0,--- ,N —1}. (4.39)
Pour touti=0,--- ,N —1,ettout/ =1,--- ,k — 1, on définit les points

l’“ = XT; + EAiL‘,
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ou on rappelle que Az = 1/N est le pas d’espace.

On a alors le résultat suivant :

PI‘OPOSitiOH 4.3 Pour tout i = 07 IR N — ].7 le triplet ([.fl, xi—i—l]; Rk [X], {IZ’, L1,y Tik—1, xz’—&—l})
est un élément fini de Lagrange.
De plus Uespace V¥ est H}(]0,1[) conforme. Sa dimension est kN — 1 et la base éléments finis est

donnée par (¢;)i=1,.. N—1 U (@,.;)r=o0,... N—1,=1, k-1 OU les fonctions de forme sont telles que

¢i(z5) = 6ij, @i(xri) =0,

et
¢r,l(xj) =0, gbr,l(xr’,l’) = 57’7"5””
Vi,j=1,--- ,N—-1,r,7"=1,--- N—1letl,l'=1,---  k—1.

Preuve. Elle est identique a celle donnée dans les cas k = 1 ou k = 2.

On rappelle qu’on cherche une approximation du probléeme variationnelle
Trouver y € H}(]0,1]) tel que a(y,v) = L(v) pour tout v € H;(]0, 1), (4.40)

ou
fo )dr et L(v fo dz.

Comme précédemment, on approche la solution exacte y par

=
-

-1

Yp = Z i b, + Yri Gy € VIE. (4.41)

=1

Il
o

T

Et le probleme approché (F'V'), est donné par

RN(k*l)

Trouver (y1,--- ,ynv_1) € R¥ tet (Yrt)r=0, N—14=1, k—1 € tels que
N—

1

N-1
> i aley,vn) + Z Yri a(@,g,vn) = L(vy) Vo, € VI,
i-1

0 I=1

??‘
H

r=
soit encore, puisque (¢;)i=1,.. N—1 U (#,;)r=0, N—1,=1,. k—1 €St une base

Trouver (y1,--- ,yn-1) € R Vet (41)r—o.. N-10=1. k1 € RY*D tels que
N-1 N-1k-1
Z (bza(b +ZZZ/MG 'rlv :L(¢j) Vle,,N—l,
=1 r=0 [=1
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et

2

k—1

N-1
> yialey, b)) + Zyrl a(byys b)) = L(bpy),¥r' =0, N —LetVI =T,k — 1. (4.42)
=1

=1

I
=)

T

On montre alors le résultat suivant ;

Théoreme 4.7 Si y est la solution de (4.40) et y, donnée par (4.41) (4.42), alors il existe C, ne
dépendant pas de h, telle que

1y = yullzrgoap < CRI fllz2qo.1p-
Cette méthode est d’ordre au moins k, cest a dire qu’il existe une constante C, indépendante de h,
telle que, si la solution exacte y est dans H*"(]0, 1[) alors
ly = ynllargoap < Othy”H’H‘l(]O,l[)'

Preuve. La démonstration de ce résultat est admise, le principe est le méme que pour les éléments
finis de degré 1, les estimations sur la fonction d’interpolation de Lagrange sont seulement un peu

plus techniques a obtenir. m

4.7 Eléments finis de Lagrange en dimension deux ou trois

Le probleme modele en dimension 2 ou 3 est '’équation de Poisson avec conditions aux limites de
Dirichlet homogene. On se donne 2 C R™ (n = 2 ou 3) un ouvert borné. On note 02 sa frontiére

et v la normale unitaire a 02 extérieure a (2. Le probleme modeéle est donné par :

—Ay(z) = f(z) dans,
y(x) = 0 sur JS).

On rappelle que la formulation variationnelle de ce probléme est
(FV) : Trouver y € H}(Q) tel que a(y,v) = L(v) Vv € Hj(Q),

ou

a(y,v) = [ Vy(2).Vo(z) dz = Jo I dz.
On suppose dans ce paragraphe que () est polyedrique. On commence par définir le maillage,
c’est a dire 'ensemble des mailles de la discrétisation. Nous verrons deux types de maillages, des
maillages triangulaires (n = 2) ou tétraedrique (n = 3) et des maillages rectangulaires (n = 2) ou

parallélépipedique (n = 3), bien siir il est possible d’avoir des maillages mixtes ou plus complexes.
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Définition 4.6 On appelle triangulation 7, de 2, un recouvrement de ce domaine par des triangles
ou des rectangles si n = 2 et des tétraédres ou des parallélépipedes si n = 3. Ces éléments seront
appelés des mailles. On suppose que lintersection de deux mailles est soit vide, soit réduite a un
sommet ou une aréte commune si n = 2, et si n = 3 soit vide, soit réduite a un sommet, d une aréte
ou a une face.

Le réel h donne la taille du maillage, il est donné par :

h = max hr,
TeET)

oul pour toute maille T de 7}, hr est le diamétre de T défini par

hr = max ||z — yl|2, (4.43)
€T

)

ot ||.||2 est la norme Euclidienne de R™.
Enfin, on appelle rondeur d’une maille T et on la note p;, le diamétre maximum des boules contenues
dans T
pr=2 sup
reR, zeT
By (z,r)CT

ol By(z,r)={yeR";||lx —ylla <r}.

4.7.1 Eléments finis P,

Présentation

Dans ce paragraphe, on suppose que le maillage n’est constitué que de triangles si n = 2 ou que
de tétraedres si n = 3. On définit alors 'ensemble des polyndmes de n variables et de degré k

comme suit
R — R

P,=<p:R" —R;Vi=1,n,
ti [— p(t177tn>

€ Rk[x]}.

On peut montrer que la dimension de P, est donnée par dim P, = (n + k)!/(n!k!).
En dimension 2, on a donc, dim P, = 3, dim P, = 6, dim P; = 10. ..

Comme en dimension 1, on introduit alors 'espace d’approximation
Vh,Pk = {U € Co(ﬁ) ;U |QQ: Oetw |T€ P, VT € Th}.

I est facile de montrer que cet espace est H}(2) conforme. Il reste a déterminer une base de cet
espace afin "d’assembler la matrice", c’est a dire de calculer ses coefficients.
Pour cela, nous allons utiliser, comme en dimension 1 des fonctions de forme associées aux noeuds

de la triangulation. A ce stable, les seuls points introduits sont les sommets des mailles. Il va nous
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falloir choisir des nceuds, c’est a dire les points ot 'on va calculer les fonctions de forme. Il est
alors nécessaire en général d’introduire (en tout cas pour k£ > 2) des points supplémentaires.
Mais, contrairement a la dimension 1 ces points ne doivent pas étre choisis n’importe ou dans la
maille, ceci pour que les fonctions de forme respectent la continuité des fonctions de V}, p, sur les

interfaces du maillage.

Comment choisir les noeuds du maillage

Tout d’abord, dans chaque maille, on doit avoir autant de nceuds que la dimension de P, ceci afin
de déterminer complétement les fonctions de forme. C’est la propriété d’'unisolvance de I'élément

fini que l'on retrouve. On a donc 'hypothese (H,) ci dessous

Dans chaque maille 7" le nombre de nceuds doit étre donné par dim P
soit (n + k)!/(n!k!).

Les nceuds doivent satisfaire I’hypothese (H;) ci-dessous :

Pour deux mailles voisines, les nceuds introduits sur 'interface commune

(H1)

pour une des mailles doivent faire partie des nceuds pour la maille voisine.

Nous allons essayer de comprendre de derniére condition sur un exemple, celui des éléments finis

de degré 1. Précisions tout d’abord que

P ={p:R* — R;p(z,t) = axr + bt + ¢, aveca, b, c € R donnés} .

Fig 7. Mauvais choix de nceuds pour les éléments finis P, en dimension 2.

Pour déterminer les trois constantes sur chaque triangle, il est alors nécessaire de choisir trois
points non alignés. Choisissons tout d’abord les milieux des c6tés du triangle, nous symboliserons
ce choix par le dessin de la Fig 7.

Nous allons voir sur un exemple simple que ce choix est mauvais car les fonctions de forme

associées a ces nceuds ne seront pas continues d’un triangle a I'autre.
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On considere deux triangles voisins 7} et 7, dont les sommets sont respectivement (sy, Sz, s3) =
((0,0),(2,0),(0,2)) et (s2, s3,54) = ((2,0),(0,2),(2,2)). Les noeuds de ces triangles sont les milieux
des cotés donnés par cjo = (1,0),c13 = (0,1),c03 = (1,1), ¢34 = (1,2), cos = (2, 1).

1y
Ca.
S5 . 34 S4
T

. C23

Ciz ¢ o C2
T

51 L 3 =

C12 59

Fig 8. Mauvais choix de nceuds pour les éléments finis P, en dimension 2, exemple.

La fonction de forme associée au nceud c;3 et notée ¢4, satisfait ¢,5 |n€ Pi, ¢35 |n,€ P et

¢13<Cij) = 5i15j3 pour tout <Z7j) € {(17 2)7 (17 3)7 (27 3)7 (27 4)7 (37 4)} :
Un rapide calcul permet de montrer que

¢13 ’T1 <I7 t)

G3(z,t) | 7o =—z+1, si(2,t) €Ty
¢13($7t) ’ Ty — 07 Si (I’,t) c TQ.

Or, pour que cette fonction soit dans V}, p,, elle doit étre continue dans le domaine et donc,
en particulier sur le bord des triangles. Puisque cette fonction vaut O dans 7, pour assurer la
continuité sur le segment [s,, s3], il faudrait avoir ¢4 |1, (z,t) = 0 pour tout (z,t) € [ss, s3], soit
encore x = 1 pour tout (x,t) € [sy, s3] ce qui est clairement faux.

On peut montrer que pour assurer la continuité des fonctions de forme, les nceuds de la triangu-

lation doivent étre choisis de sorte que I’hypothése suivante soit vérifiée

Sur chaque interface de la triangulation, il doit y avoir suffisamment de

(H2) . , . . .
neeuds pour déterminer complétement une fonction de P, de dimension n — 1.

Ainsi, pour 'exemple précédent P; en dimension 2, on doit pouvoir déterminer un polynéme

de degré 1 d’une variable, on a donc 2 constantes a déterminer, il faut donc deux points sur

chaque interface. Il faut de plus, d’apres (Hy), 3 nceuds par triangle. Classiquement, on choisit les
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sommets de la triangulation. Ce bon choix d’élément fini est symbolisé de la maniére suivante.

Fig 9. Eléments finis P, en dimension 2.

Pour du P,, I'hypothése (H,) impose 6 nceuds par triangle. De plus d’aprés (H,), sur chaque
coté, on doit déterminer un polynéme de degré 2 donc 3 constantes et donc mettre 3 noeuds sur
chaque interface. Classiquement on choisir les sommets de la triangulation et le milieu de chaque
interface (on pourrait choisir n’importe quel point de l'interface en dehors des sommets). Cet

élément fini est symbolisé par le dessin ci-dessous.

Fig 10. Eléments finis P, en dimension 2.

Pour du P;, 'hypothese (Hy) impose 10 nceuds par triangle. De plus d’apres (H;), sur chaque
c6té, on doit avoir 4 nceuds sur chaque interface, on les choisit équidistribués sur I'interface. On
rajoute le centre de gravité du triangle pour le dixieme point. Cet élément fini est symbolisé par
le dessin suivant.

Fig 11. Eléments finis P; en dimension 2.

Tous ces résultats se généralisent en dimension 3. On termine avec deux exemples en dimension

3 pour du P; et du P,. Pour du P;, l'hypothése (H,) impose 4 nceuds par tétraedre. De plus
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d’apres (H,), on doit déterminer complétement sur chaque interface un polynéome de degré 1 en
deux variables, soit 3 constantes, on choisit les sommets. Pour du P, on doit avoir 10 noeuds
par tétraedre et on doit pouvoir déterminer un polynéme de degré 2 de deux variables p(z,t) =
ax?+bt*+crt+dx +et + f soit 6 constantes, donc 6 neeuds par interface. On choisit les sommets et

les milieux des arétes des tétraédres. Ces éléments finis sont symbolisés par les dessins suivants.

Fig 12. Eléments finis P, et P, en dimension 3.

Théoreme 4.8 [6] Soit 7, une triangulation de (2 satisfaisant les propriétés de la définition (4.6) et
qui n’est composée que de triangles si n = 2 ou que de tétraédres si n = 3.
On se donne un ensemble 3, = {c¢;; i = 1,--- , N;} de neeuds du maillage satisfaisant les hypothéses
(Ho), (Hy) et (Ha).
Alors U'ensembles des fonctions de forme associées aux nceuds de 3y, c’est a dire les fonctions ¢, pour
i=1,---, Ny, définies par :

&; |lr€ P NT € 1,

¢i(cj) =045, Vj =1, , Ny,

définit une base de V}, p,, et tout fonction v, € V;, p, s’écrit
Np

vy = Zvi o,
i=1

Calcul des fonctions de forme a ’aide d’un triangle de référence

Nous allons voir comment déterminer les fonctions de forme a I'aide d’un triangle de référence.
Commencons par remarquer que pour un nceud donné ¢, le support de la fonction de forme
associée a ce noeud c.

Ainsi pour reprendre les éléments finis Py, la fonction de forme est représentée sur la Fig 13.

On voit donc, qu’il est nécessaire de déterminer le polynéme constituant ¢, sur chaque triangle

le contenant. Pour cela, on utilise un triangle de référence sur lequel on effectue tous les calculs.
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Puis a 'aide d’'un changement de variables, on se ramene sur n’importe quel triangle de 7. Pour

cela, on utilise le lemme suivant :

Oe(T,y)

Fig 13. Fonction de forme associée au nceuds pour les éléments finis P, en dimension 2.

Lemme 4.11 [6] Soit n = 2 ou 3, on considére (T, Py, {c1, -+ ,c;}) avec J = (n+ k)!/(nlk!), un
élément fini de Lagrange. Soit de plus T un élément de T}, et F une application bijective de T, dans
T, alors (T, Pi,{F (¢1),--,F(c;)}) est un élément fini de Lagrange.

De plus si pour touti = 1,--- ,J, ¢, est la fonction de forme sur T, associée au nceud c;, c’est a dire
la fonction satisfaisant ¢;, € Py et ¢;, (¢;) = 0;; alors ¢;, o F~' est une fonction de forme sur T

associée au nceud F(c;).

Je détaille cette procédure en dimension 2 dans le cas des éléments finis P;. On considere donc
le triangle 7, de sommets s; = (0,0),s2 = (1,0) et s3 = (0, 1), ce triangle est appelé triangle de
référence.

Déterminons les fonctions de forme sur ce triangle de référence. Pour cela, nous avons besoin des

coordonnées barycentriques dont je rappelle la définition :

Définition 4.7 Soit un triangle T' de sommets s, s, et s3. On suppose que T' soit non dégénéré c’est
a dire que sy, sy et s3 sont non alignés.
Alors pour tout point dans T de coordonnées cartésiennes (x,t), les coordonnées barycentrique de

(x,t) sont les réels A1, \y et \3 définies par :
)\l(xvt) 81+)\2<x7t) 52—|—)\3<I,t) S3 = (‘/Evt)?
Mz, t) + Ae(z,t) + A3(x,t) = 1.

Pour tout (x,t) € T ce systéme admet une unique solution. De plus, pour tout i = 1, 2, 3, les fonctions
\; sont affines.
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On montre le résultat suivant :

Lemme 4.12 Soit le triangle T, de sommets s; = (0,0), se = (1,0) et s3 = (0, 1), alors le triplet (7T},
Py, {s1,52,53}) est un élément fini de Lagrange et les fonctions de forme (¢, ., ¢, ., ¢3,.) sont données

par les fonctions coordonnées barycentriques (A1, A2, A3) suivantes :
G (x,t) = 1—x—1t=N\(x,1), (4.44)
Gop(,) = 1= Xo(x,1),
Gap(,t) = 1= As(x,t),

pour tout point (x,t) € T,.

Preuve. Il suffit de montrer que {sy, s2, s3} est unisolvant, c’est a dire que pour tout (ay, g, av3) €

R3, il existe une unique fonction p € P; telle que p(s;) = a; pour tout i = 1, 2 ou 3.

On cherche donc a, b et ¢ dans R tels que

C= 0y,
a—+c= qo,
b+ c=as,

qui admet une unique solution donnée par a = as — a1, b = a3 — a; et ¢ = ay. Et,
p(z,t) = (g — aq)r + (a3 — 1)t + .

Donc, (7}, P, {s1, s2, s3}) est un élément fini de Lagrange.

Pour déterminer la base, il suffit de choisir pour («y, as, a3) tour a tour les valeurs (1,0, 0), (0,1, 0)
et (0,0,1), ce qui donne (4.44).

Enfin pour terminer, donnons la fonction /' qui envoie le triangle 7, sur un triangle 7" de sommets
(s1 = (x1,t1), $2 = (x2,t2), 53 = (x3,13)), on fixe F telle que F'(0,0) = sq, F'(1,0) = s9, F(0,1) = s3
alors

F:T, — T, (s,t) — F(s,d) =
(5:1) (5,d) ((t2—t1)8+(t3—t1)d+t1

(xog — 1) s+ (23 — 1) d + 21 ) .

Assemblage de la matrice

Tout d’abord, on donne le probleme approché (F'V'),. On utilise les notations du Théoréme 4.8.
La solution exacte y € H;(2) est approchée par y;, € Vj, p,, qui se décompose dans la base des
(¢;)i=1..- n,. Le probleme (F'V'), est alors donné par :

(FV),, Trouver (y1,--- ,yn,) € RV tel que
Np

ZZ/;’/QV%(H?)-V@(JJ) de = /Qf(:v) ¢;(x) do,¥ i =1, N.
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Ce probleme est équivalent a un systeme linéaire
ApYy = F,

ou Ay = (aij)i<ij<n, €t

Yi = (Y1, ,yNh)T et [}, = (Fy,--- ,FNh)T avec

Remarquons que

a;j = /w) ). Vo, (x)dr =) /w) ). Vo (x)dr =Y ai .

Tery, Tery,

Ainsi, il semblerait que pour calculer les coefficients de la matrice Ay, il soit nécessaire d’effectuer
trois boucles : une sur i, une sur j et une sur les triangles de 7,.
Mais la quantité a, ;- est non nulle, si et seulement si ¢ et j sont des nceuds de 7. Avec cette
remarque, on va pouvoir construire un algorithme avec une seule boucle, classiquement c’est
celle sur les triangles que 'on conserve.
En effet, pour chaque triangle 7', on introduit des matrices et vecteurs sources élémentaires défi-
nies comme suit. Chaque triangle 7T, contient 3 nceuds numérotés de 1 & 3. On note ¢, ¢5 et ¢n
la restriction a 7" des fonctions de forme associées aux nceuds de 7. On calcul pour chaque nceuds
deT

Ar = (afy)1<ki<s, Fr = (F])i<k<s,
avec
afy = [ Vo] (x).Vep (x)dz, Fl = [, f(2)V) (z)da

4.7.2 Eléments finis Q;

On suppose, maintenant, que le maillage n’est constitué que de rectangles si n = 2 ou que de
parallélépipedes si n = 3. On définit alors I'ensemble des polynomes de n variables et de degré k

en chaque variable comme suit :

Qr=4p:R"— R;Vi=1,n, e R[X],Vz; e R,j #ip.
x; — p(T1, ..., Tp)
On peut montrer que la dimension de @), est donnée par dim @ = (k+ 1)". A titre d’exemple, on
pourra remarquer que

Q1= {p:R* — R; p(z,t) = az + bt + czt + d, avec a, b, ¢,d € R donnés} ,

4.7. Eléments finis de Lagrange en dimension deux ou trois



Chapitre 4. Approximation des problémes elliptiques par éléments finis

Q2 = {p:R* — R; p(z,t) = aa® + bt* + ca®t* + dat® + ex®t + fa + gt +ixt + j, aveca, b, c¢,d, e, f,g,1,

Comme précédemment, on introduit alors ’espace d’approximation
Via, = {v €C°(Q) ; v |sa=0etv |r€ Qx, VT € 74}

Il est facile de montrer que cet espace est H; (2) conforme. Comme pour les éléments finis P,
on utilise les fonctions de forme associés aux noeuds de la triangulation et ces noeuds doivent
satisfaire les hypotheses (Hy), (H;) et (H2) ou 'hypothése (H;) est inchangée et ou (H,), et (H»)

sont maintenant données par :

Dans chaque maille 7" le nombre de nceuds doit étre donné par dim ()
soit (k+ 1)

(. Sur chaque interface de la triangulation, il doit y avoir suffisamment de
2 s . \ . . 3
noeuds pour déterminer complétement une fonction de @), de dimension n — 1.

Il est facile de montrer qu’en dimension 2, le bon choix d’éléments finis @)1, )> et ()3 sont symbo-

lisés par les dessins ci-dessous

Q1 E?z Qs

Fig 14. Eléments finis Q1, Q, et Q5 en dimension 2.

Alors, qu’en dimension 3, le bon choix d’éléments finis (); est symbolisé par le dessin ci-dessous

Q1

Fig 15. Eléments finis Q1,Q» et Q5 en dimension 3.
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Résultats de convergence et d’estimations d’erreurs dans le cadre général

Nous ne ferons qu’énoncer le résultat de convergence et d’estimations d’erreur, les techniques
utilisées dans le preuve, sont les méme qu’en dimension une, mais beaucoup plus complexes
en terme de notations. On majore I'erreur entre la solution exacte et la solution approchée par
I'erreur entre le solution exacte et 'interpolé de Lagrange de cette solution.

Le résultat s’énonce comme suit :

Théoreme 4.9 [6] Soit ), un ouvert borné polyédrique de R" (n = 2 ou 3), on considere y la

solution du probléme variationnel (F'V') donné par :
(FV) : Trouver y € H}(Q) tel que a(y,v) = L(v) Yv € H}(Q).

Soit T, une triangulation de ) satisfaisant les propriétés de la définition 4.6 et qui n’est composée
que de triangles ou de rectangles si n = 2 ou que de tétraédres ou de parallélépipédes si n = 3. On

suppose de plus qu’il existe o > 0 telle que

hk
_Sa’

PK

pour tout K € 1, et ol hg et py sont donnés dans la définition 4.6.

On considére une approximation P, ou Q, avec k > 1. On se donne donc un ensemble N; =
{¢;;i=1,---, Ny} de nceuds du maillage satisfaisant les hypothéses (Hy), (H,) et (Hy) données par :
Cas de P, :

Dans chaque maille T' le nombre de nceuds doit étre donné par dim Py
soit (n + k)!/(n!k!).

(H { Pour deux mailles voisines, les nceuds introduits sur Uinterface commune
1

pour une des mailles doivent faire partie des nceuds pour la maille voisine.

( { Sur chaque interface de la triangulation, il doit y avoir suffisamment de
2

noeuds pour déterminer complétement une fonction de P, de dimension n — 1.
soit (k + 1)".

{ Dans chaque maille T' le nombre de nceuds doit étre donné par dim @y,

(1 { Sur chaque interface de la triangulation, il doit y avoir suffisamment de
2

noeuds pour déterminer complétement une fonction de @), de dimension n — 1.
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On définit y;, = Z?ﬁl Yid; ot (Y1, -+ -, yn, ) est solution du probléme (F'V');, donné par :

(FV), Trouver (y1,--- ,yn,) € R tel que

Zyj/gv%(x)-vqﬁi(x) der = /Qf(x) ¢;(z) dx,¥ i =1, Ny,

Alors, la méthode des éléments finis converge,
Jimly = yall 1) = 0,

de plus cette méthode est d’ordre au moins k, c’est a dire qu’il existe une constante C, ne dépendant

pas de h, telle que si la solution est dans H*™ (), on a

Hy - thHl(Q) < Ch* ||y||Hk+1(Q) .
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Exercices et examens corrigés

5.1 Exercices avec solutions

Exercise 1 On considére l’équation de Poisson sur §2 = (0,1) par

—y"(z) = 1.

Avec des conditions au bord de Dirichlet homogeénes : y (0) =y (1) = 0.

Wl ||

Résoudre par la méthode des éléments finis en prenant h =

Solution d’exercice N°1

Soit
v(z) € C ([0,1]),v(0)=v(1)=0: —/0 y'(z)v(x)de = /0 v (z) d.
Dongc,

/01 Y () (x)dx = /01 v (z) dz.

Vo eV ={vel®([0,1]),v(0) =v (1) = 0; v' continue par morceaux} s.e.v de C! ([0, 1]).
Soit V s.e.vde V de dimension n finie. Soit ¢,, - - - , ¢,, n fonctions linéairement indépendantes de
V. Donc

YGEV g(x) =) uid; ().
i=1
Résoudre le probleme différentiel de départ revient alors & chercher une solution j € V telle que

1 1 .
/ 7 () () / 5 (2) da, VF € V.
0 0
Dongc,

izn;yi /01 i(x)0 (z)dx = /01’17(9;) dz, Vo e V.
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Ou encore

n 1 1 _
> / 6. (2)(x)dz = / o,(x)dz, Y, € V.

/gb dwetl—/gb

Les éléments finis linéaire de Lagrange : Lintervalle (0, 1) est discrétisé en 2 points de coordonnées

Donc on pose

Choix des fonctions ¢, :

x;, les fonctions ¢, (x) sont choisies comme fonctions polynomiales de degré 1 définies par :
Sur [0, 2] :

¢y (x) = ax + b avec ¢, (0) =0 et ¢, (3) = 1 donc ¢, (z) = 3.

¢, () = ax +bavec ¢, (3) =1et¢, (3) =0donc ¢, (v) = =3z + 2.

Donc
{Sx—l sur [0,1],

o (@) = —3z+2 sur [, 2].

Y

W=
Wb Wl

Sur [3,1] :
¢ () = ax + bavec ¢, (3) =0et ¢, (2) =1donc ¢, (z) =3z — 1.
¢, (x) = ax + bavec ¢, (2) =1 et ¢, (1) = 0 donc ¢, (z) = —3z + 3.

Donc
3r—1 sur [ 2],
¢y () = [3 3]
—3z+3 sur [21].
)
A— a1 Q21 Y = Y1 ot [ — 1 .
a1z Q22 Y Iy
1 2
a1y =9 [P dz +9 [ dz = 6. Méme procédure ay; = 6 et ajp = ag = —3.
3

Iy = fo% 3£L'd£B-|—f§ (=3x+2)dx :%
3
2
ly=[F @Bz —1)de+ [2 (=3z+3)de =1
3 3

Dongc,
(%) 0)-()
-3 6 Yo %

Donc,

Yo =0,

hn 57

Y2 = é,

ys = 0.

5.1. Exercices avec solutions 1]
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Exercise 2 Appliquer la méthode des éléments finis P, au probléme :

—y" = fdans ]0,1],
y(0) = o
y(1) = 8.
Vérifier que les conditions aux limites de Dirichlet non-homogeénes apparaissent dans le second membre

du systéeme linéaire qui en découle.

Solution d’exercice N°2

La formulation variationnelle, issue de I'utilisation des éléments finis P, consiste a déterminer :
yn € Vi = {v € C°([0,1],R) t.q. v |jz,0,,,)€ Pr pour j =0,--- ,n}, ollz; = -4 tel que :

01 ypupde = fol fundz pour toute fonction v, € V3, N Hy (0,1) = Vo, et y, (0) = o, yp, (1) = 5.
On note (¢;) la base de V}, définie par ¢, (x;) = J;;.

En utilisant ¢; comme fonction test, on obtient, a I'aide de la formulation vartiationnelle, que

1=0,..,n+1

pour tout 0 < 7 <n +1,
n+1 1 1
>, [ olate= [ o
i=0 0 0

ou (y;); sont les coordonnées de y,, dans la base (¢;) .

Les conditions aux limites impliquent que (y.,), = « et (y4),,,, = 3. Ainsi :

n 1 1 1
>, /0 B da = /O fésda /0 (o) + Bdlr) 8de.

Déterminer Uy, = ((yx),),_, .., consiste donc a résoudre le systéme linéaire

KhUh:bh.
Ou la matrice
2 -1 0 0
-1 2 -1 0
1
Kh—ﬁx 0 -1 0 ;

0 2 -1

0 0o -1 2

est identique a celle obtenue avec des conditions de Dirichlet homogénes, tandis que le second

5.1. Exercices avec solutions
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membre est défini par :

Ti+1
(br); = / fo,dx pour tout 1 < ¢ < n,

LTi—1

o *2
(bn), = 7 + / fodx pour z¢ = 0,
B 01
(by), = 7 +/ foé,dx pour z,,1 = 1.

Exercise 3 On reprend le probléme de Neumann :

—y"+ay = fdans |0,1],
Yy (0) = a, (5.1)
y (1) = B,

en supposant que la fonction a () = 0 dans |0, 1[. Montrer que la matrice du systéme linéaire issu
de la méthode des éléments finis P est singuliére. Montrer qu’on peut néanmoins résoudre le systéeme

linéaire si les données vérifient la condition de compatibilité

/Olf(x)dx=oz—6,

et que cette condition est préservée si U'on utilise des formules de quadrature.

Solution d’exercice N°3

Le systeme linéaire obtenu en considérant a = 0 est

KU, = by,. (5.2)
ou
1 -1 0 0
-1 2 =1 0
1
Kh:EX 0 -1 0 ,

0 2 -1

0 0 -1 1

et by, est défini comme dans le cas a # 0 par :

Tit1
(by); = / f (x) ¢;dx pour tout 1 < i < n,

ilfl
(bn)y = f (@) ¢odz — a,

0

(bh)nJrl = /Ov f ('T> (ﬁn—i—ld'x + 5
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La matrice K, est auto-adjointe et positive. En effet, pour tout (v;) € R"™? ona:

Kpwov = h™! [ (vg —v1) vo + (Vng1 — Vn) Vpgr + Z (—vig1 + 2v; — ;1) v,-]
i=1

= h! (vo —v1) o + (Vg1 — Un) Upy1 + Z — Vig1) Vi + (v; — vi1) Uz)]

= h! (vo — v1) Vo + (Vn41 — Un) Ung1 + Z (Vi — vig1) v + Z (Vig1 — v5) Uz’+1]

=0

= B [(vg — 1) + (Ung1 —vn)? + Z — Vi) ]

n
= h! (vi — Ui+1)2
i=0

Par contre K n’est pas définie. De I'expression précédente, on déduit que K v.v = 0 si et seule-

ment si v; = v;,1 pour touti =0,--- ,n.

Ainsi, le noyau de I'application K, est 'espace vectoriel de dimension un engendré par (1,--- ,1)
et 'image de K, est exactement 'orthogonal de (1,---,1).

Le systéme linéaire (5.2) admet une solution ssi b, € (1,---,1)", cest-a-dire S (by), = 0.

D’apres I'expression de b, cette condition équivaut a

/Olf(x)d:v—l—ﬁ—oz _ nzﬂ/ F@)6,(@)dz + 5 — a

n+1

Dongc,
r@=3 [ o)

Exercise 4 Appliquer la méthode des différences finies au probléme de Dirichlet :

—y" = fdans |0,1],
y(0) =0, (5.3)

Vérifier qu’'avec un schéma centré d’ordre deux, on obtient un systéme linéaire a résoudre avec la
méme matrice K, (a un coefficient multiplicatif prés) que celle issue de la méthode des éléments finis

P, mais avec un second membre by, différent. Méme question pour le probléme de Neumann (5.1).
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Solution d’exercice N°4

La méthode des différences finies, basée sur un schéma centré d’ordre 2, nous conduit a résoudre,

dans le cas du Laplacien avec conditions de Dirichlet, le systeme :

_yqz+1—2hy21:+y1:—1 = f (ﬂjz) Ni=1,---,n,
Yo = 07
Ynt1 = 0.

On doit donc résoudre le systeme K,Uj, = b, ot Uy, = (vi);,<,, , /s est la matrice d’ordre n.

2 -1 0 --- 0
-1 2 -1 0
Ky, = % X 0 -1 0
0 2 -1
0 0o -1 2
et
[ (1)
[ (x2)
by, = :
f(n-1)
f ()

La matrice K, différe de la matrice obtenue par la méthode des éléments finis a un facteur mul-
tiplicatif + pres.
La méthode des éléments finis conduit ¢ une expression différente du second membre

T4 _ i Ti+1 . _
bEF = / f(x)wdaz—l—/ Fla) 2 =L gy .
Ti—1 h i h 1<i<n

En pratique, on utilise une formule de quadrature pour évaluer les intégrales définissant b} . Si

on utilise la formule de trapezes, on obtient :

FF
by, =h(f (xi))1gz‘§n'
Avec un tel choix, les deux méthodes conduisent au méme systeme linéaire.

Conditions aux limites de Neumann :
Pour le probleme de Neumann, le systeme obtenu, suite a la discrétisation par différences finies,

consiste a déterminer (y;)_,;,,, tel que:
—y”l_i#—i-a(%)yi = f(x),Yi=1,---,n,
yn+22h—yn — 6
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Ou les neeuds fictifs x_; et x,,, ont été introduit afin que les conditions aux limites soient dis-

crétisées a 'ordre 2. Si on élimine du systeme linéaire final les degrés de liberté artificiellement
introduits, on obtient les expressions suivantes :

1 -1 0 --- 0 ) g 0 .- 0
-1 2 -1 0 : 0 a(xy) 0 0
1 . .
Kh:ﬁx o -1 . . 0 + 0 0 0 :
0 2 -1 0 a(z,) 0
et

f(ﬂﬁl)
by, = :
f(zn)

St

Le systéme obtenu par la méthode des éléments finis, des alors qu’on utilise la formule des tra-
pézes pour évaluer les intégrales, est équivalent. Plus précisément, on a alors :

1 =1 0 - 0 ) g 0 -0
-1 2 -1 0 0 a(z)) 0 0 :
KSFI%X 0 -1 . . 0 [+ o o o - 0 ,
0o . 2 -1 : 0 . al(z,) 0
0 ... 0 -1 1 0 ... 0 0 )
et
f(;o)+—Ta
f (1)
biF = h x :
[ ()

Tt

Exercise 5 On considére Uintervalle 2 = |0, 1] et on introduit Uespace
V ={veC’(Q);v(0) =0 et v continue par morceaux} .
Soient f e L*(Q ) et deux réels «, 3 avec o > 0. On pose

= |4y (@) v (x)de+ oy (1) v (1) et L(v)= [, f( z)dz + v (1).
Pour tout y,v € V. On considere le probléme suivant :

Trouver y € V tel que a (y,v) = L (v),Yv € V. 5.4
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On admet que ce probléme est bien posé (cela se démontre par le théoréme de Lax-Milgram).
1. Obtenir EDP dans () et les conditions limites satisfaites par la solution (5.4).

On considéere un maillage uniforme de €) de pas h = n entier positif fixé, et on pose x; = ih

1
nt1’
pour tout i € {0,--- ,(n+1)}. On note V;! Uespace constitué des fonctions continues et affines par

morceaux sur chaque intervalle [x;, z;1]

Vh1 = {vh eC’ (ﬁ);vogz'gn,vh

[zi,2i41] € Pl} :

Et on désigne par {¢;},.;-,., les fonctions de bases de V}!. Il s’agit, pour 1 < i < n, des fonctions
chapeau vues en cours, alors que pour i € {0,---,(n+ 1)}, ces fonctions sont définies de manieére

analogue mais leur support est réduit a une maille. Par exemple,

T—Tn
h

Six € [Ty, T,

0 sinon.

qanrl (CL’) = {

On introduit enfin le sous-espace V de V! tel que
‘7: {'Uh € Vhl;’Uh(O) :O}

2. Quelle est la dimension de V? En préciser une base.

e On assemble la matrice de rigidité A du probléme (5.4) en utilisant cette base. Préciser le terme
générique de cette matrice (sans le calculer).

e Montrer enfin que la matrice A est définie positive.

3. Identifier les coefficients non nuls de la matrice A, puis calculer la valeur numérique de

ceux-ci.

Solution d’exercice N°5
1. En prenant v € D (©2) dans (5.4), on obtient (—y” — f,v) = 0 et donc —y” = f dans D’ (12) . Par
ailleurs f € L?(Q), alors y” € L? () et PEDP est satisfaite presque partout dans (2. Le fait que

y € V nous donne la condition limite de Dirichlet y (0) = 0. Enfin, en prenant comme fonction

test v(x) = x et en utilisant le fait que

/Qy’(w)dx—/Qf:vdaf—/g(y”ry”x) dr = y/'(1),

par intégration par parties, on déduit que ¢'(1) + ay(1) = §.

—y" = f p.p dans (2,
y'(1) +ay(l) =B, (5.5)
y (0) =0.
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2. Pespace V est de dimension n + 1, sa base est {0t 1<icnir -

Le terme générique de la matrice de rigidité est
/qﬁ r)dr + ap;(1)¢;(1). V1 < i, j <n+ 1.

Soit X € R"*! de composantes {v;},_,, . . Il vient

n+1 n+1 n+1
XTAX = Z a; Vv = a (Z Vi, Zngbj) (5.6)
i=1 j=1

ij=1

/
n+1

ce qui montre que A est positive. De plus, si X " AX = 0, on en déduit que la fonction > )" v;¢

n+1 2

Z i ()

=1

2
d$ + avn+1 9

est constante sur {2 et comme elle s’annule en 0, elle est identiquement nulle. Par suite, X = 0.

3. La matrice A est de la forme suivante
ag ¢ 0 --- 0

by ax c

A=1 0 by . . 0
: an  Cn
0 -+ 0 bpy1 ann
avec, pour tout 1 <17 < n,
2
a; = T,
h
1
apy1 = E—FOK;
-1
bi+1 = CZ'ZT.

Exercise 6 Expliciter la matrice de rigidité A;, obtenue par application la méthode des éléments finis

Py, au probléme de Neumann :

o — g surdQ,

{—Ay+ay = f dansQ,
on

avec f € L* (), g € L?(09), et a € L>™ (Q) tel que a (x) > ao > 0 p.p. dans ).

Solution d’exercice N°6

Lespace d’approximation issu de la méthode des éléments finis P, associé au probléme de Neu-

mann :
{ —Ay+ay = f dans(,

g—z = g  sur 0,
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est basée sur I'espace discret :
Vi ={y € C(L,R) : y |[x€ P, pour tout K € 7, “le maillage”} .

Soit (¢;),_; ... , les fonctions de base associées au degré de liberté du treillis d’ordre £ du maillage
Th (donc ¢z (SL']) = 6”)
Lapproximation vartiannelle consiste a résoudre le systeme A,U, = B, ou

(An)y; = /Q (Vo Vo, + ag,0;) da.
_ _ %
(Bn); = /Qf@dx - /asz gé;ds avec g = B

Exercise 7 (Elément finis P, pour le probleme de Dirichlet).

Soit f € L?(]0,1[). On s’intéresse au probléme suivant :

_y”(x) = f([E),JZE]O,l[,
y(0) = 0,
y(1) = 0

dont ont étudié une formulation faible.

Soient n € N, h = —5 et x; = ih, pour i = 0,--- ,n+ 1, et K; = [x;, 2;41], pour i = 0,--- ,n.

Soit H, = {veC([0,1],R) t.q. v |g,€ P1,i=0,---,n, etv(0) =v(1) =0}, ou P, désigne l'en-
semble des polynémes de degré inférieur ou égal a 1.

1. Montrer que H, C H}.

2. Pouri=1,---,n, onpose :

1—M st Q?EKiUKi,l,
o, (37) = { . g
0 sinon.

Montrer que ¢, € H, pour touti=1,--- ,n et que H, est engendré par la famille {¢,,--- ,,} .
3. Donner le systeme linéaire obtenu en remplagant H par H, dans la formulation faible. Comparer

avec le schéma obtenu par différences finies.

Solution d’exercice N°7

Elément finis P, pour le probléme de Dirichlet :

Soit f € L?(]0,1[). (L? est 'espace des fonctions de carré intégrable).

Soit
—y"(x) = [f(z), z€]0,1],
y(0) = 0
y(1) = 0.
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Soient n € N,h = =5 eta; = ih,pouri =0,--- ,n+1, et K; = [z;,2,11], pouri = 0,--- , n.

Soit H, = {v e C([0,1],R) t.q. v
semble des polynomes de degré inférieur ou égal a 1.

K€ PL,i=0,---,n, etv(0) =v(l) =0}, ou P, désigne I'en-

1. Montrer que H,, C H}.

Soit v € H,,.

Comme H, C C([0,1],R),onawv € L*(]0,1]).

D’autre part, comme v |g,€ Py on a v |k,m)= oz + (3; avec oy, 5; € R.
Donc v admet une dérivée faible dans L? (]0,1[), et Dv |x,= a.

On a a donc || Dv|[ > < max |a;| < 4-o00.

i=1,n

De plus v (0) = v (1) = 0, donc v € H}.
On en déduit que H,, C Hj (]0,1[).

2.Pouri=1,---,n, on pose :
1—M si re KUK, 4,
¢; (z) = { . i
0 sinon.
Donc

-5 § peK,
]_—f—% si IL‘EKi_l,

On en déduit que ¢; [x,€ P pourj =1,--- ,n.
De plus, les fonctions ¢, sont clairement continues.

Pour Montrer que ¢, € H,, il reste a montrer que

Ceci est immédiat pour i = 2,--- ,n — 1, car dans ce cas

d)i |K0: ¢z |Kn+1: 0.

On vérifie alors facilement que ¢, (0) =1—2 =0et ¢, (1) = 0.

Pour montrer que H, = vect{¢,, - ,¢,}, il suffit de montrer que {¢,, - , ¢, } est une famille
libre de H,,.

En effet, si ! | a;,¢; = 0, alors en particulier ", a;¢; (zx) =0, pourk =1,--- ,n, etdonca; =0
pourk=1,---,n.

3. Soity = 37, y;¢; solution de
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La famille (yj)j:Lm . est donc solution du systeme linéaire
=1

Oou Kij=a (¢17 925]) =T (sz) .

Calculons K;; et G;;ona: K;; = fo i ( x)dx; or

si x € ]xi—laxi[v
¢/( _ 1 1
i x) = _E S1 E ]$i7$i+1[7

0 si ailleurs.

On en déduit que :

Kw fo L (2)) dr = ,2L pouri=1,---,n.
Z’L 1_f0 ’L]. :L.)dx_ 1p0uri:2’...’n.

K;; =0 pour [i —j| > 1.
Calculons maintenant G :

@:/”“ﬂm@@wx

Si f est constante, on a alors

Tit1

Gi=f[ ¢ (x)de=nt.

Ti—1
Si f n’est pas constante, on procede a une intégration numérique. On peut, par exemple, utiliser
la formule des trapezes pour le calcul des intégrales f;q f(x)p; (x)dx et f;j“ f(z)¢; (z) dz. On
obtient alors : G; = hf (z;).
Le schéma obtenu est donc :
Y1+ 2% — Y1 = RWf (), i=1,---,n,
Yo = 0,
Ynt1 = 0.

C’est exactement le schéma des différences finies avec un pas constant h.

Exercise 8 Soit le probléeme :
—y"+ay = [dans 0,1,
y(0) = a (5.7)
y (1) = B
Etudier la convergence de la méthode des éléments finis en dimension 1 appliquée de diffusion (5.7)

avec conditions aux limites de type Neumann.
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Solution d’exercice N°8

La formulation éléments finis consiste a déterminer
yn € Vo ={v € C([0,1],R) t.q. v |ig,0,,,)€ Prpour j =1,--- ,n}, oliz; = 45
Pour tout v, € V},, on ait
a(Yn,vn) = L (vp), (5.8)

ou
1
a(y,v) = /y’v'dx—i—ozyv.
0

L(v) = /Ofxda:—ow(O)—i-ﬁv(l).

La forme linéaire a est bilinéaire, continue et coercive sur H' (0,1).

La forme linéaire L est continue sur H' (0, 1) . (les fonctions H' (0, 1) s'injectant de maniére conti-
nue dans C ([0, 1]) .

Papproximation de Galerkin ci-dessus admet une solution unique et d’apres le lemme de Céa, il

existe C' > 0 indépendant de h tel que :

1y = nll o) < Cvilel‘f/h 1y = vnll 20,1 -

En choisissant v, = 7y, ou 7, est 'opérateur d’interpolation de H! (0, 1) dans V},. Donc,

ly — thHl(o,l) <Clly- 7T}zyHHl(o,l) :

Donc, hliglo 1y = Tyl g1 0.1y = O-

Etsiy € H?(0,1), alors il existe une constante C indépendant de £ telle que :

|y — 7Thy”Hl(o,1) <Ch Hy”HL2(0,1) :

Il s’en suit que : hlimo 1y = ynll 0.1y = 0.
Et que siy € H%(0,1), 3C indépendant de h telle que :

|y — thHl(o,l) <Ch ”?J”Hm(o,l) :

Exercise 9 Soit Q2 un ouvert polygonal de R?, et T un maillage de .

Soient (K, %, P) et (K, X, P) deux éléments finis de Lagrange affine-équivalents. On suppose que les
fonctions de base locales de K sont affines.

1. Montrer que toute fonction de P est affine.

2. En déduire que les fonctions de base locales de (K, 3, P) affines.
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Solution d’exercice N°9

Soit 2 un ouvert polygonal de R?.

T un maillage de €.

Soient (K, X, P) et (K, X, P) deux éléments finis de Lagrange affine-équivalents.

On suppose que les fonctions de base locales de K sont affines.

1. Montrer que toute fonction de P est affine.

Si les fonctions de base de (K, X, P) sont affines, alors I'espace P est constitué des fonctions

affines, on peut donc écrire
P={f:K—RT=(T1,T2) — [(T) = a1T1 + asTo + b} .
Comme (K, X, P) et (K, X, P) sont affines équivalents, on a par définition :
P={f:K —R;f=foFfeP},

ol F est une fonction affine de K dans K, la fonction F~! est donc aussi affine et s’écrit donc

sous la forme :
FH () = F7' ((21,22)) = (0021 + g 4+, 8121 + Baa +6) .
Doncsi f=foF 'e€Pona:

f@) = foF " ((z1,22))

= [llarw1 + aowy + 7y, B121 + Boxs + 0))
= Ajzy + Asxy + B.

Ou A, A, et B € R% On en déduit que f est bien affine. lespace P est donc constitué de fonctions
affines.

2. En déduire que les fonctions de base locales de (K, X, P) affines.

Pour montrer que les fonctions de base locales sont affines, il suffit de montrer que 'espace P est

constitué de toutes les fonctions affines. En effet, si f est affine, c’est-a-dire
f((z1,22)) = A1y + Agzy + B.

Avec A,, A, et B € R?. On montre facilement que f = f o F € P, ce qui montre que f € P.

Exercise 10 (Intégration numérique)

1. Veérifier que l'intégration numérique a un point de Gauss, donné par le centre de gravité du triangle,
sur Uélément fini P, sur triangle, est exacte pour les polynémes d’ordre 1.

2. Vérifier que l'intégration numeérique da trois points de Gauss définis sur le triangle de référence par
m = (3,0),p2 = (3.%) et ps = (0,%) . Avec les poids d'intégration wy = wy = w3 = §, est exacte
pour les polynomes d’ordre 2.

5.1. Exercices avec solutions
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Solution d’exercice N°10

1. Vérifier que I'intégration numérique a un point de Gauss, donné par le centre de gravité du
triangle, sur 'élément fini P; sur triangle, est exacte pour les polynomes d’ordre 1.
Soit K le triangle de référence, de sommets (0,0);(1,0) et (0,1).

On veut montrer que si p est un polynéme de degré 1, alors :

//p(x,t)dxdt—// dxdtp (zg,ta), (5.9)
K K

ou (zg,tq) est le centre de gravité de K. Comme K est le triangle de sommets (0,0);(1,0) et
(0,1),onazg =tg = 3.

Pour montrer (5.9), on va le montrer pour p = 1, pour p(x,t) = z et pour p(x,t) =t.Ona:

1 1—x 1
// dxdt—/ / dtdx = —.
K 0o Jo 2

On a donc bien (5.9) sip = 1. Et

1 1—x 1 1
// xdxdt = / x/ dtdx = / (x — ¥ de = =,
K o Jo 0 6

or si p(z,t) = z, on ap(zg,tg) = 3, et donc on a encore bien (5.9). Le calcul de [ [, tdxzdt est
identique ; on a donc bien montré que l'intégration numérique a un point de Gauss est exacte
pour les polynémes d’ordre 1.

2. Vérifier que I'intégration numérique a trois points de Gauss définis sur le triangle de référence
par p1 = (3,0),p2 = (3,3) et ps = (0,3) . Avec les poids d’intégration w; = wy = w3 = ¢, est
exacte pour les polynémes d’ordre 2.

On veut montrer que pour tout polynéme p de degré 2, ona: [ [, p(x,t)dxdt = L(p),oliona

L (p) Z%(p (%0) +p<%,%> +p(0,%)). (5.10)

On va démontrer que (5.10) est vérifié pour tous les monoémes de ps.

posé

Sip=1,onalL(p) =3, et (5.10) est bien vérifiée.
Sip(z,t)=x,onal(p) = %, on a vu a la question 1 que [ [, zdxdt = %, on a donc bien (5.10).

Par symétrie, si p (x,t) = t vérifie aussi (5.10). Calculons maintenant

1 11—z
[:// xtdxdt:/ a:/ tdtdzx.
K 0 0

U (1—x)? 1 /! 1
I:/xﬂdx:—/ (x—2x2+:v3)da::—
0 0

On a donc

2 2 24’

5.1. Exercices avec solutions
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etsip(z,t) = xt, onabien: L (p) = 5;. Donc (5.10) est bien vérifiée.

Il reste a vérifier que (5.10) est vérifiée pour p (z,t) = 2% (ou p (z,t) = t?, par symétrie).

Or,
1 -z 1
J:// a:dedt:/ x2/ dtda::/ (372—:63) dzx.
K 0 0 0

= 5. Etpour p(z,t) = 2%, onabien L (p) =  (; + 1) = 5.

_1_1
DoncJ—3 3

Exercise 11 Soit K un n—simplexe de sommets (a;),.;., ., - Montrer que tout polynéme p € P, se

met sous la forme :
n+1

p(x) = ZP (a:) Ai (z)
i=1
ott les (N (7)), <;cpyy SONL les coordonnées barycentriques de x € R".

Solution d’exercice N°11

Soit p un polynéme de degré 1 et K un n-simplexe de sommets (a;), ., -
Comme = = Y7 \; () a;, et que l'application qui & z associe p () — p (0) est linéaire, on a :

n+1

p(x)—p(0) = ZA (z) (p(a;) — p(0)).

Comme ) . \; = 1, on en déduit que

n+1

p(x) = Zp(ai)&- (z).

5.2 Exercices suggérés sans solutions

Remarque 5.1 Les étudiants peuvent trouver des solutions a ces exercices suggérés dans la référence

[9].

Exercise 12 On veut résoudre numériquement le probléme aux limites suivant :

—y" (x)+y(x) = 2%, 0<z<1,
y(0) = 0, (5.11)
y (1) =

1. Donner une formulation faible du probleme (5.11).
2. Démontrer que le probléme (5.11) admet une unique solution.
3. On partage lintervalle 10, 1] en N intervalles égaux et on approche la solution par une méthode

d’éléments finis de degré 2. Ecrire le systéeme qu’il faut résoudre.

5.2. Exercices suggérés sans solutions
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Exercise 13 (Conditions aux limites de Fourier et Neumann).
Soit f € L?(]0,1[) . On s’intéresse au probléme :

Yy (0)—y(0) = 0, (5.12)

On s’intéresse a la discrétisation de (5.12).

1. Ecrire une discrétisation de (5.12) par différences finies pour un maillage non uniforme. Ecrire le
systeme linéaire obtenu.

2. Ecrire une discrétisation de (5.12) par volumes finis pour un maillage non uniforme. Ecrire le
systéme linéaire obtenu.

3. Ecrire une discrétisation par éléments finis conformes de type Lagrange P; de (5.12) pour un

maillage non uniforme. Ecrire le systeme linéaire obtenu.

Exercise 14 Soient a € Ret b € R tels que a < b. On considére le probléme aux limites suivants :

—y"+cu = fdans (a,b),
y (a) +awy(a) = ga, (5.13)
y (0) +ay (b) = g,

avec f et ¢ deux fonctions de |a, b[ a valeurs réelles.

1. Etablir une formulation variationnelle associée au probléme (5.13).

2. Donner les conditions pour avoir existence et unicité de la solution de cette formulation variation-
nelle.

3. Ecrire la formulation variationnelle discrétisée associée dans le cadre d’une résolution par la mé-
thode d’éléments finis de Lagrange de degré 1.

4. Montrer qu’il est équivalent a la résolution d’un systéme linéaire dont on précisera la dimension et
que l'on explicitera.

5. Expliquer comment, obtenir un systeme linéaire de dimension n + 2.

Exercise 15 (Eléments finis P, sur maillage triangulaire).

On veut résoudre numériquement le probléeme :

—A(z,t) = f(x,t) (x,t) €D =(0,a)x (0,b),
y(z,t) = 0 (x,t) € 0D,

ou f est une fonction donnée, appartenant a L? (D) . Soient n, m deux entiers. On définit :
a b
A

Ar = ——,
n+1 m+1

5.2. Exercices suggérés sans solutions
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et on pose
r;=1Ax,0<i<n+1;t; =jAL,0< 5 <m+ 1.

On note

TP 10410 le triangle de sommets (i, t5) , (€iv1,t5) 5 (Tigr, tign)

7

T<1+1/27j+1/2 le triangle de sommets (z;,t;), (i, tj41), (Tiv1, tj1) -

)

Ecrire la matrice obtenue en discrétisant le probléme avec les éléments finis triangulaires linéaires

(utilisant le maillage précédent).

5.3 Sujets d’examen : Méthode des différences finies et des
éléments finis
5.3.1 Sujetn’l

Exercise 16 On s’intéresse a 'équation de la chaleur en 1D avec une donnée initiale ug que l'on

suppose C* a support compact dans R. On consideére le schéma suivant :

At
a7 2 (5.14)

1. Déterminer la condition CFL sous laquelle le schéma proposé est monotone'. Dans quels cas le

U j+1 = (1 - 27‘)%‘,]‘ + rui—1,; +ruip; avec r =

schéma est-il exact ?.

2. Démontrer, en utilisant Uanalyse de Von Neumann, que le schéma est L*-stable sous la méme
condition.

3. Montrer que Uerreur de consistance de ce schéma est majorée par C(At + (Ax)?), ot C' ne dépend
que de la solution exacte du probléme considéré. On pourra se placer dans le cadre de la condition
CFL.

4. Enoncer et démontrer la stabilité L pour ce schéma.

5. Donner un résultat de convergence pour ce schéma.

6. Soit ug € C([—1,1],R) qui vérifie :

up(x) >0
up(x) #0six € |—1,—1+¢] (5.15)
up(x) =0siz > —1+e.

1Schéma a 3 points ou a 3 pas en espace u; j+1 = H (u; j, ui—1,j, ui+1,;) €St monotone si et seulement si la fonction
H est croissante par rapport a chacun de ses arguments. En pratique H dépend de At et Az (exemple des schémas
conservatifs) et la monotonie n’est réalisée que sous condition de type CFL.

5.3. Sujets d'examen : Méthode des différences finies et des éléments finis
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Montrer que si la condition r < 3 n’est pas respectée, on peut construire une condition initiale sous
forme (5.15) pour lequel le schéma ne converge pas. Y a-t-il une contradiction avec le résultat de

convergence du schéma explicite ?.

5.3.2 Sujet n°2

Exercise 17 Soit a > 0,b € R et yy € R. On considere le probléme de Cauchy suivant :
y(0)=yo et (Vt€Ry Y (t) = —ay(t) +b), (5.16)

1.

(a) Donner explicitement y "la solution exacte".

(b) Quel est le comportement de y(t) quand t — +o0?

2. Soit h > 0 un pas de temps.

(a) Ecrire explicitement le schéma d’Euler explicite a pas constant h pour (5.16).

On notera (t,) = (nh),cy la suite des temps d’approximation, et (y,), .y la suite des valeurs

neN
approchées correspondantes.
(b) Donner explicitement (i), cy -

(c) Quelle condition doit satisfaire h pour que, quel que soit 1, vy, tende quand n — +oo vers
Jim y(1)?

(d) On suppose cette condition satisfaite.

Exprimer en fonction de a le nombre minimal de temps d’approximation impliqués dans un calcul
approché de y |(o.10) - (la discrétisation de [0, 10] avec N points)

e Quel est ce nombre lorsque a = 1007

Exercise 18 On définit le schéma “saute-mouton” (Leapfrog, en anglais) :

Yij+1 — Yij—1 Yit1,j — Yi—1,j
=0.
aat YT 9As

1. Etudier la consistance et Uerreur de troncature de ce schéma.
2. Montrer par analyse de Fourier (Critére de Van-Neumann) qu’il est stable sous la condition CFL :
alAt < MAx avec M < 1.

5.3.3 Sujet n°2 : correction

Solution d’exercice N°17

Soit a > 0,b € R et 5o € R. On considére le probleme de Cauchy suivant :

y(0) =yo et (Vt € Ry, y'(t) = —ay(t) +b),

5.3. Sujets d'examen : Méthode des différences finies et des éléments finis
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(a) Les solutions du probleme homogene sont données par, pour tout ¢t € R*,
y(t) = k.exp(—at) , k € R.
Les solutions du probleme non homogene sont données par, pour tout t € R,

y(t) = 9+c.exp(—at},c€R.
a

b

a

Comme y (0) = yp donc ¢ = yo —

La solution de (1) est donc donnée par, pour tout ¢t € R*,

y(t) = 2 + exp (—at) (yo - S) :

(b) On a, pour tout t € R*,

b b

b
y(t) = o + exp (—at) <y0 - a) e T

2. Notons (t,),, .y = (nh), oy la suite des temps d’approximation.

Le schéma d’Euler explicite définit une suite (y,),,.y d’approximation aux temps (t,), .y par

Ynt1 = Yo+ h(—ay, +0b),Vn € Navecy (0) =y
= (1 —ah)y, + hb.

(b) Pour tout n € N, on a y,.1 = (1 — ah) y, + hb. Alors
yo = (1—ah)’y
y1 = (L—ah)yo+hb=(1—ah) yo+ (1 —ah)’hb
ys = (1—ah)yr +hb=(1—ah)’yo+ (1 —ah) hb+ (1 —ah)’hb

On a par récurrence, pour tout n € N,

Yo = (1—ah)"yo+ Y (1 —ah)" " hb.

k=1
Donc
Uo = (L—ah)"yo+ > (1 —ah)" " hb
k=1

B n 1—(1—ah)"

b b
— a-an (- 2) 4L
a a

5.3. Sujets d'examen : Méthode des différences finies et des éléments finis
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car 1 — ah # 1 puisque ah > 0. (a > 0et h > 0)
On en déduit, Pour tout n € N,

. b\ b
Yn = (1 —ah) <y°_5)+_'

a

© (Y90, (W)ery — Jim y(t) = 2) <= (((1 = )" (30— 2)) ey — 0)

t—o00

Vérifions par ailleurs que

. . b . .
(Vymniﬂjoo (1 —ah) (yo - E) = 0) — (ngﬂm (1—ah)" = 0) .

. Zimplication < est directe.
. Limplication —> s’obtient en choisissant yo = 1 + %
On en déduit que

. |1 —ah| <1

(Vyo, hIE Yy, = lim y(t)) —
— -—-1<l—-ah<1
— —-2<—-ah<0

2
— 0<h<-.
a

(d) Discrétisation [0, 10] avec N points. Alors la taille du pas est h = 2. Pour que la condition
soit satisfaite, on doit avoir ¥ < 2 soit N > 5a.

. Il faut donc au moins 5a pas en temps.

. Lorsque a = 100, on doit effectuer au moins 500 pas.

5.3.4 Sujetn’3

Exercise 19 On considére, pour 'équation d’advection :

dy oy

E—Faa—x—o (> 0),

le schéma d’approximation par différences finies sur un maillage régulier de pas Ax en espace et At

en temps :
Yij+1 — Yij Yit+1,j+1 — Yi—1,5+1
+a =0.
At 2Ax

alAt
2Ax”

1. Dessinez le stencil du schéma, de quel type de schéma s’agit-il ?.

Note on pourra poser r =

2. Analysez la stabilité du schéma par la méthode de Van Neumann.

3. Quel est Uordre du schéma ?.

5.3. Sujets d'examen : Méthode des différences finies et des éléments finis
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Exercise 20 Montrer que, si la condition CFL
ol At < Az, (5.17)

n'est pas satisfaite, le schéma décentré amont

Yij+1 — Yij Yij — Yi—1,5
=0 5.18
At ta Ax ’ ( )

pour I'équation d’advection est instable pour la donnée initiale ;o = (—1)" .
Exercise 21 On considére l'équation de Poisson sur 2 = (0,1) :
—y'(z) =1L

Avec des conditions au bord de Dirichlet homogeénes : y (0) =y (1) = 0.

Résoudre par la méthode des éléments finis en prenant h = %

5.3.5 Sujet n’3 : correction

Solution d’exercice N°19

Le modele : % + a% =0, > 0 “I'équation d’advection”.

Schéma numérique :

Yij+1 — Yij Yit+1,5+1 — Yi—1,5+1
=0.
At YT oAr
On pose r = 2L,
1.
aAt
Yij+1 — Yij + AL [yi+1,j+1 - yz’—l,j-l,-l] =0
—TYi-141 + Yig+1 + Vit 541 — Yiy = 0.

Le stencil :

o @ --- [ -

«—— valeurs inconnues

«—— valeur connue

Ti—1 T Tit1

Type de schéma : Schéma Implicite.

2. Lordre du schéma :

5.3. Sujets d'examen : Méthode des différences finies et des éléments finis
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Perreur de troncature es t :

oy (@i ti) =y (2, t)) oY (i1, tjp1) — ¥ (i1, tjga)

Eig = At 2Ax ‘
D’apres Taylor :
/ <At>2 "
y (i, tj) =y (@i, t;) + Aty (2, t5) + 5 Y (2,8)5t; <& <ty
Dongc,
i;t' - i?t' At
y(x ]Jrl)At y(x J> :y, ([L’i,t]‘) +O<At),O(At) = 7'!// (.T,S),t] < 5 < tj+1. (519)
Et
/ (Al‘)z 1 (Al‘)S n =+ —+
Y (Tip1, tir1) = y (@i, tj1) + Azy' (23, t41) + 5 Y (Tis tjr1) + 5 Y (n*,t) ;e <n* < i
/ (A':L‘)2 /! (Ax)g n — —
Y (xic1,tjs) =y (T, tjs1) — Azy' (z4,t541) + 5 Y (x5, tj41) — 6 Y (7] 7?5) s T << x.
Donc
7 7t‘ - i— 7t'
y (.T +1 ]Jrl)QAxy («T 1 j+1) _ y/ (111’, tj+1) + o (A:I;)Q ) (520)
Avec )
A
o(Ax)? = %y”’ () ;mim1 < < Tiya.
Alors
ir1, tiy1) — i—1, 15
y (i1 ]H)QA;J (i1, tj1) =9 (;,t;) + o (At) + o (Ax)2 ) (5.21)
Avec
0%y
o(At) = Ato o (2,€) 5t <& <ty
Donc
iat‘ - iat' 7 at' - i—?t'
& y (v ]+1)At y (w4, t;) n ay (711 ]+1)2A:;g (Ti1,tj41) (5.22)
g’i,j = O (At) + o (A.’l})Q .
Avec

A2
o(Ax)® = a( ;) y (n,t) ;21 <N < Tig1.

L, Py
oat) = At (S @O+ TL @) ity <€ <t

& ; — 0 quand At, Az — 0; donc le schéma est consistant d’ordre 1 en temps et 2 en espace.

5.3. Sujets d'examen : Méthode des différences finies et des éléments finis  [JREH
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3. La stabilité :

Pour la stabilité L2, 'analyse de Fourier conduit a :
Pk [—rei(p_l)g + P 4 rei(pﬂ)e} = \e', (5.23)

Tgs. (A, 0) € R? et (p, q) point d’'un maillage.

Donc
1 = A [—Te_w + 1+ reipe]
= A[1+ 2irsind].
Donc
= ! = [1 + 2irsing] ™ (5.24)
= 11 2irsing el '
A=[1+2irsing] ", (5.25)

On vérifie alors que le module du facteur d’amplification est toujours plus petit que 1.
AP =1+ (2rsing)?] ' < 1. (5.26)

Le schéma est inconditionnellement stable. La convergence d’obtient alors par le théoréeme de
Lax.

Solution d’exercice N°20

Le schéma décentré amont est défini par

Yij+1 — Yig Yijg — Yi-145

At ta Az =0
Donc A A
aAt ot
Yij+1 = (1 - A_x) Yij T+ A—wyiq,j- (5.27)
Ona:

alt alt
Yil = 11— Az Yio T Eyifl,()

5.3. Sujets d'examen : Méthode des différences finies et des éléments finis
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puisque

On montre par récurrence que

Yig = Ax '

. a 0 i i
Pour j =0:y;0 = (1—228L)" (-1)" = (-1)".

Supposons que : y; ; = (1 — QZﬁt)j (=1)". Alors d’apres (5.27),

] N aAt
AJ] yl,j Al‘ yl—l,]

(

( ((1 B QZity (_1)i> . % ((1 B QZity (_1)i_1>
( 204At>j (1) { aAt  alt . :

(

Yij+1 =

AT A
20At\’ i 20 At
b= Ax>(_1) <1_ Ax)
20{At g1 i
. (1_ o2 > (1)

Ainsi, la suite y; reste bornée si et seulement si

20t

< 1.
Azx

-

ou encore si la condition CFL
|| At <

1
Ax —

est vérifiée.
Solution d’exercice N°21 (voir la solution d’exercice N°1).

5.3.6 Sujetn’4
Exercise 22 Montrer que le schéma de DuFort-Frankel :

Yij+1 — Yij—1 n oYL T Yij+1 T Vi1 — Yit1j 0, (5.28)

2At (Az)?

est stable en norme L si 2aAt < (Ax)®.

5.3. Sujets d'examen : Méthode des différences finies et des éléments finis
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Exercise 23 On considére Uintervalle 2 = |0, 1] et on introduit Uespace
V ={veC’(Q);v(0) =0 et v continue par morceaux} .
Soient f e L*(Q ) et deux réels o, 3 avec a > 0. On pose

= [ (@)v (x)dz+ay(1)v(l) et L(v)= [, f( x)dx + v (1).
Pour tout y,v € V. On consideére le probléme suivant :

Trouver y € V tel que a (y,v) = L (v),Vv € V. (5.29)

On admet que ce probléme est bien posé (cela se démontre par le théoréme de Lax-Milgram).
1. Obtenir EDP dans () et les conditions limites satisfaites par la solution (5.29).

On consideére un maillage uniforme de €) de pas h = n entier positif fixé, et on pose x; = ih

1
nt1’
pour tout i € {0,--- ,(n+1)}. On note V;! Uespace constitué des fonctions continues et affines par

morceaux sur chaque intervalle [x;, x;1]

Vh1 = {vh eC’ (ﬁ);vogz'gn,vh

[xi,xi_;_l]e Pl} )

Et on désigne par {¢;},-;-,,, les fonctions de bases de V. Il s’agit, pour 1 < i < n, des fonctions
chapeau vues en cours, alors que pour i € {0,---,(n+ 1)}, ces fonctions sont définies de manieére

analogue mais leur support est réduit a une maille. Par exemple,

T—Tn

Six € [y, Tpia],

0 sinon.

¢n+1 (.I’) = {

On introduit enfin le sous-espace V de V! tel que
‘7: {Uh c Vhl;Uh(O) :O}

2. Quelle est la dimension de V? En préciser une base.

e On assemble la matrice de rigidité A du probléme (5.29) en utilisant cette base. Préciser le terme
générique de cette matrice (sans le calculer).

e Montrer enfin que la matrice A est définie positive.

3. Identifier les coefficients non nuls de la matrice A, puis calculer la valeur numérique de

ceux-ci.
Exercise 24 On veut résoudre numériquement le probléme aux limites suivant :

—y"(z)+y(x) = 22, 0<2<]1,
y(0) = 0, (5.30)

5.3. Sujets d'examen : Méthode des différences finies et des éléments finis
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1. Donner une formulation faible du probléme (5.30).
2. Démontrer que le probleme (5.30) admet une unique solution.
3. On partage lintervalle ]0,1[ en N intervalles égaux et on approche la solution par une méthode

d’éléments finis de degré 2. Ecrire le systéme qu’il faut résoudre.

5.3.7 Sujet n’4 : correction

Solution d’exercice N°23 (voir la solution d’exercice N°5).

5.3.8 Sujetn’5

Exercise 25 Expliciter la matrice de rigidité A;, obtenue par application la méthode des éléments

finis Py, au probléeme de Neumann :

—A = dans )
Y+ gy f dans €, (5.31)
5 = g surdf,
avec f € L? (), g € L?(09Q), et a € L™ (Q) tel que a (x) > ag > 0 p.p. dans Q.
Exercise 26 Soit f € L?(]0, 1[). On s’intéresse au probléme suivant :
—y"(&:) = f(f]?), 1:6]071[7
y(0) = 0, (5.32)
(1) - Oa
dont ont étudié une formulation faible.
Soientn € N, h = #1 et x; =ih,pouri=0,--- ,n+1 et K; = [z;,x;41],pouri=20,--- n.

Soit H, = {veC([0,1],R) t.q. v

semble des polynomes de degré inférieur ou égal a 1.

K€ PL,i=0,--- n,etv(0)=v (1) =0}, o P, désigne len-

1. Montrer que H, C H}.

2. Pouri=1,---,n, on pose :

1—w St JIEKiUKi_l,
®; (m) = { . 4
0 sinon.

Montrer que ¢, € H,, pour tout i =1,--- ,n et que H, est engendré par la famille {¢,, -+ ,,} .
3. Donner le systéme linéaire obtenu en remplacant H par H, dans la formulation faible. Comparer

avec le schéma obtenu par différences finies.
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Exercise 27 Soit le probléme :

—y" 4+ ay = fdans ]0,1],
y(0) = a (5.33)
y (1) = 5
Etudier la convergence de la méthode des éléments finis en dimension 1 appliquée de diffusion (5.33)

avec conditions aux limites de type Neumann.

5.3.9 Sujet n’5 : correction

Solution d’exercice N°25 (voir la solution d’exercice N°6).

Solution d’exercice N°26 (voir la solution d’exercice N°7).

Solution d’exercice N°27 (voir la solution d’exercice N°8).

5.3.10 Sujetn’6

Exercise 28 Soit I’équation de Laplace du type :

Associée aux conditions aux limites suivants : y (0,t) =y (1,¢) =0, y(x,0) =sin (wz) et y(z,1) =
sin (7mx) e ™.

1. Trouver la solution exacte.

2. Résoudre par la méthode de différences finies en prenant Ax = At = 0.5 et comparer avec la

solution exacte.

Exercise 29 Soit 2 = RY. Montrer que y(t) = exp (ik.t) est une solution de
— Ay =\, (5.34)
si |k|> = . Une telle solution est appelée onde plane.

Exercise 30 Soit f € L?(]0,1]).

-y () +ylx) = f(z), z€]01[,
y(0)—y(0) = 0, (5.35)
vy = -1

On s’intéresse a la discrétisation de (5.35).
1. Ecrire une discrétisation de (5.35) par différences finies pour un maillage uniforme.

2. Ecrire le systéme linéaire obtenu.
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5.3.11 Sujetn’6 : correction

Solution d’exercice N°29

Rappels :
. . 2

Ay(t)? = div (Vy(t) = div (B2, P} = 220 4.4 290 _ 53 Zud)
Soit y(t) = exp (ik.t),on a:

Vy (t) =ik exp (ik.t),
et

Ay = div (Vy(t)) = — |k exp (ik.t) .
Ainsi, y est solution de I'équation (2) dés que |k|* = \.
5.3.12 Sujetn’7
Exercise 31 Soit le probléme de Cauchy suivant :
A
{ oo (5.36)
y(0) = 1L

Trouver la valeur approximative de y (0.2), par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4. Effectuer

les calculs avec six décimales.

Exercise 32 Soit le schéma a 6 points :

Yit1j+1 — Yit1,; . D Wij+1 — Yij) | Yie1j41 — Yi-1,
0 = 5.37
12Ar T 6AL T 12A¢ (5.37)
Lo —Yi—15+1 T 2yi,j+21 — Yit1,j+1 n a_yi—l,j + 2%,]'2— Yit1,j
2 (Ax) 2 (Ax)

Etudier la stabilté de (5.37). (] par critére de Von-Neumann).

Exercise 33 Eléments finis P, sur maillage triangulaire

On veut résoudre numériquement le probléme :

~Awt) = f(x,t) (2,t)€D=(0,a)x(0,b), (5.38)
y(z,t) = 0 (z,t) € OD, .

ou f est une fonction donnée, appartenant a L? (D) . Soient n, m deux entiers. On définit

L VL

Ar = ——,
n+1 m—+1

2Ay = V.Vy(t)
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et on pose
r;=1Ax,0<i<n+1;t; =jAL,0< 5 <m+ 1.

On note

Tz‘%rl/2,j+1/2 le triangle de sommets (z;,t;), (@it1,5), (Tiv1, tj11),

Tiﬂrl/QJH/Q le triangle de sommets (z;,t;), (@i, tj41), (Tiv1, tjr1) -

Ecrire la matrice obtenue en discrétisant le probléme avec les éléments finis triangulaires linéaires

(utilisant le maillage précédent).

5.3.13 Sujet n’7 : correction

Solution d’exercice N°33 (voir la solution d’exercice N°15).

5.3. Sujets d'examen : Méthode des différences finies et des éléments finis



Conclusion générale

Notre contribution dans ce polycopié est 'analyse numérique des équations différentielles aux
dérivées partielles, et 'application de ce dernier pour résoudre un probleme d’EDP par la méthode
des éléments finis.

Pour cela, dans I'introduction nous avons d’abord rappelé les concepts de base sur les équations
aux dérivées partielles, tels que l'ordre, le type, ainsi que les classifications : on distingue trois
grandes catégories d’équations aux dérivées partielles : équation elliptique, parabolique, hyper-
bolique.

Dans les trois premiers chapitres on a décrit la formulation variationnelle des problemes, ainsi
que le théoréme de Lax-Milgram qui prouve I'existence et l'unicité de la solution.

Les quatriéme et cinquiéme chapitres sont consacrés a la méthode des éléments finis de Lagrange
en dimension un, puis en dimension deux ou trois avec des exercices résolus pour clarifier et
simplifier la compréhension.
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Ce document propose aux étudiants de niveau troisieme année de
Licence en mathématiques et premiere année de Master en mathématiques

appliquées, contient des cours détaillés. Il combine d'une fagon indissociable
I'étude des équations aux dérivées partielles avec les méthodes numériques des
éléments finis et des différences finies. C'est un cours illustré par des exemples
aléatoires et des exercices se trouvent a la fin de ce polycopié avec plusieurs
réponses possibles que des exercices a étapes et utilisant des bases de données

importantes.
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