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Chapitre 1

Equations du premier ordre

1.1 Introduction

Dans tout ce chapitre, I est un intervalle ouvert non vide de R. Rappelons que les
intervalles ouverts non vide de R sont de la forme R = |—o00, +00], |a, +00o[,]—00, b| et

la,b] avec a,b € R (a < b).

Définition 1.1.1 Une équation différentielle ordinaire (en abrégé EDO) d’ordren (n € N*)
est une relation entre la variable t, la fonction inconnue y : I — R et ses dérivées suc-

cessives par rapport a t : y', ey y(”).On peut [’écrire comme suit

f<t> Y, y/a Tty y(n)>:0

Ou F : 1 x8 xQs X .. X Qg — R avee 4,8, ...,Q,.1 sont des ouverts non vides
de R. Rappellons que €2 est un ouvert de R si pour tout x € € il existe a« > 0 tel que

rE€|r—a,x+af C Q.

Exemple 1 (12 + 1) y3%y® + t\/gjy” + -2/ =0 est une équation différentielle ordinaire

y+1
d’ordre 3.

Test : Donner un exemple d'une équation différentielle ordinaire d’ordre n = 5.
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Définition 1.1.2 Une équation différentielle ordinaire d’ordre n est sous la forme nor-

male st elle est de la forme

OuG:IxQ xQyx...xQ, — R

Exemple 2 L’équation y® = y® + 4" + 4 est une équation différentielle ordinaire

d’ordre 4 sous la forme normale.
Test : Donner une équation différentielle ordinaire d’ordre 7 sous la forme normale.

Remarque 1.1.1 Toutes les dérivées dans les définitions ci-dessus sont par rapport a
la seule variable t d’otu le terme ordinaire. Si la fonction inconnue est une fonction de
plusieurs variables alors la relation entre les variables, la fonction inconnue et ses dérivées
partielles s’appelle une équation auz dérivées partielle (EDP). Par exemple, l’équation

2 . P -
% (t,x)+ % (t,z) =t + = est une équation auz dérivées partielles.
Dans ce cours, on s’intérresse aux équations différentielles ordinaires.

Définition 1.1.3 Résoudre ou intégrer une équation différentielle veut dire déterminer

toutes ses solutions.

Remarque 1.1.2 En général, pour résoudre une équation différentielle, on regarde sa
forme puis on trouve la classe ou elle appartient et on rappelle que chaque classe a sa

méthode de résolution.

Quelques classes d’équations :

1. Equation linéaire d’ordre un : y' + ay = b avec a et b deux fonctions données.

2. Equation linéaire d’ordre deux : 3" + ay + by = c avec a,b € R et ¢ une fonction
donnée.

3. Equation a variables séparées (séparable) : iy = p (t) ¢ () avec p et ¢ deux fonctions

données.



1.2 Solution maximale et globale d’une équation du
premier ordre
Soit f: I x Q — R avec () un ouvert de R.

Définition 1.2.1 L’équation

!

y = [ty (E)

est appellée une équation différentielle du premier ordre (ow bien d’ordre un) sous la

forme normale.

Exemple 3 y = ty est une équation différentielle du premier ordre sous la forme nor-

male. Ici, f (t,y) =ty et I = Q =1R.

Test : Donner un exemple d’une équation différentielle du premier ordre sous la forme

normale..

Définition 1.2.2 On dit que y est une solution de (E) s’il existe un intervalle non vide

J C I tel que

1. Pour toutt € J, on ay(t) € Q.

2. y est dérivable sur J et vérifie y (t) = f (t,y (t)) pour tout t € J.

Exemple 4 Considérons l'équation y = 5 Ona f(t,y) = 5 Alors, f : R x R* — R.
On prend I = R un intervalle ouvert de R et 2 = R* un ouvert de R. Montrons que la

fonction y définie sur J =]—o0,0[ par y (t) =t est une solution de y' = 5 :

1. Pour toutt € J =]—00,0[, on ay(t) =t € R* = Q.

2. y est dérivable sur J = ]—o0,0[ (Pourquoi). De plus, pour toutt € J , onay (t) =1

t

et -t = 1. Ainsi, pour tout t € J , on ay (1) = L.

Test : Montrer que la fonction y définie sur J = ]0, +oo[ par y () = ¢ est une solution

de ¢ :é.



Remarque 1.2.1 5i Q = R alors la condition 1 dans la définition de la solution de (E)

est toujours vérifiée.

Exemple 5 Considérons Uéquation y = 13>. On a f (t,y) = y>. Alors, f : R x R — R.

On prend I = R un intervalle ouvert de R et Q0 = R un ouvert de R. Montrons que la

fonction y définie sur J = |1,+o00| pary (t) = ﬁ est une solution de vy =y? : On ay

est dérivable sur J = |1, +00] car c’est l'inverse d’une fonction dérivable non nulle sur

]1, +o0[. De plus, pour toutt € J , on ay (t) = ﬁ et (y (t))° = (1_1t)2. Ainsi, pour

toutte J, onay (t)=(y(t))>

Remarque 1.2.2 Toute solution de (E) correspond o la donnée de deux éléments : un

intervalle non vide J C I et une fonction y: J — R.

Définition 1.2.3 Soienty:J C I — R et §: J C I — R deux solutions de (E). Si

JCJet y =1y sur J alors on dit que y est un prolongement de y.

Exemple 6 Considérons sur I = 10,+oo| Uéquation y = 2. Soit y : J = |3,400[ C
I — R une solution définie par y(t) = t2. La solution § : J = ]2,400[ C I — R
définie par § (t) = t2 est un prolongement de y car J =13, +oo| et J = ]2, +oo| alors
J C J. Montrons que J =y sur J : Soit t € J (donct € J). Ainsi, y(t) =12 =7 (t). C.

a dire, on a montré que y (t) =y (t) pour tout t € J. Ceci implique que y =y sur J.

Test : On considére I'équation 3 = 24/|y|. Soit y une solution définie sur J = ]—1, 1]
par y (t) = 0. Montrer que la fonction y définie par

— (t+3) sit < —3,
y(t) = 0 si —3<1t<2,
t —2)? sit>2,
(

est une solution qui prolonge y.

Remarque 1.2.3 On voit que y prolonge y car J C J et y =1y sur J.



Définition 1.2.4 Une solution y : J C I — R est dite solution mazimale si elle
n’admet aucun prolongement y : JCI— R avecJ G J. Clest & dire y est une solution
définie sur un intervalle de définition le plus grand possible (un intervalle mazimale).

Notons que J & J veut dire J est strictement inclus dans .J.

4 est une solution mazximale

Exemple 7 La fonction y définie sur J =R par y(t) = e~
de Uéquation y = —4y car elle est définie sur R qui est un intervalle de définition

maximale.

Lemme 1.2.1 Soient o, 8 € R.

1. Soit y une solution de (E) définie sur]a,+oo[. Si lim y (t) n’existe pas alors y est
t%a

une solution maximale.

2. Soit y une solution de (E) définie sur|—oo,3]. Si tliin}lﬁy (t) n’existe pas alors y est
une solution mazximale.

Preuve 1 1. Par Uabsurde, on suppose que y n’est pas maximale alors elle admet un
prolongement y : JC I — R avee o, +o0] & J. Puisque J est un intervalle
alors o € J. Dune part, y est une solution de (E) alors elle dérivable sur J.
Ceci implique qu’elle est continue sur J. Ainsi, elle est continue en to = a. Alors

lim y (¢) © y () € R. D’autre part, on a y =y sur J alors lim y(t) = lim y (t) ®
> > >

t—a t—a t—a

y(a) € R. C. adire lim y (t) € R. Ceci est une contradiction avec lim y (t) n'existe
o t—"a

pas.

2. Similaire a (1).

Application : La fonction y définie sur J = |—o0, —1[ par y () = H% est une solution
maximale de I’équation y = —y? car lim y(t) = lim Hil = —00.
-1 =1

Test : Montrer que la fonction y définie sur J = ]—o0, 0[ par y (t) = 1 est une solution

maximale de I’équation y = —1>2.

Lemme 1.2.2 Toute solution y de (E) se prolonge en une solution mazimale y.



Preuve 2 Voir [De]

Remarque 1.2.4 En général, le prolongement maximale d’une solution y n’est pas unique.
Par exemple, on considére Uéquation vy = 2+/|y|. Soit y une solution définie sur J =
|=1,1[ par y(t) = 0. On considére la fonction y, définie sur R par y1 (t) = 0 et la

fonction vyo définie par

—(t+2)° sit € ]—o0,—2,
Yo (1) = 0 sit€[-2,2],
(t —2)? sit €]2,400|.

1. On a yp est la fonction constante 0 définie sur R alors elle est dérivable sur R.
En plus, 37/1 =0 et 2\/@ = 0 alors 'le = 2\/@- Ceci implique que 7, est une
solution de y = ZM . Montrons que 7, est mazimale : Puisque 7, est définie sur
jl = R qui représente l'intervalle de définition le plus grand possible alors elle est
mazximale. Montrons que y; est un prolongement dey : On a J = |—1,1] et jl =R

alors J C Jy. D’autre part, pour tout t € J (donct € Jy), on a @y (t) =0 =y(t).
Conclusion : 1, est une solution maximale qui prolonge .

2. Montrons que o est aussi une solution mazximale qui prolonge y : Notons au début
que Jo = ]—o0, —2[ U [=2,2] U]2, +00] = R.

(a) Sur |—oco,—2[: o (t) = — (t+2)* alors elle est dérivable sur |—oo, —2[. De
plus, pour tout t € |—oo,—2[, on a @',2 (t) = —=2(t+2) et 24/|go| = —2(t +2)
(cart+2 < 0). Alors i]; = 2/|Ya| sur]—oo, —2].

(b) De méme, on montre que Yy est une fonction dérivable sur |—2,2[ (resp. sur
12, +0o0]) et elle vérifie g; = 2/|ya| sur|—2,2[ (resp. sur ]2, +o0]).

(¢c) Au pointt =—2: On a

Uo () — o (=2 —(t+2)?
i 20 =02 U g2
<9 t+2 t<g t+2 <o
#



5 () (-2
De méme, on trouve lim %
>

t——2

= 0. Ce qui implique que vy est dérivable

au point t = —2. En plus, on a g;(—Q) = 0. Mais, 2+/|y2 (=2)| = 0 alors
g; (t) = 2¢/19a (t)] pourt = 2.
(d) Au point t =2 : De méme, on montre que Yo est dérivable au pointt = 2. En
plus, g; (t) = 2+/|y2 (t)| pourt = 2.
Ainsi, o est une solution de y = 2\/@.

D’autre part, on peut montrer que Y est maximale et elle prolonge y (A faire).

Définition 1.2.5 Si la solution y de (E) est définie sur tout I (ie. J =1I) alors on dit

que y est une solution globale.

Exemple 8 La fonction nulle définie sur R est une solution globale de ’équation y =y

car elle est une solution définie sur tout I = R.

Test : Montrer que la fonction y définie sur R par y () = ¢ est une solution globale

de Péquation y' = 2y.
Lemme 1.2.3 La solution globale est une solution mazximale.

Preuve 3 La solution globale est définie sur lintervalle tout entier qui est l’intervalle

de définition le plus grand possible. Ceci implique qu’elle est une solution maximale.

Application : La fonction nulle définie sur R est une solution globale de ’équation
y = 1?2 alors elle est une solution maximale.
Test : Montrer que la fonction définie sur R par y (t) = e* est une solution maximale

de léquation y' = 2y

Remarque 1.2.5 Iis existent des solutions maximales qui ne sont pas globales. Par ex-

emple, la fonction y définie sur J = |—oo, —1[ par y(t) = t% est une solution mazx-

imale de I'équation y = —y? (voir l'exemple ci-dessus) mais elle n’est pas globale car

J=]=1,+0c0[ et I =R alors J # 1. C. a dire, elle n’est pas définie sur tout I.



1.3 Existence de la solution du probléme de Cauchy

1.3.1 Probléme de Cauchy

Soient ty € I et gy € €.

Définition 1.3.1 L’égalité y (to) = yo est appelée une condition initiale de l’équation

(E).

Définition 1.3.2 Le probléeme
y =f(ty),
y (to) = Yo,

est appellé probléme de Cauchy.

' 2
Exemple 9 Le probléme v=u est un probléme de Cauchy.

Définition 1.3.3 y : J C I — R est une solution du (PC') si elle est une solution de

(E) qui vérifie y (to) = Yo

Définition 1.3.4 Une solution y : J C I — R est dite solution maximale du (PC) si

elle est une solution maximale de (E) qui vérifie y (tg) = yo.

Définition 1.3.5 Une solutiony : J C I — R est dite solution globale du (PC') si elle
est une solution globale de (E) qui vérifie y (to) = yo-

1.3.2 Théoréme de Cauchy-Piano-Arzela

Théoréme 1.3.1 (Théoréme de Cauchy-Piano-Arzela) On suppose que [ est une fonc-
tion continue sur I x Q. Pour tout (to,y0) € I x Q, le probléme de Cauchy (PC) admet
une solution définie sur [tog— T, to+T| a valeur dans [yo — ro,yo + 70]. Ici To, 79 > 0

tels que C' = [t —To, to+To] X [yo —ro,yo+71e] C I X Q, M := sup |f(ty)| et
(tyy)eC

T < min (TO, g—%) . Cette solution est appelée solution locale.



Preuve 4 La démonstration est basée sur la construction des solutions approchées par
la méthode d’Euler. Pour plus de détails voir [De] .

/ _ t2 _'_ 6_y27
Application : Montrons que le probléeme de Cauchy Y admet une

y(0) =0,
solution locale définie sur [—T,T] ou T est donné dans le théoréme de Cauchy-Piano-

Arzela : La fonction f définie par f(t,y) = t2 + e ¥ est une fonction continue sur
I'xQ =TR2% Donc, pour (tg, y0) = (0,0) € I xQ = R?, le probléme de Cauchy donné admet
une solution locale définie sur [tg — T, to + T = [—T,T] a valeur dans [yo — ro, Yo + 0] =
[—70,T0] -

Si par exemple, on prend Ty = % et rg = 1 alors

11
C := [to — To, to + To] X [yo — 70, Yo + T0] = [—?5} x [=1,1]
et
M = sup | (ty)l = max [] (1.y) = max |i? e
(ty)eC (ty)eC
1 > b
= t2 *yz) J— -0 ——
(tyec ( e 17 T
Ainsi, T' < min (TO, %) min (% %) = %
. y =t +e, .
Conclusion : Le probléme de Cauchy admet une solution locale
y(0) =0,
définie sur [T, 7] = [—3, 1] & valeur dans [—ro, o] = [—1,1].

Remarque 1.3.1 Soient Ty, ro > 0 tels que [to — Ty, to + To] C I et [yo — T0,%0 + 70] C
Q. De tels Ty et ro existent. En effet, I est un intervalle ouvert alors il est un ouvert
de R. Puisque ty € I alors il existe o« > 0 tel que ty € |to — a,to+a] C I alors il
suffit de prendre Ty < a pour que [to — Ty, to + To] C Jto — e, to + «f ce qui implique que
[to — To, to + To] C I. De méme, pour ro.

Remarque 1.3.2 Si f est continue sur I xQ alors elle est continue sur C' := [ty — Ty, to + Tp] ¥
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(Y0 — 70, Yo + T0]. Ce qui implique que M := sup |f (t,y)| existe car toute fonction con-
(t,y)eC

tinue sur un compacte d’un espace métrique est bornée et elle atteint ses bornes. Ici C

est un compacte de R? car C' est borné et fermé de R?. On a aussi M > 0 car on prend

f une fonction non nulle.

Lemme 1.3.1 Si f est une fonction continue sur I x Q alors, pour tout (to,yo) € I X €,

le probléme de Cauchy (PC') admet une solution mazximale.

Preuve 5 Soit (tg,y0) € I x Q. f est une fonction continue sur I x Q alors, d’aprés
le théoréeme de Cauchy-Piano-Arzela, le probléme de Cauchy (PC') admet une solution
locale y. Cette solution est une solution de (E) donc elle se prolonge en une solution
mazimale y de (E). Puisque y =y sur J = [to — T, to+ 1] alors y (to) = vy (to) = vo.

Ainsi, y est une solution mazimale de (PC') .

Remarque 1.3.3 Soit (to,y0) € I x Q. Il suffit que f soit continue sur un ensemble
C = [to — To, to + To] X [yo — 70, Yo + ro] C I X Q pour que le probléme de Cauchy (PC')

admet une solution mazimale et une solution locale définie sur [ty — T, to+ T].

1.4 Existence et unicité de la solution du probléme

de Cauchy

Ils existent des problémes de Cauchy qui admettent plus qu’une solution maximale.

’ 2
= 3|y|3,
Par exemple, le probléeme i vl admet les deux solutions maximales 1; et o

y(0) =0,
définies sur R par y; (t) = 0 et yo (t) = ¢3. Ainsi, la continuité de la fonction f est une

condition insuffisante pour avoir 'unicité de la solution d’un probléme de Cauchy. On va
voir ci-aprés que si f est localement Lipschitzienne, par rapport & y uniformément par

rapport a t, sur I x ) alors on a 'unicité de la solution maximale.
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1.4.1 Fonctions Lipschitzienne par rapport a y

Définition 1.4.1 Soit C' = CyxCy C IxS). On dit que f est une fonction Lipschitzienne,

par rapport & y uniformément par rapport a t, sur C s’il existe k > 0 tel que

Vt € C1,Vy1,y2 € Co: | f (tyn) — f (L y2)| < Ky — o

Dans le cas ou C'= 1 X §, on dit que f est une fonction globalement Lipschitzienne, par

rapport a y uniformément par rapport a t.

Exemple 10 Considérons la fonction f définie par f(t,y) = 2./y. Soient t € R et

Y1, Y2 € [1,+00] alors

1 (tn) — £ (E )| = 2|V — v/ = 2%

Mais yy > 1 et yo > 1 donc \Jy1 > 1 et \/yo > 1 d’ot \/y1 + /Y2 = 2 alors \/y_l}r\/y? S%.
Alors |f (t,y1) — f(t,y2)| < klyr — ya|, avec k =1 > 0. Cest a dire, on a montré qu’il

existe k > 0 tel que

vVt € RavylayZ € [1,+OO[ |f(t7y1) - f(tay2)| S k‘yl _y2| :

Ceci implique que la fonction f définie par f (t,y) = 2,/y est Lipschitzienne, par rapport

a y uniformément par rapport a t, sur C' =R x [1, +00][.

Exemple 11 Considérons la fonction f définie par f (t,y) = y. Soient t € I = R et
y1,92 €EQX=R. On a |f (t,y1) — [ (t,y2)| = |y1 — ya| < k|y1 — ya| avec k =2 > 0. C’est

a dire, on a montré qu’il existe k > 0 tel que

Viel =R Vy,yp € Q=R:|f(t,y1) — f(t,y2)| < Eklyr — 12l

Ceci implique que f est une fonction globalement Lipschitzienne, par rapport & y unifor-

mément par rapport a t.

12



Remarque 1.4.1 Le terme uniformément dans les définition ci-dessus veut dire que
le rapport k ne dépend pas de t. Si on considére, par exemple, la fonction [ définie
par f(t,y) = 2t\/y. Pour tout t € R et y1,yo € [1,+00[ on a |f(t,y1) — f (t,y2)| =
2t [\ — V2| < k() [y — yo| avec k (t) =2 t| est une fonction non majorée dans R.
Dans ce cas, la fonction f est une fonction Lipschitzienne, par rapport a y, sur C =

R x [1,+00[. Mais non pas uniformément par rapport a t car le rapport k dépend de t.

Définition 1.4.2 On dit que f est une fonction localement Lipschitzienne, par rapport
a y uniformément par rapport a t, sur I x 0 si pour tout (to,yo) € I X Q ils existent
Ty, ro > 0 tels que C = [to — Ty, to + To) X [yo — 70, Yo +10) C I x Q et f est une fonction

Lipschitzienne, par rapport a y uniformément par rapport a t, sur C.

Exemple 12 La fonction f définie par f (t,y) = y* est localement Lipschitzienne, par
rapport & y uniformément par rapport a t, sur I x Q = R2. En effet, soit (to,yo) € R?.
Soient Ty, 9 > 0 quelconques. Pour toutt € [ty — To, to + To) et y1, Y2 € [Yo — 0, Yo + To)

on a

|f () = f () = vt —va| =l + vl lvr — 2l < (ol + |wel) [y1 — w2l -

Mazs

ly1l = |(y1 — yo) + %ol < |y1 — yol| + |yo| < 7o+ [0l -

De méme, on trouve que |yz| < 1o + |yo|. Ainsi, |f (t,y1) — f (t,y2)| < k|y1 — ya| avec
k=2(ro+ |yol) -

Notons ici que [ est Lipschitzienne, par rapport a y uniforrmément par rapport a t,
sur tout C' = [tog — Ty, to + To] X [Yo — 70, Yo + 70| car il n’y a aucune condition sur Ty et

To-

Lemme 1.4.1 Si f € C' (I x Q) alors [ est localement Lipschitzienne, par rapport a y
uniformément par rapport a t, sur I x Q. Rappellons que f € C* (I x Q) veut dire que

% et g—i existent sur I x € et elles sont continues sur I x Q.
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Preuve 6 Soit (to,y0) € I x Q. Choisissant Ty, 9 > 0 tels que [ty — To, to+ To) C I
et [yo — 70,Y0 + 10| C Q. Soient t € [to — Ty, to + To] et y1,Y2 € [Yo — 70, Yo + 70| . Si on
applique le théoréme des accroissements finis sur f dans lUintervalle [y1,y2] on trouve
¢ € Jynyel C lyo—ro,yo + o] tel que f(tyn) = [ (tys) = G (tc) (v —ya). Ainsi
|f(tyn) = [ (ty2)| =

sur I x €. Ainst, g—g est continue sur [to — To, to + To] X [yo — ro, Yo + o] alors elle est

g—i (t, c)’ y1 — ya| . Puisque f € C* (I x Q) alors g—i est continue

bornée sur C' = [to — Ty, to + To] X [yo — 70, Yo + 70]. Ce qui implique que

(tyy)eC

|f (t,) — £t y2)| < ( sup g—ch (tay)D Ay =yl = klyr — v -

Avec k = sup
(t,y)eC
a y uniformément par rapport a t, sur I x €.

g—g (t, y)) . Ce qui implique que f est localement lipschitzienne, par rapport

Application : La fonction f définie sur I x = R? par f (t,y) = t>y* est une fonction
de classe C' (R?) car c’est une fonction polynome. Ceci implique que f est localement
Lipschitzienne, par rapport & y uniformément par rapport a ¢, sur R2.

Test : Montrer que la fonction f définie sur R x |1, +oo[ par f (t,y) = ﬁ est une
fonction localement Lipschitzienne, par rapport & y uniformément par rapport a ¢, sur

R x |1, 400[.

1.4.2 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Théoréme 1.4.1 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz) On suppose que f est une fonction
continue et localement Lipschitzienne, par rapport a y uniformément par rapport a t, sur
I x Q. Alors, pour tout (ty,yo) € I X 82, le probléme de Cauchy (PC) admet une solution
unique définie sur [to — T,to + T) a valeur dans [yo — ro, Yo + o). Ici T < min (TO, %41)
avec Ty, rg > 0 tels que f soit Lipschitzienne, par rapport a y uniformément par rapport

at, sur C = [to — To,to + To] X [yo — 70, Y0 +10] C I xQ et M = sup |f(t,y)l.
(t,y)eC
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Preuve 7 On va utiliser la méthode d’aprorimations successives de Picard : Pour cela

on va considérer la suite de fonction (y,) définie sur [to — T, to+ T par

Yo (t) == Yo,
Yn+1 (t) =Y+ ftf) f (ua Yn (u)) du, n = 0.

1. Montrons que (y,) est bien définie : Pour cela, on montre que
Vn € N, (‘v’t € [to — T, t —I—T] D Yn (t) € [yo —’I“(),yo‘l"l“()]) et y, € CO ([to —T,t0+T]).

Par récurrence :

(a) Pourn =0 : Pourtoutt € [ty — Tty +T]| on ayo (t) :==yo € [yo — o, Yo + o] -
En plus, on ayq est la fonction constante yo alors elle est continue sur [ty — Tty + T .
(b) Supposons que pour tout t € [to— T, to+T] on a y, (t) € [yo — 70, Y0 + 7o)
et yo € C°([to— T, to+T]) et montrons que pour tout t € [tog — T, to+T]
on a yni1 (t) € [yo—r0,%0+ 70| €t Y1 € C°([to — T,to+T)) : Soit t €
[to—T,to+T]. On a

< sup |f (4 y)] |t —tol = Mt -t

Y1 (1) — yo| =
(t,y)eC

[ (s ()

< MT <rg carTST—]\;.

Ce qui implique que Yn+1 (t) € [yo — 70, Yo + ro| . D’autre part, puisque f €
CO([to— T, to+T] X [yo — 10, Y0 + 70]) et yn € C°([to — T,to+T]) alors la
fonction t — 1o + ftz [ (u,y, (u)) du est continue sur [to — T, to+ T]. Ainsi,
Yns1 € CO([to — T, to +T1) .

2. Montrons que la suite (y,) est uniformément convergente vers une fonction continue

y : Au début, on montre, par récurrence, que

|t . to‘n—I—l
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(a) Pourn=0: On a pour tout t € [to — T, to+ T

o1 (1) =y ()] = |y (t) — 5o (1)] = /tf(u,yo(u))du
< M|t—t|—Mk07‘t_t0|0+l
= o O+1) "

(b) Supposons que pour toutt € [to — T, to + 1| on a |y, (t) — yn—1 ()| < Mk”_l%.
On a pourt € [to,to + T

oar (6) — 9 ()] = / UF (s () — f (uty gy ()]

0
t hyp.récu 1 t
S k |yn (U) —Yn—1 (u)‘ du S Mk'n—‘ / (U — tg)n du
to n: to

(t _ t(])n+1

= MEkK" .
(n+1)!

C’est o dire

|t—t0|n+1
Vt € [to,to+ T : |Yne1 () —yn ()| < ME"———.
tosto + 171 2 [Yns1 (B) — yn (2)] (n+ 1)
De méme, on montre
Wt € o Totol < lgan (6) — g ()] < drgn =t
0 yLo) ¢ | Yn+1 Yn S CESV

Ce qui achéve la démonstration. Puisque |t — to| < T alors

Vn € N’Vt € [tO —T,to—l—T] : ‘yn-i-l (t) —Un (t)‘ < ?(n—i—l)'
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D’autre part, si p,q € N avec ¢ > p alors on a pour tout t € [ty — Tty + T} :

Wa (1) =y O] = (g (1) = Yg—1(8)) + (Yg-1 (£) = Yg—2 (1)) + - + (Yp11 (1) — 4, ()]
< [Ypar (8) = 4 (O] + o+ [yg—1 (8) — yg—2 ()] + |yq ( ) — Yg—1 (t)\
M (kT)P*! M (ET)"™" M (kT)* kT
< — I =
~ k(p+1)! k(=1 "k ¢ )

IN

l=q l
M &8 o)
Tl
=p

o kT oo (kT
Soit MZ+ ( le reste de la série numérique convergente MZ+ ( !)
alors on a
Ve > 0,dN € N,Vp: p>N:>—
Alors

M
Ve >0,IN €NVp,q:g2p> N = |y, — 5l < -

Ici ||g|| ==  sup  |g(t)|. Ainsi
tE[to—Tio-}—T}

Ve >0,AN e N,Vp,q:q>p> N = |y, —yll <e.
D’aprés le critére de Cauchy, on trouve que (y,) est une suite uniformément
convergente vers une fonction notée y dans [to — T, to + T]. En plus, elle est

continue sur [to — T, to + T| car, pour tout n € N, on a y, sont continues sur

[to— Tty + T].

3. Montrons que y vérifie l’équation intégrale y = yo + ftz f(u,y)du et que y est une
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fonction a valeurs dans [yo — 70, Yo + 7o) : On a
t
Ynt1 (1) == 10 +/ [ (u,yn (w)) du pour tout n >0 et t € [ty —T,to+T].
to

Puisque (y,) est une suite uniformément convergente vers y alors aprés passage G

la limite, on trouve

y(t) := yo+/ f(u,y (w))du pour tout t € [tog — T, to+ T]. (ET)

De plus, on peut montrer que pour tout t € [to —T,to+T| on a |y(t) —yo| <
ro (A faire). Ce qui implique que, pour tout t € [to —T,to+T], on a y(t) €
[Yo — 70, Yo + 7o) -

. Montrons que le probléme de Cauchy (PC') admet une solution locale : Puisque y
est une fonction continue sur [to — T, to + T'| et elle vérifie l’équation intégrale (ET)

alors, d’aprés l’exercice 5 du td I, y est une solution de (PC') .

. Montrons l'unicié de la solution de (PC') sur [ty — T, to + T a valeurs dans [yo — 70, Yo + 7o)
Soit y une autre solution de (PC') définie sur [ty — T, to + T| a valeurs dans [yo — 7o, Yo + 7o
alors, d’aprés Uexercice 5 du td I, pour tout t € [to—T,to+T], on a y(t) :=

Yo + ftl;f(u,g(u))du Ainsi pour tout t € [to—T,to+T] on a |y(t) —y ()] =

ft'; (f (u,y (w) = f (u, 7 (u))) du‘ . Sit € [to,to+ T alors

ly (t) =y (1)] S/t | (u,y (u)) = f (u, 5 (u))] du.

Puisque f est Lipschitzienne, par rapport & y uniformément par rapport o t, sur
[to — T to + T X [yo — 70, Yo + ro] alors [y (t) = G (t)| <k [, |y (u) — § (u)| du pour
tout t € [to,to + T . Si on applique le lemme de Gronwall (voir td I exercice 2 ) avec
a=ty,b=ty+T,c=0,d=Fk >0 et la fonction continue sur [a,b] = [to,to + T
définie par i (t) = |y (t) — 7 (t)| on trowve |y (t) — 7 (t)| = ¢ (t) < ce™ D =0 pour
tout t € [a,b] = [to,to + T|. Ainsi y (t) =y (t) pour tout t € [to,to+ T .
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De méme, on montre que y (t) =y (t) pourt € [to — T, to] .

! — t2 + 2’
Application : Montrons que le probléme de Cauchy Y Y admet une so-
y(0) =0,

lution locale unique définie sur [—T,T| ou T est donné dans le théoréme de Cauchy-
Lipschitz : La fonction f définie par f(f,y) = t*> + 3* est une fonction continue sur
I x Q = R2 En plus, elle est de classe C! (R?) donc elle est localement Lipschitzienne,
par rapport & y uniformément par rapport a ¢, sur R%. Ainsi, f vérifie les conditions du
théoréme de Cauchy-Lipschitz. Donc, pour (tg, 7o) = (0,0) € I x Q = R2, le probléme de
Cauchy donné admet une solution locale unique définie sur [ty — Tty + 7| = [-T,T] a

valeur dans [yo — 70, Yo + 70] = [~T0,70] -

Remarque 1.4.2 L’unicité de la solution sur [to — T,to + T| veut dire que si y; et ya

sont deux solutions de (PC) définies sur [ty — T, to + T| alors y; = ys.

Remarque 1.4.3 La démonstration du théoréme de Cauchy-Lipschitz peut se faire en

utilisant une autre méthode qui est la méthode du point fixe (voir [Del).

Lemme 1.4.2 Soit f une fonction continue et localement Lipshitzienne, par rapport a
y uniformément par rapport a t, sur I x Q. Siy; est une solution de (PC') définie sur J;

et yo est une solution de (PC') définie sur Jo. Alors y; = yo sur Ji N Ja.

Preuve 8 On remarque que J; N Jo est un intervalle non wvide car l'intersection de

deux intervalles est un intervalle, en plus, tg € Jy N Jy. Considérons l'ensemble A =
{teind:y(t) =y (t)}.
1. On a A C Jy N Jy (Par construction).

2. A est un fermé de J, N Jy car

A={te N Jo:(yr — o) (t) =0} = (y1 —y2) " {0}.

{0} est fermé de R et y; — y2 est une fonction continue sur Jy N Jo.
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3. A est un owvert de JyNJy. En effet, Soitt € A (Icit est fixé). Afin de simplifier, on
écrit t, au lieu de t. Montrons qu’il existe o > 0 tel que t, € |t — oty +a[ C A:

Puisque t, € A alorst, € JyNJy et yy (t) = y2 (t). On pose y. = y1 (t.) = ya (Ls) .
y =[f(ty),

Alors, y1,y2 sont deux solutions de Soient Ty, Ty > 0 tels que
y (t) = .
[ty = Th,te +Th] C Jy et [t — Tote +To] C Jy. Soit T donné dans le théoréme

de Cauchy-Lipschitz appliqué sur (t.,y.). Posons T, = min (T1,T,,T) . Ainsi, 1
et yo sont deux solutions définies sur [t, — Ty, t. + Ty C [te — T, tu + T] du méme
probléme de Cauchy. D’aprés l'unicité de la solution dans le théoréme de Cauchy-
Lipschitz, on trouve que y; = ya sur [ty — Ti, s + Ti] . Donc [t — Ty, t. + Ti] C A.

D’ou le résultat avec a < T,

4. Conclusion : On a & # A est un ouvert et fermé dans J, N Jy et J; N Jy est un

conneze (car JyNJy est un intervalle de R) alors A = J1NJy te. yy = yo sur JyNJs.

Corollaire 1.4.1 Si f est une fonction continue et localement Lipshitzienne, par rapport
a y uniformément par rapport a t, sur I x Q alors pour tout (to,yo) € I X  le probléme

de Cauchy (PC) admet une solution mazximale unique.

Preuve 9 Considérons toutes les solutions y du probléme de Cauchy (PC') et considérons
tout les intervalles de définition J. On pose Jpax = ) solution de (%g) P On a Jpax C
I ettty € Jmax-

Montrons que Jma.x est un intervalle : Soient a,b € Jnax tels que a < b. Alors ils
existent deux solutions 1y, et yo de (PC') définies (resp.) sur Jy et Jy telles que a € J; et
a € Jy. On distingue 3 cas :

Cas 1 : Sitg € ]a,b] alors [a,tg] C Jy et [to,b] C Jo car Jy et Jo sont deux intervalles
de R, a,ty € Jy et to,b € Jo. Ainsi, [a,b] = [a,to] U [to, b] C Jmax-

Cas 2 : Sity < a alors [a,b] C [to,b] C Jo C Jmax-

Cas 3 : Sib <ty alors [a,b] C [a,to] C J1 C Jmax-

Considérons la fonction yYmax définie sur Jya.x comme suit sit € Jyax alors il existe

une solution y de (PC) définie sur J telle que t € J. Alors on définit ymax (t) :=y (t).
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Montrons que Ymax est bien définie : Soient yy et yo deux solutions de (PC') définies
(resp.) sur Jy et Jy telles quet € JyNJy. Puisque yy (to) = ya (to) alors y; = yo surJiNJs.
Ainsi, y1 (1) = y2 (1) -

Montrons que Ymax est une solution de (PC) : Soit t € Jyax. On a y,., (1) =9y (t) =
ft,y@)=7f (t,y;nax (t)) . Ainsi, pour tout t € Jyax, on ay, .. (t) = f (t,y;nax (t)) . En
plus, Ymax (to) := vy (to) = Yo-

Montrons que Ymax est maximale : Par [’absurde, on suppose qu’il existe un prolonge-
ment § de Ymax définie sur J tel que Jmax < J. Mais par définition de Jpnax on a JcC Jinasx-
Contradiction.

Montrons que yYmax est la seule solution mazximale : Par l'absurde (A faire).

Remarque 1.4.4 Géométriquement, les graphes de deux solutions mazximales de (F)

sont ou bien confondus ou bien disjoints.

Remarque 1.4.5 Soit (to,yo) € I x Q. 1l suffit que f soit continue et Lipschitzienne,
par rapport & y uniformément par rapport a t, sur un ensemble C' = [ty — To, to + Tp] X
(Y0 — 70, Y0 +70] C I X Q pour que le probléme de Cauchy (PC') admet une solution

mazimale unique et une solution locale unique définie sur [to — Ty, to + To] o valeur dans

[Yo — 70, Yo + 7] -

Remarque 1.4.6 L’unicité de la solution maximale dans le corollaire 1.4.1 veut dire
que si yp ety sont deux solutions mazimale de (PC') définies (resp.) sur Jy et Jo alors

Ji=Jy et y1 = yo.

1.5 Existence de la solution globale

On a vu dans la remarque 1.2.5 qu’ils existent des solutions maximales qui ne sont
pas globales. Dans le théoréme suivant, on va voir que, sous certaines conditions sur f,

cela est possible :
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Théoréme 1.5.1 Soit f une fonction continue sur I x R. S’ils existent deux fonctions

continues ¢,k : I — R, telles que
V(t,y) e IxR:|f(ty)| <c(t)+ k() |yl

alors toute solution maximale de (E) est globale.
Preuve 10 Voir [De]

Application : Considérons ’équation y' = t1/t2 + y2. Soient ¢,y € R avec ty # 0, on

a
(£ + ) N 1]y
fty)l = ‘t\/t2+y2‘ — |t — +
‘ ( )| ‘ |\/t2+y2 \/t2+y2 \/t2+y2
1ty e
S =+ = [t + |t||y]-
Ainsi
V(ty) eI xR=R*:|f(t,y)| < c(t) +k(t)]yl

Avec ¢ et k sont les deux fonctions continues sur I = R définies par c¢(t) = [t|° et

k(t) = |t|. Ce qui implique que toute solution maximale de I'équation y = t1/t2 + 32
est globale.

Corollaire 1.5.1 Soit f une fonction continue sur I x R et globalement Lipschitzienne,
par rapport & y de rapport k avec k : I — RT continue. Alors le probléme de Cauchy

(PC) admet une solution globale unique.

Preuve 11 f est globalement Lipschitzienne, par rapport a y de rapport k avec k : I —
R* continue alors elle est localement Lipschitzienne, par rapport & y uniformément par
rapport a t, sur I x R (A faire). Puisque elle est continue sur I x R alors les conditions

de Cauchy-Lipschitz sont vérifies alors (PC) admet une solution mazximale unique y.
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D’autre part, pour tout (t,y) € I X R, on a

1 &)l < 1f @O+ 1f (Ey) = F (& 0)] < [f (£,0)[ + & (8) |y — 0.

Ainsi

V(t,y) € I xR|f(t,y)] <c(t)+ k() |yl

avec ¢ (t) = | f (t,0)|. D’aprés le théoréme 1.5.1, on trouve que la solution mazimale y de

(PC) qui est une solution maximale de (E) est globale.

Application : Considérons Iéquation y = a (t)y ol a est une fonction de classe C
sur R. Puisque la fonction f définie sur I x 2 = R? par f (t,y) = a (t) y est continue. De
plus, si ¢ € R et y1,y> € R alors | £ (t,1) — £ ()] = la ()] |2 — 1ol < b (8) 32 — 9s].
Avec k (t) = |a (t)| + 1. Ici k est une fonction continue sur R. Alors, f est globalement

Lipschitzienne, par rapport a y de rapport k avec k : I — R* continue. Ainsi, le

"=al(t ,
probleme de Cauchy Y )y admet une solution globale unique.

y (to) = Yo-

Remarque 1.5.1 On peut étendre les résultats de ce chapitre au fonctions f définies

sur des ouverts quelquonque de R x R™ avec n € N*,

1.6 Exercices

Exercice 1 (Résolution des équations a variables séparées)
1. Résoudre l’équation y = e™Y.
2. Trouver la solution qui vérifie y (0) = 1.

Exercice 2 (Lemme de Gronwall)

Soient a,b,c,d € R avec a < bet d > 0 et ¢ € C°([a,b]). On suppose que ¢ (t) <
c+d f;w (u) du pour tout t € [a,b]. On considére la fonction h définie sur [a,b] par
h(t)=c+ dfj@b (u) du. Notons que h est une fonction définie par une intégrale.
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1. Montrer que h € C* ([a,b]) et calculer sa dérivée.
Réponse : Puisque 1 € C° ([a,b]) alors h € C* ([a,b]) et k' (t) = di) (t) pour tout
t€la,b.

2. Montrer que pour tout t € |a,b|] on a b (t) < dh(t). Puis, déduire que h(t) <
ce®=2) pour tout t € [a,b].
Réponse : Par hypothéese, ¢ (t) < h(t) alors h (t) = dy (t) < dh(t). Ceci im-
plique que A (t) < ce= pour tout t € [a,b]. Donc, B (t) — dh(t) < 0 alors
L (emt=Dp (1)) = e~ =) (B (t) — dh(t)) < 0. Aprés intégration sur [a,t], on
trouve e~ =9 (t) < h (a) = c. Ce qui implique que A () < cedt=9).

3. Déduire que 1 (t) < ce™=) pour tout t € [a,b].
Réponse : Par hypothese, ¢ (t) < h (t) alors, de la question précédente, on trouve
P (t) < cedt=),

Remarque 1.6.1 Iis existent plusieurs versions du lemme de Gronwall.

Exercice 3 (Régularité de la solution)

Soient I un intervalle ouvert de R, 2 un ouvert de Ret f: 1 x 2 — R. Soit £ € N.

1. Montrer que si f € C* (I x Q) alors toute solution y de y = f (t,y) est de classe
CHL(J). Ici, J est le lintervalle de définition de v.

Réponse : Rappelons qu'une fonction f est de classe C* (I x Q) si ses dérivées
partielles d’ordre k sont continues sur I x . C° (I x Q) représente ’ensemble des

fonctions continues sur I x 2. Notons H;, la propriété suivante :
[f € C* (I x Q)] = [Vy solution de (E) :y € C* (J)].

On veut montrer que

Vk € N:H,.

Donc, on le démontre par récurrence :

24



(a) Pour k = 0 : On suppose que f € C°(I x Q) ie : f est continue sur I x
donc elle est continue sur J x Q C I x Q. Soit y une solution de (F) alors
y =f (t,y) ce qui implique que y' est continue sur J car c’est la composition
de fonctions continues f,y et g avec ¢ (t) = t sur J. Mais y est une fonction
dérivable sur J alors y € C (J).

(b) On suppose que [f € C* (I x Q)] = [Vy solution de (E) :y € C* (J)] et
on montre que |[f € C* (I x Q)] = [Vy solution de (E):y e C*2(J)].
Soient f € C*1 (I x Q) et y une solution de (E). Puisque C*™! (I x Q) C
C* (J x Q) alors f € C* (J x Q) d’aprés 'hypothése de récurrence y € CH+1 ().
Mais 4" = f (¢,9) ce qui implique que y € C**1 (.J x Q) car c’est la composi-
tion de fonction de classe C*1 (J x Q). Ainsi, y € C*2(J).

2. Application : Montrer que les solutions de Uéquation y = €' + y sont de classe
Cc?(J).
Réponse : On pose f (t,y) = e!+y. Puisque f € C*0 (I x R) alorsy € C**1 (J) =
C?*(J).

Exercice 4 (Intervalle de définition d’une solution maximale)

Soient I un intervalle ouvert de R, 2 un ouvert de R et f : I x 2 — R une fonction

continue.
1. Montrer que l'intervalle de définition J de toute solution mazximale de I’équation
y = f(t,y) est ouvert.
Réponse : Voir [De] .
2. Application : Est ce que la fonction définie sur |—o0,2] par y(t) = '™ est une
solution mazimale de l’équation y = v.

Réponse : Puisque la fonction f définie sur R? par f (¢,y) = y est continue. En
plus, l'intervalle de définition |—o0,2] de y n’est pas un intervalle ouvert alors y

n’est pas une solution maximale de I’équation 3 = y.
Exercice 5 (Equation intégrale équivalente au probléme de Cauchy)
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Soient I un intervalle ouvert de R, 2 un ouvert de R et f : I x 2 — R une fonction
continue. Soient J un intervalle non vide de [ et y : J — R.

Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
= f(ty),
)

y/
y (to) = o
2. y est une fonction continue sur J. En plus, pour tout t € J, on a (t,y(t)) € I x

et y(t) =yo+ [y [ (u,y(w))du.

1. y est une solution sur J du probléme de Cauchy

Réponse : Voir [De].
Exercice 6 (Condition de Lipschitz)

1. Montrer que la fonction f définie par f (t,y) = t>+y? est localement Lipschitzienne,
par rapport & y uniformément par rapport a t, sur RZ.
Réponse : La fonction f est la fonction polyndme alors elle est de classe C* (R?)
ce qui implique qu’elle est localement lipschitzienne, par rapport & y uniformément

par rapport a t, sur R2.

2. Montrer que la fonction f définie par f(t,y) = 2+/|y| n’est pas localement Lips-
chitzienne, par rapport a y uniformément par rapport a t, sur R2. (Indication :
Considérer (ty,0) € R?)

Réponse : Montrons, d’abord, que pour tout Ty, 9 > 0, la fonction f n’est pas Lip-
schitzienne, par rapport & y uniformément par rapport & t, sur [to — To, to + To] X
(Y0 — 70, Yo + 70| = [to — To, to + To] X [—ro, 7o) : Par 'absurde, on suppose qu’il ex-
iste Ty, 79 > 0 tels f est Lipschitzienne, par rapport & y uniformément par rapport

at, sur [tg — To, to + To] X [—70,70]. Alors, il existe & > 0 tel que
Vt € [to — To, to + To) , Yy1, 92 € [=ro, 7o) = |f (L) — f (6 y2)] < Elyr — vl

Pour y, = 0 € [—r9, ro] on trouve | f (¢, y1) — f (¢, 0)] < k[y1 — O] . Mais | f (¢,51) — f (¢,0)] =
’2\/\y1| —0’ = 24/|w1|. Alors, pour tout y; € [—7o,70], on a 24/|y1| < k|yi].
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Ceci implique que pour tout y; € ]0,7¢], on a ki‘z < 9y1. Ce qui implique que

10, 0] C [i%, 400 ce qui représente une contradiction.

Conclusion : Puisque il existe des élements de la forme (to,0) € R? tel que f n’est
pas lipschitzienne, par rapport a y uniformément par rapport a t, sur tout ensemble de
forme [to — Ty, to + To] X [—r0, 70| alors, la fonction f n’est pas localement Lipschitzienne,
par rapport a y uniformément par rapport a ¢, sur R2.

Exercice 7 (Fonctions Lipschitziennes)

Les fonctions suivantes sont elles localement Lipschitzienne en y sur des domaines
de la forme I x Q: f1(t,y) = e, fo(t,y) = yet’, f3(t,y) = t\/Tyl, fa(t,y) = sin (ty) et
f5 (ty) = lylIn (1 + ).

Réponse :

1/ Pour fi, f2, fs : Dans les trois cas, on a [ = Q = R.

Résultat : Si f € C* (I x Q) alors [ est localement Lipscitzienne en y sur I x €.

Puisque f1, fo, f2 € C* (R?) (Pourquoi) alors elles sont localement Lipscitzienne en y
sur R2.

2/ Pour f3: Soient ty € R et yo € |1, 400[. Soient Ty, 79 > 0 avec [yo — ro, Yo + ro] C
|1, +o0]. Pour tout ¢ € [ty — To, to + To] et 1,92 € [yo — 70, Yo + 0] , on a

5 0.00) = )| = W1V = il = 2 (1)

On a

* yp>1lety,>1donc /y1 >1let /ys >1dou /y;+/y2 > 2 alors \/y_l}r\/y_2<%
KAt = [t —to+to] < |t —to| + |to| mais |t —to| < T (car t € [to — Lo, to + To))-

Ainsi, [t] < To + [to|
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Remplagons dans (5.11) pour trouver |fs (t,y1) — f3 (¢, y2)] < k|y1 — yo| avec k =

To+[t . )
%‘Ol > (. Ainsi, on a montré que

V(to,yo) € RX]L—}—OO[,HTQ,TO >0,E|k7>01

Vt € [to—To,to+To],Yy1,y2 € [yo — 0, Yo + 7o) : |fs (t, 1) — fs (£, 42)] < k|yn — vol

Ceci implique que f3 est localement Lipscitzienne en y sur R x |1, +00].

Remarque : On peut considérer 'ensemble |a, +oo[ au lieu de |1, +oo] (Ici a > 0) et
montrer que f3 est localement Lipscitzienne en y sur R x |a, +00][.

3/ Pour f5 : Soient (ty,y0) € R x R. Soient Ty, g > 0. Pour tout ¢ € [ty — To, to + To]

et y1,y2 € [yo — 70, Yo + 7o), on a

f5 (ty1) = f5 (8 g2)| = o (14 22) | [Jya] = [gal] < o (14 2%)] [y2 — w2l -

Mais il existe k& > 0 tel que |In (1 + ¢*)| < k pour tout ¢ € [ty — Tp, to + To] (fonction con-
tinue sur un intervalle fermé est bornée sur cet intervalle). Ainsi, |f5 (t,y1) — f5 (¢, y2)| <

k|y1 — ya| . Ainsi, on a montré que

Y (to,yo) € RxR,3Tp,ro>0,3k>0:

Vt e [to—To,to+To] ., Yyi,y2 € [Yo — 70, Yo + 7o) = |f5 (t, 1) — f5 (£, y2)| < klyr — ol .

Ceci implique que f5 est localement Lipscitzienne en y sur R2.
Remarque : Pour f5, on a aucune condition sur les réelles strictement positive Ty et
To-

Q. : Donner la définition de f € C' (I x Q).

Exercice 8 (Primitive et EDO)
Soient f : R — R’ une fonction continue et ¢, € R. Soit I’ la primitive de % sur R

qui s’annule en t.
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1. Montrer que F réalise une bijection de R dans un certain intervalle ouvert J :

Réponse : ' est une primitive de % alors

* F est dérivable sur R. Ainsi, elle est continue sur R (Pourquoi)
Gl % > 0 sur R car f > 0 sur R (pourquoi). Ainsi, F' est une fonction

strictement croissante sur R.

C’est-a-dire, F' est une fonction continue et strictement croissante sur l'intervalle

R. Alors F' est une bijection de R vers F' (R).
Montrons que J := F (R) est un intervalle ouvert : Puisque F' est une fonction con-
tinue et strictement croissante sur l'intervalle R alors J = F' (R) = F' (]—o0, +00|) =
tEIEOOF (1) ’tE»IEooF (t)].
2. Etablir que F~' est une solution sur J de y = f (y) vérifiant y (0) =ty : (Ici F~
existe car F: R — J = F (R) est une bijection. En plus, F~': J=F (R) — R)
Réponse : Montrons que (F~Y) = f(F~1) et F~1(0) = t, :

* Soit x € J alors x = F (t) avec t € R. On a

/ ' 1

. ).

(Dérivée de la fonction réciproque)

= T—=ft)=f(F

()

!

C’est & dire, on a montré que pour tout z € J on a (F~ ') (x) = f(F~!(z)). Ceci
implique que (F~1) = f (F1).
** On a F (ty) = 0 (Pourquoi) alors F~! (F (tg)) = F~1(0). Ce qui implique que
F71(0) = to.
3. Justifier que F~' est une solution mazimale sur J.
Réponse : Posons a := tirzlooF (t)eth:= tirilooF (t) alors J = ]tgmooF (1) ’tEIEOOF )| =
Ja,b]. On va étudier les cas de a € R ou bien b € R (Pourquoi) : Pour b € R, il
suffit de montrer que xlgle ~1(x) n'existe pas (Voir cours) : On a tirEOOF (t)=">

alors, en utilisant les graphes de F' et £, on obtient que lim F'~! (z) = +o0. De
<

r——b
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méme, on montre que si a € R alors lim F~! (z) = —oo (A le faire).
>

r—a

Exercice 9 (Propriétés de la solution du probléme de Cauchy 1)

Considérons I'équation y = (1 4 CoSt) Y — Y iveeeeerreeeieiennnne, (e)

1. Soient tg,yo € R. FEtudier lexistence et l'unicité de la solution mazimale y de
Uéquation (e) qui vérifie y (to) = yo.
Réponse : La fonction f définie par f (t,y) = (1 + cost)y — y* est continue sur
I x = R? (Pourquoi). De plus, elle est de classe C* (R?) (Pourquoi) alors elle est
une fonction localement Lipschitzienne, par rapport a y uniformément par rapport
a t, sur R2. Ainsi, les conditions du théoréme de Cauchy Lipschitz sont vérifiées.
Ce qui implique que ’équation (e) admet une solution maximale unique qui vérifie
y (to) = Yo

2. Soit ¢ une solution maximale de (e) tel qu’il existe T € R qui vérifie p (1) = 0.
Que peut on dire sur .
Réponse : Puisque la fonction nulle ¢ sur R est une solution maximale de (e)

qui vérifie ¥ (1) = 0 (Pourquoi). Alors, ¢ et 1 sont deux solutions maximales

y =1 +cost)y -y, .
du méme probleme de Cauchy D’aprés l'unicité de la

y(r) =0
solution maximale de ce probléme de Cauchy avec (to,y0) = (7,0) € R? (Voir

question 1), on trouve que ¢ = ¢ et J, = R. Ainsi, ¢ est la solution nulle sur R.

3. Montrer que la solution mazximale ¢ de (e) qui vérifie ¢ (0) = 1 est une fonction
strictement positive sur son intervalle de définition J. Puis, montrer que ¢ (t) < e*
pour tout t € J, ={te J:t>0}.

Réponse : Puisque ¢ (0) =0 et ¢ (0) = 1 alors 1 (0) # ¢ (0). Donc, 1) et ¢ sont
deux solutions maximales différentes () # ¢). Ce qui implique que leurs graphes
ne se coupent pas. Ce qui implique que le graphe de ¢ est ou bien en dessus ou

bien en dessous de ’axe des abscisses qui est le graphe de la fonction nulle ).
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Puisque ¢ (0) = 1 > 0 alors le graphe de ¢ est en dessus. Ainsi, ¢ est une fonction

strictement positive sur J.

Montrons que que ¢ (t) < e* pour tout t € Jy ={t € J:t >0} : Pour tout u € J,

¢ (u) _ (1+cosu)¢(u) — ¢° (u)
¢ (u) ¢ (u)

Soit t € J;. On a

<2car ¢ >0et cosu < 1.

In (6 (1)) "2 16 ()]~ |6 (0 /¢ i< [(au=o

C’est & dire, In (¢ (t)) < 2t. Prenons 'exponentielle pour trouver ¢ (t) < e*. Ainsi,

Hy=
¢>0

on a démontré que, pour tout ¢t € J,, on a ¢ (t) < e*.

Exercice 10 (Propriétés de la solution du probléme de Cauchy 2)
Soit y la solution maximale de I'’équation y = > + y* qui vérifie y(0) = a > 0 et

J =|a, B[ son intervalle de définition.

1. Montrer que y est strictement croissante sur [0, 5]

Réponse : On a y € C*(J) (Pourquoi) alors y est continue sur J. Mais 3 (0) =
03443 (0) = a® > 0. Alors, 3y garde son signe sur un voisinage V' de t = 0 (Propriété
des fonctions continues). Si [0, 5[ C V la démonstration est terminée. Sinon, soit
v tel que 0 < v < B et [0,9] C V alors 4 > 0 sur [0,9]. Ceci implique que
y(y) = li<my (t) >y (0) > 0. Ainsi y (7) > 0. De méme, on montre que y () > 0

t——ry

et il existe ¢ > 0 tel que y' > 0 sur [y, + ¢[. Continuons cette opération jusqu’a
qu’on obtient y' > 0 sur [0, 5[. Ceci implique que y est strictement croissante sur
[0, 8]

2. Montrer que 3 est finu.
Réponse : Soit ¢ € [0, 3]. Pour tout u € [0,t], on a y (u) = u® + 3 (u) > v (u)

mais y (u) > y(0) > 0 alors f(f Zy@,%du > fot du = t. Mais fg 53((2))du = Qyzl(o) -
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2y21(t) < #, alors 0 <t < # C’est a dire, on a montré que

1
Vte[0,8]:te {O,@].

ce qui implique que [0, 5[ C [0, 555] . Ainsi, § est fini car § < 555.
Exercice 11 (Propriétés de la solution du probléme de Cauchy 3)

1. Justifier Uexistence de la solution mazimale unique y de y = ﬁlty qui vérifie y (0) =

0.

1

Ty est de classe C! sur ’ouvert

Réponse : La fonction f définie par f (t,y) =
D=R?—{(t,y) € R?: 1+ ty =0} car c’est 'inverse de la fonction polynéme qui
est une fonction non nulle et de classe C! sur cet ensemble. Ce qui implique que f est
localement Lipschitzienne, par rapport & y uniformément par rapport a ¢, sur Dy.

En plus, elle est continue sur cet ensemble. On a (0,0) € D;. Ainsi, les conditions du

1

théoreme de Cauchy-Lipschitz sont vérifies. Ceci implique que équation y = T

admet une solution maximale unique qui vérifie y (0) = 0.
2. Montrer que y est une fonction impaire sur son intervalle de définition.

Réponse : Soit |a, 3] Uintervalle de définition de y. Considérons la fonction z
définie sur |-, —a[ par z (t) = —y (—t). Soit t € |-, —a[.Ona z (t) = —y (—t) €

[—70,70] (Pourquoi) et

/ / / 1 1
)= (—y(=t)) =y (=t) = f(=t,y(—t)) = = = f(t2(1).
20 =y () = (<) = F (i () = T3 = T = 67 0)
En plus, on a z (0) = —y (0) = 0. Ainsi, 2 est une autre solution de y' = ﬁlty qui
vérifie y (0) = 0. Puisque  est une solution maximale de y = Tlty alors elle est

un prolongement de la solution z ie. |—f3, —a| C |, 8] et z = y sur |—5, —a. On

a |—p,—al C Ja, ] implique que 0 < = —a (Pourquoi). De plus, z = y sur
|-, —a] implique que y (—t) = —y (¢) pour tout t € |-, —a[ = |-, 8]. Ceci veut
dire que y est impaire sur |—f, 8] = |a, 5].
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3. Montrer que y est une fonction croissante sur son intervalle de définition.
Réponse : Puisque f € C°(Dy) alors d’aprés 'exercice 3 avec k = 0, la solution
y € C*(Ja, B]) . Ce qui implique que y' € C°(Ja, B]). Mais 3 = Tlty # 0 sur o, 3]

alors y' a un signe constant sur Ja, 8[. On a 3 (0) = =1 >0 alors y est

_1
1+0y(0)

une fonction positive sur |a, 5. Ceci implique que y est une fonction croissante sur
e, B[

Exercice 12 (Propriétés de la solution du Probléme de Cauchy 4)
! 2t o t2 2
Considérons le probléme de Cauchy Y Y Vo, (P)
y(0)=1
1. Montrer que le probléme (P) admet une unique solution maximale ¢ : J = |-T,T] —

R de classe C.

/ — t,
Réponse : Le probléme (P) est un probléme de Cauchy sous la forme y =7ty

y (to) = vo
avec f est une fonction définie sur I x Q@ = RxR = R? par f (t,y) := — 255y — %y,

to =0et Yo = 1.
1/ Montrons que (P) admet une unique solution maximale : On a

* f est continue sur R? car f = f; + f» est la somme de deux fonctions continues

sur R?: fy (t,y) = — 1_2;;234 = ;ﬁg (quotient de deux fonctions polyndmes (continues
sur R?) et 1+ t* # 0 sur R?) et fy (t,y) = —t?y* (continue sur R? car c’est une
fonction polynome).

** f est localemnt Lipschitzienne en y sur R%. car f € C* (R?). Question : Pourquoi
f e C'(R?).

H (to, yo) = (0,1) € R

Alors, le probléme (P) admet une unique solution maximale ¢ définie sur un inter-
valle J.

2/ Montrons que J =]—T,T]: Ona J = |S,T[ (car ¢ est maximale) avec S < 0 <
T (car le domaine de définition de ¢ contient le temps initial ¢y = 0). Considérons

maintenant la fonction z définie sur |7, —S[ par z(t) = —¢(—t). Montrons,
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ensuite, que z est aussi une solution de (P). Puisque ¢ est une solution maximale
alors |=T,—S[ C ]S,T[. Ainsi, S = —T (Pourquoi). Ce qui implique que J =
1S, T[=]-T,T].

3/ Montrons que ¢ € C*(R) : On a ¢ € C'(R) car f € C° (R?) (Résultat : Soit
ke N SifeCF(IxQ) alors toute solution y de y = f(t,y) est de classe
CkL (). Ici, J est le lintervalle de définition de y.)

. Vérifier que ¢ est de classe C* sur J.
Réponse : Puisque f € C*=! (R?) alors p € CF1=14 () = C%(J). (Ici f (t,y) :=

— 1247y — t*y? pour tout (t,y) € R?)

. Est ce que ¢ est de classe C* (J).

Réponse : Montrons que pour tout m € N on a ¢ € C™ (J) : Soit m € N. Puisque
f € C*=m=1(R?) alors la solution o € CFH1=(m=D+1 () = C™ (]).

. Montrer que pour tout t € J on a ¢ (t) > 0.

Réponse : Par 'absurde, on suppose qu'il existe t, € J tel que ¢ (t,) < 0.

Cas 1 : Si p(t,) = 0 alors ¢ est aussi une solution du probléme de Cauchy

y = —12zy —t%y

y(t) =0
systéme (Pourquoi). Alors, on obtient que ¢ = 0 sur J N R = J. Puisque 0 € J

2
. Mais la solution nulle est aussi une solution sur R de ce

alors ¢ (0) = 0. Contradiction avec ¢ (0) = 1.

Cas 2 : Si ¢ (t.) < 0 (Ici t, # 0 pourquoi) alors on utilise le théoréme des valeurs
intermidiaires dans l'intervalle d’extrimités 0 et ¢, sur la fonction continue ¢ pour
montrer qu’il existe t* € (0,%,) tel que ¢ (t*) = 0. Puis, on obtient la contradiction

comme dans le cas 1. (A le faire)

. Déduire que ¢ est décroissante sur [0,T].

Réponse : ¢ est la solution de (P) alors ¢ = — 2L 0 —12¢* = — (20 + 12¢?) <
0 sur [0, 7. Ainsi, ¢ est décroissante sur [0, 77.

. Déduire que 0 < ¢ (t) <1 pour tout t € [0,T7].
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Réponse : Soit t € [0,7] :

* De la question 4, on trouve que 0 < ¢ (t) .

** Puisque t > 0 et ¢ est décroissante sur [0,77 alors ¢ (1) < ¢ (0) = 1. Clest a
dire, ¢ (t) < 1.

. Montrer que T = +o00.

Réponse : Par 'absurde, On suppose que T' < +o00. Puisque ¢ est décroissante

sur [0, 7 (d’aprés Q 5) et minorée sur [0, 7] (d’aprés Q. 6) alors lim ¢ () existe.
=T

Ensuite, on montre que le prolongement par continuité p de ¢ est une solution de

(P) sur |=T,T] (A le faire). Ce qui représente une contradiction avec ¢ une solution

maximale de (P) sur J = |-T,T7.
. Montrer que . 11111 @ (t) existe et vaut & zéro.

Réponse : Puisque ¢ est décroissante et minorée sur [0,7] = [0, +oo[ alors

tgriloocp (t) existe. Posons [ := t£I£m¢ (t).

Au début, on note que puisque 0 < ¢ (t) pour tout ¢t € [0, +oo[ alors, aprés passage
a la limite, on trouve que 0 < . liI;frl p(t) =1. Cest a dire, | > 0.

Montrons que | = 0 : Par 'absurde, supposons que [ # 0. De la remarque ci-dessus,

.. . . ! _ . 2t 2 2 _
[ > 0. Ceci implique que tiIJrrloogp (t) = tiriloo [—1+t2<p — t2¢?] = —o0. Alors

VA >0,3B > 0,Yu,u> B = ¢ (u) < —A.

Pour A = 1, on trouve B > 0 tel que ¢ (u) < —1 pour tout u > B.

Pour tout ¢t > B, on a

t

so(t)=s0(B)+/BsD'(U)dUS90(B)—/B1du=90(B)+B—t-

C’est adire, pour tout t > Bona g (t) < ¢ (B)+B—t. Puisquet hIE (p(B)+B—1t)=
—00 alorst lin+1 ¢ (t) = —oo (pourquoi). Ceci est une contradiction avec liril o (t) =

leR.
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9.

10.

11.

12.

Vérifier que la fonction définie par ¢ = i est bien définie sur J.

Réponse : Puisque ¢ > 0 sur J alors ¢ # 0 sur J. Ainsi ¢ est bien définie sur J.
Trouver une équation différentille ordinaire ordinaire d’ordre un sur 1.

Réponse : On a

o o= (L e vl A
- - 2 2
2 2 2
2t 1 9 t 9
= — = t
1412 1+7§2ij

Clest a dire ¢ = 2+ 12,

Expliciter 1. (Trouver 1)

Réponse : Ind. Remarquer que ¢ vérifie ¢ = Zsp + 1% et ¢ (0) = 1. Puis, on

résout ce systéme.

Vérifier que ¢ (t) = (1“2)(1#7%@9” pour tout t € J.
Réponse : Ind. Remarquer que ¢ = i Puis, on remplace 1) par sa valeur obtenu

dans la question 11.

Exercice 13 (Propriétés de la solution du pb de Cauchy 5) (Indication)

y’:y2+t2

Considérons le probléme de Cauchy ¢ =~ ° ... (P)

y(0)=0

1. Montrer que les hypothéses de Cauchy Lipschitz sont satisfaites.

Réponse : Ind. Les hypotheses de Cauchy Lipschitz sont : f est continue et Lo-
calement Lipschitzienne en y sur I x Q. Ici f(t,y) = y* + t* pour tout (¢,y) €
IxQ=RxR=R2%

Montrer que si y est solution de (P) sur J, alors la fonction définie par —y (—t)
est aussi une solution de (P) sur —J,.

Réponse : Ind. 1l suffit de montrer que —y (—t) vérifie le probléme (P).

3. Prouvez que y est strictement croissante sur J,.
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Réponse : Ind. Utiliser y = y? + t2.
4. On note u : J — R la solution maximale de (P).
Montrer que u est impaire ( Ind. Utiliser la question 2.). Prouvez que lim wu (t) =

t—sup J

+oo et lim w(t) = —oo (Ind. Par l’absurde.)

t——inf J

Exercice 14 (Applications du théoréme de Cauchy Lipschitz)

1. Résoudre léquation vy = 2.
Réponse : Notons par ¢ la fonction nulle sur R. On a 1/ est une solution maximale
de y' = y2. Soit y une solution maximale différente de 1 c. a dire il existe ¢y € R tel
que y (to) # v (to) . Les conditions du théoréme de Cauchy Lipschitz sont vérifies
(A faire). Ce qui implique que les graphes de y et v sont disjoints car ils ne sont
pas confondus. Ainsi, y ne s’annulle jamais. Donc, on peut déviser sur y pour avoir

i L dt = [ dt. Alors, _71 =t + C ceci implique que y = tjr—é avec t # —C. Ainsi, les

solutions de y' = y? sont ¢ = 0, y; (t) = —% avec t € |—o0, —C| et yo (1) =

=1
t+C t+C

avec t € |—C, —oo[. Ici C' € R.
2. Utiliser le théoréme de Cauchy Lipschitz pour démontrer que la fonction f définie

par f (t,y) = 2+/|y| n'est pas localement Lipschitzienne, par rapport & y uniformé-

ment par rapport a t, sur R2.

Réponse : Par 'absurde, on suppose qu’elle est localement Lipschitzienne, par

rapport & y uniformément par rapport a t, sur R2. Puisque f est continue sur R?

alors on trouve qu’elle vérifie les conditions du théoréme de Cauchy Lipschitz. Par
y =2v/lyl,

y(0) =0,
unique. Ceci est une contradiction car ce probléeme de Cauchy admet deux solutions

conséquent, le probléeme de Cauchy admet une solution maximale

maximales différentes données par y; (t) =0, y1 (t) =t|t| et Jy = Jo =R.
Exercice 15 (Solution globale)
1. Sans calculer la solution ; justifier l'existence d’une solution mazximale unique y de

Uéquation y = 14y qui vérifie y (0) = 1.
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Réponse : La fonction f définie par f (t,y) = 1 + y est de classe C' sur R? car
c’est une fonction polynéme. Ce qui implique que f est localement Lipschitzienne,
par rapport & y uniformément par rapport a ¢, sur R2. En plus, elle est continue
sur R2. Ainsi, f vérifie les conditions du théoréme de Cauchy Lipschitz. On a
(to,y0) = (0,1) € R? alors 'équation y' = 1 + y admet une solution maximale

unique qui vérifie y (0) = 1.
2. Déterminer son intervalle de définition.

Réponse : Soient ¢t € R et y1,92 € R. On a |f(t,y1) — f(t,y2)| = |y —y2| <

k(t)|yr — ya| . Avec k(t) = 2 > 0. Ici k est une fonction continue sur R. Alors, f est

globalement Lipshitzienne, par rapport a y de rapport k avec k : I — R continue, sur

/ _ + 1’
I x R. Ainsi, le probléeme de Cauchy vy admet une solution globale unique.

y(0) =1,
Ce qui implique que 'intervalle de définition de y est J = R.

1.7 Exercices supplémentaires

1. Soient a,b € R avec a < b. Que veut dire y est une solution définie sur [a,b] de

I'équation (F) .
2. Soient o, 5 € R.

(a) Soit y une solution de (E) définie sur |or, +00[. Montrer que si lim y (¢) n’existe
t—a

pas alors y est une solution maximale.

(b) Soit y une solution de (E) définie sur |—oo, 3] . Montrer que si lim y (¢) n’existe
=18
pas alors y est une solution maximale.

. o _ 1 .
3. Montrer que la fonction y définie sur |1, +oo[ par y (t) = 7= est une solution de
y = y?. Est ce que c’est une solution maximale (Justifier). Est ce que c’est une

solution globale (Justifier)

Meéme questions pour :
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(a) La fonction définie sur |—oo,0[ par y (t) = t. L’équation y = 5 Que peut on
dire si y est une solution de (E) définie sur |—oo, 3] et lim y (¢) existe.
t—=.8

1

4 : r_ .3
Wk L’équation y = y°.

(b) La fonction y définie sur |—o0, 2] par y (t) =
(c) La fonction y définie sur |2, 4+oc[ par y (t) = +. L'équation y' = —y*.
(d) La fonction nulle sur R. L’équation y* = y. (Utiliser deux fagons pour montrer

que la solution est maximale)
(e) La fonction y définie sur R par y (t) = ¢?. L’équation y' = 2y.
(f) La fonction y définie sur [3,9] par y (t) = e*. L'équation 3 = 2y. (Utiliser
deux fagons pour montrer que la solution n’est pas maximale)
. Considérons sur I = ]0, +oo[ 'équation y = 2. Soit y : J = |3,4+00[ — R une
solution définie par y (t) = t2. Montrer que la solution 7 : J = 12,400 — R
définie par ¢ (t) = t? est un prolongement de y.
. On considére sur I = R Péquation y = 2\/@ . Soit y une solution définie sur
J =]-1,1] par y (t) = 0. Soient o, 5 € R tel que o« < —1 et § > 1 et on consideére

(t — B)? sit>f3,
les fonctions ¥, g définies par y, s () = 0 sia<t<g,
—(t—a)? sit <a,

Montrer que les fonctions ¥, s sont des solutions maximales qui prolongent y. Que

peut on déduire.

’ _ t2 + 67y2’
. Montrer que le probléme de Cauchy Y admet une solution locale.
y(0) =0,
i — 2 / ’
. Montrer que le probléme de Cauchy Y 1l admet les deux solutions max-
y(0)=0.

imales y; et yo définies sur R par y; (t) = 0 et y2 (t) = |t| t. Que peut on déduire..
Remarquer que la fonction y, est de classe C* (R) .

. 4 . __t :
. Montrer que la fonction f définie sur R x]1, +oo par f (t,y) = ;=5 est une fonction
localement Lipschitzienne, par rapport a y uniformément par rapport a ¢, sur R x

11, 4+o0].
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9. Montrer, en utilisant deux méthodes, que la fonction f définie par f (t,y) = 2+/]y|
n’est pas localement Lipschitzienne, par rapport a y uniformément par rapport a
t, sur R2.

10. Montrer que toutes les solutions de 3 = t1/t2 + 32 sont globales.

11. Considérons I'équation 3y = a (t) y+b (t) ot a, b sont des fonctions continues sur R.
Y =a(t)y+o(t),
y (to) = vo.

Sans calculer la solution, montrer le probleme de Cauchy

admet une solution globale unique de classe C? (R).

12. Montrer que si f est une fonction globalement Lipschitzienne, par rapport a y
uniformément par rapport a t, sur I x €2 alors elle est globalement Lipschitzienne,
par rapport & y de rapport k avec k : I — R continue, sur I x 2. Que peut on

dire si elle est en plus continue sur I x €.

1.8 Fiche : Equations différentielles d’ordre 1

Dans tout ce qui suit, I est un intervalle ouvert non vide de R, f : I x 2 — R avec

2 un ouvert de R, J est un intervalle non vide de I et (¢g,yo) € 1 x 2.

1.8.1 Définitions

1. L’équation

I

y =f(ty) (E)
est appelée une équation différentielle du premier ordre (ou bien d’ordre
un) sous la forme normale.

2. On dit que y est une solution de (F) s’il existe un intervalle non vide J C I tel

que
(a) Pour tout t € Jonay(t) € Q.
(b) y est dérivable sur .J et vérifie 3y (t) = f (t,y (t)) pour tout t € J.
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. Soient y : J C I — Ret§:J C I — R deux solutions de (E).SiJ C J et
y =y sur J alors on dit que y est un prolongement de .

. Une solution y : J C I — R est dite solution maximale si elle n’admet aucun
prolongement vy : JCI—RavecJ G J. Clest & dire y est une solution définie

sur un intervalle de définition le plus grand possible.

. Si la solution y de (F) est définie sur tout I (ie. J = I) alors on dit que y est une
solution globale.

. L’égalité y (t9) = yo est appellée une condition initiale de ’équation (F).

. Le probléeme

v =r(ty), (PC)
y (to) = vo-
est appelé probléme de Cauchy.

. Soit C' = Cy x Cy C I x 8. On dit que f est une fonction Lipschitzienne, par

rapport & y uniformément par rapport a ¢, sur C s’il existe £ > 0 tel que
Vt € Cla\v/ybyQ € 02 : |f(t>y1) - f(tay2)| <k |Zl§'1 - le2|

Dans le cas ou C' = I x , on dit que f est une fonction globalement Lips-

chitzienne, par rapport a x uniformément par rapport a t, sur / x (2.

. On dit que f est une fonction localement Lipschitzienne, par rapport a y
uniformément par rapport a t, sur [ x  si pour tout (fo,yo) € I x Q ils
existent Tp, 79 > 0 tels que C' = [to — To, to + To] X [yo — 710, Yo +10) T I X Q et f
est une fonction Lipschitzienne, par rapport & y uniformément par rapport a ¢, sur

C.
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1.8.2 Reésultats

1. Lemme de Gronwall : Soient a,b,c,d € R aveca < bet d > 0et 1 € C°([a,b]). On
suppose que

P (t) §c—|—d/t¢(u)du pour tout ¢ € [a,b].

Alors 9 (1) < ce¥® pour tout ¢ € [a,b] .

2. Réqularité de la solution : Soit k € N. Si f € C* (I x Q) alors toute solution y de
y = f(t,y) est de classe C**1 (J). Ici, J est le I'intervalle de définition de y.

3. Intervalle de définition d’une solution maximale : St f est une fonction continue
sur I x €2 alors l'intervalle de définition J de toute solution maximale de I’équation

y = f(t,y) est ouvert.

4. FEquation intégrale équivalente au probléme de Cauchy : Soient J un intervalle non
vide de I et y : J — R. On suppose que f € C°(I x Q). Les deux propriétés

suivantes sont équivalentes :

y=f(ty),
y (to) = yo.
(b) y est une fonction continue sur J, pour tout ¢t € J on a (¢t,y(t)) € I x Q et

y(t) =yo+ j;i f (u,y (u)) du.

(a) y est une solution du probléme de cauchy

5. Soient @ € R et y une solution de (F) définie sur |a, +o00[. Si lim y (¢) n’existe
t—sa

pas alors y est une solution maximale.

6. Toute solution y de (E) se prolonge en une solution maximale y. En général, ce

prolongement n’est pas unique.

7. La solution globale est une solution maximale. Ils existent des solutions maximales

qui ne sont pas globales.

8. Théoréme de Cauchy-Piano-Arzela : On suppose que [ est une fonction continue
sur I x Q. Soit T' < min (7, %%) alors le probleme de Cauchy (PC) admet une

solution définie sur [ty — 7', to + T & valeur dans [yo — 7o, Yo + 70o|. Ici Ty, 79 > 0 tel
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

que C = [to — Ty, to + To] X [yo — 70, Y0 + 10] C I X Qet M := (m?xc|f(t,y)\. Cette
t,y)e

solution est appellée solution locale.

. Si f est une fonction continue sur I x 2 alors le probléme de Cauchy (PC') admet

une solution maximale.

Si f e CH(I x Q) alors f est localement Lipschitzienne, par rapport & y uniformé-

ment par rapport a t, sur I x ).

Théoréeme de Cauchy-Lipschitz : On suppose que f est une fonction continue et
localement Lipschitzienne, par rapport & y uniformément par rapport a ¢, sur
I x Q. Alors, le probléme de Cauchy (PC') admet une solution unique définie sur
[to — T, to + T a valeur dans [yo — 79, Yo + 70| . Ici T' < min (TO, g—%) avec Ty, rg >0
tel que f soit Lipschitzienne par rapport a y uniformément par rapport a t, sur

C = [to — To, to + To] X [yo — r0, Yo + 70| €t M:(SI;P |f(t,y)].
t,y)eC

Soit f une fonction continue et localement Lipshitzienne, par rapport & y unifor-
mément par rapport a ¢, sur [ x €. Soient y; une solution de (F) définie sur J; et
o une solution de (F) définie sur J,. S’il existe to € J; N J2 tel que y1 (to) = ya (to)
alors y; = yo sur J; N Js.

Si f est une fonction continue et localement Lipshitzienne, par rapport a y unifor-
mément par rapport a ¢, sur I x ) alors le probléeme de Cauchy (PC') admet une

solution maximale unique.

Si f est une fonction continue et localement Lipshitzienne, par rapport a y unifor-
mément par rapport a ¢, sur I x  alors les graphes de deux solutions maximales

de (E) sont ou bien confondus ou bien disjoints.

Soit f une fonction continue sur I x R. S’ils existent deux fonctions continues

c,k: I — Ry telles que
Vty) eIxXR:[f(ty) <ec)+k(E) |yl

alors toute solution maximale de (F) est globale.
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16. Soit f une fonction continue sur I X R et globalement Lipshitzienne, par rapport a
y de rapport k avec k : I — R* continue, sur I x R. Alors le probléme de Cauchy

(PC') admet une solution globale unique.
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Chapitre 2

Systémes linéaires a coeflicients

variables

2.1 Introduction

Soit I un intervalle ouvert non vide de R. Soient, pour tout i,j = 1,n, a;; et b;
des fonctions définies sur I a valeurs dans R. Considérons le systéme de n équations
différentielles linéaires suivant

(4 (1) = an () 1 (8) + axs (8) 42 (£) + .+ @ (£) g (£) + by (¢

I

Yo (t) = ag1 () y1 (t) + az2 () y2 (¢) + ... + a2 (t) Yn (

~
S—
S
N
—
o~
S—

| Y (8) = @t (1) 51 () + anz (8) y2 () + oo+ an () Y () + bp (1) -
Les inconnues 1, 4o, ..., y, sont des fonctions définies sur I a valeurs dans R.

Lemme 2.1.1 Le systéme (S) est équivalent au systéme

Y ()= A(D)Y (t) + B(t),Vt e I. (E)
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Y: I —R" B:I —R"

Aves y1 (t) A: T — M, (R) o by (t)
b=y =] ¢ | AW =y ), t—BO=|
Yn (1) by (1)
Preuve 12 On a
yy (t) ar () y1 (1) + ara () y2 (1) + o + a1n () yn (t) + b1 ()
(S) = : = : Vel
Yn (1) a1 (8) y1 (1) + anz (1) yo (t) + - + @nn (8) Y (1) + by (1)
yy (1) apy (t) -+ ai (t) 1 (1) by (1)
— o= o+ | weer
Yn (1) ap1 (t) = ann (t) Yn (1) by (1)

— Y t)=AQ)Yt)+B(@{),Vtel

yy () =ty (8) + 92 (1) — 1,

/ t € I =R s’écrit sous la forme
Yy (t) = costyy (t) + elys ().

Exemple 13 Le systéme {

Y'(t) = A)Y (t) + B(t), pour tout t € I = R; avec Y (t) = (yl(t) ) JA(E) =

y2 (1)
t 1 —1
et B(t) = pour tout t € I =R.
cost € 0

Lemme 2.1.2 Toutes équation d’ordre deux s’écrit sous la forme du systéeme (F) .

Preuve 13 Considérons l’équation d’ordre deux suivantey” (t)+a (t)y (t)+b(t)y(t) =
c(t). On pose y, (t) =y (t) et ys (t) =7 (t). On a pour tout t € I

{ v () =y () =9 (1),
() =y () = —a(®)y () =b()y () +c(t) = =b(E)ya (£) — al(t)ya () + (1)
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C’est a dire
v (1) =y (1),
Yo (1) = =b(t) ya (1) — a () y2 (1) + (1)

' t
Ceci est équivalent oY (t) = A(t)Y (t)+B (t), pour tout t € I; avecY (t) = v (1) ,

Y2 (t)

0 1 0
At) = et B(t) = pour tout t € I.
—b(t) —a(l) c ()

Définition 2.1.1 Le systéme (E) est appellé systéme différentiel linéaire du premier

ordre & coefficients variables avec second membre.

Définition 2.1.2 Si pour tout t € I, on a B (t) = 0 alors le systéme
Y (O) =AY (#),tel, (H)

est appellé systeme différentiel linéaire du premier ordre & coefficients variables homogéne

(ou sans second membre). On dit que (H) est le systéme homogéne associé o (E) .

Notation 1 Pour simplifier, on écrit (E) comme suit Y = A(t)Y + B (t) et le systéme
(H) comme suit Y = A(t)Y.

2.2 L’existence de la solution

2.2.1 Le probléme de Cauchy

Théoréme 2.2.1 Si A et B sont continues sur I alors, pour tout (to,Yy) € I x R™, le

systeme

Y =AWl)Y + B (1), (E.D)

admet une solution globale unique.
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Preuve 14 Voir exercice 1.

Corollaire 2.2.1 Si A est continue sur I alors, pour tout (to,Yy) € I x R", le systéme

Y =A(t)Y,

(H.D)
Y (to) = Yo.

admet une solution unique.

Preuve 15 1] suffit d’appliquer le théoréme précédent sur la fonction vectorielle continue

B =0.

2.2.2 Le systéme homogéne et non homogéne

Théoréme 2.2.2 L’ensemble des solutions de (H), noté Sy, est un espace vectoriel de

dimension n.

Preuve 16 Montrons que Sy est un espace vectoriel : Considérons F (I,R™) [’ensemble
des fonctions vectorielles définies sur I o valeur dans R™. On rappel que cet ensemble est

un espace vectoriel sur R.
Puisque Sy :={Y € F(I,R") : Y est une solution de (H)} C F (I,R™) alors, il suf-

fit de montrer que Sy est un sous espace vectoriel de F (I,R") :

1. On a la fonction nulle O est une solution de (H). En effet, pour tout t € I, on a
0=0et A(t)0=0. Alors 0 = A(t)0. Ceci implique que 0 € Sy. Ainsi, Sy # @.
2. Soient ay, a0 € R et Y1,Ys € Sy. Alors, Y1 et Yy sont deux solutions de (H) .

Pour tout t € R, on a

(Y1 +asYa) (1) = arY] (1) + ¥y (1) = a1 (A (1) Vi (1) + s (A () Y2 (1))

= A (Y () + asYa (1) = A(t) (uYh + asYa) (1) .

C. o dire, (Y1 + asYs) (1) = A (t) (1Y) + auY3) (£) pour tout t € I. Ceci implique
que a1 Yy + a3 est une solution de (H). C. a dire, a1Y] + anYs € Sy.
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Montrons que dim Sy = n : On fize ty € I puis on considere la fonction ¢,, donnée

comme suit

¢t0 . SH — R"

Y o— ¢, (Y) =Y ()
1. Sotent a1, a0 € R et Y1,Ys € Sy. On a

Gy, (1Y + 2Y3) = (Y1 + 2Ys) (to) = a1 (to) + a2Ya (to)

= a1¢t0 (}/1) + ¢t0 (}/2) .
C. a dire,
vah Qo € R7v}/17 }/2 € SH : ¢t0 (QI}/I + (){2}/2) = a1¢t0 (3/1) + ¢t0 (3/2) .

Ceci implique (par définition) que ¢, est linéaire.

2. Soient Y1,Ys € Sy tel que ¢, (Y1) = ¢y, (Y2). Alors Y1 (o) = Y2 (to) . On pose Yy =
Y =A(t)Y,

Y1 (to) . On a'Y; est une solution de et Y: est une solution
Y (to) = Y1 (to) = Yo,
Y =A(t)Y,

de C’est a dire, Y1,Ys sont deux solutions du
Y (to) = Yz (to) = Y1 (to) = Yo.
Y' =A(@)Y,

probléme de Cauchy Ce probléme de Cauchy admet une solution
Y (tp) = Yp.

unique alors Y1 = Y.

C’est a dire, on a démontré que
Y1 Ya € it (6, (V1) = 6y, (V2)) — (i = Ya).
Ceci implique (par définition) que ¢,, est injective.
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Y =A(t)Y,
3. Soit Yy € R". Considérons la solution Z du systéme On a (par

construction) Z € Sy. De plus, ¢, (Z) := Z (ty) = Yo. C’est a dire, on démontré
que :

VYo € R",3Z € Sy : ¢, (Z) := Y.

Ceci implique que ¢, est surjective.
Conclusion : On a démontré qu’il existe un isorphisme (qui est l'application
linéaire bijective ¢, ) entre Sy et R", ceci implique que dim Sy = dimR". Mais,

dim R™ = n alors dim Sy = n.

Théoréme 2.2.3 Soit Y, une solution de (E). L’ensemble des solutions de (E), noté

Sg, est donnée par Sg = Sy +Y,.

Preuve 17 Montrons Sp C Sg+Y, et Sy +Y, CSg: SoitY € Sg. OnaY =7 +Y,

avec Z ==Y —Y, on a

! !

) =Y, () =(AOY () +B(1) - (A Y, 1)+ B(?))

p

Z(t) = (Y=Y,) @)=Y
= A)(Y(t)-Y,(t) =A(t)Z(t) pour toutt e I.

Clest o dire Z' (t) = A(t) Z (t) pour toutt € I. Done, Z :=Y — Y, est une solution de
(H). C’est a dire, Z :==Y —Y, € Sy. Ce qui implique Y = Z +Y, € Sy +Y,.

C’est a dire, on démontré que
VWW:YeSpg=YeSy+Y,.

Ceci implique que Sg C Sy + Y.
Soit, maintenant, Y € Sy +Y), alors il existe Z € Sy tel que Y = Z +Y,. Pour tout
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Y(t) = (Z+Y,) (t)=Z ) +Y, (t)=(A®)Z (1) + (A1) Y, (1) + B(t)
— AW (ZO)+Y, (1) +B({t)=A@®)Y (t)+B(t).

Clest a dire Y' (t) = A()Y (t) + B(t) pour tout t € I. Donc, Y =Y —Y,, est une
solution de (F). Ainsi, Y € Sg.

C’est a dire, on démontré que
VWwW:YeSy+Y,=Y cSg.

Ceci implique que Sg + Y, C Sg.

2.3 La résolvante du systéme homogéne (H)

Y' =A(t)Y,
On a vu que, pour tout to € I et Yy € R”, le systéme admet
Y (tO) - }/E)a

une solution unique. Notons cette solution par Y (.,tp,Yp). On peut remarquer que

Y (th th }/U) = }/E)

Lemme 2.3.1 Soient t,ty € I. Considérons la fonction fi;, définie de R"™ vers R™ par

Jeto (Yo) =Y (t,t0,Yo) . L'application fiy, est linéaire.

Preuve 18 Soient o, B € R et Yy, Zy € R™. Ona fiy, (aYo + 20) =Y (t,t0, aYo + 20) .
D’autre part, on considére la fonction définie sur I par G (t) = oY (t,to, Yo)+BY (t,t0, Zo) -
On a

G (1) = (aY (t,to,Yo) + BY (L, to, Zo)) = aY (L, to, Yo) + BY (¢, to, Zo)
= aA@)Y (t,t0,Yo) + BA(t)Y (¢, to, Zo) = A(t) (Y (L, t0, Yo) + BY (.10, Zp))
= A)G(1).
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et G (to) = aY (to, to, Yo)+BY (to,to, Zo) = aYo+52y. Ce qui implique que G est une solu-

. Y =A@)Y, . .
tion de De l'unicité de la solution, on trouve queY (t,ty, aYo + Zy) =
Y (to) = oYy + BZ.
G (t). C’est a dire, Y (t,tg, Yy + Zy) = aY (t,to, Yo)+BY (t,t0, Zo) . Ainsi, fir, (@Yo + S2) =

A fro (Y0) + Bfito (Z0) -

Définition 2.3.1 La matrice associée & fiq, est appellée la matrice résolvante de (H)

(0w brievement la résolvante). On la note par R (t,ty).

Théoréme 2.3.1 On a
1. Vtto € I: R(tt)) € M, (R).
2.Vt to € I: R(tto) Yo=Y (t to, ).
3. ¥ty € I : R(to,to) = I,. Ici, I, représente la matrice identité.
4.Vt s,m€l:R(t,s)R(s,7)=R(t,T).
5. Vt,s €1:R(t,s) est inversible et on a (R (t,s))" = R (s,t).
6. Vi, to € I: LR (t,tg) = A(t)R(t o).

7.Vt to € 1: LR (to,t) = —R(to,t) A(t).

Preuve 19 1. De la définition de la matrice associée o une application.
2. Soient t,tg € I. On a R (t,to) Yo = fi1, (Yo) =Y (¢, t0,Y0), d'ou le résultat.

3. Soit ty € 1. Soit Yb e R" On a R(to,to)Yb = Y(to,to,Yb) = Yb = Ian C’est a

dire, on a montré que
VYE) € R™ : R(to,to) YE) = Ian

D’aprés la propriété algébrique (voir exercice 2), on trouve R (tg,to) = I,.

4. Soit Yy € R™. Soient r,s € I. On pose Y1 = R (s,1)Yy et on définit deuz fonctions
[ et g comme suit f(t) = R(t,s) R(s,7) Yo et g(t) = R(t,r) Yo pour tout t € I.
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Y =A(t)Y,
Ona f(t)=R(t,s)Y1 =Y (t, s Y1) est une solution de D’autre
Y (s) =Y.

part, g est aussi une solution de ce systéme (Pour toutt € I onag (1) = A(t) g(t)
et g(s) = R(s,r) Yo =Y1). d’aprés l'unicité de la solution, on trouve f = g. Ce qui
implique, d’aprés la propriété algébrique, le résultat.

5. Soient t,s € I. On a R(t,s) R(s,t) = R(t,t) = I,. Ce qui implique le résultat.
(Rappelons que si une matrice est inversible a droite alors elle est inversible et son

inverse est égale a l'inverse a droite).

6. Soient t,ty € 1. Soit Yo € R™. On a

d d d

<£R(t,to))yo = o (R(t10) Yo) = =Y (1,0, Yo)

C’est & dire (LR (t,t0)) Yo = (A(t) R (t,t0)) Yo.

7. Soient t,to € I. On a R (t,t0) R (to,t) = I,, alors 4 (R (t,t0) R (to,t)) = 0, mais

FRER00) = (FR00) R0+ R (FR060)

— AORE ) R0 + Rt (R 000)

= A(t) I, + R(t 1) (%R(to,t)>

— A(t)+ R(tt) <%R(to,t)) ,
alors A(t) + R (t,to) (LR (ty,t)) = 0,. Donc LR (tg,t) = — (R(t,t0)) ' A(t) =

“R(to, ) A(t).

2.4 Le systéme fondamental de (H)
Soient Y1,Ys, ..., Y, € F([,R").
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Définition 2.4.1 On dit que {Y1,Y2,...,Y,} est un systéme fondamental de (H) si
1. Y1,Ys, ..., Y, sont des solutions de (H) .

2. Y1,Y5, ..., Y, sont linéairement indépendants. C’est a dire :

Vag,ag,..;an € R: (Y1 + @Yo+ ..+ a,Y, =0) = (g =aw = ... = a,, = 0).
t -1
Exemple 14 Pour tout t € R, on pose Y, (t) = , Yo (t) = et A(t) =
1 t
1 £l
2
R
! ! ]'
1. Montrons que Y; et Ys sont deux solutions de Y = A(t)Y : OnaY; (t) =
0
to1 t 1 ,
et A(t)Y;(t) = # = alors Y, (t) = A(t) Y1 (¢) pour
-1 t 1 0

tout ¢ € R. Ce qui implique que Y; est une solution de (H). De méme, on montre

que Y5 est aussi une solution de (H).

2. Montrons que Yy et Yy sont linéairement indépendants : Soient o, 5 € R tels que

aY; 4+ BY, =0. On a

(Y1 +08Y,=0) = (Y1 (t)+B8Y2(t) =0,Vt € R)

t .
1 t
at — 3 at—p3=0
=0,VieR | = Vte R
a+ [t a+pt=0
at— =0 . . :
Vt € R représente une infinité d’équations de deux inconnues « et
a+pt=0

(. Mais, on sait que pour trouver les inconnues « et (3 il nous suffit deux équations
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non équivalentes. Pour cela, on prend les deux équations données par la valeur
t = 0. Ainsi, on obtient a = § = 0. Par conséquent, Y; et Y5 sont linéairement

indépendants.

Théoréme 2.4.1 Soit {Y1,Ys,....,Y,} un systéme fondamental de (H). On a Sy =

[{Y1,Ys,....,Y,}] . Rappellons que par définition

{Y1,Ys, . .. Yo} ={Y e F(I,R") /)Y = a1 Y1 + aoYo + ... + a,,Y}, avec aq, g, ..., o, € R} .

Preuve 20 {Y1,Y3,...,Y,,} est un systéme fondamental de (H) alors {Y1,Ys,...,Y,} est
un systéme linéairement indépendant. Puisque card{Y1,Ys,....Y,} = n = dim Sy alors

{Y1,Ys,...,Y,} est une base de Sy. Ce qui implique que {Y1,Y5s,...,Y,} engendre Sy.

t -1
Exemple 15 Pour tout t € R, on pose Y, (t) = , Yo (t) = et A(t) =
1 t
(ot | \ ,
g L) Puisque {Y1,Ys} est un systéme fondamental de Y = A ()Y alors
Sy = [{V1, Y2} = {Y € ]:(R, R2) /Y = a1Y] + aYs avec aq, an € ]R}

= {Y € F(R,R?) /pour tout t € R: Y (t) = oY) (t) + uY> (t) avec aq, ap € R}

9 Oélt—OéQ
= (Y e F(R,R?) /pour tout t e R:Y (t) = avec ag, a9 € R

oy + O./gt

Remarque 2.4.1 La solution générale de (H) est donnée parY = c1Y1+cYa+...+¢,Y,

avec ci1,Ca, ..., C, € R.

2.5 La matrice fondamentale de (H)

Définition 2.5.1 La matrice dont ces colonnes représente un systéme fondamentale de

(H) s’appelle la matrice fondamentale de (H). En d’autre term, on dit que M est une
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matrice fondamentale si M = (Y1...Y,) avec {Y1,Ys,....,Y,} est un systéme fondamental

de (H).

t —1
Exemple 16 Pour tout t € R, on pose Y; (t) = , Yo (t) = et A(t) =
1 t
1 to1 , \ ,
EwE L, . Puisque {Y1,Y2} est un systéme fondamental de Y = A(t)Y. Pour
t —
tout t € R, on pose M (t) = (Y1 (t)Ys(t)) = . Alors M est une matrice
1 ¢

fondamentale de Y = A(t)Y.

Théoréme 2.5.1 Soit M une matrice fondamentale du systéme (H) . Alors

1. Pour toutt € R ona M' (t) = A(t) M ().

2. La solution générale de (H) est donnée par Y = MC' avec C € R™.

Preuve 21 M est une matrice fondamentale du systéme (H) alors M = (Y;...Y,,) avec

{Y1,Ys,...,Y,} est un systéme fondamental de (H) .

1. On a

M () = M) .Yat) = (Y{ (t)..Y (t)) = (A Y1 (t) ... A1) Ya (1))
= A(t) (Y)Y (1) = A(t) M ().

2.0n aY(t) = aY1(t) + cYo(t)+ ... + ¢, Y, (t) = (Y1(t)..Y,(t)C avee C =
e R™

Cn
2.6 Le wronskien d’un systéme de solutions de (H)
Soient Y7, Y5, ..., Y, € Sy.
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Définition 2.6.1 Le wronskien de {Y1,Ys,...,Y,}, noté W, est le déterminant de la ma-

trice dont les colonnes sont Y1,Ys, ... et Y, :
Vie I :W(t):=det[Yy(t)...Y, (1)].

Théoréme 2.6.1 Soient Y1,Ys, ..., Y, € Sg. Les trois propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

1. Vtel:W(t)#0.
2. EltOGIW(tO)?éO

3. Y1, Y5, ..., Y, sont linéairement indépendants.

Preuve 22 1. 1 = 2)Ewvident car (Vt: P (t)) = (3to : P (o)) -

2. 2 = 3)W (to) # 0 implique que Y1 (to),Ys (to), ..., Yn (to) sont linéairement in-
dépendants. D’aprés l’exercice 4, on trouve que Yi,Ys,....,Y, sont linéairement in-

dépendants.

3. 3 = 1)Puisque Y1,Ys, ..., Y, sont des solutions de (H) et qui sont linéairement
indépendants alors d’aprés ’exercice 4 on trouve que Y7 (t),Ys (1), ..., Y, (t) sont L.

I pour tout t € I. Ceci implique que W (t) # 0 pour tout t € I.

2.7 La résolvante et le systéme non homogeéne

Théoréme 2.7.1 Soient (to,Yy) € I x R™. La solution du systéme (E.D.) est donnée
par

‘v’tGI:Y(t):R(t,to)YOﬂL/tR(t,u)B(u)du.

to

Preuve 23 Considérons la fonction définie sur I par Z (u) = R (tg,u)Y (u). Soitu € I.
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On a

Z'(w) = o (R(to,u)Y () =~ (R (fo,)) Y () + R (1o, )Y (1)
— (“R(tou) A(w)Y (u) + R (fo,u) (A (1) Y (u) + B ()

= R(to,u) B (u).

C’est a dire

Vuel:Z (u) =R (ty,u) B (u).

Ce qui implique que

VtEIZ(t) :Z(t0)+/tR(t0,U)B(u)du

to

Ainsi

Vt € I:R(to,t)Y (t) = R (to,to) Y (o) + /tR(to,u) B (u) du.

to
Alors
t
Ve T:Y () = R(tto) LY (to) +/ R(t,10) R (to, u) B () du.

to

D’ow le résultat.

Corollaire 2.7.1 Soient (ty,Yy) € I x R". La solution du systéme (H.D.) est donnée
par

VteI:Y (t) = R(tt) Yo.

Preuve 24 1[I suffit d’appliquer le théoréme précédent sur B = 0.
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2.8 Exercices

Exercice 1

B:I—R"
) A: I — M, (R) by (%)
Soient et ' . On suppose que A
bn (1)

et B sont continues sur [.

1. Montrer que toutes les solutions maximales de Y = A (t)Y + B (t) sont globales.

2. Montrer que, pour tout (Zy,Yy) € I x R", le systéme

Y'=A1)Y + B (1),

(E.D)
Y (o) = Yo.

admet une solution globale unique.

Solution 1 Considérons la fonction f définie sur I x R" par f (t,Y) = A(t)Y +B(t) .

On peut voir que f est continue.

L. Soit (£,Y) € IXR™ Ona [|f (£, V)| = [A®)Y + B@)| < [[B@)I+[AO Y-
Ainsi, ils existent deux fonctions continues ¢,k : I — Ry (Ici ¢(t) = || B(t)] et

k(t)=||A(t)|) telles que

V(6Y) e IxRf(Y) <c()+ k@Y

Ceci implique, d’aprés le ch 1, que toute solution maximale de Y’ = f (t,Y) est
globale.
2. Soient ¢ € I et ¥1,Y; € R™. On a [[f (Y1) = f(6Y2)ll = A () (i = Va)| <

| A (©)]] ||IY1 — Yz|| . Ce qui implique que f est globalement Lipschitzienne, par rap-
port & y de rapport k avec k : [ — R continue (ici k (¢t) = || A (¢)||). Alors, ’aprés
le ch 1, le probléme de Cauchy (E.D.) admet une solution globale unique.
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Exercice 2 (Propriété algébrique (P. A.))
Soient C,Cy € M,, (R). Montrer

(\V/X eR", ChX = CQX) - (01 = 02) .

Réponse 2 : On considére f; et fy les deux applications associées (resp) a Cy et Cs.

Alors

(VX e R",C1X = (,X) = (VX eR", £, (X) = fo(X))
= (fi=/fo) = (C1=0Cy).

Exercice 3

1. Questions de cours : Donner la définition de la matrice résolvante (ou briévement,
résolvante) du systéme (H). Quelle est la relation qui existe entre la résolvante de

(H) et la solution du systéme (H.D.).

. , : Y1 = Ay,
2. Soient A1, A2 € R. Calculer la résolvante du systéme ,
Yg = Aaya.

Solution 3

1. Voir cours.

L= My ety (to) = Yo
2. Soit Yy = Yo € R2. Le systéme y,l 11 et 41 (fo) = g0 est équivalent
Y20 Yo = A2y et Yo (to) = Yoo
Y' =AY, A0
a Avec A = ' LY = u et Yy = Y10
Y () = Yo. 0 A Yo Y20
. . Y' = AY,
Soient Y (., %9, Yy) la solution de et (v1 (-, t0,%10),Y2 (-, to,y20)) la
Y (to) = Yp.

L=\ et to) = Y1o-
solution de ! 11 et 91 (fo) = y10 . On peut montrer que Y (¢,tg,Yy) =

Yo = Aoy et Yo (fo) = 0.
(y1 (t,to, y10) , Y2 (t, to, y20)) - Mais, d'une part, Y (¢,to,Yy) = R(t,to) Yo. D’autre
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part, on a (y1 (£, to, y10) , Y2 (£, to, Y20)) = (M 70)y0, e2(=10)y0q) . Alors

ehilt=to) Y10

R(t,to) Yo = (eAl(t_tO)ylo,6)‘2(t_t°)yzo) =
0 eh2(t=to) Y20

ekl(t—to) 0
- Yy.
0 ekz(t—to)
Ainsi,
et (t—to) 0
VY € R*: R(t,ty) Yo = Y.
O €>\2(t_t0)

ehilt=to)

D’aprés la propriété algébrique (P. A.), on trouve R (¢,t) =

Exercice 4

1. Question de cours : Soient ty, € [ et Y7,Y5,...,Y, des fonctions vectorielles
définies sur un intervalle I a valeurs dans R". Donner la définition de I'indépen-
dance linéaire de Y7,Y5,....Y,,. Puis, la définition de l'indépendance linéaire de
Y1 (to), Y2 (to) s -y Yo (f0) -

2. Montrer que s'il existe tg € I tel que Y (to),Ys(to), ..., Yn (to) sont L. I alors
Y1,Y5, ..., Y, sont L. I.

3. Montrer que si Y7,Ys, ..., Y, sont L. I alors on ne peut rien dire sur l'indépen-

dance linéaire de Y; (t),Y> (f), ..., Y, (t) avec t € R. (Indication : Considérer n =

t 1
2,Y1<t): ) ,}/g(t): ,t0:2ett1:1.)
t

A retenir : Pour trouver k inconnues, il nous suffit k équations linéaires

algébriques non équivalentes.

4. Est ce que Y; et Y, (données dans la question 4) peuvent étre des solutions du

méme systéme de type Y = A (1) Y.

5. Montrer que si Y7,Ys, ..., Y, sont des solutions d'un systéme Y = A ()Y et qui
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sont L. I. alors pour tout t € I on a Y; (¢),Y2 (%), ..., Y, (t) sont L. L.
Solution 4

1. Voir cours.

2. Soient ay, ag, ..., ay, € R tels que oY) + anYs + ... + .Y, = 0 (fonction nulle) alors

pour tout ¢t € I on a

a1Y1 (t) + aoYs () + ... + a, Yy, (1) = (Y1 + aoYo + ... + 0, Yy,) (1) = 0.

Ainsi, pour ¢ = t5 on obtient a;1Y] (to) + aoYa (to) + ... + Y, (to) = 0. Puisque
Y1 (to), Ya (to) ..., Y (fo) sont L. L. alors a; = ag = ... = v, = 0. C’est a dire, on a

montré que

Voag, g, .oan € R (1Y) +anYo + oo+, Y, =0) = (o = e = ... =, = 0).

Ce qui implique, par définition, que Y1, Y5, ..., Y, sont L. L.

3. Soient aq, as € R tels que a1Y; + asYs = 0 alors

VtEI:RalYl(t)—i—onYQ(t):O

Ceci implique que

t 1
ViteR: oy + g =0.
1 t
Ainsi
a1t+a2 = O,
VieR:
(e%] —|—042t = 0.

On s’intérresse a trouver les valeurs des inconnues oy et s : Il nous faut deux
équations non équivalentes. Donc, on prend, par exemple, ¢t = 0 on trouve oy =

as = 0. Ainsi, Y7 et Y5 sont L. I. Mais on a
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2 1
(a) Y1(2) = et Y5 (2) = sont L. I. car det( V1 (2) Ys(2) ) —

1 2
—340.
1 1
(b) Y1 (1) = et Yo (1) = ne sont pas L. L. (ils sont liés) car Y7 (1) =

1 1

1

Y2(1) =
1

Ainsi, si Y7, Ys, ..., Y, sont L. I alors on ne peut rien dire sur I'indépendance linéaire

de Y (t),Y5(t),..., Y, (t) avec t € R.

. Par I’absurde, on suppose que Y] et Y5 peuvent étre des solutions du méme systéme

) 1
de type Y = A(t)Y. Puisque Y; (1) = Y5 (1) = alors Y et Y, sont deux
1
Y =A(t)Y,
solutions du méme probléme de Cauchy 1 D’aprés 'unicité de
— E

la solution de ce systéme, on trouve Y; = Y5. Contradiction.

. Soit t € I. Pour ne pas confondre avec la variable ¢, on la note par ty. Soient
aq, Qg ... € R tel que 1Yy (tg) + anYs (o) + ... + @Yy, (t) = 0. Considérons la
fonction Z définie par Z = a1 Y] + asYo + ... + a,,Y,,. Soit t € I. On a

Z'(t) = (Y14 @Yot ..+ aY,) () = arY; (t) + aaY; () + ... + @Y, (1)

= wADY () 4+ A Yo () + ...+ anA ()Y, (t) Car Y1,Ys, ..., € Sy
= A®) (Y1 (1) + a2Ya () + ... + Y (1))

= AW Z().

Ainsi, Z est une solution de Y’ = A (¢)Y. D’autre part, on a Z (to) = o, Y (to) +
asYs (to) + ... + @, Yy, (tg) = 0. Clest a dire Z (tg) = 0. Ainsi Z est une solution
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Y =A@M)Y, S . :
du systeme Ceci implique d’aprés I'unicité de la solution de ce

systéme que Z =Y (t,t9,0) = R (t,t5) 0 = 0. C’est a dire a1 Y1 + Yo+ ...+, Y, =
Z = 0. Puisque Y7,Y5,...,Y,, sont L. I. alors a1 = as = ... = «,, = 0. C’est a dire,

on a montré que pour toutt € R on a
Vag,ag,..,an € R (Y1 (1) + Yo (B) + ...+ a,Y, (1) =0) = (g =g = ... = a,, = 0).
Ceci implique que

Vie R, Y (t),Ya(t),....,Y, (t) sont L. 1.

Exercice 5

1. Questions de cours : Donner la définition d’un systéme fondamental de solutions
de (H). Quelle est la relation entre le systéme fondamental de (H) et 'ensemble

Sy (Ensemble des solutions de (H)).

! 1 t
=3 +e ,
2. Considérons le systéme v =35 Y2)

o =3 (" —42).
(a) Ecrire ce systéme sous la forme (H).

e 1
(b) On pose Y1 (t) = et Y (t) = . Montrer que {Y7, Y5} est un
1 —et

systéme fondamental de solutions de (H).

(c) Trouver I'ensemble Sp.

Solution 5

1. Voir cours.

Y1 =2 (1 + €'ya),

N , . /
2.a Le systeme peut s’écrire sous la forme Y = AY avec

Yy =2 (e7'yr — 1) -

~+

€ n

N =
N[

A= et Y =

N |=

e — Yo

N [—=
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2.b Pour montrer que {Y7,Y>} est un systéme fondamental de solutions de (H), on

montre que Y; et Y3 sont deux solutions de (H) et qu’ils sont linéairement indépen-

dants :

On a Y] (t) =

t

0

et A(t)Y: (t)

1 1
2 2
1t _ 1

2€ T3

t t

€ (&

alors
1 0

Y, (t) = A(t) Y1 (t). Ce qui implique que Y; est une solution de (H). De méme, on

montre que Y3 est aussi une solution de (H). D’autre part, on a

W(t)=det (Vi (1) Yi(t) ) = det

et

1 —et

—2£0

pour tout ¢t € R alors {Y7, Y5} est un systéme linéairement indépendant.

2.¢c On a

S

={Y e FR,R") /Y = a1Y] + Y5 avec oy, ap € R}

= {YeEFRR)Y/NteTl Y (t)=a1Y1(t) + axYs (t) avec ag,an € R}

= (YeFRR)YNtel:Y(t)=a

= JYEeFRR)Ntel:Y(t)=

Exercice 6

Considérons le systeme Y' = A (t)Y...... (H) ot A (1)

t € R, on pose Y; (t) =

oot
2 et Vs (t) =

_67+t

e

1

+ g

arel + ao

a1 — et

1
avec aq,as € R

avec aq, a9 € R

. Pout tout

1. Montrer que {Y7, Y2} est un systéme fondamental de solutions de (H) .Question 1 :

Montrer que {Y7, Y5} est un systéme fondamental de solutions de (H).

2. En déduire la solution de (

H).

3. Donner la matrice résolvante.
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Solution 6

1. Il suffit de montrer que Y7, Y5 sont deux solutions de (H) et qu’ils sont linéairement

indépendants (W (¢) # 0 pour tout ¢t € R) : On a

B (5+) (4 1) A
-}/vl (t) = t2 = t2 ! - t2
—67+t (—e 2 +t> - (t + 1) 67+t
t+3 2 ﬁ-f—t (t + 1) ﬁ-‘rt
€2 e 2
A (t) Yy ( ) = 42 = 42
-4 t-3 —ea —(t+1)eztt

alors Y] (t) = A(t)Y;(t). Ce qui implique que Y; est une solution de (H). De

méme, on montre que Y5 est aussi une solution de (H). D’autre part, on a

2 2
t t
67+t =5 —t

Wit)=det (i (1) Yi(t) ) =det ——e’ £0

t2 2
—eztt _2e3t

pour tout ¢ € R alors {Y7, Y5} est un systéme linéairement indépendant.

2. Puisque {Y7,Y5} est un systéme fondamental de solutions de (H) alors pour tout

teRona

clegﬂ + CQ€§7t
Y (t) =aYi(t) + Y () = 2 avec cq, ¢ € R.

214 Lt
—c1e2 7t — cy2e

3. La matrice définie pour tout t € R par M (t) = (Y1 (t) Ya (¢)) = 2 2
—e2 1t —2e7 7t

est une matrice fondamentale de (H). Ainsi la matrice résolvante de (H) est donnée

par
-1
t2 . t2 t2
1 ez Tt ezt e‘zQHO e‘zQ*tO
R(t,to) =M (t) M (ty) = 2 2 2 2
—eztt —2e7 7t —e2 Tl —9ez o



2 2 -1
5 +to e3 —to
Calculons 2 2 : Appliquons le résultat suivant : Si ad—cb # 0
-0 20
— +to  _ to
ez 2e2
~1
a b . d —b
alors = .) Pour trouver
ad—cb
c d —Cc a
3 g\ 2 3
ez +to ez —to 2 —26 ) —to —e2 —to
t2 t2 =—€ " t2 t2
—edtto  _9peF—t0 e tto e tto
Ainsi
i =4 ﬁ—t ﬁ—t
.2 e? €2 —2e2 70 —e 270
R (t’ to) — —e 0 t2 t2 ﬁ 2
—e2 +t _26772t e +t0 e +t0
2 2 2 2
t t +2 t +2 t +2 t
ez teto—F _ 9T He—Fte T teto—F _ oG Hte—3 —to
- t2 2 t2 2 2 t2

Exercice 7

2 =1
Considérons le systeme Y = A (1) Y....(H)on A(t)= [ * ¥ |.OnposeY;(t) =
2 0
2 t
et Ys (1) =
t t?

Questions 1, 2 et 3 comme 1’exercice 6

. . . Y =A{)Y + B(t)
Question 4 : En déduire la solution de ou B (t) =

Y (to) =0

[l L

Solution 7

La solution de ce systéme est donnée par

‘v’tGI:Y(t):R(t,to)YOﬂL/tR(t,u)B(u)du.

to
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Calculons R (t,ty) :

Rtt) = MMM (to) = (vi(t) Y20 ) (i (ko) 3”2@0))_1

—1
[zt (2t} _=2([3 1t o
= 2
t to 12 o\t ¢ —ty 1
26 1 _ ¢
_ -1+ 7 w8
22 2t _ 2
—2t + ot L2
Ainsi
t
Y(t) = R(t,to)}/()+/ R (t,u) B (u) du
to
t 1+ 1_ L 1
o [ R R ()
to 2t + % % — % 1
t t
_ /t o . fto Ldu _ tftou 2du
to 2—22 tz Z—zd 2 fti u2du
—1 -1 t
_ —t(t71 =ty ") %
2 (4-1 -1 t2
—t2 (7t =t ") &
4
Cest adire Y (1) = | » pour tout ¢t € I.

Remarque : Si ¢ty € ]0,+oo[ on prend I = ]0,+00] et si tg € |—00,0[ on prend
I =]—00,0].
Exercice 8

1. Question de cours : Citer les propriétés de la résolvante.

2. Montrer que R (., %) est une solution dans M,, (R) du systéme

M = A(t) M,
M (to) = I,.

(S.R.)
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3. Soit D (., tg) une solution du systéme (S.R.). Montrer D (¢,ty) = R (t,ty) pour tout

t,ty € 1.
. . : : Y =A@®)Y,
4. Application : Soit (eq, ea, ..., e,) la base canonique de R" et Y; la solution de
Y (to) = €;.
Montrer que R (t,t9) = (Y1 (t) Y2 (¢)...Y, (t)) pour tout ¢t € I.
Solution 8
1. Voir cours.
d
LR (t,ty) = At) R (L, to),
2. D’aprés les propriétés de la résolvante, on a altltto) () B(t,10) Alors

R (to, to) = I,,.
R (.,tp) est une solution dans M,, (R) de (S.R.).

3. Puisque R (., o) est aussi une solution de (S.R.) alors on conclut par l'unicité de la

solution du probléme de Cauchy (S.R.).

4. Soitte€ I.On a

!

MY (1) Yo (1) = (Y (0 (1) Y, (1) = (AD Vi () A () Ya (1) A (1) Yo (1)
= A (V1) Y2 ()Y, (1)),

Donc (Y1Y5...Y,,) est une solution de M’ = A (t) M. D’autre part, on a
(YI}/QYn) (to) = (Yi (to) ng (to) Yn (t())) = (6162...€n) = In

Ainsi (Y1Y5...Y,,) (to) = I,,. On déduit que (Y1Y5...Y;,) est une solution de (S.R.).
Exercice 9

1. Question de cours : Donner la définition de la matrice fondamentale. Citez ces
propriétés.

2. Soit M une matrice fondamentale du systéme (H).

(a) Montrer que, pour tout ¢ € I, lamatrice M () est inversible. Posons M~ (t) :=
(M ()"
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(b) Soient ty € I, Yy € R". On considére la fonction Z définie par Z (t) =
M (t) M~ (ty) Yy pour tout ¢ € I. Montrer que Z est une solution du systéme
(H.D.) . Puis, déduire la relation entre la résolvante et une matrice fondamen-

tale.

3. Soient M; et M, deux matrices fondamentales de (H). Montrer qu’il existe une
matrice constante et inversible C telle que M; = M>C. Que représente ce résultat.

W(t)

Wiie)" Ici W est le wronskien

4. Montrer que, pour tout t,ty € I, on a det R (t,tg) =

de la matrice fondamentale M.
Solution 9

1. Voir cours.

2.a Puisque M est une matrice fondamentale du systeme (H) alors M = (Y1Y5...Y,,)
avec Y7, Ys, ..., Y, n solutions de (H) qui sont L. I. On a

Vtel:det M (t) =W (t) #0.
Ainsi
Vit € I:det M (t) #0.

Ce qui implique que, pour tout ¢ € I, la matrice M (t) est inversible.

2b Soitt € I. On a

!

Z'(t) = (M(@t)M™ (o) Yo) = M (£) M~ (1) Yo

= A(t) M (t) M~ (ty) Yy car M est une matrice fondamentale

= A@)Z(1).
Cest a dire Z' (t) = A(t) Z (t) pour tout ¢t € I. D’autre part, on a

Z (to) = M (to) M~ (to) Yo = M (to) (M (ty)) ™" Yo = I,Yy = Y.
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C’est a dire Z (tp) = Y. Ainsi Z est une solution du systéme (H.D.).

La relation entre la résolvante et la matrice fondamentale : Puisque Z est une

solution du systéeme (H.D.) alors R (.,t) Yo = Z. Ainsi
VY, € RVt € I: R(t,tg) Yo = M (t) M~ (t9) Y.
D’aprés (P. A.), on trouve
Vtel:R(tty))=M(t)M*(t).

3. Soit ¢t € I. Puisque M; et M, sont deux matrices fondamentales de (H) alors d’aprés
la question précédente R (t,ty) = My (t) My (to) et R(t,to) = My (t) My (o).
Alors My (t) M7t (tg) = My (t) Myt (to) . Ainsi My (t) = My (t) Myt (to) My (to) .
Posons C' = M, (to) M (t5) . On a

(a) C est une matrice constante car elle ne dépend de la variable ¢.

(b) C est une matrice inversible car c’est le produit de deux matrices inversibles :
M; (to) est inversible (d’aprés la question 2a) et My (to) = (Ms (to)) ™" est
inversible car l'inverse d’une matrice inversible est une matrice inversible.C'

vérifie M1 = MQC

4. Pour tout t,tg € I, on a

det R (t,t) = det (M (t) M~" (o)) = det M (t) det M~ (to)
1 detM(t)  W(t)

= et M) G A T ) ~ Aot M (o)~ W (to)’

Exercice 10 (Méthode de réduction d’ordre)

Partie I : Considérons le systéme

Y = A@)Y. (1)
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Soit X une solution (connue) de (H) telle que x; # 0. Soient ¢ une fonction scalaire et

Z une fonction vectorielle non nulle telle que z =0 et Z' = AZ — ¢ X.

, . ’ = )
1. Montrer que les composantes de Z vérifient z; = g:g (aij — ;—ialj) zj, pour tout

i =2,...,n. Puis déduire que ¢ = [ x—ll > ih 12

2. On pose Y = ¢X + Z. Montrer que {X,Y} est un systéme fondamental de (H).

1
= =1
Partie II : Application On prend I =]0,+oo[ et A (t) = i )
2t
t2
1. Montrer que X (t) = est une solution de
—1
1 -1
r t
Y = L Y. (Sys)
t2 t
i 0
2. Trouver une solution de (Sys) sous la forme Y = ¢X + Z avec Z =
)
Déduire la solution générale de (Sys).
r_ 1
= Ly — s + 1,
3. Déterminer la solution générale du systéme : it b

Yo = Sy + 2y — 2.
Solution 10

PartieI:

1. OnaZ = AZ = ¢'X alors (7), = (42 = ¢'X) donc

j=n j=n
Z; = (AZ)Z — ¢/ (X)z = Zaijzj — ¢/$i = ;121 + Zaijzj — ¢,xi
j=1

=2

Jj=n
i
= E a;jzj — ¢ x; car z; = 0.

=2
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C’est a dire

Jj=n
!
2 = (ijzj — ¢ Li-
Jj=2
. - . A j=n L ! I Jj=n aij :
Ainsi, pour i = 1 on obtient 0 = z; = 3 77y a1z, — ¢ @1 alors ¢ = > 7, T4z Si

on remplace dans 'identité précédente on trouve le résultat.

Pour ¢ : On a ¢ = fgb fZi_g 211] —fi i 5 A1;2j.

2. Soitt€I.0On a

!

Y ()= (X +2) (1) =¢ X (B)+o(0) X () +7 (1).

Puisque X' (t) = A (t) X () (car X une solution de (H)) et Z' = AZ — ¢ X alors

!

V(1) = ¢ X0 +o0)AMX0)+ (A0 Z0) -6 ()X 1)

= AWM (@)X (1) +2(1) =AY ().

Ce qui implique que Y est une solution de (H).

Montrons que {X,Y} est L.I. : Au début, on note que puisque Z est une fonction
non nulle alors in existe k£ # 1 tel que 2, # 0. Soient «, § € R tel que a X +8Y =0
alors aX + B (¢ X + Z) = 0 ainsi (a + 5¢) X + fZ = 0 ceci implique que

(a+ Bo)z1 = (a+ Bo) x1 + Bz1 = ((a + Bd) X + Z), =
(a+ B9) xr + Bz = (a4 o) X + 8Z), = 0.

o+ 1 =0.
C’est a dire ( Bo) e Puisque 1 # 0 alors a + ¢ = 0. Rem-

(o + Bo) xy + Bz = 0.
plagons dans la deuxiéme équation pour trouver Sz, = 0 ainsi § = 0 car z; # 0.

Finalement, il est facile de voir que a = 0.

Partie II : Application
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. : 2t T -1 2
1. Soit t € I. On a X (t) = et A() X (t) = L, =
-1 71 —t
o ,
alors X (t) = A(t) X (t) pour tout t € I. Ce qui implique que X est une
—1

solution de (Sys).

2. On a vu dans la question 1 de la premiére partie que les composantes de Z vérifient

j=n

!
Ri = 2. 5=2

<al-j — %alj) zj, pour tout ¢ = 2,...,n = 2. Alors

4 = (a3 )= 2450 )} 5 0 = (o)~ 2502 0) 220

2 T (t) T (t)
2 —t
t

— t_2 (—1)) Z9 (t) = —29 (t) .

|

C’est & dire 2z, (£) = 125 (t) . Résolvons cette équation pour trouver z; (t) = Ct avec
C € R. Puisque on s’intérresse a une seule solution Y donc & une seule fonction

non nulle Z on prend C' = 1. C’est & dire 25 (t) = t. Ceci implique que Z (t) =
0 0

Z9 (t) t
Trouvons ¢ : On a

j 2

1 &
o) = /iﬁl(t) z_;

an; (1) 2 (t) dt — / (%@)au () 2 (t)) dt

t2
Cest adire ¢ (t) = —Intavecc = 0. Ainsi Y (t) = ¢ (t) X (H)+Z (t) = —Int +
—1
0 —t*Int
t tint +1t

Puisque {X, Y} est un systéme fondamental alors la solution générale de (Sys) est

définie par Yo = aX + Y = ... avec o, 5 € R.
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Exercice 11

1. Soient {Y7,Ys,...,Y,} un systéme fondamental de (H) et Ay, Ao, ..., A\, des fonctions
de C* (I, R).
Montrer que si ()\; (15)>i:1 o= M~Y(t) B(t) pour tout t € I alors Y = A (1) Y] +
..+ A (1) Y, est une solution du systéme non homogéne Y' = A ()Y + B (t).

2. Questions de cours : Soient t5 € I et Yy € R™. Donner la définition de la solution
générale et de la solution particuliére. Puis, donner la formule de la solution des

systémes suivants (en précisant le type de solution : générale ou bien particuliére)

Y AQY Y':A(t)Y,’Y, AWDY + B et Y =A@)Y +B(1),
Y (to) = Yo.

3. Considérons le systéme Y’ =

147t el —elo
(a) Montrer que R (t,tg) = pour tout ¢,ty € [ = R.
—e —t 1 + eto t

) 1 €
(b) Résoudre les systémes V' = 1 VetY =1 Y +

et -1 et —1
1
t

)
) 1 €
Y =1 Y,
et -1
(c) Utiliser deux méthodes pour résoudre les systémes
1
Y (1) =

0

.
., 1 € 1
Y =3 Y + ,
et —1 t
et
1
Y1) =
0
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Chapitre 3

Systémes linéaires a coeflicients

constants

3.1 Meéthode de ’exponentielle de matrice

3.1.1 L’exponentielle de matrice

Ak = évé si k e N¥,
Soit A € M, (R). On pose k fois Ici I, représente la matrice
A =1,.
identité.

Considérons la série définie comme suit :

Bl =12k si k€ N*,
avec
0! = 0.

. . k
Lemme 3.1.1 La série Y ., 4r est convergente.

k All* : . o .
Preuve 25 On a H%H < | k',' . Majs ‘k, représente le terme général d’une série



L, . K
numérique convergente, alors ZZOZO % est normalement convergente. Donc, elle est con-

vergente.

Définition 3.1.1 L’exponentielle de la matrice A, noté e?, est la quantité o ’2—?. C.

a dire et == 572 ATT’
Exemple 17 Calculons [’exponentielle de la matrice A = . Montrons, par
0 0
récurrence, que pour tout k > 1 on a AF = A.
Pour k=1, on a Al = A.
On suppose que A¥ = A alors
AR b g — 11 11 _ 11 _4
0 0 0 0 0 0
C. a dire, A*' = A.
Ainsi
B [e%9) Ak 0 [e%9) Ak k=l A
=0 =1 =1

0
k=l k=l
k=1 k=1

e e—1
= In+(el—1) =
0 1
11
e e—1
C’est a dire, e 00 =
0 1

Théoréme 3.1.1 Soient A, B € M,, (R).
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1. On a e’ = 1I,. Ici, 0,, représente la matrice nulle.

2. S8i A et B commutent, c. & dire AB = BA, alors e8P = edeb.

3. e est une matrice inversible et on a (eA)fl = e 4,
4. La fonction : ®) est dérivable et on a (etA)/ = Ae! pour tout t € R.
t N etA

Preuve 26 1. On a

N U <On)k =1,+0,=1
S
=0 k=1
2. On a
et = D T 2w ) = 2O
k= k=0 n=0
avec
" Ar pror 1< n!
C, = — == 71413371 P
Z p! (n—p) nl ;Op' (n —p)!
1
AP=B4 (A + B)" (Formule de binéme).
Donc
= 1
A_B A+B
= A+ B .
e‘e nz;n'( + B)" =

3. Puisque A(—A) = (—A) A, alors A et (—A) commutent donc eAT=4) = ede=4,

Mais e = 0 = [ Alors ete=4 = I,,. Ce qui implique le résultat.

4. De la définition de e, on trouve que la fonction : ®) est dérivable

t'_)etA

sur R. On a

t !/ = (tA)k / - (tA)k , S tkilAkil
(") =<Z i ) :Z< T ) =4 oo

k=0 k=0 k=1

Si on pose p =k — 1 on trouve (etA) =A%, tp;‘p = Aet4.
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Remarque 3.1.1 Il existent des matrices A et B tels que e £ eAeP. Par exemple,

11 0 -1 10
A= et B = .Ona A+ B = . 81 on utilise la défi-
0 0 0 0 0 0
10
" . A+B 00 e 0 B
nition de ’exponentielle, on peut montrer que e“tF = e = et e =
01
11
1 -1 0 0 e e—1
. On a vu dans Uexemple 17 que e = e = . D’autre
0 1 0 1
e e—1 1 -1 e —1
part, on a e‘eP = = . Ainsi, eAtB £ edeB.
0 1 0 1 0 1
A0 0
0 0
e 0 0
. 0 0 A, )
Lemme 3.1.2 Soient A\, Ao, ...\, ER. On ae = 0 .0
0 0 e
k
A O 0 A0 0
0 0 0 0
0\, - 0 0 X\, _
Preuve 27 On a e = o = . Mais on peut montrer,

par récurrence, que pour tout k € N on a

M 00 Moo
0 . 0 = 0o .0
0 0 M\ 0 0 M
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Alors

A0 0
0 0
0 0 A,

2 0
Exemple 18 On ae
Exemple 19 On a
10 0
04 0
00 -3

Moo
0 0
i 0 0 A bl
= lim
| oo
k=0 k et
k=l Ak
Zk:oﬁ 0 0
lim 0 0
l—+o00
k=l X\f
0 0 Do ft
lim S A g 0
lﬂlinoo k=0 k!
0 0
. k=l Xk
0 0 lllinoo k:o_]ﬁ‘
eM 0 0
o . 0
0 0 eln
ez 0
0 ¢
et ' 0 0 e 0
=| 0 e 0 =1 0 ¢t
0 0 e3 0 0

80

Af
!

o O

ol bed



Théoréme 3.1.2 Soit A € M,, (R).
1. Soit P une matrice de M, (R) inversible. On a ePAF™" = PeAP—1,
2. Soit A € R. On a eMntA = e,
Preuve 28 1. On a ePAP™ = ZEOZO <PA+T1)]€. Par récurrence, on peut montrer que

pour tout k € N, on a (PAP_l)k = PA*P~1. Ceci implique que

k=l Ak
-1
P (Z ﬁ) P

k=0

k=l

- PAkp-1
PAPY . g _ 1
e = lim E o —llnj})o

Pl = petpt,

2. Puisque (M) A = A(M\,), alors (\I,) et A commutent donc eMnt4 = eMneA,

Mazs
1 0 0 A 0 O
A0 0 0O - 0
1
A, 0 0 . 0 0 A
A0 0 1 0 0
= | 0 0 |=¢]o0 0
0 0 ¢ 0 0 1
= ',
Ainsi Mt = (e],) et = e (I,e?) = ee.
-1
Application 1 : Calculons 'exponentielle de la matrice A = : On a
-1 0
det (A — M) = A* —1 = 0 implique que A\; = 1 et A\, = —1 sont les deux valeurs
o A1 O 1 0
propres distinctes de A. Alors, A = PDP~! avec D = = et
0 Ao 0 -1

P = ( Vi Vs ) . Ici Vi et V5 sont les vecteurs propres de A associés respectivement a
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1
A et Ay On a AV; = MV et AV, = A V4. Alors, V) = et Vo =

-1
21
1 1 a b
P = . Rappelons que si ad—cb # 0 alors = ﬁ
-1 1 c d
1 -1
Ainsi, 'inverse de P est donné par P! = % . Donc
1 1
A — ePDP*1 _ pePpt
1 0
1 1 1 0 —1 1 -1
= - e
-1 1 1 1
1 1 1 el 0 1 -1
-1 1 0 et 1 1
1 et+te elt—e
el—e el+te
o . . -1
Application 2 : Calculons ’exponentielle de la matrice :On a
-1 2
2 -1 0 -1 0 -1
21>+
-1 2 -1 0 s\ -1 0
e —= e =e€e
D’aprés 'application ci-dessus
2 -1
-1 2 1,[elt+e el—e 1 [ ete e—¢é
e = —e — _
2 el—e elte e—e® e+ed
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2 3 2 11
Test : Calculer l’exponentielle des matrices , et

20 2 3 01

Définition 3.1.2 Soit N € M, (R). On dit que N est une matrice nilpotente d’indice
mEN* si N1 40, et N™ = 0,.

39 -9
Exemple 20 La matrice N=1| 2 0 0 est une matrice nilpotente d’indice m = 3
3 3 -3
2 3
39 -9 0 0 0 39 -9
carN>=12 0 0 =6 18 —18 [#03 et N>°=NN=| 2 0 0 =
3 3 -3 6 18 —18 3 3 -3

0s.

Remarque 3.1.2 Toute matrice, triangulaire supérieure dont les éléments de la diago-

0 1
nale sont nuls, est nilpotente. Par exemple, la matrice N = est une matrice

00
nilpotente car c’est une matrice triangulaire supérieure dont les éléments de la diagonale

sont nuls .
Théoréme 3.1.3 Soit N une matrice nilpotente d’indice m € N*. On a

N Nmfl
N
=L, +—-—+..+—-.
‘ LTIy

Preuve 29 On a
> NF N N1 > Nk
N
=y = =t —.
‘ ;k! LTI +(m—1)!+];nk!

Mais N est une matrice nilpotente d’indice m alors pour tout k > m : N*¥ = 0,,. En effet,
on a
k>m = NF=NEmtm = Nhbomym — NE-mo, =0,

k . s
Done, > 32 A= = 0,,. Si on remplace on trouve le résultat.
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0
Application : On a vu dans la remarque 3.1.2 que est une matrice nilpo-

0 0

2

tente. Trouvons son indice m : On a N? = = 0q, alors m = 2 donc
0 0
0 1 01

00 00 11

e — In —'— ‘ g
1 01

2 4

Test : Calculer e

3.1.2 La résolvante en terme de I’exponentielle de matrice

Considérons le systéeme
Y = A@t)Y. (H)
Théoréme 3.1.4 Si

Vi,sel:A(t)A(s) =A(s) A(t),

alors

Vi to € 1 : R(t,tg) = elo A,

t
Preuve 30 Il suffit de montrer que la fonction t —— elo AWM oot une solution du

systeme
M =A(t)M,

(S.R.)

Application : Considérons la matrice

VieR:A(t) =
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Soient t,s € I =R. On a

t —t? s —s2 st — %2 —s%t — st?
A(t)A(s) = =
2t 2 s st? + 8%t st — s°t?
et
s —g? t —t? st — %2 —s%t — st?
A(s)A(t) = = :
2 s 2t st? + %t st — s2t?

Ce qui implique que A () A(s) = A(s) A(t). C’est dire, on a montré que
Vi, sel:A(t)A(s)=A(s)A(t).

Ainsi

Vt7t0 c -[ . R (t,to) = eftto A(u)du

Calculons eftto Awdu . op 5

2 t o2
P -t f? udu — ffo u?du
. 2 2
AW _ o\ Ut . Jy, w?du [, udu
1042 42\ _1(43 _ 43 _ L1 (43 _ 43
2 (t to) 3 (t tO) %(tQ—t(z))Ig-f— 0 3 (t to)
_ . (3-8 (2 —1}) . 3 (13 —13) 0
0 —5 (12 —13)
_ e%<t2_t2)€ % (t3 - t%) 0
o 143 _ 43 0 —a -1
Pour simplifier, on pose a = 3 (t° — t3) € R. On peut montrer que = PDP
a 0

A faire la suite. Méme si les valeurs propre sont complexes différentes on peut utiliser la

décomposition PDP~!.

Remarque 3.1.3 [l existent des matrices A (t) tel que R (t,to) # el AW o exemple,

85



st on considére la matrice définie comme suit

e
VieR:A(t) =
0 0
On a
r P Jo duw [, € du
fo “ t t
eftt() A(wdu  _ . 0 O . ‘/;0 Odu ‘/;0 Odu
t—ty et —et
0 0
= e
t—ty et —elo 0 0
Pour t # tg, on a = PDP7! avec D = et P =
0 0 0 t—tg
et —et 1
alors
t—ty O
t—ty e —e'
0 0 B
e = PP = pePpt =
Calculons R (t,to) : Si on pose Y = I systeme Y = A(1)Y avec A(t) =
Y2
1 e . Y1 =y1 + €'y, / o
est équivalent a ) On a y, = 0 implique que y» = o avec
00 v = 0.

a € R. Si on remplace dans la deuxiéme équation, on trouve yll =y +ael. Cette derniéere
équation est sous la forme y; +a(t)y1 = b(t) avec a(t) =1 et b(t) = ac'. Elle admet

comme solution générale y, = fet + ate! avec o, 8 € R. Ainsi, la solution générale de
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0 0
t e + atet tet et o
Y (1) = v (t) (7 _
Y2 (t) o 0 5
toefo  efo a
Trouvons Y (t,t9,Yp) : On a'Y (to) = . Donc
1 0 1G]
toelo elo a
(Y (to) =Yo) = = Yo
1 0 6]
-1
Q toelo elo
— e }/b
o] 1 0
0 1
€_t0 —t()
Ainsi, pour toutt € I =R, on a
tel et Q tet et 0 1
Y (t> th }/b) = = Yb
1 0 3 1 0 et
et~ tel — tpel
- Y.
0 1
Puisque
Vt, t() eR:Y (t,t(), Yb) =R (t,to) YE),
et~t tel — toet o 2ett0 tet — tpet
alors R (t,t9) Yo = Yo, ainsi R (t,to) =
0 1 0 —to

Lemme 3.1.3 Si pour toutt € I on a A(t) = A alors R (t,to) = elt"t0)4,
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Preuve 31 Soientt,sc€ [ =R. Ona A(t)A(s) = AA= A? et A(s) A(t) = AA = A%
alors

VtseT=R:A(t)A(s) = A(s) A(t).

Appliquons le théoréme 3.1.4 pour trouver

Exemple 21 La résolvante du systéme Y = Y est
0 1
20 2(t—ty) O
(t—to) )
1 t—1 e
R(t ty) =04 = ¢ 0 =e 0 °) =
0 el~to

3.1.3 Systémes homogénes

Lemme 3.1.4 La solution du systéme

Y = AY. (Hcons)

est donnée par

Vt€R:Y (t) = eC avec C € R™.

Preuve 32 Puisque I = R alors 0 € I. Donc, d’aprés le chapitre 2, la solution de

(Hcons) est donnée par
VieR:Y (t) = R(t,0)C avec C € R". (3.1)

Mais, d’aprés le lemme 3.1.3, on a R (t,0) = =04 = !4 En remplacant dans (3.1)

pour trouver le résultat.
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) 4 3
Exemple 22 La solution du systéeme Y = Y est donnée par

Vt€R:Y (t) = eC avec C € R?,

4 3
t
4 3 , 0 4 .
avec A = .CoadireY (t) =e C. Mais
0 4
4 3 4t 3t 0 3t
t 4tl>+
0 4 0 4t 0 0
e = e = e
. 0 3t , . o
On peut facilement montrer que est une matrice nilpotente d’indice m = 2
0 0
alors
4 3 0 3t
t
4 0O 0 €4t 3t64t
€tA —e 0 _ 6425 I2 S S _
1! 0 €4t
Donc,
e4t 3t€4t
VieR:Y (t) = C avec C € R?.
0 e4t

Lemme 3.1.5 La solution du systéme

Y' = AY,

(H. D.cons)
Y (to) = Yo.

est donnée par

VieR:Y () = 04y},

Preuve 33 I suffit de remarquer, d’aprés le chapitre 2, que la solution de (H. D.cons)
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est donnée par

VteR:Y (1) = R(t to) Yo, (3.2)

et puisque la matrice A est constante alors d’aprés le lemme 3.1.3 R (t,ty) = =04, En

remplagant dans (3.2), on trouve le résultat.

, 4 3
Y = Y,
0 4
Exemple 23 La solution du systéme est donnée par
1
Y (1) = )
0
\
VieR:Y (t) = 04y,
4 3
(t-1)
4 3 1 ' 0 4 1
avec A = do=1etYy = . CoadireY () =e
0 4 0 0
3
4 64(1‘, 1) 3(t 1) 64(1‘, 1) o
Mazis, on peut montrer que e = y . Ce qui im-
tf
elt=1 3 (¢ pAt—1) pAt-1)
e Y (£) —
plique Y (t) . -1
Y’ =

Test : Résoudre le sytéme
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3.1.4 Systémes non homogéne

Théoréme 3.1.5 La solution du systéme

Y' =AY + B(t),

(E.D. cons)
Y (to) = Yo.

est donnée par

t
VteR:Y (t) = 04y +/ e"WAB (u) du.

to
Preuve 34 I suffit de remarquer, d’aprés le chapitre 2, que la solution du (E. D. con)
est donnée par

VtGR:Y(t):R(t,to)}/{)+/tR(t,u)B(u)du. (3.3)

to
Mais la matrice du systéme est constante alors R (t,ty) = et et R (t,u) = =4, Gj
on remplace dans (3.3) on trouve le résultat.

(

Test : Résoudre le systeme

3.2 Meéthode spectrale

Soit A une matrice a coefficients constants. Considérons le systéme

!

Y = AY. (Hcons)

Lemme 3.2.1 Si \ est une valeur propre réelle de A et V' le vecteur propre associé.

Alors la fonction définie sur I =R parY (t) = VeM est une solution de (H).
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Preuve 35 Signalons, au début, que A est une valeur propre réelle de A et V' le vecteur

propre associé alors AV = A\V. Soitt € R. On a

Y(t) = (VoY) =V (%) =V (AM) = A (VeM)
= (AWV)eM =(AV)eM =A(VeN) = AY (t).
Done pour toutt € R on aY' (t) = AY (t). Ceci implique que Y est une solution de (H).

Définition 3.2.1 La solution Y donnée dans le lemme précédent est appellée la solution

associée a la valeur propre réelle .

Théoréme 3.2.1 Si A admet n vecteurs propres linéairement indépendant Vi, Vs, ..., V,
associés aux valeurs propres réelles A1, Aa, ..., A, alors la solution générale de (H) est

donnée, pour tout t € R, par
Y (1) = e VieMt + eoVoe + L+ ¢, Vet avee ¢1, ¢y, ..., cn € R.

Preuve 36 On pose pour toutt € R : Y (t) = VieMt, et Y, (t) = Vet Pour montrer

le résultat du théoréme, il suffit de montrer que {Y1,Ya, ..., Y, } est un systéme fondamental
de (H) :

D’aprés le lemme précédent, Y1, ..., Y, sont des solutions de (H). D’autre part, on a
W (0) =det (Y7(0),....,Y, (0)) =det (V4,...,V,,) #0 car V4, V5, ..., V,, L. L

Donc

Jte=0€cR: W (0)#£0.

Ce qui implique que Y1, ..., Y, sont L. L.

Corollaire 3.2.1 Si A admet n valeurs propres réelles distinctes A1, Mg, ..., A, alors la
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solution générale de (H) est donnée, pour tout t € R, par
Y (1) = o VieMt + eoVoe + L+ ¢, Vet avee ¢1, ¢y, ..., cn € R.

Ici, V1, Va, ..., V,, sont les vecteurs propres associés aux valeurs propres Ai, Ao, ..., A\,.

Preuve 37 Puisque A admet n valeurs propres réelles distinctes i, Ag, ..., N, alors les
vecteurs propres associés sont linéairement indépendants. Ainsi on conclut en utilisant le

théoréeme précédent.

, 2 1
Exemple 24 Y = AY avec A = . (Correction : Voir Erxercice 3 question 1
1
(Rattrapage 2011-2012)).
Lemme 3.2.2 Si A = pu+ iv (v #0) est une valeur propre compleze de A et V =
a + ib le vecteur propre associé. Alors les deuz fonctions définies sur I = R par Y; (t) =

Re (VeM) = e (acosvt — bsinvt) et Vs (t) = Im (VeM) = e (asinvt + beosvt) sont

des solutions de (H) qui sont linéairement indépendants.

Preuve 38 Montrons que Y, et Yo sont des solutions de (H) : Soitt € R. On a

Yi(t) = (Re(VeM)) =Re(VeM) =Re((AV)eM)
= Re((AV)eM) = ARe (VeM) = AY: (1) .

Donc pour tout t € R on a Y] (t) = AY; (t). Ceci implique que Y; est une solution de
(H). De méme pour Ys.
Montrons que Yy et Yo sont linéairement indépendants : Soient o, € R tel que

aYy + BY2 = 0 alors pour tout t € R on a oY) (t) + fY5 (t) = 0. Alors

VteR:a(acosvt —bsinvt) + S (asinvt + beosvt) = 0.
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aa+ b=20

A

Pourt =0 puis pourt = - on trouve Puisque v # 0 alors b # 0 donc il
Ba—ab=0
existe k = 1,n tel que by, # 0 ce qui implique de la premiére équation que 5 = O‘T& St on
(12
remplace dans la deuxiéme équation on trouve 5 ab, =0 c’est a dire —a% =0

donc o = 0. Ainsi, ﬁ——%—o

Définition 3.2.2 Les solutions Y, et Yo données dans le lemme précédent sont appellées

les solutions associées a la valeur propre comlere A = u + iv.

Lemme 3.2.3 1. Si A = p+iv (v #0) est une valeur propre complexe de A alors

A = p —iv est aussi une valeur propre complexe de A.

2. Les solutions associées a A sont, a une constante prés, les solutions associée a \.

Preuve 39 1. Soit V' un vecteur propre associé o A et V son conjugué. Puisque A €
M, (R) alors AV = AV = XV = X V. Ainsi, X est une valeurs propre de A.

2. Soient Y1, Ys les solutions associées a N = p+ v et Zy, Zy les solutions associées

AN=T+iD (f=petv=—v) On avu que si V = a+1ib est un vecteur propre

associé & X\ alors V =a+1ib (@ =a et b = —b) est un vecteur propre associé i .

On a

Zi1(t) = Re (VeXt) = e (@cosvt — bsinTt)
= e (acos(—v)t— (=b)sin(—v)t)

= e (acosvt —bsin (v)t) =Y (t).

Théoréme 3.2.2 On suppose que A admet 2p = n valeurs propres complexes distinctes
AL, A2y Apy Apy1 = A, Apra = A_g,...,)\gp = )\_p . Pour i = 1,...,p, on considére Y; et
Y], les deux solutions linérairement indépendantes associées & la valeur propre complexe
Ai, définies par Yi (t) = Re (VieM") et Yy (t) = Im (VieM) . Alors la solution générale
de (H) est donnée, pour tout t € R, par Y (t) = 2P Y] (t) + 20 Y4 (1), avec

b eRi=1,...,p.
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Exemple 25 V' = Y. (Correction : Voir Ezercice 1 question 1 (Controle

finale I : 2011-2012)). ch =1.

3.3 Exercices
Exercice 1 (Matrices qui commutent)
Soient A, B € M,, (R) et t € R.

1. Montrer que si A et B commutent alors A et e? commutent aussi.

2. Application : Que peut on dire sur A et e4
Solution 1

1. On a

[e e} k
AetB — AZ tB) _ A lim
k=0

k! l—+o00 k! N l—+o00

Puisque A et B commutent c’est & dire AB = BA alors on peut montrer par

récurrence que pour tout £ > 0 on a AB¥ = B¥A. Ainsi

= ’“B’“A ; =B

k=0

C’est a dire, Ae!? = e!P A. Ceci implique que A et ' commutent.

2. On applique la premiére question sur B = A : Puisque A et A commutent (AA = AA)

alors A et 4 commutent aussi. C’est a dire, Aet4 = et A.
Exercice 2

1. Soit B € My (R) tel que trB = 0. Montrer que B? = — (det B) I, puis déduire
qu’ils existent deux fonctions « et 3 telles que e'® = « (t) I, + (5 (t) B pout tout

teR.
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2. Soit A € M, (R), on pose B = A — % (trA) I,. Montrer que ¢rB = 0 puis calculer

et4 avec t € R.

Solution 2

a a
1. Puisque B € M5 (R) tel que trB = 0 alors B = " 2 avec aiq, g, da; €
Q21 —0a11
R. On a )
g | o o _ a3y + anan 0
agr  —ap 0 a3y + asars
et
10 a?, + asials 0
— (det B) ]2 = — (—a%l — CL21(L12) =
01 0 a%l + a91a12

Ainsi, B? = — (det B) I.
Montrons qu’ils existent deuz fonctions o et (3 telles que e = a(t) I, + 3(t) B

pout tout t € R : On peut montrer, par récurrence, que pour tout £ > 0 on a

B%* = (=1)" (det B)* I et B?**! = (=1)" (det B)" B. Ainsi

etB ‘ B +o0o (tB)k B f N i tB 2k+1
S K (2k + 1)!
k=0 k=0 kZO

+0o 12k g2k +00 12k+1 g2k+1

7+ -
— 2k & 2k 1 )

+oo 2k |(—1)F (det B)" I,| o0 #2611 | (=1)F (det B)* B
_ &2 |, & |

p (2k)! — (2k +1)!
+00 k k +oo k k
(—1)" %k (det B) (—1)"3:+1 (det B)
- I B=a(t)l t)B
[ | e | o () 1o + B 1)
0o (—1)* 2k (de 00 ky2k+1(det B)*
Avec a (t) = ;0%@ B(t) = go( 1) t(2k+1(;1!tB)

2. On a
trB =tr (A— % (t'rA) I2) =1{rA — % (tTA) tr (IQ) =0.
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On a B = (A2 AD) _ tdo—3Wr Al car 14 et —% (trA) I, commutent. Ce qui

implique que
etA — otB (eé(”’A)Iz)_l _ etBeé(trA)Ig — tBes L(trA) (ql) eé(trA) (a (t) L +8 (t) B).

Exercice 3

Soient A, B € M,, (R). On définit leurs commutateur [A, B] = AB — BA.

1. Montrer que si C' € M,, (R) est une matrice qui commute avec A alors pour tout ¢
les matrices C' et e/ commutent.

2. Considérons la fonction f : R — M,, (R) définie par f (t) = e!4etBe HA+E),
Montrer que, pour tout ¢ € R, on a f () = ' (A — e'BAeB) et f (1).

3. Supposons que A et B commutent avec [A, B] .

(a) En dérivant la fonction g : R — M,, (R) définie par g (t) = A — e!BAe B,
montrer que A — e'BAe™B =t[A, B].
Vérifier que f satisfait f (t) = ¢ [A, B] f (t) pout tout ¢ € R puis déduire que
f(t) = 7148 pout tout t € R.

A+B _ LA B,-1[A.B]

(b) Montrer que e =e’elPez

Solution 3

1. OnaCet =CY % (t;j, = 30,20 ECAL Pyisque C'A = AC alors on peut montrer,

par récurrence, que pour tout £ > 0 on a CA¥ = A*C. Ainsi Ce!t = ;:of) tkﬁf C—
0o (tA)F
it o= e
2. Soit t € R, on a d’une part
f/ (1) = (etAetBe (A+B))' _ (etA) tBet(A+B) 4 tA (6 o= (A+B))

— AptAptBo—tA+B) | 1A ( etB)’ e~ U(A+B) | A B ( 4(A+B))’
_ AetAetBe—t(A-l-B) + etABetBe—t(A+B) . etAetB (A + B) e—t(A-i—B)
_ A (AetB + BetB — otB (A+ B)) e tA+B)
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Ici, on a utilisé que Aet = ¢4 A car C' = A commute avec A (voir question 1).

D’autre part, on a

et (A — etBAe_tB) et = 4 (A — etBAe_tB) \e.i‘ie_t‘ietBe_t(AjLB)
_ etA (AetB _ etBAe_tBe_”;n) e—t(A+B)
= 4 (Ae'P — P A) e~ HA+B)
= 4 (Ae' +e"B — P (A+ B)) e HA+B)
= 4 (Ae'P + Be'® — P (A + B)) e HATE),

Ici, on a utilisé que Be'? = e'BB.

3.a On a

!

g (t) = —Be'PAe P + ePABe P = P ABe™P — P BAe™P = €'P [A, B] e 'P.

Puisque B commute avec [A, B| alors €' [A, B] = [A, B] e'P. Ainsi,

g (1) = [A, B Bt = [4,B],
Ce qui implique que

g(t)=1tI[A, B].

Car la fonction g et la fonction définie par ¢ [A, B] sont deux solutions du méme

Ml - [A’ B] ? . .
probléme de Cauchy Ce probléme admet une solution unique.
M (0) = 0.

Veérifions que f' (t) =t[A, B] f (t) pout tout t € R: On a

f’ (t) (g) etA (A _ etBAe—tB) eftAf (t) _ etAg (t) eftAf (t)
GO 4ot 14, Ble tAf (1)
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Mais A commute avec [A, B] alors !4 [A, B] = [A, B] 4. Ainsi f' (t) =t [A, B] f ().
Déduire que f(t) = e AB] pout tout t € R : 1l suffit de voir que f (t) =
t[A, B] f (t) pout tout t € R.

3.b Onaf(t)= eTIAB] glops etAetBe—t(A+B) — (FIAB] Ainsi etAetBe—tA+B) o~ 51A.B] —

I,,. Mais —t (A + B) et —% [A, B] commutent alors

o H(A+B) er [A,B] eft(A+B)f§[A,B] _ efé[A,B]ft(AJrB) —2[4,B] o—HA+B)

=€

2 2
tAetBe—%[A,B]e—t(A—i—B tAetBe—%[AB} t(A+B)

Ainsi, e ) = I,,. Ceci implique que e =ce :

1
Pour t = 1, on trouve eAt?8 = e4ePe 3451,

Exercice 4 (Exponentielle d'une matrice diagonale par bloc)

1. Soient A; € M, (R) et Ay € M, (R). Montrer que

A 0
0 A, e
e =
0 et
2 00
2. Application : Calculer 'exponentielle de la matrice A= 0 1 3
0 0 2
Solution 4
1. On a L
Al 0 A1 0 Alf 0
00 = k
0 A2 0 AQ . k=t 0 A2
¢ . kz_o Kl = kz_o Kl
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= lim k=0 k!
—+00 = Ak
- 0 o
. k=l Ab
A2 o B 0 [0
. k=l Ak
0 lgfrnoo k=0 ?'2 0 €A2
2 00
A 0 L
.OnaA=1]1 01 3 = est une matrice diagonale par blocs avec
0 A,
0 0 2
A =(2) et Ay = . Alors
0 2
4 e 0 ez 0
e’ = = . (3.4)
0 et 0 et

Calculons e : On a det (A — M) = (1= X)(2—)) = 0 implique que \; = 1

et Ay = 2 sont les deux valeurs propres distinctes de A, donc Ay = PDP~!. Ici

10
D = . On peut vérifier que les vecteurs vecteurs propres de Ay associés
0 2
) 1 3
respectivement & Aq, Ao sont V; = et V5 = donc P = =
1 01
a b ) d —b 1 -3
avec ad —cb=1%#0.Ona P! = —— =
c d —c a 0 1
Alors
10
e = FPPT = pePp-l = ! e 02 b3
01 0 1
13 et 0 1 -3 e 3(e?—e)
01 0 e? 0 1 0 e?



Si on remplace dans (3.4) on trouve

ez 0 0
=10 ¢ 3(2—¢)
0 0 e?

Exercice 5

En utilisant 'approche spectrale déterminer un systéme fondamental du

1 =2 0
Y=[2 0 -1 |V
4 -2 -1
Déduire sa solution générale.
Exercice 6
Considérons le systéme suivant
y; = Y2,

Yo =21 — Yo +e .

1. Ecrire (E) sous forme matricielle Y = AY + B (t). Calculer e/

2. Déterminer la solution générale du systéme homogéne associé puis celle du systeme

(E).
Exercice 7 (Résolution des systémes & coefficients constants)
1. En utilisant la méthode de I’exponentielle de matrice sur le systeme homogene,

) 11 1
résoudre le systéme Y = A;Y + B (t) avec A; = et By (t) =
01 0

2. En utilisant la méthode spectrale sur le systéme homogéene, résoudre le systéme
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1 00 0
Y =AY +By(t)avec Ay =| 0 2 0 |etBo(t)= 1| 1

0 0 4 0
Solution 7
1. La solution générale du systéme Y’ = A;Y + By (t) est Y = Yy + Y, avec Yy est

la solution générale du systéme homogéne associé Y = A;Y et Y, est une solution

particuliere du systéme considéré.

Calculons Yy : En utilisant la méthode de ’exponentielle de matrice, on a

Vt € R: Yy (t) = ' C avec C € R™.

Mais

~+

tla+

01 00 . loo

=€ =e€ec

La matrice est une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale

est composée par des eros alors elle est une matrice nilpotente. Un simple calcul

montre que = 0. Donc
0 t
00 1t
1 01
et tet
Alors et = . Ainsi
0 €
et tel
VieR: Yy (t) = C avec C' € R™.
0 é



Calculons Y, : On utilise la méthode de la variation de la constante. Il existe une

solution particuliére sous la forme
Y, (t) = ' C (t) pour tout t € R,

avec C' (t) = e "1 B (1) pour tout t € R.

et tet
Calculons e~'41 : Puisque et = pour tout ¢t € R, alors e”t =
0 ¢
et —te™! ) et —te ! 1 et
6(—t)A1 — . AinSi O (t) — g ,
0 €_t 0 e_t 0 0
ceci implique que
’ e_tdt —e_t + C
C(t):/C (t)dt = / = ") avee c1,c9 € R
det C2

Puisque on s’intéresse & une solution particuliére on considére une seule fonction

_e_t

C, pour cela, on prend par exemple ¢; = ¢o = 0. Ainsi, C (1) = . Ceci
0
o et tel —e! —1 o
implique que Y, (t) = = . Ainsi
0 ¢ 0 0
el tet -1
VEER:Y (t) =Yy (t)+Y,(t) = o+ :
0 e 0

avec C' € R™.

. La solution générale du systéme V' = A,Y + B, (t) est Y =Yy 4+ Y, avec Yy est
la solution générale du systéme homogeéne associé Y = A,Y et Y, est une solution

particuliere du systéme considéré.

Calculons Yy : On a A\ = 1, Ay = 2 et A3 = 4 sont les trois valeurs propres
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1 00 1 0 0
distinctes de 0201|,Wn= 0|, W= 2 |et Va = 0 sont les
0 0 4 0 0 4

—
]
(aw]

vecteurs propresde | 0 2 0 | associés respectivement & \j, Ay et A3. Donc

(@)
(@)
W

YH (t) = CIVIe’\lt + CQ‘/geAzt + 03‘/%,6)\31‘/

1 0 0
=l o |+l 2 |4+ 0 |
0 0 4
cret

= 2cqe2t pour tout t € R,
Acget
avec ¢y, Cca, c3 € R.

Calculons Y, : On utilise la méthode de la variation de la constante. Il existe une

solution particuliére sous la forme Y, (t) = ¢; () VieM! + ¢ (t) Va2t + c3 () Vzets?, avec

A 1) } 1)

() | = ( VieMt Voetet Vet ) B (t) pour tout t € R. Alors | ¢, (¢) | =
¢y (1) ¢y (t)

et 0 0 0 A0 0

0 2% 0 1 | . Rappelons quesi A\, Xg, ..., A\, €ERalors | 0 *-. 0

0 0 d4e 0 0 0 \
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MNP 00

0O . 0 . Ainsi

0 0 X!
¢ (¢) et 0 0 0 0
cp(t) | = 0 e 0 1| = 3e®
cy (1) 0 0 fe* 0 0

Ce qui implique que ¢; (t) = ¢; (t) = 0 et ¢, () = e, Ainsi, on prend ¢; () = ¢; (t) =0

et oo (t) = ’Tle_%. Ceci implique que
0 0
-1
Yi (t) = Te_% 2 | e = =t | pour tout t € R.
0 0
Ainsi
cet 0 cret
YO)=Yu )+ Y, (t) =] 2c¢* | + *71 = | 2¢he? — % pour tout t € R,
Acqett 0 4cqett
avec cq, Ca,c3 € R.
Exercice 8
Résoudre les systémes :
( A
Y1 = Y2, 1 -1 4 1
p=2n—mtet, Y =[3 2 1 [Y+[ et
| %1 (to) = Y1, 2 (to) = 5. 2 1 -1 e
.
, -1 3 0 1 00 1
Y - Y + ’ ’
0 -1 et etY =102 0 |Y+]|1
Y (to) = Yo. 0 0 4 1
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3.4 Fiche : Résolution des systémes linéaires a coef-
ficients variables

1. Résolution de

Y = A@t)Y. (H)

(a) Méthode 1 : Si{Yi,...,Y,} est un systéme fondamental alors la solution générale

de (H) est Y = 1Y) + Yo+ ...+ ¢,Y, avec ¢1,¢a, ..., ¢;, € R.

(b) Méthode 2 : Si M est une matrice fondamentale alors la solution générale de

(H) est définie, pour tout ¢t € I, par Y (t) = M (t) C avec C' € R™.

(c) Méthode 3 : Si 0 € I alors t — R (t,0) est une matrice fondamentale (Voir
Interrogation 2012/2013 Question 3). Ainsi, la solution générale de (H) est
définie, pour tout t € I, par Y (t) = R(t,0) C' avec C' € R™.

2. Résolution de

!/

Y = AW)Y +B(1). (E)

La solution générale de (E) est Y = Yy + Y, avec Yy est la solution générale de

(H) et Y, est une solution de (F).

(a) Pour calculer Yy, on utilise (1).

(b) Pour calculer Y, on utilise la méthode de la variation de la constante (On

varie les constantes dans Yy ) :

i SiYy =aYi+eYo+. .4, Yyalors Y, (8) = ¢ (8) Y1 (8)+c2 (B) Yo (B)+...+
A0 }
cn (t) Y, (1) pour tout t € I, avec : = ( Yi(t) - Y. (%) ) B (t)

C (t)
pour tout t € 1.

ii. Si Yy (t) = M (t)C pour tout t € I, alors Y, (t) = M (t) C (t) pour tout
tel,avec C' (t) = M~ (t) B (t) pour tout t € I.
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ili. Si Yy (t) = R(¢,0)C pour tout t € I, alors Y, (t) = R(¢,0)C (t) pour
tout ¢ € I, avec C' (t) = R(0,t) B (t) pour tout ¢ € I.
3. Résolution de
Y' =AY,

(H.D.)

(a) Méthode 1 : La solution de (H.D.) est donnée par Y (t) = R (t,t) Yo pour
tout t € I.

(b) Méthode 2 : Si M est une matrice fondamentale de (H) alors la solution de
(H.D.) est donnée par Y (t) = M (t) M~ (t5) Yo pour tout t € I.
4. Résolution de
Y' =AY + B (1),

(E.D.)

(a) Méthode 1 : La solution de (E.D.) est donnée par Y (t) = R(t,to) Yo +

ftz R (t,u) B (u) du pour tout t € I.

(b) Méthode 2 : Si M est une matrice fondamentale de (H) alors la solution de
(E.D.) est donnée par Y (t) = M (t) M~ (ty) Yo + M (t ft (u) du

pour tout ¢t € I.

3.5 Fiche : Résolution des systémes linéaires a coef-
ficients constants

1. Résolution de

!

Y' = AY. (H)

(a) Méthode de l’exponentielle de matrice : La solution générale de (H) est définie,

pour tout t € R, par Y (t) = e'4C avec C € R™.

(b) Meéthode spectrale :
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i. Si A admet n vecteurs propres linéairement indépendants Vi, V5, ..., V,,
associés aux valeurs propres réelles A1, Ao, ..., \,, alors, pour tout ¢t € R, on

aY (t) = e VieMt + coVhe® + .+ ¢, Vet avee ¢, ¢, ... ¢y € R,

ii. Si A admet 2p = n valeurs propres complexes distinctes A1, Aa, ..., Ap, Apy1 =
Ay Apra = Ao,y dgp = A, . Pour i = 1,....p, on considére Y{ et Yy,
les deux solutions linérairement indépendants associées a la valeur pro-
pre complexe )\; définies, pour tout ¢t € R, par Y] (t) = Re (\/;e)‘it) et
Yy (t) = Im (V;eMi?) , alors {Y{, Yy}
(H).

i=1...p st un systéme fondamental de

2. Résolution de

Y =AY + B(1). (E)

La solution générale de (E) est Y = Yy + Y, avec Yy est la solution générale de

(H) et Y, est une solution de (E).

(a) Pour calculer Yy, on utilise (1).

(b) Pour calculer Y, on utilise la méthode de la variation de la constante (On

varie les constantes dans Yy ) :

i. Sipour tout t € I on a Yy (t) = eAC avec C € R" alors Y, (t) = ¢!AC (t)
pour tout ¢ € I,avec C' (t) = e7* (t) B (t) pour tout ¢ € I.
ii. Si pour tout t € [ on a Yy (t) = c;VieM! + cuVoe?t + ... + ¢, Vet alors
pour tout t € I on a'y, (t) = ¢ (t) VieMt + ¢ (1) Vaer?! + ... 4 ¢, (t) Ve,
‘1) )
avec : = ( VieMt ... Vet ) B (t) pour tout t € I.
C, (1)

3. Résolution de
Y' =AY,

Y (to) = Yo.

(H.D.)

La solution de (H.D.) est donnée par Y (t) = e~%0)4Y{ pour tout ¢ € R.
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4. Résolution de
Y' =AY + B(t),

Y (to) = Yo.

(B.D.)

La solution de (E.D.) est donnée par Y (t) = e(t=10)Ay, + ft’; e=WAB (u) du pour
tout t € 1.
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Chapitre 4

Stabilité

4.1 Définitions

Considérons le systeme

X =f(X) (EA)

On suppose que I = |a,+oo[ avec a € R et f une fonction qui vérifie les conditions

de Cauchy Lipschitz. Soient to € I et X € R™ un point d’équilibre de (EA) c. a dire
f(X)=o0.

Définition 4.1.1 On dit que X est stable si

Ve > 0,30 > 0,VXo : (|| Xo — X|| < 8) = (|| X (¢, t0, Xo) — X|| < & pour tout t € I) .

!

Ici X (., t9, Xo) est la solution de
X (to) == XO-

Définition 4.1.2 On dit que X est asymptotiquement stable si

1. X est stable.
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2. 1l existe B > 0 tel que

\V/Xo : HXO —YH < B — . llI_Ii_l X (t,to,Xo) = Y
Définition 4.1.3 On suppose que f (0) = 0 (C. a dire l'origine est un point d’équilibre de
(EA)). Le systéeme (EA) est stable (resp. asymptotiquement stable) veut dire que l’origine

est stable (resp. asymptotiquement stable).

4.2 Théorémes de stabilité

Théoréme 4.2.1 (Méthode de Liapunov) On suppose que f(0) = 0 et il existe une
fonction V' de classe C! telle que V : U C R"® — R avec U un voisinage de 0, V (0) = 0
et V (X) > 0 pour tout X # 0.

1. $i V' (X) =4 (V (X)) < 0 pour toute solution X non nulle de (EA) alors 0 est
stable.

2. 8i V' (X) < 0 pour toute solution non nulle de (EA) alors 0 est asymptotiquement
stable.

3. Si V' (X) > 0 pour toute solution non nulle de (EA) alors 0 est instable (nest pas
stable).

Application : Utilisons la méthode de Liapunov pour étudier la stabilité du systéme

dxy 2 2
L= 9 + 21 (27 + 73)
dt 17T %2), . . .
. Considérons la fonction suivante : V (1, 22) = 23 + 3.
82 = —xy 4 ap (2] +23) .

D’une part, on a V (0,0) = 0> +0? = 0 et V (21, 22) = 22 + 22 > 0 pour tout (1, xs) #
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(0,0) . D’autre part, pour toute solution (z1,x2) # (0,0), on a

y d d
Vi(21,29) @ = T (V(z1,22)) = a7 (2F + 3)
d$1 d$2
= 23,5t 4 9, 2
Mgy ATy

= 2z (22 + 21 (2] 4+ 23)) + 222 (—21 + 22 (2] + 23))

= 2 (af +:c§)2 > 0 car (z1,22) # (0,0).

Ainsi, lorigine (le systéme) est instable.
Remarque 4.2.1 On peut calculer V' (x1,22) comme suit

’ d dl’l oV ($1,$2) d$2 oV (1'1,1'2)
V . = — e S e - -~ G =7
(21,22) gV onee)) =5 or, | dt | Ox

= (o241 (af 4+ 23)) 20 4+ (s + 2 (o + 03)) 20

= Z(x%—l—:cg)

Théoréme 4.2.2 (Stabilité des systémes linéaires) Soit A € M,, (R).

1. Le systéme X = AX est asymptotiquement stable Ssi toutes les valeurs propre de

A ont une partie réelle strictement négative.

2. S’il existe une valeur propre A de A telle que Re X > 0 alors le systéme X = AX

est instable.

Application : Soit a € R*. Etudions la stabilité asymptotique du systéme Y =
0 a

a 0

Y. Pour cela, voir exercice 6.

Théoréme 4.2.3 (Méthode de linéairisation) On suppose que f(0) = 0. Consid-

oxr1 OTn
érons la matrice Jacobienne de f = (f1, fa, ..., fn) donnée par Df = :
ox1 Oxn
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1. Si toutes les valeurs propre de D f (0,0) ont une partie réelle strictement négative

alors le systéeme (EA) est asymptotiquement stable.

2. Sl existe une valeur propre A de Df (0,0) telle que Re XA > 0 alors le systéme (EA)

est instable.

o . . . . G=ylr+1),
Application : Etudions la stabilité des points d’équilibre du systéme

dt
X = (z,7) est un point d’équilibre de (Sys(.,)) alors y (z + 1) = 0 et z (y> + 1) = 0.

Ainsi, les points d’équilibre de ce systéme sont (0,0) et (—1,—1).
Etudions la stabilité du point d’équilibre (0,0) : On a

Df () = %(m,y) By ) _ [ FwE+) FEE+1)
L () H2(2,y) 2z +1) (P +1)
_ y  w+1
i v+ 1 3ay? 7

01
alors Df (0,0) = .Ona\; =1et Ay = —1 les deux valeurs propre de D f (0,0) .
10

Alors, il existe une valeurs propre A = \; de Df (0,0) telle que ReA = ReA; =1 >0
alors l'origine est instable pour le systéme (Sys(a.y))-

FEtudions la stabilité du point d’équilibre (—1,—1) : Le point d’équilibre (—1, —1) est
différent de 'origine alors

1. (a) Changement de variable u =z — (—1)=z+1letv=y—(-1) =y + 1.

(b) Le systéme associé¢ au nouveaux variables : On a

Syt ) =D
v':y':x(y3+1 1) ((v—1)°=1) = (u—1) (v* — 30>+ 30).

Ainsi w=l-Yu=hlwo), (SYS(uw)
v = (u—1) (= 30®+30) = fo(u,v).
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(¢) La matrice du systéme linéairisé de (Sys(,,.) : On a

Df (u,v) = P (u,v) G (u,0) _ vl “
’ 9o (u,v) 22 (u,v) v® =302 +3v (u—1) (30— 60+ 3)
-1 0

Ainsi Df (0,0) =
0 -3

(d) Conclusion : Les valeurs propre de D f (0,0) sont \; = —1 et \y = —3. Puisque
ReA; = —1 < 0 et Re Ay = —3 < 0 alors toutes les valeurs propre de D f (0,0)
ont une partie réelle strictement négative alors ’origine est asymptotiquement
stable pour le systéme (Sys(,.)). Ceci implique que (—1,—1) est asympto-

tiquement stable pour le systeme (Sys(z,y))-

4.3 Exercices

Exercice 1

Soient B € R™ et A une matrice & coefficients constants.

1. Montrer que X’ = AX + B admet un point d’équilibre Ssi B € Im A.

2. Montrer que le point d’équilibre de X’ = AX + B est stable Ssi l'origine du systéme

homogéne associé est stable.

Solution 1

Considérons les deux systémes X' = AX.....(1) et X' = AX + B.....(2)

1. On a

((2) admet un point d’équilibre Y) <= (AY + B =0)
— (B=A(-Y))
< (BelmA).

114



X' =AX

Y

2. Soient Xy, Yy € R™. Soient X (., 0, Xy) la solution de et Y (.,0,Yp)
X (0) - Xo,
X' = AX + B,
la solution de
X (0) = Yo
Montrons que X (., 0,Yy — 7) =Y (.,0,Yy)—Y : Il suffit de montrer que Y (.,0, Yy) —
— X' '=AX,
Y est une solution de _ Soitt€R. On a
X0)=Yy,-Y.

!

(Y (£,0,Y) =Y) = Y (£,0,Yy) = AY (£,0,Y) + B
= AY (1,0,Y)+ A(-Y) = A(Y (1,0,Y5) - Y).

D’autre part, on a Y (0,0,Yy) —Y =Y, - Y.
Montrons que le point d’équilibre de X' = AX + B est stable Ssi l'origine du systéme

homogéne associé est stable : On a
((1) est stable) <= Ve > 0,30 > 0,VXy € R" : || Xo|| < 6 = || X (£,0, Xo)|| < e

Ceci est équivalent & Ve > 0,36 > 0,VXy = Yo — Y € R* : HYO_?H = || Xo| <
§ = [|Y (,0,Yy) = Y| = [|X (,0,Yo = Y)|| = [| X (£,0, Xo)|| < & Qui est équivalent &
Ve >0,30 >0,VY, e R : ||V - Y
Y est stable pour (2).

‘ <0 = HY (,,0,Y) — ?H < € cecl est équivalent a

Exercice 2

Utiliser la méthode de la fonction de Liapunov pour étudier la stabilité du systéme

dry __ 2 2
=t =9+ 11 (2] + 23), o . ,
dt 2 F o (71 2) (Indication : Considérer la fonction V (x1,13) = 2% + 23.)

d—ﬁzz—x1+x2(az%+x§).

d
Solution 2
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OnaV(0,0)=0*+0*=0cet V (z1,22) =23 + 23 > 0 si (21, 22) # 0. En plus,

= 2z (22 + 21 (2] + 23)) + 222 (—21 + 22 (2] + 23))

= 2(a1+ :c%)2 > 0 pour tout (z1,z3) # 0.

Ainsi, le systéme est instable.

Exercice 3

L = 2yyy + ey} — 2wyp,

Etudier la stabilité de 'origine du systéme (weRet

Wo=—uite oy
e<0.)

Indication : Utiliser la fonction V (y1,y2) = yi + 2y3.
Solution 3

OnaV(0,0) =0%+20>=0et V(y1,92) = y? + 2y3 > 0 si (y1,92) # 0. En plus,

d
- — Oy ==
o V (y1,92) U1

= 2y1 (2192 + ey; — 2wys) + 4y (—yi + cys + win)

= 2¢ (y; +215) .

Puisque € < 0 alors %V (y1,y2) < 0 pour (y1,y2) # 0. Donc V' est une fonction stricte de
Liapunov. Ce qui implique que l'origine est asymptotiquement stable.
Exercice 4

Considérons la fonction suivante : V (z,y) = z? + y%. Utiliser deux méthodes pour

de
E__I_‘_ya

étudier la stabilité du systéme y
y

L= Ty

Solution 4
Meéthode 1 (Stabilité des systémes linéaires)
, 1
Le systéme s’écrit sous la forme X' = AX avec A = . Les valeurs propre
-1 -1
de Asont \y = —1 —iet \y = —1+ 4. On a Re A; et Re Ay sont strictement négatives.
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C. a dire que toutes les valeurs propres de A ont une partie réelles strictement négatives.
Ceci implique que le systéme est asymptotiquement stable.
Méthode 2 (Méthode de Liapunov)
D’une part, on a V (0,0) = 02+ 0% =0 et V (z,y) = 22 + y*> > 0 pour tout (z,y) #
(0,0).
D’autre part, pour tout (z,y) # (0,0), on a
Vi(z,y) = 2x% + 2y% =
= =2 (932 + y2) < 0.

2r(—x+y)+2y(—x —vy)

Alors le systéme est asymptotiquement stable.

Exercice 5

On considére le systéme suivant

dr 3
e (4.1)
Y — g

1. Peut on étudier la stabilité du systéme (2) par la méthode de linéarisation.

2. Considérons la fonction V (z,y) = 222 + y*. Etudier la stabilité du systéme (2).

Solution 5
1. On a
f of — 32
Df (SL’ y) _ 9z (x,y) dy (x,y) _ 0 3y
’ 91> (g Of2 1 0
e (@) 57 (z,y)
0 0
alors D f (0,0) = .On a A\; = Ay = 0 les deux valeurs propre de D f (0,0)
10

alors on ne peut rien dire sur le systéme nonlinéaire. Ainsi, on ne peut pas étudier

la stabilité du systéme (2) par la méthode de linéarisation.
2. Dune part, on a V (0,0) = 20>+ 0* = 0 et V (z,y) = 222 + y* > 0 pour tout

) ! dz
(z,y) # (0,0). D’autre part, pour tout (z,y) # (0,0), on a V' (x,y) = 405 +
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4P = 4z + 4y3x = 0 < 0, alors le systéme est stable.
Exercice 6 Les trois questions sont indépendantes :

1. Citer 3 méthodes pour étudier de la stabilité.
0 a
a 0

2. Soit a € R*. Etudier la stabilité du systéme Y’ =

3. Utiliser la fonction de Liapunov définie sur R? par V (z,y) = 22 + y* pour étudier
¥ =y—x(2®+y?),
la stabilité du systeme , Y ( v)
y =-z—y@@*+y’).

Solution 6
1. La méthode en utilisant la définition de la stabilité, la méthode de linéairisation et
la méthode de la fonction de Liapunov.
0 a

2. Les deux valeurs propres de la matrice sont \;{ = a et Ay = —a. Alors
a 0

I'une des valeurs propre est de partie réelle strictement positive alors le systéme est

instable.

3. Ftudions la fonction V :

(a) OnaV (0,0) =024+02=0et V (z,y) = 22 +y> > 0 pour tout (x,y) # (0,0).
(b) Pour toute solution (z,y) # (0,0), on a
, _ dw oV (z,y)  dydV (z,y)
Viey) = dt  Ox dt Oy
= [y—:c(:c2+y2)}2:c+ [—x—y(x2+y2)]2y
= -2 (932 + y2)2 < 0.

Alors le systéme est asymptotiquement stable.
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Chapitre 5

Examens

Interrogation I (2011/2012)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

3 éme année Maths (Module EDO II)

1. Citez trois propriétés de la matrice résolvante.
2. Justifier ce qui suit

_ Y =A1)Y +B(1)
(a) La solution du systéme est Y (t) = M (t) M~ (to) Yo+
Y (to) = Yo

t
/ M (t) M~ (u) B (u) du. Ici M est la matrice fondamentale du systéme ho-
to

mogene associé.

!

: . Y =A@®)Y
(b) SiY est la solution de alors Y = 0.

(c) Soit Sy I'ensemble des solutions du systéme Y’ = A (t) Y. Le systéme fonda-
mental {Y7,...,Y,} est une base de Sy.

Correction

1. Voir Cours
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2.a

2.b

Y' =A@#)Y + B(t)

Mais R (t,to) = M (t) Mt (ty) et R(t,u) = M (t) M~ (u) alors si on remplace on

trouve Y (£) = M (£) M~ (to) Yo + [;, M (t) M~" (u) B (u) du.

OnaY (t) = R (t, to) Yb+ftz R (t,u) B (u) du est la solution du systéme

o Y'=A@M)Y,
Meéthode 1 : La fonction nulle f = 0 est aussi solution du systéeme
Alors Y = f d’aprés I'unicité de la solution. Donc Y = 0.
. o Y =AY,
Méthode 2 : Puisque Y (., g, 0) est la solution unique du pb de Cauchy
Alors
Vtel:Y (t) =Y (tt,0),
mais
Vtel: Y(t,tQ,O) = R(t,to)o =0,
donc

Vtel:Y (t)=0.

Le systéme fondamental {Y7,...,Y,} est un systéme linéairement indépendant de

Sp. Puisque card{Yi,...,Y,} = n = dim Sy alors {Y7, ..., Y,,} est une base de Sg.
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Interrogation IT (2011/2012)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

3 éme année Maths (Module EDO II)

Calculer I'exponentielle des matrices suivantes :

2 00
30 2 4
A= , B= etC=1010
0 4 0 2
0 4 3
Correction
30
0 4 e’ 0 o
1. Onaet=e¢ = car A est une matrice diagonale.
0 e
2. On a
2 4 4 0 4
21>+
el =e 02 =e 00 = e 00 . (5.1)
0 4

La matrice est une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est
00

2
0 4

00

composée par des zéros alors elle est une matrice nilpotente. Un simple calcul

montre que = 09. Donc
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e 4e?

Si on remplace dans (5.8) on trouve e? = ,
0 e
200
Cy 0 L
. Méthode 1 : OnaC = |0 1 0| = est une matrice diagonale
0 G
0 4 3
10
par blocs avec Cy = [2] et Cy = . Alors
4 3
e 0 e 0
e’ = = : (5.2)
0 e 0 e

Calculons €2 : On a det (Cy — AI) = (1 —X)(3—X) = 0 implique que \; = 1
et Ay = 3 sont les deux valeurs propres distinctes de Cy donc Cy, = PDP~!. Ici

10
0 3
Calculons P : V1,V sont les vecteurs propres de (5 associés respectivement a
1
A1, Ag alors ChV) = A\ V; et ChVy = AV, Ce qui implique que Vi =
—2
0 1 0 a b
et Vo = donc P = = avec ad —cb =1 # 0. On a
1 -2 1 c d
= . d —b 10
P == = . Alors
—Cc a 2 1
eC2 — ePDP*1 _ pePpt
10
1 0 0 3 1 0
= e
-2 1 2 1
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2¢3 — 2 €3

Si on remplace dans (5.2) on trouve

- e? 0 0
e
e = =10 e 0
0 e
0 2e2—2e ¢

Méthode 2 : Onadet (C— ) = (2— ) (1 —X) (3 — A) = 0implique que \; = 2,
Ao = 1 et A3 = 3 sont les trois valeurs propres distinctes de C' alors C' = PDP1.
2 00
IeciD=1]101 0
00 3

Calculons P : V1, V5 et V3 sont les vecteurs propres de C' associés respectivement

a A, Ag et A3 alors C'V; = MV, CVy = M\ Vs et OV = A3V3. Ce qui implique que

1 0 0 1 0 0
Vi=1|o0 |, Vo= 1 etVs=1 0 |,doncP=|0 1 0
0 -2 1 0 -2 1

a b c 1 00

Calculons P~' :Soit P! = | d ¢ f |.OnaPP'=1IzalossP'=|0 1 0

g h k 02 1
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Donc

eC 6PDP*l — peP pl
200
i 1 0 0 ] ’ 1 00
= 0 1 0]e 003 010
0 -2 1 0 21
i 1 0 0 1 e2 0 0 1 00
= 0 1 0 0 e O 010
0 -2 1 0 0 € 0 21
[ o2 0 0
= 0 e 0
0 2e3—2e €
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Controle final T (2011/2012)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

3 éme année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (9pts)

1. En utilisant I’approche spectrale, trouver la solution générale du systéme Y =
0 -1
1 0

2. En utilisant ’exponentielle de matrice, déterminer la solution du systéme

Y.

, 2 1 e?t
Y = Y + ,
0 2 0
Y (to) = Yo.
Exercice 2 (7pts)
Considérons le systeme
Y () =A@)Y (t),Vt €R. (H)

Ou A est une matrice T—périodique : ¥Vt e R, A(t +T) = A(t).
1. Pourty € R fixé,onpose S (t) = R(t + T,to + T) . Montrer que S vérifie
2. Déduire que pour tout ¢t,tg € Rona R(t+T,tg+T) = R (t,1) -
3. Montrer que

R(t+Tt)=R(t+T,T)R(T,0)R(0,t) = R(t,0)R(T,0) R (t,0).

4. On suppose que (H) admet une solution qui vérifie Y (7') =Y (0). Montrer que la
fonction définie par Z (t) =Y (t + T') est la solution de (H) qui vérifie Z (0) =Y (0)
puis déduire que Y est T'—périodique.
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Exercice 3 (4pts)
Présenter graphiquement la stabilité, la stabilité asymptotique et I'instabilité du point

d’équilibre.
Correction

Solution 1

0 —1
1. On pose A = .On a
1 0

(a) det (A—A) = A\* +1 = 0 implique \; = 7 et Ay = —i sont deux valeurs

propres de A. Ona \; = yu+iv avec p=0et v = 1.

(b) V1 est le vecteur propre de A associé a Ay alors AV} = A\ V. Donc Vi =

= +1 =a +ib avec a = et b= . Alors

Yi(t) = Re(VieM') = e (acosvt — bsinvt)

0 1 . —sint
= cost — sint =
1 0 cost
et
Y (t) = Im(VieM') = e (asinvt + beosvt)
0 ) 1 cost
= sint + cost =
1 0 sint
) , 0 -1
sont deux solutions du systéme Y = Y.
1 0

Puisque Y; et Y; sont les deux solutions associées & la valeur complexe A\; alors
elles sont linéairement indépendantes. Ce qui implique que {Y7,Ys}est un sys-

téme fondamental alors la solution générale est Y (t) = a1Y1(t) + anYs(t) =
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9 cost — o sint
, avec a1, g € R.
aqcost + agsint

2. On a
2 1 0 t—to
(t—to) 2(t—to)I2+
p(t—t0)A e 0 2 . 0 0
0 t—t
eQ(t to
0 t—to . . . . :
avec est une matrice nilpotente car c’est une matrice triangulaire
0 0
supérieure dont les éléments de la diagonale sont nuls. On vérifie facilement que
2
0 t—1t
1 =o
0 O
Alors
0 t—tg 0 t—to
0 0 0 0 1 t—t
e — _[2 —I— _— =
1 0 1
e2(t—to) (¢ _ t.) e2(t—to)
Alors elt—t0)4 = ( 0) . La solution du systéme
0 62(t7t0)
) 2 1 e?t
= Y + ,
0 2 0
Y (t()) = %7
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t
Y (t) = e(t_tO)A%+/ e VAR (u) du

to
vt /t eQ(tfu) (t _ U) 62(1‘,7u) e2u p
Uu.
e | 0 e2t) 0

[ (2i=t0) (1 — 1) 2(t—t0)

O 62(t_t0)

0 e2(t=to) [ 0du

to

[ 2(t—to) _ 2(t—to) 1 [t o
| T (E—tg) et Vit f. e du}

[ eQ(t—to) t— 1 eZ(t—t()) 1 [ t—t0) e2t
. -] [e-we]
0 e2(t=to) 0

Solution 2

1. On a, d’une part, la matrice résolvante vérifie 4 R(t,t5) = A (t) R(t, to) alors £ R(t+
T.to+T) = At+T)R(t + T,to + T). Ce qui implique que S (t) = LR(t +
Tito+T) = At+T)R(t + T,to + T). Mais A(t+T) = A(t) alors S (t) =
A)R(t+ T, to+T) = A(t)S(t). Dautre part, S (to) = R(to + T, to +T) = I,.

S (t)=At)S(1),

S (to) = I.

Alors S vérifie

. : M (t)=A(t) M (t),
2. Puisque S est une solution du systéme . Ce systéme admet

une solution unique qui est R (¢,tg) alors S (t) = R(¢,ty). Ce qui implique que
R(t+T,tg+T)=R(tto).
3. On a

R(+T,TYR(T,0)R(0,t) = R(t+T,T)[R(T,0)R(0,1)]
= R(A+T,T)R(T,t)=R(t+T,t).

Montrons que R(t +T,T)R(T,0) R(0,t) = R(t,0) R(T,0) R~ (¢,0) :
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De la question 2 (avec tg = 0), on trouve R(t+T1,T)=R(t+T,0+T) = R (¢,0).
Deplus, R(0,t) = R (¢,0) alors R (¢t + T, T) R(T,0) R(0,t) = R(t,0) R(T,0) R~ (¢,0).

4.0naZ ) =Y t+T)=At+T)Y(t+T)=ABY (t+T) = A(t) Z () et
Z0)=Y0+T)=Y(T)=Y(0).

Montrons que Y est T—périodique : Pour Y donné, on pose Yy = Y (0) . La fonction

Z (t)=A(@)Z (1),
Z(0) = Y.

Z vérifie

Alors Y et Z sont deux solutions du systéme De l'unicité

de la solution, on trouve que Z =Y. C. a dire

VEER:Y (t+T) =Y (t).

Solution 3
Le point d’équilibre représente la solution constante. C. & dire on présente les graphes

(voir cours) pour 1) = C*.
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Controle final 1T (2011/2012)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

3 éme année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (9pts)
Considérons le systeme

Y =A@®)Y. (H)

1. Question de cours : Montrer que la matrice résolvante vérifiée : R (to,to) = I,, pour

tout tg € I.

2. Soient {Y1,Y5, ..., Y, } un systéme fondamental de (H) et wuq, us, ..., u, des fonctions

de C'(I,R). Montrer que Y = sz u;Y; est solution du systéme non homogene
Y' = A(t)Y 4 B () si et seulement si sz u; (1) Y; (t) = B (t) pour tout t € I.
Que peut on déduire.

3. Soit M une matrice fondamentale de (H). En dérivant I'identité I,, = M~ () M (1),
montrer que (M) (£) = —M~! (¢) A (¢) pour tout t € I. Déduire que (M~1)" est

une matrice fondamentale du systéme V' = —A” (1) Y.

Exercice 2 (11pts)

Les deux questions sont indépendantes.

1. Montrer que 1,v/5 et —/5 sont les valeurs propres de la matrice 0 0 1

-5 5 1
0 1 0
Résoudre le systeme Y = 0 011|Y
-5 5 1
a 1 0 1t 3¢
2. Etant donnélamatrice A= | 0 o 1 | (o #0). Montrer quee =e® | 0 1 ¢
0 o} 0 0 1
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1
Y =AY + | 0o |,
Résoudre le systéeme
0
\ Y (0) = Yo.
Correction
Solution 1
1. Voir cours.
2. On a
Yy = Z u;Y; est solution du systéme Y = A (t)Y + B ()
i=1

& <§ ul-YZ) (t)=A(t) (§ uﬂﬁ) (t) + B (t) pour tout t € I

= Zi‘:uz ()Y; (1) +§u@- ()Y (1) = Zi:lu@ (1) A(#)Y: (t) + B (t) pour tout ¢ € I

= i u; (1) Y; (t) + i u; (t) A () Y; (t) = i u; (1) A(t)Y; (t) + B (t) (carY; solution

& Zu; (t)Y; (t) = B (t) pour tout t € I.
i=1

Conclusion : On déduit que la connaissance d’'une matrice fondamentale de (H)
permet de trouver une solution particuliére du systéme non homogene. Il s’agit de

la méthode de la variation de la constante.

!

3.0nal, =M Y@)M®) alors (I,) = (M™Y) )M (t) + M~1(t) M (t). Mais
(I,) =0et M (t) = A(t) M (t) (car M est une matrice fondamentale de (H)) donc
0= (MY () M(H)+M=2 () A(t) M (t).C.adire (MY ()M (t) = —M~ () A(t) M (t) .
Si on multiplie & droite par M~ (¢) on obtient le résultat.
Montrons que (M~1)" est une matrice fondamentale du systeme Y' = —AT ()Y -

D’une part, si on prend la transposée de deux membres de (M’l), (t)=-M"1(t)A(t)
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et on utilise les propriétés de la transposée on trouve ((M _1)T>, (t) = —AT (&) (M) (¢).
Alors, on peut montrer que chaque colonne de (M ’I)T vérifie Péquation V' =
—AT (t)Y. Ainsi, les colonnes de (M~')" sont des solutions du systéme Y’ =
— AT (t)Y. D’autre part, les colonnes de la matrice M sont L. I alors on peut

trouver facilement que les colonnes de la matrice (M ’I)T sont aussi L. 1.

Solution 2

0 1 0
1. On pose A = 0 01
-5 5 1

On a det (A—A) = —A* + X> + 5\ — 5 alors det (A —I) = det (4 —/5) =
det (A — (—\/5) I) = 0 ce qui implique que Ay = 1, Ay = V5 et A3 = —/5 sont
des valeurs propres de A. Soient Vi, V5 et V3 les vecteurs propres de A associés

respectivement a Aq, Ay et A3 alors AV; = A\ Vq, AV = A Vs et AV = A\3V3. Ce qui

1 1 1
implique que Vi = | 1 |,Va=| /5 | et V3= | —/5 |, donc la solution
1 5) 5)
générale est
Y o= agVieM 4 apVoe’ 4 aglse™!
1 1 1
= a1 | 1 |d+a]| V5 eV 1 g /5 eVt
1 5 5
avec aq, an et ag € R.
2. On a
at t 0
0 at t
oA — 0 0 ot — otlN _ gatoN.
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0t O
avec N = | 0 0 t | estune matrice nilpotente car c’est une matrice triangulaire

0 00
supérieure dont les éléments de la diagonale sont nuls. Un simple calcul montre que

N3=0.0na

N N?
N — JE— JEN—
(& Ig—|—1|+2'
1 00 0t 0 0 0 3¢
= |lo1o0f(+|l00¢t|+]00 O
001 000 00 0
1t i
= O 1 t ;
00 1
1 t i

ce qui implique que et =e® | 0 1 ¢t

00 1
1
Y =AY + | 0 |,
Résolution du systéme
0
Y (0) = Yo
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La solution de ce systéme est

Y (t)

t
Y] +/ e"WAB (u) du
0

at

at

t
1
0

1,2
5t

1 (t—u)

t

Yo + / e?t=w |
0

0
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Rattrapage (2011/2012)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

3 éme année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (6pts)

Les deux questions sont indépendantes :

a 0
) 0 B e 0
1. (2pts) Soient «, 5 € R. Montrer que e = ;
0 e
. B 0
2. (4pts) Soit A = € M, (R) avec B € M, (R), C € M, (R) et p+¢q = n. Montrer
0o C
, : Rp (t, ) 0
que la résolvante de Z = AZ vérifice R (t, 1)) = ol
0 Re (t,t0)

Rp (t,tg) (vesp. Re (t,t0)) est la résolvante de X' = BX (resp. de Y = CY).

Exercice 2 (6pts)
! 1
= —— t _'_ ,
Considérons le systeme yll 1—‘;t2 (tyr + 12)
Yo = 1 (ty2 — y1) -
1. (1pt) Ecrire ce systéme sous la forme Y’ = A (t)Y....(H).

t
2. (2,5pts) On pose Y () = et Yo (1) = . Montrer que {Y7, Y5} est un systéme
1 t

fondamental de solutions de (H).
3. (2,5pts) Déterminer la solution générale de (H).

Exercice 3 (8pts)

Résoudre les systémes suivants :

2 1
1. (3pts) Y' = AY avec A; =
1 2
110 t
Y = AY + B (t)
2. (5pts) avec Ao =0 1 1 |etB({t)=]1
Y (0) =Yo
0 01 0
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Solution 1

1. On a

a 0
0 p

Correction

2. Puisque Rp (resp. R¢) est la résolvante de X' = BX (resp. de Y = CY) alors

{ L Rp (t,t0) = BRp (t, to) et{

RB (tﬂvtO) = Ip RC (tﬂv to) =
d | Rp(t ) 0 | #RBs(tt0)
dt 0 Rel(tt) 0
B BRp (t,to)

0

B 0

0 C
_ 4 Rg (t,10)

0
C.ad.

d Rz (t, 1) 0 B Rp (t,
dt Re (t,to) 0

L Re (t,to) = CRe (t,to)

1

0

L Re (t,to)

0

CRc (t, o)

RB (ta tO)
0

0

Re (t,to)

to)

0
RC (t> to)

Ce qui implique que

0
Re (t,t0)

] |
] s



De plus,

Rp 0 Rp (to, to) 0
(to,to) =
0 Rc 0 Re (to, to)
= = p+q - In
0 I,
C.ad
Rg 0
(to, to) = In. (5.4)
0 Re
Rg (t,to) 0
De (5.11) et (5.12), on trouve R4 (t,ty) =
0 Re (t,to)
Solution 2
1.
Y1 = 1 (tyr + v2) N vy 1 t 1 ()
o 2
Yo = 13 (ty2 — 11). Yo T+ -1 ¢ Yo
s Y =A@1)Y,
t 1
avec Y = . et A(t) = 14:}2
Y2 -1 1

2. Pour montrer que {Y7, Y5} est un systéme fondamental de solutions de (H), on mon-

tre que Y] et Y5 sont deux solutions de (H) et qu'ils sont linéairement indépendant :

, 1 t 1 t 1
On a Y] (t) = et AB)Y,(t) = =2 = alors

1412

0 -1t 1 0
Y, (t) = A(t) Y1 (t). Ce qui implique que Y; est une solution de (H). De méme, on

montre que Y3 est aussi une solution de (H).
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D’autre part, on a

to—1 X
Wit)=det (Vi (1) Yo(t) ) = det N

pour tout ¢ € R alors {Y7, Y5} est un systéme linéairement indépendant.

3. Puisque {Y7, Y5} est un systéme fondamental de solutions de (H) alors pour tout

teRonaY (t)=aY(t)+ 6Ys(t) = at=p avec «, 5 € R.
ft+ «

Solution 3
1. On a
(a) det (A; — AI) = (A—1) (A —3) = 0 implique que \; = 1 et Ay = 3 sont les
deux valeurs propres distinctes de Aj.

(b) V1 et V5 sont les vecteurs propres de A; associés respectivement & \; et Ay

1
alors A;V; = M Vi et A1V = A\ Vs, Ce qui implique que V; = et
-1

Vo= donc la solution générale est

V() = aVieM + aglhe’

1 1
= m el + oy 3t
-1 1
arel + agedt
= )
asedt — aqet

avec aq, a9 € R.
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Y' =AY + B(t)

2. La solution du systeme est
Y (0) =Y,
t
Y (t) = ey, + / e~V B (4) du. (5.5)
0
t t 0
0t t
0t O
Calculons et : On a et12 = ¢ 00 ¢ =eBtN —¢eleN avec N= | 0 0 ¢

000

est une matrice nilpotente car c’est une matrice triangulaire supérieure dont les
éléments de la diagonale sont nuls. On montre facilement que N3 = 0. On a
N N N?

e = Ig—Fi-i-?

1 00 0t O 00
= 010|+[0O0C¢tL|+]0O0 O
0 01 000 00 0
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Alors e

1 ¢
tAzZet O 1

0 0

142
2t

t | . Si on remplace dans (5.5) on obtient

1

] 2
12 . 1 (t—u) 35(t—u)
t Yo+/ Mo 1 (t — u)
0
1 0 0 1
1 i —u
t? | te
t | Yo+ et/ e v | du
0
1 0
- _ .
12 te [ e " du
t | Yo+ | ¢ fot e “du
1 fot 0du
e t(et —1)
t | Yo+ et —1
1 0
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(6pts)

(3pts)

(3pts)

Interrogation (2012/2013)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,
3 éme année Maths (Module EDO II)

1 Heure

Les trois questions sont indépendantes :

1.

2.

3.

1 4
0 3

. « ’
Considérons le systeme Y =

et 2e3t

0 €3t

fondamentale puis déterminer la solution générale du systéme précédent.

Pour tout t € R, on pose M (t) = . Montrer que M est une matrice

Montrer que si A est une matrice constante diagonale alors R (t, %) est une matrice

diagonale aussi.

Considérons la matrice M définie pour tout ¢ € I par M (t) = R (¢,0). Montrer

que M est une matrice fondamentale du systéme Y = A () Y.

Correction
et 2€3t
. On pose Y] (t) = et Vs (t) = N .Ona M= (11Ys).
0 e

Pour montrer que M est une matrice fondamentale, on montre que {Y7, Y5} est un

systéme fondamental.

Montrons que Y, et Yo sont deux solutions :

, et 1 4 1 4 et
Pour tout t e R,ona Y] (t) = et Yi(t) = =
0 0 3 0 3 0
et / 1 4 .« . . .
,alors Y (t) = Y1 (t). Ce qui implique que Y] est une solution.
0 0 3

De méme, on montre que Y; est aussi une solution.
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Montrons que Yy et Yy sont linéairement indépendant : Pour tout ¢ € R, on a
Wi(t) =det (¥ (1) Ya(t) ) =det _ 2,

alors {Y7,Y5} est un systéme linéairement indépendant.

Déterminons la solution générale du systéme Y = Y : Puisque {Y7, Y5}
0 3
est un systéme fondamental alors la solution général Y est définie pour tout t € R
ael + 23e3
par Y (t) = aY; (t) + BY2 (t) = , , avec a, 3 € R.
Bet
aq 0 0
. A est diagonale alors A = 0 . 0 avec aq, ..., a, € R.
0 0 a,

Méthode I : On a

ap 0 O
(t—to)| 0 0
R(t,tg) = elTA—¢ 00 a
a; (t—tg) O 0
0 0
0 0 ay(t—1to)

Donc R (t,tg) est une matrice diagonale.
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n
Méthode II : Soit Y, = : € R". On a
Y
(
aq 0 0
Y' = Ay, V=1 o 0 |V,
<
\ Y (to) = Yo
( !
Y = a1y1,
i
Yp, = AnYn,
L Y1 (tO) = y(l)v ey Yn (tO) = y107,
yy = a1y ety (to) = ).
<= :
L y;z = AnYn et Yn (tO) = yg
.
n (t) — ea1(t*t0)y?'
<
Yn (t) = ean(t—to)yg_

y1 (1)
> Y (l,l0,Y0) = : =
Yn (1)
enlt=t)
<~ Y (t,t0,Y0) = 0
0 0

D’autre part, on a Y (t,tg, Yo) = R (t,1o) Yo alors
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eurlt=to) 0

Ce qui implique que

ear(t=to) 0
R(t,t) = o .0
0 0 eanlt=to)

Ainsi, R (t,ty) est une matrice diagonale.

. Montrons que les colonnes de M sont des solutions de Y = A(t)Y qui sont
linéairement indépendant.

Méthode I : Soient (e, eés,...,€,) la base canonique de R™ et Y; la solution de
Y' = A(t)Y qui vérifie Y; (0) = ;.

R (t,0) a pour colonnes Y; (t),Y5(t),... et Y, (). Donc les colonnes de M sont des
solutions du systéme Y’ = A (¢) Y. D’autre part, pour tout ¢ € I, on a R (t,0) est
une matrice inversible alors W (t) = det (Y7 (¢) .....Y,, (t)) = det R (¢,0) # 0. Ce qui
implique que Y7, ..., Y, sont linéairement indépendant.

Méthode II : On a M’ (t) = LR (t,0) = A(t)R(t,0) = A(t) M (t). C. a dire
M vérifie 'équation N' = A (t) N. Alors, on peut montrer que chaque colonne
de M vérifie équation Y = A (t)Y. Ainsi, les colonnes de M sont des solutions
du systéme Y' = A(t)Y. D’autre part, pour tout ¢t € I, on a R(t,0) est une
matrice inversible alors M (t) est inversible ainsi les colonnes de M sont linéairement

indépendantes.

144



Controle final (2012/2013)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

3 éme année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (3pts)
A et B sont deux matrices & coefficients constant. PP est une matrice inversible.

Justifier ce qui suit :

1. Pour tout t € R, on a e A = Aet4.
2. Pour tout ¢, s € R, on a e(t+9)4 = gtdesa,

3. Pour tout t € R, on a ePPP™" = petD p-1,
Exercice 2 (7pts)

, 10
Résoudre le systeme Y = Y +

Exercice 3 (10pts)

Les trois parties sont indépendantes.

1. (4pts) Soient A et B deux matrices, a coefficients constant, qui commutent et Yy € R”
quelconque. Pour tout ¢ € R, on pose ¢(t) = eAePtY) et ¥ (t) = eATP)Yy,
. Y =(A+B)Y, _ .
Montrer que ¢ et 1 sont deux solutions du systéme Puis,
Y (0) = Yo.

déduire que edeP = eAtB,

2. (3pts) A, B et C sont trois matrices & coefficients constant. Pour tout ¢t € R, on pose
Y = BY + YA,
Y (0) =C.

3. (3pts) A est une matrice a coefficients constant. Montrer que si A est une valeur propre

X (t) = eBtCeAt. Montrer que X est la solution du systéme

de A alors e est une valeur propre de et
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Correction

Solution 1

1. On a e A = Aet? car A commute avec A.

2. On a 94 = tA+34 Mais (tA) (sA) = (ts) A2 = (st) A2 = (sA)(tA), alors

otA+sA _ otAgsA

JA _ ptA+sA _ A sA

Ceci implique que e(t+* = elle

-1 -1 _
3. On a 6tPDP — eP(tD)P — PetDP 1.

Solution 2

. 10 et
La solution générale du systéme Y = Y + est Y =Yy +Y,

0 2 te?
avec Yy est la solution générale du systéme homogene associé et Y, est une solution

particuliere du systéme considéré.

Calculons Yg : On a Ay = 1 et Ay = 2 sont les deux valeurs propres distinctes de

10 1 0 10 )
Vi = et Vo = sont les vecteurs propres de associés

02/ 0 1 0 2
respectivement a Ay, Ay. Donc

1 0
= el + ¢y e?t
0 1
cret
= )
cpe2t

avec ¢, cy € R.
Calculons Y, : On utilise la méthode de la variation de la constante. Il existe une

solution particuliére sous la forme

Y, (8) = e1 (1) Vi + ¢ (1) Vae ™, (5.6)
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avec ¢ et ¢ deux fonctions dérivables telles que , = M~'B, ot M est une matrice
Ca
fondamentale du systéeme homogéne et B le second membre du systéme non homogéne. On

pose Y7 (t) = VieMt et Yy () = Voe?t. Puisque A\; = 1 et Ay = 2 sont deux valeurs propres

10
distinctes de alors {Y1, Y5} est un systéme fondamental. Donc M = ( Y, Y, )
0 2

est une matrice fondamentale. On a

c (t) 1B = ( Yi(t) Ya(t) )IB(t)

M
— ( Vieht ‘/26)\2t )_1B(t)

ot
o t€2t
1 et et 1
e 0 ¢ te? t
1 t2

Ce qui implique que ¢, (t) = L et ¢, (t) = ¢. Ainsi, ¢; (t) =t et 3 (t) = 12 Si on remplace

dans (5.13) on trouve

0 tet
Y, (t) =t t+2t2 et = s
t
0 1 §t e
Ainsi
Y (t Vi (1) + Y, (¢ ac te!
(t) = Yu(t)+Y,(t) = e + 12

(c1+1)e
(c2 + 512) €*

avec cq,cs € R.
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Solution 3
1. On a
¢/ (t) _ AeAteBth + GAtBGBth — AeAteBth + (GAtB) eBth‘
Puisque A et B commutent alors e4*B = Be4?.

Donc

¢ (1) = AeMePYy + (Be) Yy = A (M) + B (e
= (A+B) (e"e?'Yy) = (A+ B) (1)

C. a dire ¢ (t) = (A+ B) ¢(t). En plus, ¢(0) = e2%PY, = 2, = I,1,Y, =
Y. On a aussi ¢ (£) = (A+ B) et By = (A+ B)4(t) et ¢(0) = eAHBOY; =

Yy = I,Yy = Y,. Ce qui implique que ¢ et 1) sont deux solutions de systéme

=(A+B)Y, : : :
Ce systeme admet une solution unique alors ¢ = 1. Ceci
Y (0) = Yo.

implique que ¢ (1) = ¢ (1) donc e?ePYy = eATBY]. Ainsi, on trouve eef = A5,

X'(t) = BeP'CeM + PO (Aet) T BePICeM 1 PO (M A)

= B(e"Ce™) + (eP'Ce™) A= BX (t) + X (1) A.

En plus, on a

X (0) = ePCe = 20 = 1,01, = C.

Y' =AY +YB,
Y (0)=C.

3. Soit V' un vecteur propre de A associé a la valeur propre A\. Donc AV = AV. On a

Donc, X est la solution du systeme

eAtV:<i(A )V iA’ft i

=0

148



On peut montrer par récurrence que, pour tout k € N, on a A*V = A\*V. Donc

At Ootk L Oo.é.k)\k
Aty = ZZHAV: ZT 1%
=0

=0

00 k

=0

Ce qui implique que e* est valeur propre de e’
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Rattrapage (2012/2013)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

3 éme année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (16pts)

Résoudre les systémes suivants :

1 yllzy1+92>
Ys = Y1 + Yo
) 2 0 e?t
2.Y = Y +
01 et
)
, 2 0
Y — ,
3. 0 2
\ Y (0) =Y.
(
, 01 1
Y = Y+ ,
4. 0 0 0

\

Exercice 2 (4pts)

A est une matrice constante d’ordre n. M, M; et M, sont des fonctions matricielles

dérivables d’ordre n définies de R vers R.

1. Soient Y7, ..., Y, les colonnes de M.

Montrer que

[M’ - AM] — [Y —AY,Vi=1,..n|.

2. Soit C' € M,, (R) une matrice inversible. On suppose que My = M;C.

Montrer que si M; est une matrice fondamentale du Y = AY alors M, est une

matrice fondamentale du Y' = AY.
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Correction

Solution 1
L= Y1+, ,
1. Le systeme y,l RS peut s’écrire sous la forme de Y = Y avec
Yo = Y1 + Y2, 11
y= |
Y2
i 1
On a A\; =0 et \y = 2 sont les deux valeurs propres distinctes de
1
1 1 1
Vi, = et Vo = sont les vecteurs propres de associés
-1 1 1
respectivement a Aq, Ao.
Donc
t
yl( ) _ Y(t) _ Cl‘/le)\lt + 62‘/26)\225
Y2 (1)
1 1
= o e +c e
-1 1
c1 + ca€
cpe?t — ¢y ’
t) = c1 + cpe?,
avec c1, ¢ € R. Ainsi, v (t) e
Yo (1) = coe® — 1.
. , 2 0 et
2. La solution générale du systéme Y = Y + est Y =Yy +Y,
01 et

avec Yy est la solution générale du systéme homogene associé et Y, est une solution
particuliere du systéme considéré.

Calculons Yy : On a Ay = 2 et Ay = 1 sont les deux valeurs propres distinctes de
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2 0 1 0 2
1= et Vp = sont les vecteurs propres de

01 0 1 01
associés respectivement a i, A. Donc

YH (t) = clvleklt + CQ‘/QeAZt

0
= e* + ¢y et
0 1
cre?t
= )
coet

avec ¢, cy € R.

Calculons Y, : On utilise la méthode de la variation de la constante. Il existe une

solution particuliére sous la forme

Y, (t) = c1 (t) VieMt + ¢y (t) Vae™, (5.7)
C/

avec ¢ et ¢y deux fonctions dérivables telles que ,1 = M~'B,ou M est une
Ca

matrice fondamentale du systéme homogéne et B le second membre du systéme

non homogeéne.

On pose Y (t) = VieM! et Yy (t) = Vae??!. Puisque \; = 2 et Ay = 1 sont deux

~—

valeurs propres distinctes de alors {Y7, Y2} est un systéme fondamental.

SN
= )
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Donc M = ( i Y, ) est une matrice fondamentale. On a

Ce qui implique que ¢; (t) = ¢, (t) = 1. Ainsi, ¢; (t) = 5 (t) = t. Si on remplace

dans (5.7) on trouve

1\, 01} , te?t
Y, (t)=t e’ +t e =
0 1 te!
Ainsi
Cl€2t t€2t
Y(t) = Yut)+Y, ()= +
coel tet
(c1+t)e*
(co+1t)e
avec cq,c € R.
, 20
Yy — Y,
. La solution du systéme 0 2 est Y (t) = et10)AY] avec ty = 0
Y (0) = Yo,
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2 0 2 0

t t

2 0 2 2
et A= .CoadireY () =e 0 Yy. Mais e 0 = Xht0 =
0 2
e?e2 = e[, Alors Y (t) = e¥ LYy = €Yy
, 01 1
Y = Y + ,
4. La solution du systéme 0 0 0 est Y (t) = e(t10)AY 4
Y (tO) = }/09
b A 01 1 )
[i e"=91B (u) du, avec A = et B (u) = . C. a dire
0
00 0
01 0 1
(t—to) (t—u)
! 0 0 1
Y (t)=e Yo + / e du
to 0
0 1 0 t—tp
(t—to) 0 t_1
On ace 0 =e 0 0 , avec | est une matrice nilpo-
0 0
tente car c’est une matrice triangulaire supérieure dont les éléments de la diagonale
2
) ) 0 t—1o
sont nuls. On vérifie facilement que =0.0na
0 0
0 t—to 0 ¢—to
0 0 0 0 1 t—t
(& — _[2 + ' =
L 0 1
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01

(t—to)

1 t—t
Alors e 00 = “ | . Ce implique que
0 1
1 t—1t 1 t—u 1
Y () = Yg+/ du
0 1 to \ 0 1 0
1 t—t " du
= 0 Yo+ ffo
0 1 j;OOdu
1 t—t t—1
_ 0 Yo+ 0
0 1 0

Solution 2

1. On a

M =am| = -<Y1 V) =

(v v)=(

Y = AV, Vi=1,..

!

!

=N

2. 11 suffit de montrer que les colonnes de M, sont des solutions de Y = AY et qui

sont linéairement indépendantes. On a M, = (MlC)/ = M,C, mais M, = AM, car
M est une matrice fondamentale du Y’ = AY alors M, = (AM;)C = A (M,C) =

AMs,. C. a dire M, = AM,. D’aprés la question précédente les colonnes de M, sont
des solutions de Y’ = AY.

D’autre part, (avec t € R) on a

W2 (t) : = det M2 (t) = det (Ml (t) C) = det M1 (t) det C
= Wl (t) det C.
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Mais W (t) # 0 car M; est une matrice fondamentale et det C' # 0 car C est une
matrice inversible. Alors W5 (t) # 0. Ce qui implique que les colonnes de M, sont

linéairement indépendantes.
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Interrogation I (2013/2014)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

3 éme année Maths (Module EDO II)

uestion 1 : Soit A € R, montrer que e = e*[,,.
Q : q

0 0O
3 1 00
0 0O
) 30
Question 2 : En calculant 1 00 , trouver e
2 30
Correction
Réponse 1 : On a
1 0 O A0 O
Al O 0 0 0
1 A
YA 0 0 . 0 0
er 0 0 1 0 0
= | o 0 |=¢|o0 - o0
0 0 e 0 0 1
= M.
C. a dire eMr = e*,.
Réponse 2 : On a
3
0 0O 0 0O 00O 0 0O
1 00 = 1 00 1 00 1 00
2 30 2 30 2 30 2 30
= 0,.
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000

Alors, | 1 0 0 | est une matrice nilpotente d’indice m = 3. Ceci implique que

2 30
2
00 0 0 00 000
100 1 00 1 00
2 3 0 2 30 2 30
e = I3+ 1 + ol
1 00
= 1 10
731
0 0O
1 00
1 0
C.adiree 30 =1110
731

158



Interrogation IT (2013/2014,

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

3 éme année Maths (Module EDO II)

Interrogation 1

1. Donner la définition de la matrice fondamentale.

2. Montrer que, pour tout ¢,s,7 € I, on a R (t,s) R(s,r) = R(t,r).

3. Montrer que si A et B commutent alors et = e4eP,

Correction

Voir cours.

Interrogation 2

1. Donner la définition d’un systéme fondamental.

2. Soit Z une solution Y’ = AY. Montrer que, pour tout t € R, on a Z (t)

R(t,0)Z(0).

3. Soit A = p+iv (v # 0) une valeur propre complexe d’une matrice A et V =a+1ib

le vecteur propre associé. On pose pour tout ¢ € R : Y] (t) = e (a cos vt — bsinvt)

et Y2 (t) = e (asinvt + beosvt) Montrer que Y; et Y2 sont linéairement indépen-

dants.
Correction

1. Voir cours.
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. On pose h(t) = R(t,0)Z (0) pour tout t € R. On a h' (t) = (LR(£,0)) Z(0) =
(AR (t,0)) Z (0) = Ah(t). C’est & dire, pour tout t € R on a h' (t) = Ah(t).
D’autre part, A (0) = R(0,0) Z (0) = 1,Z (0) = Z(0). C’est a dire, h (0) = Z (0).
Y' = AY,
Ce qui implique que h est une solution de Mais Z est aussi une
Y (0)=Z(0).
solution de ce systéme. Ainsi, d’aprés I'unicité de la solution de ce systéme, Z = h.

D’ou le résultat.

Remarque : le résultat de cette partie représente une propriété de chaque solution

du systeme Y = AY.

. Voir cours.

Interrogation 3

. Donner la définition du Wronskien.

. Soient Y7, ..., Y, n fonctions vectorielles. En utilisant la définition de 'indépendance

linéaire, montrer que
(Fto € 1,Y1 (o), ..., Yn (to) sont L. I.) = (Y3, ...,Y,, sont L. L.).

. Montrer que (etA)/ = Ae* pour tout t € R.

Correction

Pour 1 et 3, voir cours.

Pour 2, voir le TD.
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Controle final (2013/2014)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

3 éme année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (7pts)

Considérons le systeme

1. En utilisant la méthode spéctrale, résoudre ce systéme.

2. Donner une matrice fondamentale M de (H).

3. Trouver la matrice résolvante de (H). Puis, déduire la valeur de e

Exercice 2 (8pts)
Soient s € R et A une matrice & coefficients constant. Considérons le systéme Y =
AY.
Pour tout t € R, on pose G (t) = R (t+s,0) — R(t,0) R (s,0) et N (t) = AR(t,0) —
R (t,0) A.
M =AM,
M (0) = 0,.

1. Montrer que G et N sont des solutions du systéme
2. Montrer que R (t +s,0) = R (t,0) R (s,0).
3. Que peut on dire sur A et R (t,0).

Exercice 3 (5pts)

Soient A € M,, (R) et {e;,es,...,e,} la base canonique de R"™. Pour tout i = 1,n,
on pose Y; (t) = ede;, pour tout ¢ € R. Montrer que {Y1,Ys,...,Y,,} est un systéme
fondamental de V' = AY.

Correction
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Solution 1

11
1. On a A\ = —1 et XAy = 2 sont les deux valeurs propres distinctes de
2 0
1 .
Vi = et Vo = sont les vecteurs propres de associés
—2 1 2 0

respectivement a Aq, Ao. Donc

Y () = aVieh + Ve = ¢ e '+ e

cie”! 4 cpe?
)
—2cie7t + cpe?

avec cq, ¢ € R.

2. On pose Y (t) = VieMt et Yy (t) = Ve, Puisque \; = —1 et Ay = 2 sont deux

valeurs propres distinctes de alors {Y7,Y5} est un systéme fondamental.
20

Donc M = ( Y, Y, ) est une matrice fondamentale. C. a dire, pour tout ¢ € R,

M(t) = ( Yi(t) Ya(t) ) - ( Vieht Pheat ) _

3. Puisque R (t,tg) = M (t) M~ (to), alors

e e et g2t

—2et 2 —2et g2ho

R(t,ty) =
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-1
Puisque |:a Z] :ﬁ [ a bi| avec ad — cb # 0 alors
1 et e e2o g2t
Ribto) = 3eto ( —2e7t % ) ( 2e~t et )
1 [ 2e(tto) 4 glo—t  2(i—to) _ glo—t
-3 ( 2¢2(t—to) _ 9pto—t  o2(t=to) 4 9eto—t ) .

(t—to)

2
En plus, R (t,tg) =e 0 alors

2 1 22 +e 1 2 —e!
A 20 R(1,0)§( |

2¢2 — 21 €24 27!

Solution 2

, M = AM, G' = AG,
1. Pour montrer que G est une solution de on montre que
M (0) = 0,,. G (0) = 0,.
Soit t € R, on a
G = d(R(t+s,0)— R(t,0)R(s,0)) _ dR (t + s,0) B dR(t’O)R(s,O)

dt dt dt
= AR(t+s,0) — AR (t,0) R (s,0) (Propriété de dérivation de la résolvante)

= A(R(t+s,0)—R(t,0)R(s,0)) = AG (¢).
C. adire G’ (t) = AG (t) . D’autre part,

G(0) = R(0+s,0)—R(0,0)R(s,0)
= R(s,0)—1,R(s,0)
= R(s,0) — R(s,0) =0,.

163



C. a dire G (0) = 0,.
M = AM,

Montrons maintenant que N est une solution de { Soit t € R, on a
M (0) =0,.

Vi - QARG —RE0)A)  d(AR(L0) d(R(10)A)
) = dt - dt B dt
_ AR E0) d(R(t,0),
dt dt

= A(AR(t,0)) — (AR (,0)) A = A (AR (¢,0)) — A(R(t,0) A)

= A(AR(t,0) — R(t,0) A) = AN (¢).
C. adire N' (t) = AN (t). D’autre part,
N (0) = AR(0,0) — R(0,0) A= Al, — [, A=A—A=0,.

C. a dire N (0) = 0,,.
M =AM,

2. On a 0,, est une solution du systéme G est aussi solution de ce
M (0) =0,.

systéme. Ce dernier systéme admet une solution unique alors G = 0,. Ce qui
implique que pour tout t € R: G (t) = 0,,. C. a dire R(t+ s,0) — R(t,0) R(s,0) =
0,, alors R (t+s,0) = R(t,0) R (s,0).

M = AM,

3. On a 0, et N sont deux solutions de D’aprés l'unicité de la
M (0) =0,.

solution, on trouve N = 0,. Donc, pour tout ¢ € R : N(f) = 0, c. a dire
AR (t,0) — R(t,0) A = 0,,, donc, AR(t,0) = R(t,0) A. Ceci veut dire que A et
R (t,0) commutent.

Solution 3

Montrons que Y1,Ys, ... et Y, sont des solutions de Y = AY qui sont linéairement

indépendants : Soit i € {1,...,n}. Soit t € R, on a

detA
etAei) =— e; = (AetA) e, =A (etAei) =AY (t).
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C. adire, Y] (t) = AY; (t). Ainsi, pour tout i = 1,7, Y; est solution de Y’ = AY.

0A On

D’autre part, pour tout i = 1,7, on a Y; (0) = e%e; = ee; = I,,¢; = e;. Alors

[{e1,e2,...,e,} une base canonique de R"] = [{ej,e2,...,e,} L. L]

— [{Y1(0),Y2(0),...,Y,(0)} L.1]

!

[Elt() =0: {Yi (to) ,}/2 (to) y ,Yn (to)} L. I]

I

{Y1,Ys,..,Y,} L. 1],
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Rattrapage (2013/2014)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

3 éme année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (10pts)

, 0 4
1. Résoudre le systéme suivant B 10 ’
Y (to) = Yo
2. Considérons le systéme Y’ = (1) ;l Yo (H)

(a) Résoudre (H).
(b) Parmi les solutions de (H), trouver celle qui vérifie Y (¢y) = Y.
3. Que peut on dire.

Exercice 2 (6pts)

, 11
Considérons le systéeme Y = Yoo, (H)
01
. e tel
1. Montrer que la matrice M donnée, pour tout t € R, par M (t) = est
0 ¢
une matrice fondamentale de (H).
c1 + Cgt

2. Montrer que la solution de (H) est donnée, pour tout t € R, par Y (t) = e

Ca
avec cq,cs € R.

Exercice 3 (4pts)

Répond par vrai ou faux : Justifier la vrai et corriger la fausse.

1. La matrice fondamentale est unique.

2. LR (to,t) = A(t) R (o).
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Correction

Solution 1

, 0 4
Y = Y,
1. La solution du systeme 10 est définie, pour tout ¢t € I = R, par
Y (tO) = }/09
0 4
Y (t) = et10)4Y] avec A =
10
On a det (A — X)) = A* —4 = 0 implique que \; = 2 et Ay = —2 sont les deux
2 0
valeurs propres distinctes de A donc A = PDP~!. Ici D =
0 —2
Calculons P : Vi, V5 sont les vecteurs propres de A associés respectivement a \q, Ay
-2 2 =2 a b
alors V; = et Vo = donc P = = avec
1 1 1 1 c d
d —b 1 2
ad—cb=4#0.0Ona P! = =1 . Alors
—Cc a -1 2
Y(t) _ e(tftO)AYb _ e(tfto)PDPﬂYb
_ eP[(t—to)D]P*1% _ Pe(t—to)DP—lyo
2(t—to) 0
12 —2 —2(t—t 12
_ 1 . 0 (t —to) Y,
1 1 -1 2
112 -2 e2(t—to) 0 1 2
- 3 Yo
11 0 e 2tto) -1 2
1| 2e20-t0) 4 ge—20t0) ge20-t0) _ go-2-t0)
= = Yo, Vt € R.
4 e2t—to) _ o=2(t—to)  92(t—to) 4 9o—2(t—to)
2.a On a A\; = 2 et Ay = —2 sont les deux valeurs propres distinctes de
10
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Vi = et Vo = sont les vecteurs propres associés respectivement a

AL Ao

Donc, la solution de (H) est définie, pour tout ¢ € [ = R, par

V() = cVieM + colhe™!

—2
= ¢ e + ¢y e
1 1
2c1€%t — 2c9e2t
- )
c1e? + cpe
avec cq,co € R.
2.b On a
2¢ €20 — ¢ e 2t0 2?0 e~ 2to0 ¢
Y(to) = 2t 2t B 2t 2t
c1e”*0 4 cpe™ 40 e~ e =0 Co
Donc
2t —2t
2es0  —2e7* c1
Vi)=Y = [~ =Y
e?to e 2o Co
-1
c1 262t0 _26_2t0 1 6_2t0 26—2t0
o 62t0 672250 _ e2t0 2e2t0
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, 0 4
Y = Y,
Ainsi, la solution de 10 est définie, pour tout ¢t € I = R, par
Y (tO) - }/ba
2e?  —2e% c
Yit) =
Q2 2 Cy
1 26225 _267225 672250 26721‘,0
- Z e2t e~ 2t —e2to 9p2t0

[ 9e2(t-10) | 9p—2(t—t0)  go2(i—t0) _ go2i—to)
Yo.

-

62(t_t0) — 6_2(t_t0) 262(t_t0) + 26_2(t_t0)

, 0 4
3. On a utilisé deux méthodes différentes pour trouver la solution du systéme B 10
Y (t9) = Yp.
Solution 2
1. Pour montrer que M est une matrice fondamentale du systéme V' = Yil
0
, 11
suffit de montrer que pour tout t € Rona M (t) = M (t) et det M (t) #
0 1
0. Soit t e R:
, e (t+1)¢
D’une part, on a M (t) = et
0 et
el tel et (t+1)e
M (t) = = ( )
0 1 01 0 ¢ 0 et
, 1
alors M (t) = M (t)
0 1
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et te!
D’autre part, on a det M (t) = det = €% +#£ 0. Puisque M est une
0 e

, 1
matrice fondamentale du systéme Y = Y alors la solution générale Y
1

1
0
est définie pour tout ¢t € R par

Y (t) = M(t)C, avec C € R

et tet c1

Y(t) = C avec C = € R

et Co

0
¢1+ cot
Y (t) = et( b avec c1, ¢ € R.
Ca

Solution 3

1. Faux. La matrice fondamentale n’est pas unique : Soit C' une matrice constante
inversible. Si M) est une matrice fondamentale alors on peut montrer (Voir Rat-
trapage 2012/2013 : Exercice 2 Question 2) que My = M;C est aussi une matrice
fondamentale.

2. Faux. On a (Voir cours) 4 R (to,t) = —R (to, t) A (t) . Remarquer, ici, que £ R (o, t)

représente la dérivée par rapport a la deuxiéme variable.
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Interrogation (2014/2015)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

3 éme année Maths (Module EDO II)

e%"’t eé_t
1. Pout tout t € R, on pose Y (t) = 2 et Y (t) = 2 . Montrer
—ez Tt —2ezt
) , t+3 2
que {Y7, Y2} est un systéme fondamental de solutions du systéme Y = Y.
—4 t-3
Résoudre ce systeme. Trouver la matrice résolvante.
t2 et et
2. Pout tout t € R, on pose M (t) = 2 2\ e Montrer que M est une
(1-8)e
) ) 1+t ¢
matrice fondamentale du systéeme Y = Y. Résoudre ce systéme.
-t 1—1
Donner une autre matrice fondamentale pour ce systéme.
3. Considérons le systéme
, 2—t  t—1
Y = Y (H)
2(1—1) 2t—1

2 2 2 +2
ettE _ pGtte Ttte _ ot
Montrer que, pour tout ¢,y € R,ona R (t,tg) = 2 ) ) 2 |
2eit3 — ezt 2T _ it

puis, résoudre le systéme (H). Donner une matrice fondamentale.

Correction
_ , t+3 2
1. * Il suffit de montrer que Y;,Y5 sont deux solutions de Y = Y et
-4 t-3
qu'’il sont linéairement indépendants (W (t) # 0 pour tout ¢ € R).
) . , t+3 2
** Puisque {Y7, Y2} est un systéme fondamental de solutions de Y~ = Y
-4 t-3
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alors pour tout ¢ € R on a

2 2
crez 4 cper
Y () =cY1(t) +Ya(t) = 2 2 avec ¢1, ¢ € R.
—crez Tt — cy2e7 7t
2
ez Tt
##* La matrice définie pour tout ¢t € R par M (t) = (Y7 (1) Y2 (t)) = 2
—€?+t
est une matrice fondamentale. Ainsi
42 2 2 to2
1 ez Tt ezt ez Tt e 2 o
R(t,tg) = M(t)M " (ty) = . . 2
—eztt Q¢! ez Tl ezt
2t £y By £o? 4
9 e ez —2e2 70 —e 2 70
_eo 1o
o € ¢ 2 2 2
_emHt 95t o B+t eoHo
2 2 2 2
t ¢ 2 t t t 2 t
ez teto—F _ 95 tte—3to T —teto—3 _ o5 tte—F—to
= +2 —t 2 +2 +2 2 +2 t2
Qe T Hte 3t _ 9T telo—F o~ GTHteg —to _ 95 toto—7
, 1 4
2. * 11 suffit de montrer que, pour tout ¢ € R, on a M (t) = M (t) et
det M (t) # 0.

** Puisque M est une matrice fondamentale alors la solution générale Y est définie

2t
e
pour tout t € R par Y (t) = M (t) C =

t
B} €

C, avec C' € R?.
_ 2ot gt
2
*** Si D est une matrice constante inversible alors M D est aussi une matrice
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fondamentale. Par exemple, si on prend D = .On a

0 2
Let et 2 0
M@HD() = ~
( —3)6 —e 0 2
Q%Gt 2¢!

= pour tout t € R.
(2 —t%) et —2¢

3. * On pose
B2 12 i
2elts — ez tlo ez tto _ olt3

D (t, to) - 2

2
¢ 2 2 t
2eltE — e Tt QeTHo _ ot

Pour montrer que R (t,ty) = D (t,ty), il suffit de montrer que D (.,ty) est une

, 0 4
M = :
solution du systéme (S.R.) suivant : 10
. , 2—t t—1 )
** La solution générale de Y = Y est définie pour tout ¢ € R
2(1—1t) 2t—1

2e! — eé eé —e
par Y (t) = R(t,0)C = 2 2 C, avec C' € R2.
2¢t —2ez 2e7 — et

% On a R(.,0) est une matrice fondamentale.
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Controle final (2014/2015)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

3 éme année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (6pts)

1. Résoudre le systéme

, (23 1
Y = Y + . (E)
0 2 0

(1 pt) 2. Quelle est la relation entre la solution générale et 'ensemble de toutes les solutions

d’'un systéme différentiel quelconque. Que peut on dire dans le cas du systéme

Y' = A(t)Y. Justifier.

Exercice 2 (7pts)

Considérons le systeme

Y. (H)

“,‘;,|>—A =
Sl

t2
(1 pt) 1. Montrer que la fonction définie sur I = ]0,+oo[ par Y (t) = est une
—1

solution de (H).

(3 pts) 2. Trouver une fonction ¢ € C* (I, R) pour que la fonction définie sur I par Y3 (t) =

0
o ()Y (t) + soit une solution de (H). Calculer Y5.
t

(3 pts) 3. Montrer que {Y7, Y2} est un systéme fondamental de (H). Puis, déduire la solution
générale du (H).
Exercice 3 (7pts)

Les deux questions sont indépendantes :

pour tout t € I. Montrer que

(3 pts) 1. Soient B,C € F (I,R") avec C' (t) = R(0,t) B ()
= R(t,0)C (t) est une solution de

la fonction définie pour tout t € I par Z (t)
Y =A1)Y +B(t).
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(4 pts) 2. On suppose que, pour tout t € I, on a M (t) = A(t) M (t) et det M (t) # 0.

Montrer que M est une matrice fondamentale de Y’ = A (¢)Y.
Correction

Solution 1

1. La solution générale du systéme (E) est Y = Yy + Y, avec Yy est la solution
générale du systéme homogeéne associ¢ Y = AY et Y, est une solution particuliere
du systéme (F).

Calculons Yy : En utilisant la méthode de ’exponentielle de matrice, on trouve
VteR: Yy (t) = C avec C € R%

Mais
2 3 0 3¢t 0 3¢

t 2tl>+

A 002 00)_ x\00) 58)

0 3t
La matrice ) est une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale

est composée par des zéros alors elle est une matrice nilpotente. Un simple calcul

0 3t 0 3t
0 3t 0 0 0 0 1 3t
montre que = (5. Donc e =L+ -—~—F—"F+=
' 0 1
Si on remplace dans (5.8) on trouve
ga_ [ €3 tout ¢ € R (5.9)
= o pour tou . .
0 e
Ainsi
€2t 3t62t
VieR: Yy (t) = C avec C € R%.
0 6225
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Calculons Y, : On utilise la méthode de la variation de la constante. Il existe

une solution particuliere sous la forme Y, (t) = €AC () pour tout ¢ € R, avec

!

C' (t) = e "B (t) pour tout t € R.

6_2t —3t€_2t

Calculons e~ : Prenons (—t) dans (5.9) pour trouver e 4 = (-4 = )

0 e
o, 6—2t —3t6_2t 1 6—2t o .
Ainsi C' (t) = = , ceci implique que
0 e 2t 0 0
, [ e ?at Se M 4 ¢
C(t):/C (t)dt = avec ¢y, ca € R.
det Co

Puisque on s’intéresse a une seule solution particuliere Y, alors on considere une

seule fonction C', pour cela, on prend par exemple ¢; = ¢ = 0. Ceci implique

1,2 o2 et 1,2 1
que C (t) = 2 . Ainsi Y, () = 2 = 2
0 0 e 0 0
Donc
et 3te -1
VieR:Y (t) = C+ > | avec C € R%
0 e 0

. Au début, on note que, par définition, la solution générale d’un systéme différentiel
quelconque est une famille de solutions indicées par des constantes : Par exemple,
si on utilise le changement de variable z = 1 — y? on peut montrer que la solution
générale de I’équation y? + (yyl)2 = 1 est définie par y (t) = +1/1 — (t — ¢)* avec
¢ € R et il existe d’autres solutions y; = 1 et y5 = —1 qui n’appartiennent pas a

cette famille. Ces deux solutions sont appellé des solutions singuliéres.

Pour les systémes quelconques : la solution générale est inclus dans I’ensemble de
toutes solutions.

Pour les systémes de la forme Y = A(t)Y : la solution générale est égale a
I'ensemble Sy qui est 'ensemble de toutes les solutions de (H) car Sy = [{Y1, Ya, ..., Y, }] .

Notons ici que par définition [{Y7, Y5, ..., Y, }] est une solution générale.
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Solution 2

, ot
1. PourtouttE]R,onaYi(t)( )etA(t)Yl(t)(
—1

2t

alors Y, (t) = A (t) Y1 (t) pour tout ¢ € R. Ce qui implique que Y] est une
—1

solution de (H).

2. On a
V(1) = (¢<t>m<t>+(2)) ¢’<tm<t>+¢<tm’<t>+( )
( Fe 1) )+¢<t>A<tm<t>
—té (1) + 1
et
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Ainsi

[Y5 est une solution de (H).| <= [Yé (t)=A(t)Ys(t),Vt € I.]

2./ _
— tfb ) = t Vi e 1.
I —to (t)+1 2
2 _
= tq?(t)_ "over
—tp (t)+1=2

!

-1
= | ()= T,Vtel.

— [p(t)=—Iln|t|+c=—Int+c,Vt € I].

Puisque on s’interesse & une seule fonction ¢ on prend ¢ = 0. Ainsi, ¢ (t) = —Int

pour tout t € I.
Calculons Y5 : On a

0 12 0
Yo(t) = o(t)Y1(t)+ = —Int +
t —1 t
—t?Int
t(lnt+1)

3. Montrons que {Y1,Ya} est un systéme fondamental de (H) : On a Y] et Y3 sont

deux solutions de (H). D’autre part, on a

> —t*Int 5
W(t)=det ( i (1) Ya(r) ) = det . —#£0

pour tout ¢ € I alors {Y7, Y2} est un systéme linéairement indépendants.

Puisque {Y7, Y2} est un systéme fondamental de solutions de (H) alors pour tout
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telona

Y (t) =Y (t) + Ys (t) = (

Solution 3

1. Soit £ € R. On a

Z (1)

(c1 — colnt) t?

(CQ (lnt + 1) — Cl)t

(R(t,0)C () = <1R(t,0)) C (t)+ R (t,0)C" (t)
(A@)R(t,0))C () + R(£,0) (R(0,t) B(t))

A(t)(R(t,0)C (1)) + (R(t,0) R(0,t)) B(t)
A(t)Z(t)+ R(t,t)B(t)
A Z(t)+1,Bt)=At)Z(t)+ B(t).

) avec a, J € R.

Clest a dire Z' (t) = A(t) Z (t) + B (t) pour tout t € I. Ceci implique que Z est
une solution de Y' = A ()Y + B (t).

2. Soient Yi,...,Y, les colonnes de M. Puisque, pour tout ¢ € I, on a M’ (1)

A(t) M (t) alors (voir Exercice 2 Question 1 Rattrapage 12/13) Y7, ...,Y,, sont des

solutions de (H ) . D’autre part, pour tout t € R, ona W () := det (Y1 (t)...Y, (¢))

det M (t) # 0 alors Y7, ..., Y, sont linéairement indépendantes.
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Rattrapage (2014/2015)

Unwersité de Batna, Département de Mathématiques,

3 éme année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (8pts)

Considérons le systéeme

, 11
Y = Y. (H)

1. Utiliser la méthode spectrale puis la méthode de I'’exponentielle pour résoudre le
systéme (H) .
2. Comparer les résultats obtenus.

Exercice 2 (12pts)

Soient a,b € R. Considérons 1’équation

y' +ay +by = 0. (h)
’ yl 0 1
1. Onposeyy =y, yo =vy,Y = et A= . Montrer que y est une
Y2 —b —a

solution de (h) si et seulement si Y est une solution de Y’ = AY....... (H)

2. Montrer que A est une valeur propre de A si et seulement si A est une racine du

polynéme caractéristique 72 + ar + b = 0..... (C).

3. Montrer que si (C) admet deux racines réelles distinctes A\; et Ay alors la solu-

At
e
tion générale de (H) est définie, pour tout t € R, par Y (t) = ¢ R +
)\16 it
e)\zt
Co avec c1, 3 € R. Déduire la solution de (h) .
)\26)\2t

4. Montrer que si (C') admet une racine double A alors la solution générale de (H)

e)\t te)\t
est définie, pour tout ¢t € R, par Y (t) = ¢4 + co avec
et (14 At) e
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c1, ¢2 € R. Déduire la solution de (h).

Correction
Solution 1
1. Méthode spectrale : On a A\ = —1 et Ay = 2 sont les deux valeurs propres distinctes
1
de Aet V] = , Vo = sont les vecteurs propres associés. Ainsi, la
-2 1

solution générale est donnée, pour tout t € R, par

—t 2t
ci1e” " + e
Y () = e VieMt + cpVpet = avec ¢1, ¢ € R.
coe?t — 2cie7t

Méthode de ’exponentielle de matrice : Puisque A admet deux valeurs propres dis-
A0 -1 0

tinctes alors A = PDP~ 1. 1Ici D = = et P = ( Vi Vs ) =
0 X 0 2
1 1 a b d —b
= avec ad —cb=3#0.Ona P! = —L- =
21 c d —c a
1 -1
3 . Alors
2 1
etA _ eP(tD)lf1 _ PetDP—l
—t 0

Wl =
R
\G)
e
o
N}
~
[NCJ——
—_
}—l

Wl =
-
[\)
— =
o
S
o~
QMO
~
[N
—_
[y

1 et 42e% e — et

3 262t _ 9e~t 9p—t 4 o2
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Ainsi, la solution de (H) est donnée, pour tout ¢ € R, par

1 et 42e2 2 — et

Y (1) =0 = = C avec C € R%.
2% — 2e7t 2e7t 4 2

2. Les deux formules nous donnent le méme ensemble. En effet,

& -1
VO eR%L3e,ceR (I | ] = ( VoV ) C | : €0 = e VieM Ve

Co

et

Ver,co € R,3C = Vi 4+ oV € R?: A0 = e VieMt + caVoe .

Solution 2

1. On a )
yi= M=) = =" (5.10)
Y2 Yo Yy Y
Alors
[y est une solution de (h)] <= [y" = —ay — by] = [y" = —ay; — by
Y2 Y2
< . =
Y —ay; — by
, 0 1
e |y "
—b —a Y2
v’ = ay]

=
<= [Y est une solution de (H)].
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2. On a

(X est une valeur propre de A) <= (det (A — \)=0)

- 1

< | det =0
—b —a—A\

— (MP+ar+b=0)

= ()\ est une racine de 7> +ar +b = O)

e)qt e)\Qt
3. Pour tout t € R, on pose Y; (t) = et Vs (t) =
)\16)\1t )\26)\2t

Pour montrer que la solution générale de (H) est définie, pour tout ¢ € R, par

e)\lt 6)\2t
Y(t) = + ¢ il suffit de montrer que {Y1,Y>2} est un
)\16)\1t )\26)\2t

systéme fondamental de (H).
Trouvons y la solution de (h) : On a
yl (t) 6)\1t 6)\2t

=Y (t) =C +
Y2 (t) )\1€>\1t )\26)‘2t

creMt 4 cpet2t

cl)\le’\lt + C2)\2€)‘2t

Alors, y; (t) = cieM! + ce?t. Mais y (t) = y; (t) donc y (t) = creMt + cpe2t.

e)\t te)\t
4. Pour tout t € R, on pose Y; (t) = et Yo (t) = . 11 suffit
et (1+ \t) e

de montrer que {Y, Y2} est un systéme fondamental de (H) .

Comme la question 3, on trouve la solution de (h) est définie, pour tout ¢ € R, par

y (t) = (c1 + cot) €M avec ¢y, cp € R.
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Controle final (2015/2016)

Unwersité de Batna 2, Département de Mathématiques,

3 éme année Maths (Module EDO)

Exercice 1 (7pts)

1.

Résoudre le systéme Y’ = Yo (H)
0 -2

2. Déterminer la matrice résolvante, une matrice fondamentale et un systéme fonda-

mental du systéeme (H) .

Exercice 2 (6pts)

Sans calculer la solution, justifier I'existence de la solution maximale unique ¢ de

Péquation iy = y* qui vérifie ¢ (0) = 1. Puis, montrer que ¢ est une fonction croissante

et strictement positive sur son intervalle de définition.

Exercice 3 (7pts)

Répondre par vrai ou faux. Justifier la proposition vrai et corriger la proposition

fause :

1.

2.

Toute solution globale de I’équation 3 = f (¢,%) est maximale.

Si f e CH(I x Q) alors f vérifie les conditions du théoréme de Cauchy Lipschitz.

1

. Soit y la solution de 'équation 3 = —y? définie sur J = |—o0, 0] par y (t) = 1. On

t

a y est maximale.

Les solutions de 'équation y = ey + 32 sont de classe C° (.J).
Soient A, B € M,, (R). On a A8 = eeB,
-3

, 1
Le systéme Y = Y est asymptotiquement stable.
-2 0
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Correction

Solution 1

, -2 1
1. La solution du systéme Y = Y est donnée pour tout ¢ € R par
0 -2
' 2 1
Y (t) = e AC avec C € R?. Ici A = .On a
0 -2
-2 1 =2t t 0 t 0 t
t —2tlr+
0 =2 0 =2t 00 00
: 0 ¢ o .
On peut facilement montrer que est une matrice nilpotente d’indice
00
m = 2 alors
0 t
0 0 o2t te—2t
et =e | I+ =
1! 0 €—2t
Donc,
6721‘, t672t
VieR:Y (t) = C avec C € R%.
0 €—2t

672(2‘,71‘,0) t _ t 672(2‘,71‘,0)
2. La matrice résolvante : Soient t,ty € R. Ona R (1) = el 7104 = (= to)

0 6_2(t_t0)
€—2t te—Qt

0 67225
Un systéme fondamental {Y1,Y2} : Puisque Y] et Y3 sont les colonnes de la matrice

Une matrice fondamentale M : Pour toutt € R,ona M (t) = R(¢,0) =

—2t —2t
e te
fondamentale alors, pour tout ¢t € R,onaY; (t) = et Vs (t) =

0 e 2
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Solution 2

Justifions Uexistence de la solution maximale unique ¢ de l’équation y = y* qui vérifie
¢ (0) = 1 : Puisque la fonction f définie par f (¢,y) = y* est continue sur I x 2 = R2
De plus, elle est de classe C! (R?) alors elle est une fonction localement Lipschitzienne,
par rapport & y uniformément par rapport a ¢, sur R2. Ainsi, les conditions du théoréme
de Cauchy Lipschitz sont vérifiées.

Montrons que @ est une fonction croissante : Puisque y = y* et y* > 0 ainsi y > 0.

Montrons que ¢ est strictement positive : Soit 1) la solution maximale nulle de 3y = y*.
Puisque 1 (0) # ¢ (0) . Donc, 9 et ¢ sont deux solutions maximales différentes de y" = /2.
Ce qui implique que leurs graphes ne se coupent pas. Ainsi, le graphe de ¢ est ou bien
en dessus ou bien en dessous de ’axe des abscisses qui est le graphe de la fonction nulle
1. Puisque ¢ (0) = 1 > 0 alors le graphe de ¢ est en dessus. Ainsi, ¢ est une fonction
strictement positive sur son intervalle de définition.

Solution 3

1. Toute solution globale de I'’équation y' = f (¢,y) est maximale. Vrai car la solution
globale est définie sur l'intervalle tout entier qui est l'intervalle de définition le plus
grand possible.

2. Si f e CHI xQ) alors f vérifie les conditions du théoréme de Cauchy Lipschitz.

( f est continue sur I x €

et

Vrai car f € C' (I x Q) =
f est localement Lipschitzienne, par rapport a y

uniformément par rapport a ¢, sur I x €}

3. Soit y la solution de I'équation y = —y? définie sur J = ]—00,0[ par y (t) = %. On

t

a y est maximale. Vrai car Iim% n’existe pas.
<

t—0
4. Les solutions de I’équation 3 = e’y + y? sont de classe C*(J) . Vrai car la fonction
définie par f (t,y) = e'y + y* est de classe C?.
5. Soient A, B € M,, (R). On a e*P = edeP. Faux : Correction Si AB = BA alors

pA+B _ ,AB.
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-3 1

6. Le systeme V' = Y est asymptotiquement stable. Vrai car les valeurs
-2 0
propre de - sont Ay = —let Ay = —2etonaRed] = —1 < 0et
-2 0
-3 1 )
Re Ay = —2 < 0. Toutes les valeurs propre de ont une partie réelle
-2 0

strictement négative.
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Rattrapage (2015/2016)

Unwersité de Batna 2, Département de Mathématiques,

3 éme année Maths (Module EDO)

Exercice 1 (10 pts) Les questions suivantes sont indépendantes

1.

Soient a,b € R avec a < b. Que veut dire y est une solution définie sur [a,b] de
Péquation y' = f (¢,7).

Est ce que la solution y définie sur |1, +oo[ par y (t) = ﬁ de léquation 3y = y? est
une solution maximale (Justifier). Est ce que c’est une solution globale (Justifier).

Montrer que toutes les solutions de y' = t4/t2 + y2 sont globales.

B 0
Soit A = € M, (R) avec B € M, (R), C € M, (R) et p+¢q = n. Montrer
0 C
! . RB <t7 to) O
que la résolvante de Z = AZ vérifiee Ra (t,tg) = ou
0 Re (t, to)

Rp (t,tg) (vesp. Re (t,t0)) est la résolvante de X' = BX (resp. de Y = CY).

A est une matrice a coefficients constant. Montrer que si A est une valeur propre

de A alors e est une valeur propre de et

Exercice 2 (8 pts) Résoudre les systémes suivants (Préciser si la solution est générale

ou particuliére) :

2.

3.

, 2 0

01

(20
02)
Y (0) = o,
) 10 et
Y = Y +
0 2 te?
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=

, 01 1
Y: Y_'_ )
0 0 0

Y (to) = Yo.

Exercice 3 (2pts) Etudier la stabilité de 'origine du systéme suivant

dyi _ .2
i = Y2 T Y1Cos Yy,

% =ys+ (y1 + 1) y1 + y1 sinyo.

Correction

Solution 1

1.

y est une solution définie sur [a,b] de 'équation 3 = f (t,y) veut dire que y est

dérivable sur [a,b], yy(a) = f(a,y(a)), y, (0) = f(by (b)) et y (t) = f(t,y (1)
pour tout ¢ € Ja, b[.

. Puisque limy (t) = —oo c’est a dire lim y (¢) n’existe pas alors y est une solution
=51 =51
maximale.

Puisque I =R et J = |1, +o0o[ alors I # J. Ainsi, y n’est pas une solution globale.

. Voir cours ch 1.

Puisque Rp (resp. R¢) est la résolvante de X' = BX (resp. de Y = CY) alors

189



4 Re (t,to) = CRe (t,to)

4 Rp (t,to) = BRg (1, to)
e
RC (t(), t()) = Iq

RB (t(),to) - Ip

|

Ce qui implique que

d | Rp(t ) 0 | #RBs(tt0) 0
dt 0 Re (t,to) 0 LRe (t,to)
B BRg (t,t0) 0
0 CRc (t,to)
| B o || Rett) 0O
0o C 0 Re (t,to)
. Rp (t, to) 0 |
0 Re (t, 1)
C.ad.
d Rp (t, to) 0 B Rp (t, to) 0 (5.11)
dt 0 Rel(tto) 0 Rel(tto)
De plus,
Ry [ Roltoto) 0
(to,t0) =
0 Rc 0 Re (to, to)
= ’ = Iptq = I
0 I ]
C. ad.
Rg O
(to,to) = Ip. (5.12)
0 R¢
Rp (t,to) 0
De (5.11) et (5.12), on trouve Ry (t,ty) =
0 Re (t, o)
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5. Soit V' un vecteur propre de A associé & la valeur propre A\. Donc AV = AV. On a

=0

eAtV:<Z(At )V ZAktv ZklAk

On peut montrer par récurrence que, pour tout k& € N, on a A¥V = A\*V. Donc

> thAF
MV = Z (Z k! )V
1=0 1=0 )

- i > MV

=0

Ce qui implique que e* est valeur propre de e

Solution 2

) 2 0
1. La solution générale du systeme ¥ = Y :Onal =2et Ay =1 sont les
01
o 20 1 0
deux valeurs propres distinctes de V= et Vo = sont
01 0 1
0 . :
les vecteurs propres de associés respectivement a Ay, As. Donc
01

YH (t) = clvleklt + CQ‘/QeAZt

0
= ¢ e’ + ¢y e’
0 1
cret
coet ’
avec ¢,y € R.
, 2 0
2. La solution du systéme 0 2 " est YV (t) = et")AY, avec t = 0



2 0 2 0

t t
2 0 2 2
et A= .C.adireY (t) =e 0 Y,. Mais e 0 = 2ht02 —
0 2
e?e2 = e[, Alors Y (t) = e¥ LYy = €Yy
. , 10 et
. La solution générale du systéme Y = Y + , est Y =Yy +Y,
0 2 te?t

avec Yy est la solution générale du systéme homogene associé et Y, est une solution
particuliere du systéme considéré.

Calculons Yy : On a Ay = 1 et Ay = 2 sont les deux valeurs propres distinctes de

10 1 0 10
Vi = et Vo = sont les vecteurs propres de

0 2 0 1 0 2
associés respectivement a i, A. Donc

YH (t) = clvleklt + CQ‘/QeAZt

1 . 0
= € + C e

avec ¢, cy € R.

Calculons Y, : On utilise la méthode de la variation de la constante. Il existe une

solution particuliére sous la forme

Y, (t) = c1 (t) VieMt + ¢y (t) Vae™, (5.13)

avec ¢ et ¢y deux fonctions dérivables telles que , = M™'B, ou M est une
Ca
matrice fondamentale du systéme homogene et B le second membre du systéme

non homogeéne. On pose Y] (t) = VieM! et Ys (t) = Vae2!. Puisque A\ = 1 et Ay = 2
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10
sont deux valeurs propres distinctes de alors {Y7,Y5} est un systéme
0 2

fondamental. Donc M = ( Y, Y, ) est une matrice fondamentale. On a

Ce qui implique que ¢; (t) = 1 et ¢, (t) = t. Ainsi, ¢; (t) =t et ¢3 (t) = 3t% Si on

remplace dans (5.13) on trouve

1 1 0 tel
Y, (t) =t e +35t* =1,
t
0 1 §t e
Ainsi
Y (t Vi () + Y, (¢ ac te!
(t) = Yu(t)+Y,(t) = e + Iy

(c1+1)e
(c2 + 3t2) €*

avec cq,co € R.
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, 0 1 1
Y - Y + )
4. La solution du systéme 00 0 est

Y (tO) = }/ba

t
Y (t) = ety 4 / e WAB (u) du,

to

avec A = et B(u) = . C. adire
00 0
0 1 0 1
(t—to) . (t—u) )
Y(t)=e 00 Yo—i-/e 00 du.
to 0
01 0 t—to
(t—to)
0 0 0 0 t—to . i
On ae =e , avec est une matrice nilpo-
0 0
tente car c’est une matrice triangulaire supérieure dont les éléments de la diagonale
2
) ) 0 t—1o
sont nuls. On vérifie facilement que =0.0na
0 0
0 t—tp 0 t—to
0 0 0 0 1 t—tg
(& — _[2 + —=
1! 0 1
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01
00

(t—to)

Alors e

Solution 3

Le systéme linéarisé

10

L t—to e
= . Ceci implique que
0 1
1 t—1t 1 t—u
_ e [
0 1 to 0 1
1 t—t " du
= 0 Yo+ ffo
0 1 j;o Odu
1 t— to t— tO
= Yo+
0 1 0
. . s .. Y1
au voisinage de 'origine est =
Y2

. Avec A =

. La matrice A admet une valeur propre double A = 1. Donc, elle admet une

11

valeur propre & partie réelle strictement positive donc le systéme nonlinéaire est instable

aussi.
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Interrogation (2016/2017)

Université de Batna 2, Département de Mathématiques
3 éme année Maths

Equations différentielles ordinaires

1. Les fonctions suivantes sont elles localement Lipschitzienneeny : f (t,y) = In (£ + %> + 1),

et fol(t,y) = lylcos(t* +1), fa(t,y) = cos(t* +y*) et fa(t,y) = |y|sint®.

1
22—t

maximale de I’équation ¥ = y>. Méme question pour la fonction ¢ définie sur

est une solution

2. Montrer que la fonction ¢ définie sur |—oo, 2] par ¢ (t) =

|2, +o0[ par ¢ (t) = m

. y =ty+1)°
3. Considérons le probléme de Cauchy ¢ =~ 7~ ... (P)
y(0)=1
(a) Montrer que le probléme (P) admet une unique solution maximale ¢ définie
sur |S,T7.
(b) Montrer que ¢ € C* (]S, T]) .
(c) Montrer que ¢ est monotone sur [0,77.
(d) Montrer que ¢ est positive sur [0, 7.
Correction
1. Pour f; : Puisque f; est la composition de deux fonctions de classe C! alors f; € C! (RQ).
N ~~ g
(0,5pt) (0,5pt)

Ainsi elle est localement Lipscitzienne en y sur R?. De méme pour fs.
Pour fy : Soient (to, o) € R x R. Soient Ty, rg > 0. Pour tout ¢ € [tg — Ty, to + To)

et Y1,Y2 € [y() _T0790+T0] , O a

2 (& y1) = fa (8, y2)| = [eos (8 + D [[ya] — lyall < ly1 — w2

(0, 75pt)
car [cos (1> +1)| < Let [Jya| — |yl < [y1 — v2l-
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Ainsi, on a montré que

V(to,y0> e Rx R, 374,79 >0,FJk=1>0:
(0,25pt) § Wt € [to — To, to + Tol , Y1, Y2 € [Yo — T0, Yo + 70 © -
\fa(t, o) — fo(t,y2)| < Elyr — ol

Ceci implique que f> est localement Lipscitzienne en y sur R?. De méme pour f;.

. Pour tout ¢t € |—00,2[, on a

‘6\
—~
~
~
I
VS
—~
[\
—~
[\]
I
~
~
~—
|
Nl
N——
I
I
N =
—~
I
[\
~
—~
[\
—~
[\]
I
~
~—
~—
|
[NV
I
—~
(\]
—~
[\
I
~
~—
~—
|
[NV

Ainsi, pour tout ¢ € J, on a ¢ (t) = ¢° (t). Ainsi, ¢ est une solution de y' = y/°.

(0,251) (0,251)
1
Puisque lim ¢ (t) = lim ———= = +o0 (limite n’existe pas) alors ¢ est maximale sur |—oc
=12 —=24/2(2—1) h ~~ '
N - s (075pt)
(0,5pt)
De méme pour .
\ IN yl - f (t’ y)
. Le probléme (P) est un probléme de Cauchy sous la forme avec f
y (to) = Yo
est une fonction définie sur I x @ = R x R =R? par f (t,y) :=t(y + 1)6. to =0 et
Yo = L.
(a) On a
*f est continue sur R? car c’est le produit de deux fonctions continues sur R? .
(Oggpt) (nggpt)
** f est localement Lipschitzienne en y sur R? car f € C* (R2).
N - > ,
(0,25pt) (0,25pt)

FHE (to, 90) = (0,1) € R%.
Alors, le probléme (P) admet une unique solution maximale ¢ définie sur un

intervalle J. En plus, J = |5, T
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(b) ¢ € C*(15,T) car f € C° (R?).
(1pt)

(c) Ona ¢ =t(p+1)°>0sur [0,7] alors ¢ est croissante sur [0,7 ainsi elle

vV Vv
(0,5pt) (0,5pt)
est monotone.

-~

(d) Soitt € [0, T alorst > 0. Puisque ¢ est croissante sur [0, 7] alors ¢ (t) > ¢ (0) = 1.
(0,501 (05

)
Ainsi ¢ > 0 sur [0, T7.
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QUELQUES TYPE DE QUESTIONS

Equations du premier ordre

1.

10.

11.

Montrer que la fonction f est localement Lipschitzienne, par rapport a y uniformé-

ment par rapport a t, sur I x €.

Montrer que la fonction f n’est pas localement Lipschitzienne, par rapport a y

uniformément par rapport a t, sur I x €.
La fonction f est elle localement Lipschitzienne en .

Utiliser le théoréme de Cauchy Lipschitz pour démontrer que la fonction f n’est
pas localement Lipschitzienne, par rapport a y uniformément par rapport a t, sur

I xQ..

Résoudre I’équation différentielle F < t,oy, y, -, y® ) = 0. (Pour répondre
a ce type de question, on trouve la classe ou cette équation appartient puis on utilise

la méthode de résolution relative a cette classe).
Montrer que les hypothéses de Cauchy Lipschitz sont satisfaites.

Etudier I’existence et I'unicité de la solution maximale y de I'équation 3y = f (¢, y)

qui vérifie y (to) = vo.

Justifier I'existence et I'unicité de la solution maximale unique y de y' = f (¢, y)

qui vérifie y (to) = vo.

Montrer que le probléme de Cauchy y =7y, admet une solution locale.
y (to) = yo.
. yl - f (ta y) ) . .
Montrer que le probléme de Cauchy admet une unique solution
y (to) = vo.
maximale.
. y/ - f (ta y) ) .
Montrer que le probléeme de Cauchy admet une solution globale
y (to) = %o
unique.
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= f(ty),
12. Montrer que la solution de y=Fty) est globale.
y (to) = vo-

13. Montrer que toutes les solutions de y' = f (¢,y) sont globales.

14. Montrer que y est une solution sur .J de I’équation y' = f (¢, 7).

y/ :f(tay)a

y (to) = Yo

15. Montrer que y est une solution sur J du probleme de Cauchy

16. Soit y une solution sur .J de I'équation 3 = f (¢, y). Montrer que y est une fonction

continue sur J.

17. Soit y une solution sur .J de I'équation 3y = f (¢, y). Montrer que y est une fonction

de classe C™ (J). Ici m € N*.

18. Est ce que la fonction y est une solution maximale de I'équation 3 = f (t,y).

19. Montrer que Uintervalle de définition .J de la solution maximale de équation y' =

f(t,y) est de la forme | =T, T7.
20. Montrer que la solution est croissante (décroissante).
21. Montrer que la solution est positive (négative).
22. Montrer que la solution est impaire (paire).
23. Soit y une solution maximale définie sur |S,T'[. Montrer que T = +o0.

24. Soit y une solution maximale définie sur |S, T'[. Montrer que T est fini.

25. Soit y une solution maximale définie sur |S,4+o00[. Montrer que lim ¢ (¢) existe

t—4o00

et vaut a zéro.
26. Soit y une solution maximale définie sur |, T'[. Montrer que lim y (t) = +o0.
=T

Systémes linéaires & coefficients variables

1. Ecrire le systéme sous la forme Y’ = A (1) Y.

2. Calculer la résolvante du systéme Y = A (1) Y.

3. Montrer que {Y},Y3,...,Y,} est un systéme fondamental de solutions de Y’

A()Y.
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10

. Trouver Sy I’ensemble de toutes les solutions du systeme Y’ = A ()Y

Soit D (., tp) une fonction matricielle donnée. Montrer R (,ty) = D (t, to) pour tout

tto € 1.

Montrer que la matrice M est une matrice fondamentale de Y’ = A (¢) Y. Donner

une autre matrice fondamentale pour ce systéme.

Déterminer la solution (générale) du systéme Y = A (¢)Y.

. Déterminer la solution (générale) du systéme Y' = A (1)Y + B (t).

Y =A(t)Y,
Y (to) = Yo.

Déterminer la solution du systéme

. : Y'=AMY+B(1),
Déterminer la solution du systéme :

Systémes linéaires a coefficients constants

1

2

10.

Calculer I'exponentielle de la matrice A.

Déterminer la matrice résolvante du systéme Y’ = AY.

Déterminer un systéme fondamental du systéme Y’ = AY.

Déterminer une matrice fondamentale du systéme Y’ = AY.

En utilisant la méthode de 1”exponentielle, trouver la solution générale du systéme
Y = AY.

En utilisant ’approche spectrale, trouver la solution générale du systéme V' = AY.

En utilisant la méthode de ’exponentielle de matrice sur le systéme homogéne,

résoudre le systéme Y = AY + B (t).

En utilisant la méthode spectrale sur le systéme homogéene, résoudre le systéme

Y =AY + B(t).

. Déterminer la solution (générale) du systéme V' = AY.

Déterminer la solution (générale) du systéme Y = AY + B (t).
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Y' = AY,

11. Déterminer la solution du systéme
_ _ Y' =AY + B(t),
12. Déterminer la solution du systéme
13. Montrer que Y est la solution de Y’ = AY.
| Y’ =AY,
14. Montrer que Y est une solution de .
Y (t9) = Yp.
Stabilité
1. Trouver les points d’équilibre de X’ = f (X).
2. Etudier la stabilité de I'origine (des points d’équilibre) du systéeme X' = f (X).
3. Etudier la stabilité du systeme X’ = f (X).
4. Utiliser la méthode de la fonction de Liapunov pour étudier la stabilité du systéme
X' = f(X).
5. Utiliser la méthode de linéairisation pour étudier la stabilité du systéeme X' =
f(X).
6. Utiliser la méthode de la fonction de Liapunov pour étudier la stabilité de ’origine
(des points d’équilibre) du systeme X' = f (X).
7. Utiliser la méthode de linéairisation pour étudier la stabilité de 1’origine (des points
d’équilibre) du systeme X' = f (X)
8. Etudier la stabilité du systéme X' = AX.
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