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Chapitre 1

Equations du premier ordre

1.1 Introduction

Dans tout ce chapitre, I est un intervalle ouvert non vide de R. Rappelons que les

intervalles ouverts non vide de R sont de la forme R = ]−∞, +∞[ , ]a, +∞[ , ]−∞, b[ et

]a, b[ avec a, b ∈ R (a < b).

Définition 1.1.1 Une équation différentielle ordinaire (en abrégé EDO) d’ordre n (n ∈ N∗)
est une relation entre la variable t, la fonction inconnue y : I −→ R et ses dérivées suc-

cessives par rapport à t : y
′

, ..., y(n).On peut l’écrire comme suit

F
(

t, y, y
′

, · · · , y(n)
)

= 0.

Où F : I × Ω1 × Ω2 × ... × Ωn+1 −→ R avec Ω1, Ω2, ...,Ωn+1 sont des ouverts non vides

de R. Rappellons que Ω est un ouvert de R si pour tout x ∈ Ω il existe α > 0 tel que

x ∈ ]x− α, x + α[ ⊂ Ω.

Exemple 1 (t2 + 1) y3y(3) + t
√

yy
′′

+ 2
y+1

y
′

= 0 est une équation différentielle ordinaire

d’ordre 3.

Test : Donner un exemple d’une équation différentielle ordinaire d’ordre n = 5.
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Définition 1.1.2 Une équation différentielle ordinaire d’ordre n est sous la forme nor-

male si elle est de la forme

y(n) = G
(

t, y, y
′

, · · · , y(n−1)
)

.

Où G : I × Ω1 × Ω2 × ...× Ωn −→ R.

Exemple 2 L’équation y(4) = y(3) + y
′′

+ y
′

est une équation différentielle ordinaire

d’ordre 4 sous la forme normale.

Test : Donner une équation différentielle ordinaire d’ordre 7 sous la forme normale.

Remarque 1.1.1 Toutes les dérivées dans les définitions ci-dessus sont par rapport à

la seule variable t d’où le terme ordinaire. Si la fonction inconnue est une fonction de

plusieurs variables alors la relation entre les variables, la fonction inconnue et ses dérivées

partielles s’appelle une équation aux dérivées partielle (EDP). Par exemple, l’équation

∂y

∂t
(t, x)+ ∂2y

∂x2
(t, x) = t + x est une équation aux dérivées partielles.

Dans ce cours, on s’intérresse aux équations différentielles ordinaires.

Définition 1.1.3 Résoudre ou intégrer une équation différentielle veut dire déterminer

toutes ses solutions.

Remarque 1.1.2 En général, pour résoudre une équation différentielle, on regarde sa

forme puis on trouve la classe où elle appartient et on rappelle que chaque classe a sa

méthode de résolution.

Quelques classes d’équations :

1. Equation linéaire d’ordre un : y
′

+ ay = b avec a et b deux fonctions données.

2. Equation linéaire d’ordre deux : y
′′

+ ay
′

+ by = c avec a, b ∈ R et c une fonction

donnée.

3. Equation à variables séparées (séparable) : y
′

= p (t) q (y) avec p et q deux fonctions

données.

3



1.2 Solution maximale et globale d’une équation du

premier ordre

Soit f : I × Ω −→ R avec Ω un ouvert de R.

Définition 1.2.1 L’équation

y
′

= f (t, y) (E)

est appellée une équation différentielle du premier ordre (où bien d’ordre un) sous la

forme normale.

Exemple 3 y
′

= ty est une équation différentielle du premier ordre sous la forme nor-

male. Ici, f (t, y) = ty et I = Ω = R.

Test : Donner un exemple d’une équation différentielle du premier ordre sous la forme

normale..

Définition 1.2.2 On dit que y est une solution de (E) s’il existe un intervalle non vide

J ⊂ I tel que

1. Pour tout t ∈ J, on a y (t) ∈ Ω.

2. y est dérivable sur J et vérifie y
′

(t) = f (t, y (t)) pour tout t ∈ J.

Exemple 4 Considérons l’équation y
′

= t
y
. On a f (t, y) = t

y
. Alors, f : R× R∗ −→ R.

On prend I = R un intervalle ouvert de R et Ω = R∗ un ouvert de R. Montrons que la

fonction y définie sur J = ]−∞, 0[ par y (t) = t est une solution de y
′

= t
y
:

1. Pour tout t ∈ J = ]−∞, 0[ , on a y (t) = t ∈ R∗ = Ω.

2. y est dérivable sur J = ]−∞, 0[ (Pourquoi). De plus, pour tout t ∈ J , on a y
′

(t) = 1

et t
y(t)

= 1. Ainsi, pour tout t ∈ J , on a y
′

(t) = t
y(t)

.

Test : Montrer que la fonction y définie sur J = ]0, +∞[ par y (t) = t est une solution

de y
′

= t
y
.
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Remarque 1.2.1 Si Ω = R alors la condition 1 dans la définition de la solution de (E)

est toujours vérifiée.

Exemple 5 Considérons l’équation y
′

= y2. On a f (t, y) = y2. Alors, f : R×R −→ R.

On prend I = R un intervalle ouvert de R et Ω = R un ouvert de R. Montrons que la

fonction y définie sur J = ]1, +∞[ par y (t) = 1
1−t est une solution de y

′

= y2 : On a y

est dérivable sur J = ]1, +∞[ car c’est l’inverse d’une fonction dérivable non nulle sur

]1, +∞[ . De plus, pour tout t ∈ J , on a y
′

(t) = 1
(1−t)2 et (y (t))2 = 1

(1−t)2 . Ainsi, pour

tout t ∈ J , on a y
′

(t) = (y (t))2.

Remarque 1.2.2 Toute solution de (E) correspond à la donnée de deux éléments : un

intervalle non vide J ⊂ I et une fonction y : J −→ R.

Définition 1.2.3 Soient y : J ⊂ I −→ R et ỹ : J̃ ⊂ I −→ R deux solutions de (E) . Si

J ⊂ J̃ et ỹ = y sur J alors on dit que ỹ est un prolongement de y.

Exemple 6 Considérons sur I = ]0,+∞[ l’équation y
′

= 2y
t

. Soit y : J = ]3, +∞[ ⊂
I −→ R une solution définie par y (t) = t2. La solution ỹ : J̃ = ]2,+∞[ ⊂ I −→ R

définie par ỹ (t) = t2 est un prolongement de y car J = ]3,+∞[ et J̃ = ]2, +∞[ alors

J ⊂ J̃ . Montrons que ỹ = y sur J : Soit t ∈ J (donc t ∈ J̃). Ainsi, y (t) = t2 = ỹ (t) . C.

à dire, on a montré que y (t) = ỹ (t) pour tout t ∈ J. Ceci implique que ỹ = y sur J.

Test : On considère l’équation y
′

= 2
√
|y|. Soit y une solution définie sur J = ]−1, 1[

par y (t) = 0. Montrer que la fonction ỹ définie par

ỹ (t) =





− (t + 3)2 si t < −3,

0 si − 3 ≤ t ≤ 2,

(t− 2)2 si t > 2,

est une solution qui prolonge y.

Remarque 1.2.3 On voit que y prolonge y car J ⊂ J et y = y sur J.
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Définition 1.2.4 Une solution y : J ⊂ I −→ R est dite solution maximale si elle

n’admet aucun prolongement ỹ : J̃ ⊂ I −→ R avec J � J̃. C’est à dire y est une solution

définie sur un intervalle de définition le plus grand possible (un intervalle maximale).

Notons que J � J̃ veut dire J est strictement inclus dans J̃.

Exemple 7 La fonction y définie sur J = R par y (t) = e−4t est une solution maximale

de l’équation y
′

= −4y car elle est définie sur R qui est un intervalle de définition

maximale.

Lemme 1.2.1 Soient α, β ∈ R.

1. Soit y une solution de (E) définie sur ]α,+∞[ . Si lim
t
>−→α

y (t) n’existe pas alors y est

une solution maximale.

2. Soit y une solution de (E) définie sur ]−∞, β[ . Si lim
t
<−→β

y (t) n’existe pas alors y est

une solution maximale.

Preuve 1 1. Par l’absurde, on suppose que y n’est pas maximale alors elle admet un

prolongement ỹ : J̃ ⊂ I −→ R avec ]α, +∞[ � J̃ . Puisque J̃ est un intervalle

alors α ∈ J̃ . D’une part, ỹ est une solution de (E) alors elle dérivable sur J̃.

Ceci implique qu’elle est continue sur J̃. Ainsi, elle est continue en t0 = α. Alors

lim
t
>−→α

ỹ (t)
(∗)
= ỹ (α) ∈ R. D’autre part, on a ỹ = y sur J alors lim

t
>−→α

y (t) = lim
t
>−→α

ỹ (t)
(∗)
=

ỹ (α) ∈ R. C. à dire lim
t
>−→α

y (t) ∈ R. Ceci est une contradiction avec lim
t
>−→α

y (t) n’existe

pas.

2. Similaire à (1).

Application : La fonction y définie sur J = ]−∞,−1[ par y (t) = 1
t+1

est une solution

maximale de l’équation y
′

= −y2 car lim
t
<−→−1

y (t) = lim
t
<−→−1

1
t+1

= −∞.

Test : Montrer que la fonction y définie sur J = ]−∞, 0[ par y (t) = 1
t
est une solution

maximale de l’équation y
′

= −y2.

Lemme 1.2.2 Toute solution y de (E) se prolonge en une solution maximale ỹ.
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Preuve 2 Voir [De]

Remarque 1.2.4 En général, le prolongement maximale d’une solution y n’est pas unique.

Par exemple, on considère l’équation y
′

= 2
√
|y|. Soit y une solution définie sur J =

]−1, 1[ par y (t) = 0. On considère la fonction ỹ1 définie sur R par ỹ1 (t) = 0 et la

fonction ỹ2 définie par

ỹ2 (t) =





− (t + 2)2 si t ∈ ]−∞,−2[ ,

0 si t ∈ [−2, 2] ,

(t− 2)2 si t ∈ ]2,+∞[ .

1. On a ỹ1 est la fonction constante 0 définie sur R alors elle est dérivable sur R.

En plus, ỹ
′

1 = 0 et 2
√
|ỹ1| = 0 alors ỹ

′

1 = 2
√
|ỹ1|. Ceci implique que ỹ

′

1 est une

solution de y
′

= 2
√
|y|. Montrons que ỹ

′

1 est maximale : Puisque ỹ1 est définie sur

J̃1 = R qui représente l’intervalle de définition le plus grand possible alors elle est

maximale. Montrons que ỹ1 est un prolongement de y : On a J = ]−1, 1[ et J̃1 = R

alors J ⊂ J̃1. D’autre part, pour tout t ∈ J (donc t ∈ J̃1), on a ỹ1 (t) = 0 = y (t) .

Conclusion : ỹ1 est une solution maximale qui prolonge y.

2. Montrons que ỹ2 est aussi une solution maximale qui prolonge y : Notons au début

que J̃2 = ]−∞,−2[ ∪ [−2, 2] ∪ ]2,+∞[ = R.

(a) Sur ]−∞,−2[ : ỹ2 (t) = − (t + 2)2 alors elle est dérivable sur ]−∞,−2[ . De

plus, pour tout t ∈ ]−∞,−2[ , on a ỹ
′

2 (t) = −2 (t + 2) et 2
√
|ỹ2| = −2 (t + 2)

(car t + 2 < 0). Alors ỹ
′

2 = 2
√
|ỹ2| sur ]−∞,−2[ .

(b) De même, on montre que ỹ2 est une fonction dérivable sur ]−2, 2[ (resp. sur

]2, +∞[) et elle vérifie ỹ
′

2 = 2
√
|ỹ2| sur ]−2, 2[ (resp. sur ]2, +∞[).

(c) Au point t = −2 : On a

lim
t
<−→−2

ỹ2 (t)− ỹ2 (−2)

t + 2
= lim
t
<−→
�=
−2

− (t + 2)2

t + 2
= lim
t
<−→−2

− (t + 2) = 0.
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De même, on trouve lim
t
>−→−2

ỹ2(t)−ỹ2(−2)
t+2

= 0. Ce qui implique que ỹ2 est dérivable

au point t = −2. En plus, on a ỹ
′

2 (−2) = 0. Mais, 2
√
|ỹ2 (−2)| = 0 alors

ỹ
′

2 (t) = 2
√
|ỹ2 (t)| pour t = −2.

(d) Au point t = 2 : De même, on montre que ỹ2 est dérivable au point t = 2. En

plus, ỹ
′

2 (t) = 2
√
|ỹ2 (t)| pour t = 2.

Ainsi, ỹ2 est une solution de y
′

= 2
√
|y|.

D’autre part, on peut montrer que ỹ2 est maximale et elle prolonge y (A faire).

Définition 1.2.5 Si la solution y de (E) est définie sur tout I (ie. J = I) alors on dit

que y est une solution globale.

Exemple 8 La fonction nulle définie sur R est une solution globale de l’équation y
′

= y

car elle est une solution définie sur tout I = R.

Test : Montrer que la fonction y définie sur R par y (t) = e2t est une solution globale

de l’équation y
′

= 2y.

Lemme 1.2.3 La solution globale est une solution maximale.

Preuve 3 La solution globale est définie sur l’intervalle tout entier qui est l’intervalle

de définition le plus grand possible. Ceci implique qu’elle est une solution maximale.

Application : La fonction nulle définie sur R est une solution globale de l’équation

y
′

= y2 alors elle est une solution maximale.

Test : Montrer que la fonction définie sur R par y (t) = e2t est une solution maximale

de l’équation y
′

= 2y

Remarque 1.2.5 Ils existent des solutions maximales qui ne sont pas globales. Par ex-

emple, la fonction y définie sur J = ]−∞,−1[ par y (t) = 1
t+1

est une solution max-

imale de l’équation y
′

= −y2 (voir l’exemple ci-dessus) mais elle n’est pas globale car

J = ]−1,+∞[ et I = R alors J �= I. C. à dire, elle n’est pas définie sur tout I.
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1.3 Existence de la solution du problème de Cauchy

1.3.1 Problème de Cauchy

Soient t0 ∈ I et y0 ∈ Ω.

Définition 1.3.1 L’égalité y (t0) = y0 est appelée une condition initiale de l’équation

(E).

Définition 1.3.2 Le problème 



y
′

= f (t, y) ,

y (t0) = y0,
(PC)

est appellé problème de Cauchy.

Exemple 9 Le problème





y
′

= y2,

y (0) = 1,
est un problème de Cauchy.

Définition 1.3.3 y : J ⊂ I −→ R est une solution du (PC) si elle est une solution de

(E) qui vérifie y (t0) = y0.

Définition 1.3.4 Une solution y : J ⊂ I −→ R est dite solution maximale du (PC) si

elle est une solution maximale de (E) qui vérifie y (t0) = y0.

Définition 1.3.5 Une solution y : J ⊂ I −→ R est dite solution globale du (PC) si elle

est une solution globale de (E) qui vérifie y (t0) = y0.

1.3.2 Théorème de Cauchy-Piano-Arzela

Théorème 1.3.1 (Théorème de Cauchy-Piano-Arzela) On suppose que f est une fonc-

tion continue sur I × Ω. Pour tout (t0, y0) ∈ I × Ω, le problème de Cauchy (PC) admet

une solution définie sur [t0 − T, t0 + T ] à valeur dans [y0 − r0, y0 + r0]. Ici T0, r0 > 0

tels que C = [t0 − T0, t0 + T0] × [y0 − r0, y0 + r0] ⊂ I × Ω, M := sup
(t,y)∈C

|f (t, y)| et

T ≤ min
(
T0,

r0
M

)
. Cette solution est appelée solution locale.
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Preuve 4 La démonstration est basée sur la construction des solutions approchées par

la méthode d’Euler. Pour plus de détails voir [De] .

Application : Montrons que le problème de Cauchy





y
′

= t2 + e−y
2

,

y (0) = 0,
admet une

solution locale définie sur [−T, T ] où T est donné dans le théorème de Cauchy-Piano-

Arzela : La fonction f définie par f (t, y) = t2 + e−y
2

est une fonction continue sur

I×Ω = R2. Donc, pour (t0, y0) = (0, 0) ∈ I×Ω = R2, le problème de Cauchy donné admet

une solution locale définie sur [t0 − T, t0 + T ] = [−T, T ] à valeur dans [y0 − r0, y0 + r0] =

[−r0, r0] .

Si par exemple, on prend T0 = 1
2
et r0 = 1 alors

C := [t0 − T0, t0 + T0]× [y0 − r0, y0 + r0] =

[
−1

2
,
1

2

]
× [−1, 1]

et

M = sup
(t,y)∈C

|f (t, y)| = max
(t,y)∈C

|f (t, y)| = max
(t,y)∈C

∣∣∣t2 + e−y
2
∣∣∣

= max
(t,y)∈C

(
t2 + e−y

2
)

=
1

4
+ e−0

2

=
5

4
.

Ainsi, T ≤ min
(
T0,

r0
M

)
= min

(
1
2
, 4
5

)
= 1

2
.

Conclusion : Le problème de Cauchy





y
′

= t2 + e−y
2

,

y (0) = 0,
admet une solution locale

définie sur [−T, T ] =
[
−1
2
, 1
2

]
à valeur dans [−r0, r0] = [−1, 1] .

Remarque 1.3.1 Soient T0, r0 > 0 tels que [t0 − T0, t0 + T0] ⊂ I et [y0 − r0, y0 + r0] ⊂
Ω. De tels T0 et r0 existent. En effet, I est un intervalle ouvert alors il est un ouvert

de R. Puisque t0 ∈ I alors il existe α > 0 tel que t0 ∈ ]t0 − α, t0 + α[ ⊂ I alors il

suffit de prendre T0 < α pour que [t0 − T0, t0 + T0] ⊂ ]t0 − α, t0 + α[ ce qui implique que

[t0 − T0, t0 + T0] ⊂ I. De même, pour r0.

Remarque 1.3.2 Si f est continue sur I×Ω alors elle est continue sur C := [t0 − T0, t0 + T0]×
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[y0 − r0, y0 + r0]. Ce qui implique que M := sup
(t,y)∈C

|f (t, y)| existe car toute fonction con-

tinue sur un compacte d’un espace métrique est bornée et elle atteint ses bornes. Ici C

est un compacte de R2 car C est borné et fermé de R2. On a aussi M > 0 car on prend

f une fonction non nulle.

Lemme 1.3.1 Si f est une fonction continue sur I×Ω alors, pour tout (t0, y0) ∈ I×Ω,

le problème de Cauchy (PC) admet une solution maximale.

Preuve 5 Soit (t0, y0) ∈ I × Ω. f est une fonction continue sur I × Ω alors, d’aprés

le théorème de Cauchy-Piano-Arzela, le problème de Cauchy (PC) admet une solution

locale y. Cette solution est une solution de (E) donc elle se prolonge en une solution

maximale ỹ de (E). Puisque ỹ = y sur J = [t0 − T, t0 + T ] alors ỹ (t0) = y (t0) = y0.

Ainsi, ỹ est une solution maximale de (PC) .

Remarque 1.3.3 Soit (t0, y0) ∈ I × Ω. Il suffit que f soit continue sur un ensemble

C = [t0 − T0, t0 + T0]× [y0 − r0, y0 + r0] ⊂ I × Ω pour que le problème de Cauchy (PC)

admet une solution maximale et une solution locale définie sur [t0 − T, t0 + T ] .

1.4 Existence et unicité de la solution du problème

de Cauchy

Ils existent des problèmes de Cauchy qui admettent plus qu’une solution maximale.

Par exemple, le problème





y
′

= 3 |y|
2

3 ,

y (0) = 0,
admet les deux solutions maximales y1 et y2

définies sur R par y1 (t) = 0 et y2 (t) = t3. Ainsi, la continuité de la fonction f est une

condition insuffisante pour avoir l’unicité de la solution d’un problème de Cauchy. On va

voir ci-aprés que si f est localement Lipschitzienne, par rapport à y uniformément par

rapport à t, sur I × Ω alors on a l’unicité de la solution maximale.
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1.4.1 Fonctions Lipschitzienne par rapport à y

Définition 1.4.1 Soit C = C1×C2 ⊂ I×Ω. On dit que f est une fonction Lipschitzienne,

par rapport à y uniformément par rapport à t, sur C s’il existe k > 0 tel que

∀t ∈ C1, ∀y1, y2 ∈ C2 : |f (t, y1)− f (t, y2)| ≤ k |y1 − y2| .

Dans le cas où C = I ×Ω, on dit que f est une fonction globalement Lipschitzienne, par

rapport à y uniformément par rapport à t.

Exemple 10 Considérons la fonction f définie par f (t, y) = 2
√

y. Soient t ∈ R et

y1, y2 ∈ [1, +∞[ alors

|f (t, y1)− f (t, y2)| = 2 |√y1 −
√

y2| = 2
|y1 − y2|√
y1 +

√
y2

.

Mais y1 ≥ 1 et y2 ≥ 1 donc
√

y1 ≥ 1 et
√

y2 ≥ 1 d’où
√

y1 +
√

y2 ≥ 2 alors 1√
y1+

√
y2
≤ 1

2
.

Alors |f (t, y1)− f (t, y2)| ≤ k |y1 − y2| , avec k = 1 > 0. C’est à dire, on a montré qu’il

existe k > 0 tel que

∀t ∈ R,∀y1, y2 ∈ [1, +∞[ : |f (t, y1)− f (t, y2)| ≤ k |y1 − y2| .

Ceci implique que la fonction f définie par f (t, y) = 2
√

y est Lipschitzienne, par rapport

à y uniformément par rapport à t, sur C = R× [1, +∞[ .

Exemple 11 Considérons la fonction f définie par f (t, y) = y. Soient t ∈ I = R et

y1, y2 ∈ Ω = R. On a |f (t, y1)− f (t, y2)| = |y1 − y2| ≤ k |y1 − y2| avec k = 2 > 0. C’est

à dire, on a montré qu’il existe k > 0 tel que

∀t ∈ I = R, ∀y1, y2 ∈ Ω = R : |f (t, y1)− f (t, y2)| ≤ k |y1 − y2| .

Ceci implique que f est une fonction globalement Lipschitzienne, par rapport à y unifor-

mément par rapport à t.
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Remarque 1.4.1 Le terme uniformément dans les définition ci-dessus veut dire que

le rapport k ne dépend pas de t. Si on considère, par exemple, la fonction f définie

par f (t, y) = 2t
√

y. Pour tout t ∈ R et y1, y2 ∈ [1, +∞[ on a |f (t, y1)− f (t, y2)| =

2 |t|
∣∣√y1 −

√
y2
∣∣ ≤ k (t) |y1 − y2| avec k (t) = 2 |t| est une fonction non majorée dans R.

Dans ce cas, la fonction f est une fonction Lipschitzienne, par rapport à y, sur C =

R× [1,+∞[ . Mais non pas uniformément par rapport à t car le rapport k dépend de t.

Définition 1.4.2 On dit que f est une fonction localement Lipschitzienne, par rapport

à y uniformément par rapport à t, sur I × Ω si pour tout (t0, y0) ∈ I × Ω ils existent

T0, r0 > 0 tels que C = [t0 − T0, t0 + T0]× [y0 − r0, y0 + r0] ⊂ I ×Ω et f est une fonction

Lipschitzienne, par rapport à y uniformément par rapport à t, sur C.

Exemple 12 La fonction f définie par f (t, y) = y2 est localement Lipschitzienne, par

rapport à y uniformément par rapport à t, sur I × Ω = R2. En effet, soit (t0, y0) ∈ R2.
Soient T0, r0 > 0 quelconques. Pour tout t ∈ [t0 − T0, t0 + T0] et y1, y2 ∈ [y0 − r0, y0 + r0] ,

on a

|f (t, y1)− f (t, y2)| =
∣∣y21 − y22

∣∣ = |y1 + y2| |y1 − y2| ≤ (|y1|+ |y2|) |y1 − y2| .

Mais

|y1| = |(y1 − y0) + y0| ≤ |y1 − y0|+ |y0| ≤ r0 + |y0| .

De même, on trouve que |y2| ≤ r0 + |y0| . Ainsi, |f (t, y1)− f (t, y2)| ≤ k |y1 − y2| avec
k = 2 (r0 + |y0|) .

Notons ici que f est Lipschitzienne, par rapport à y uniforrmément par rapport à t,

sur tout C = [t0 − T0, t0 + T0]× [y0 − r0, y0 + r0] car il n’y a aucune condition sur T0 et

r0.

Lemme 1.4.1 Si f ∈ C1 (I × Ω) alors f est localement Lipschitzienne, par rapport à y

uniformément par rapport à t, sur I × Ω. Rappellons que f ∈ C1 (I × Ω) veut dire que

∂f

∂t
et ∂f
∂y

existent sur I × Ω et elles sont continues sur I × Ω.
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Preuve 6 Soit (t0, y0) ∈ I × Ω. Choisissant T0, r0 > 0 tels que [t0 − T0, t0 + T0] ⊂ I

et [y0 − r0, y0 + r0] ⊂ Ω. Soient t ∈ [t0 − T0, t0 + T0] et y1, y2 ∈ [y0 − r0, y0 + r0] . Si on

applique le théorème des accroissements finis sur f dans l’intervalle [y1, y2] on trouve

c ∈ ]y1, y2[ ⊂ [y0 − r0, y0 + r0] tel que f (t, y1) − f (t, y2) = ∂f

∂y
(t, c) (y1 − y2) . Ainsi

|f (t, y1)− f (t, y2)| =
∣∣∣∂f∂y (t, c)

∣∣∣ . |y1 − y2| . Puisque f ∈ C1 (I × Ω) alors ∂f
∂y

est continue

sur I × Ω. Ainsi, ∂f
∂y

est continue sur [t0 − T0, t0 + T0] × [y0 − r0, y0 + r0] alors elle est

bornée sur C = [t0 − T0, t0 + T0]× [y0 − r0, y0 + r0]. Ce qui implique que

|f (t, y1)− f (t, y2)| ≤
(

sup
(t,y)∈C

∣∣∣∣
∂f

∂y
(t, y)

∣∣∣∣

)
. |y1 − y2| = k |y1 − y2| .

Avec k = sup
(t,y)∈C

∣∣∣∂f∂y (t, y)
∣∣∣ . Ce qui implique que f est localement lipschitzienne, par rapport

à y uniformément par rapport à t, sur I × Ω.

Application : La fonction f définie sur I×Ω = R2 par f (t, y) = t2y2 est une fonction

de classe C1 (R2) car c’est une fonction polynôme. Ceci implique que f est localement

Lipschitzienne, par rapport à y uniformément par rapport à t, sur R2.

Test : Montrer que la fonction f définie sur R × ]1, +∞[ par f (t, y) = t
y−1 est une

fonction localement Lipschitzienne, par rapport à y uniformément par rapport à t, sur

R× ]1,+∞[ .

1.4.2 Théorème de Cauchy-Lipschitz

Théorème 1.4.1 (Théorème de Cauchy-Lipschitz) On suppose que f est une fonction

continue et localement Lipschitzienne, par rapport à y uniformément par rapport à t, sur

I ×Ω. Alors, pour tout (t0, y0) ∈ I ×Ω, le problème de Cauchy (PC) admet une solution

unique définie sur [t0 − T, t0 + T ] à valeur dans [y0 − r0, y0 + r0] . Ici T ≤ min
(
T0,

r0
M

)

avec T0, r0 > 0 tels que f soit Lipschitzienne, par rapport à y uniformément par rapport

à t, sur C = [t0 − T0, t0 + T0]× [y0 − r0, y0 + r0] ⊂ I × Ω et M = sup
(t,y)∈C

|f (t, y)| .
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Preuve 7 On va utiliser la méthode d’aproximations successives de Picard : Pour cela

on va considérer la suite de fonction (yn) définie sur [t0 − T, t0 + T ] par





y0 (t) := y0,

yn+1 (t) := y0 +
∫ t
t0

f (u, yn (u)) du, n ≥ 0.

1. Montrons que (yn) est bien définie : Pour cela, on montre que

∀n ∈ N, (∀t ∈ [t0 − T, t0 + T ] : yn (t) ∈ [y0 − r0, y0 + r0]) et yn ∈ C0 ([t0 − T, t0 + T ]) .

Par récurrence :

(a) Pour n = 0 : Pour tout t ∈ [t0 − T, t0 + T ] on a y0 (t) := y0 ∈ [y0 − r0, y0 + r0] .

En plus, on a y0 est la fonction constante y0 alors elle est continue sur [t0 − T, t0 + T ] .

(b) Supposons que pour tout t ∈ [t0 − T, t0 + T ] on a yn (t) ∈ [y0 − r0, y0 + r0]

et yn ∈ C0 ([t0 − T, t0 + T ]) et montrons que pour tout t ∈ [t0 − T, t0 + T ]

on a yn+1 (t) ∈ [y0 − r0, y0 + r0] et yn+1 ∈ C0 ([t0 − T, t0 + T ]) : Soit t ∈
[t0 − T, t0 + T ] . On a

|yn+1 (t)− y0| =

∣∣∣∣
∫ t

t0

f (u, yn (u)) du

∣∣∣∣ ≤ sup
(t,y)∈C

|f (t, y)| |t− t0| = M |t− t0|

≤ MT ≤ r0 car T ≤ r0
M

.

Ce qui implique que yn+1 (t) ∈ [y0 − r0, y0 + r0] . D’autre part, puisque f ∈
C0 ([t0 − T, t0 + T ]× [y0 − r0, y0 + r0]) et yn ∈ C0 ([t0 − T, t0 + T ]) alors la

fonction t �−→ y0 +
∫ t
t0

f (u, yn (u)) du est continue sur [t0 − T, t0 + T ] . Ainsi,

yn+1 ∈ C0 ([t0 − T, t0 + T ]) .

2. Montrons que la suite (yn) est uniformément convergente vers une fonction continue

y : Au début, on montre, par récurrence, que

∀n ∈ N, ∀t ∈ [t0 − T, t0 + T ] : |yn+1 (t)− yn (t)| ≤ Mkn
|t− t0|n+1
(n + 1)!

.
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(a) Pour n = 0 : On a pour tout t ∈ [t0 − T, t0 + T ]

|y0+1 (t)− y0 (t)| = |y1 (t)− y0 (t)| =
∣∣∣∣
∫ t

t0

f (u, y0 (u)) du

∣∣∣∣

≤ M |t− t0| = Mk0
|t− t0|0+1
(0 + 1)!

.

(b) Supposons que pour tout t ∈ [t0 − T, t0 + T ] on a |yn (t)− yn−1 (t)| ≤ Mkn−1 |t−t0|
n

n!
.

On a pour t ∈ [t0, t0 + T ]

|yn+1 (t)− yn (t)| =

∣∣∣∣
∫ t

t0

[f (u, yn (u))− f (u, yn−1 (u))] du

∣∣∣∣

≤ k

∫ t

t0

|yn (u)− yn−1 (u)| du
hyp.récu

≤ Mkn
1

n!

∫ t

t0

(u− t0)
n du

= Mkn
(t− t0)

n+1

(n + 1)!
.

C’est à dire

∀t ∈ [t0, t0 + T ] : |yn+1 (t)− yn (t)| ≤ Mkn
|t− t0|n+1
(n + 1)!

.

De même, on montre

∀t ∈ [t0 − T, t0] : |yn+1 (t)− yn (t)| ≤ Mkn
|t− t0|n+1
(n + 1)!

.

Ce qui achève la démonstration. Puisque |t− t0| ≤ T alors

∀n ∈ N, ∀t ∈ [t0 − T, t0 + T ] : |yn+1 (t)− yn (t)| ≤ M

k

(kT )n+1

(n + 1)!
.
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D’autre part, si p, q ∈ N avec q ≥ p alors on a pour tout t ∈ [t0 − T, t0 + T ] :

|yq (t)− yp (t)| = |(yq (t)− yq−1 (t)) + (yq−1 (t)− yq−2 (t)) + ... + (yp+1 (t)− yp (t))|

≤ |yp+1 (t)− yp (t)|+ ... + |yq−1 (t)− yq−2 (t)|+ |yq (t)− yq−1 (t)|

≤ M

k

(kT )p+1

(p + 1)!
+ ... +

M

k

(kT )q−1

(q − 1)!
+

M

k

(kT )q

q!
=

M

k

l=q∑

l=p+1

(kT )l

l!

≤ M

k

l=q∑

l=p

(kT )l

l!
.

Soit M
k

∑+∞
p

(kT )l

l!
le reste de la série numérique convergente M

k

∑+∞
0

(kT )l

l!

alors on a

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀p : p ≥ N ⇒ M

k

+∞∑

l=p

(kT )l

l!
< ε.

Alors

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀p, q : q ≥ p ≥ N ⇒ ‖yq − yp‖ <
M

k

+∞∑

l=p

(kT )l

l!
< ε.

Ici ‖g‖ := sup
t∈[t0−T,t0+T ]

|g (t)| . Ainsi

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀p, q : q ≥ p ≥ N ⇒ ‖yq − yp‖ < ε.

D’aprés le critère de Cauchy, on trouve que (yn) est une suite uniformément

convergente vers une fonction notée y dans [t0 − T, t0 + T ] . En plus, elle est

continue sur [t0 − T, t0 + T ] car, pour tout n ∈ N, on a yn sont continues sur

[t0 − T, t0 + T ] .

3. Montrons que y vérifie l’équation intégrale y = y0 +
∫ t
t0

f (u, y) du et que y est une
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fonction à valeurs dans [y0 − r0, y0 + r0] : On a

yn+1 (t) := y0 +

∫ t

t0

f (u, yn (u)) du pour tout n ≥ 0 et t ∈ [t0 − T, t0 + T ] .

Puisque (yn) est une suite uniformément convergente vers y alors après passage à

la limite, on trouve

y (t) := y0 +

∫ t

t0

f (u, y (u)) du pour tout t ∈ [t0 − T, t0 + T ] . (EI)

De plus, on peut montrer que pour tout t ∈ [t0 − T, t0 + T ] on a |y (t)− y0| ≤
r0 (A faire). Ce qui implique que, pour tout t ∈ [t0 − T, t0 + T ] , on a y (t) ∈
[y0 − r0, y0 + r0] .

4. Montrons que le problème de Cauchy (PC) admet une solution locale : Puisque y

est une fonction continue sur [t0 − T, t0 + T ] et elle vérifie l’équation intégrale (EI)

alors, d’aprés l’exercice 5 du td I, y est une solution de (PC) .

5. Montrons l’unicié de la solution de (PC) sur [t0 − T, t0 + T ] à valeurs dans [y0 − r0, y0 + r0] :

Soit ỹ une autre solution de (PC) définie sur [t0 − T, t0 + T ] à valeurs dans [y0 − r0, y0 + r0]

alors, d’aprés l’exercice 5 du td I, pour tout t ∈ [t0 − T, t0 + T ] , on a ỹ (t) :=

y0 +
∫ t
t0

f (u, ỹ (u)) du. Ainsi pour tout t ∈ [t0 − T, t0 + T ] on a |y (t)− ỹ (t)| =∣∣∣
∫ t
t0

(f (u, y (u))− f (u, ỹ (u))) du
∣∣∣ . Si t ∈ [t0, t0 + T ] alors

|y (t)− ỹ (t)| ≤
∫ t

t0

|f (u, y (u))− f (u, ỹ (u))| du.

Puisque f est Lipschitzienne, par rapport à y uniformément par rapport à t, sur

[t0 − T, t0 + T ] × [y0 − r0, y0 + r0] alors |y (t)− ỹ (t)| ≤ k
∫ t
t0
|y (u)− ỹ (u)| du pour

tout t ∈ [t0, t0 + T ] . Si on applique le lemme de Gronwall ( voir td I exercice 2 ) avec

a = t0, b = t0+T, c = 0, d = k > 0 et ψ la fonction continue sur [a, b] = [t0, t0 + T ]

définie par ψ (t) = |y (t)− ỹ (t)| on trouve |y (t)− ỹ (t)| = ψ (t) ≤ ced(t−a) = 0 pour

tout t ∈ [a, b] = [t0, t0 + T ] . Ainsi y (t) = ỹ (t) pour tout t ∈ [t0, t0 + T ] .
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De même, on montre que y (t) = ỹ (t) pour t ∈ [t0 − T, t0] .

Application : Montrons que le problème de Cauchy





y
′

= t2 + y2,

y (0) = 0,
admet une so-

lution locale unique définie sur [−T, T ] où T est donné dans le théorème de Cauchy-

Lipschitz : La fonction f définie par f (t, y) = t2 + y2 est une fonction continue sur

I × Ω = R2. En plus, elle est de classe C1 (R2) donc elle est localement Lipschitzienne,

par rapport à y uniformément par rapport à t, sur R2. Ainsi, f vérifie les conditions du

théorème de Cauchy-Lipschitz. Donc, pour (t0, y0) = (0, 0) ∈ I ×Ω = R2, le problème de

Cauchy donné admet une solution locale unique définie sur [t0 − T, t0 + T ] = [−T, T ] à

valeur dans [y0 − r0, y0 + r0] = [−r0, r0] .

Remarque 1.4.2 L’unicité de la solution sur [t0 − T, t0 + T ] veut dire que si y1 et y2

sont deux solutions de (PC) définies sur [t0 − T, t0 + T ] alors y1 = y2.

Remarque 1.4.3 La démonstration du théorème de Cauchy-Lipschitz peut se faire en

utilisant une autre méthode qui est la méthode du point fixe (voir [De]).

Lemme 1.4.2 Soit f une fonction continue et localement Lipshitzienne, par rapport à

y uniformément par rapport à t, sur I ×Ω. Si y1 est une solution de (PC) définie sur J1

et y2 est une solution de (PC) définie sur J2. Alors y1 = y2 sur J1 ∩ J2.

Preuve 8 On remarque que J1 ∩ J2 est un intervalle non vide car l’intersection de

deux intervalles est un intervalle, en plus, t0 ∈ J1 ∩ J2. Considérons l’ensemble A =

{t ∈ J1 ∩ J2 : y1 (t) = y2 (t)} .

1. On a A ⊂ J1 ∩ J2 (Par construction).

2. A est un fermé de J1 ∩ J2 car

A = {t ∈ J1 ∩ J2 : (y1 − y2) (t) = 0} = (y1 − y2)
−1 {0} .

{0} est fermé de R et y1 − y2 est une fonction continue sur J1 ∩ J2.
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3. A est un ouvert de J1∩J2. En effet, Soit t ∈ A (Ici t est fixé). Afin de simplifier, on

écrit t∗ au lieu de t. Montrons qu’il existe α > 0 tel que t∗ ∈ ]t∗ − α, t∗ + α[ ⊂ A :

Puisque t∗ ∈ A alors t∗ ∈ J1∩J2 et y1 (t∗) = y2 (t∗) . On pose y∗ = y1 (t∗) = y2 (t∗) .

Alors, y1, y2 sont deux solutions de





y
′

= f (t, y) ,

y (t∗) = y∗.
Soient T1, T2 > 0 tels que

[t∗ − T1, t∗ + T1] ⊂ J1 et [t∗ − T2, t∗ + T2] ⊂ J2. Soit T donné dans le théorème

de Cauchy-Lipschitz appliqué sur (t∗, y∗) . Posons T∗ = min (T1, T2, T ) . Ainsi, y1

et y2 sont deux solutions définies sur [t∗ − T∗, t∗ + T∗] ⊂ [t∗ − T, t∗ + T ] du même

problème de Cauchy. D’aprés l’unicité de la solution dans le théorème de Cauchy-

Lipschitz, on trouve que y1 = y2 sur [t∗ − T∗, t∗ + T∗] . Donc [t∗ − T∗, t∗ + T∗] ⊂ A.

D’où le résultat avec α < T∗.

4. Conclusion : On a ∅ �= A est un ouvert et fermé dans J1 ∩ J2 et J1 ∩ J2 est un

connexe (car J1∩J2 est un intervalle de R) alors A = J1∩J2 ie. y1 = y2 sur J1∩J2.

Corollaire 1.4.1 Si f est une fonction continue et localement Lipshitzienne, par rapport

à y uniformément par rapport à t, sur I × Ω alors pour tout (t0, y0) ∈ I ×Ω le problème

de Cauchy (PC) admet une solution maximale unique.

Preuve 9 Considérons toutes les solutions y du problème de Cauchy (PC) et considérons

tout les intervalles de définition J. On pose Jmax := ∪J
y solution de (PC) définie sur J

. On a Jmax ⊂
I et t0 ∈ Jmax.

Montrons que Jmax est un intervalle : Soient a, b ∈ Jmax tels que a < b. Alors ils

existent deux solutions y1 et y2 de (PC) définies (resp.) sur J1 et J2 telles que a ∈ J1 et

a ∈ J2. On distingue 3 cas :

Cas 1 : Si t0 ∈ ]a, b[ alors [a, t0] ⊂ J1 et [t0, b] ⊂ J2 car J1 et J2 sont deux intervalles

de R, a, t0 ∈ J1 et t0, b ∈ J2. Ainsi, [a, b] = [a, t0] ∪ [t0, b] ⊂ Jmax.

Cas 2 : Si t0 ≤ a alors [a, b] ⊂ [t0, b] ⊂ J2 ⊂ Jmax.

Cas 3 : Si b ≤ t0 alors [a, b] ⊂ [a, t0] ⊂ J1 ⊂ Jmax.

Considérons la fonction ymax définie sur Jmax comme suit si t ∈ Jmax alors il existe

une solution y de (PC) définie sur J telle que t ∈ J. Alors on définit ymax (t) := y (t) .
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Montrons que ymax est bien définie : Soient y1 et y2 deux solutions de (PC) définies

(resp.) sur J1 et J2 telles que t ∈ J1∩J2. Puisque y1 (t0) = y2 (t0) alors y1 = y2 surJ1∩J2.

Ainsi, y1 (t) = y2 (t) .

Montrons que ymax est une solution de (PC) : Soit t ∈ Jmax. On a y
′

max (t) := y
′

(t) =

f (t, y (t)) = f
(
t, y

′

max (t)
)

. Ainsi, pour tout t ∈ Jmax, on a y
′

max (t) = f
(
t, y

′

max (t)
)

. En

plus, ymax (t0) := y (t0) = y0.

Montrons que ymax est maximale : Par l’absurde, on suppose qu’il existe un prolonge-

ment ỹ de ymax définie sur J̃ tel que Jmax � J̃ . Mais par définition de Jmax on a J̃ ⊂ Jmax.

Contradiction.

Montrons que ymax est la seule solution maximale : Par l’absurde (A faire).

Remarque 1.4.4 Géométriquement, les graphes de deux solutions maximales de (E)

sont ou bien confondus ou bien disjoints.

Remarque 1.4.5 Soit (t0, y0) ∈ I × Ω. Il suffit que f soit continue et Lipschitzienne,

par rapport à y uniformément par rapport à t, sur un ensemble C = [t0 − T0, t0 + T0] ×
[y0 − r0, y0 + r0] ⊂ I × Ω pour que le problème de Cauchy (PC) admet une solution

maximale unique et une solution locale unique définie sur [t0 − T0, t0 + T0] à valeur dans

[y0 − r0, y0 + r0] .

Remarque 1.4.6 L’unicité de la solution maximale dans le corollaire 1.4.1 veut dire

que si y1 et y2 sont deux solutions maximale de (PC) définies (resp.) sur J1 et J2 alors

J1 = J2 et y1 = y2.

1.5 Existence de la solution globale

On a vu dans la remarque 1.2.5 qu’ils existent des solutions maximales qui ne sont

pas globales. Dans le théorème suivant, on va voir que, sous certaines conditions sur f,

cela est possible :
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Théorème 1.5.1 Soit f une fonction continue sur I × R. S’ils existent deux fonctions

continues c, k : I → R+ telles que

∀ (t, y) ∈ I × R : |f (t, y)| ≤ c (t) + k (t) |y|

alors toute solution maximale de (E) est globale.

Preuve 10 Voir [De]

Application : Considérons l’équation y
′

= t
√

t2 + y2. Soient t, y ∈ R avec ty �= 0, on

a

|f (t, y)| =
∣∣∣t
√

t2 + y2
∣∣∣ = |t| (t

2 + y2)√
t2 + y2

=
|t|3√
t2 + y2

+
|t| y2√
t2 + y2

≤ |t|3√
t2

+
|t| y2√

y2
= |t|2 + |t| |y| .

Ainsi

∀ (t, y) ∈ I × R = R2 : |f (t, y)| ≤ c (t) + k (t) |y|

Avec c et k sont les deux fonctions continues sur I = R définies par c (t) = |t|2 et

k (t) = |t| . Ce qui implique que toute solution maximale de l’équation y
′

= t
√

t2 + y2

est globale.

Corollaire 1.5.1 Soit f une fonction continue sur I ×R et globalement Lipschitzienne,

par rapport à y de rapport k avec k : I −→ R+ continue. Alors le problème de Cauchy

(PC) admet une solution globale unique.

Preuve 11 f est globalement Lipschitzienne, par rapport à y de rapport k avec k : I −→
R+ continue alors elle est localement Lipschitzienne, par rapport à y uniformément par

rapport à t, sur I ×R (A faire). Puisque elle est continue sur I ×R alors les conditions

de Cauchy-Lipschitz sont vérifies alors (PC) admet une solution maximale unique y.
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D’autre part, pour tout (t, y) ∈ I ×R, on a

|f (t, y)| ≤ |f (t, 0)|+ |f (t, y)− f (t, 0)| ≤ |f (t, 0)|+ k (t) |y − 0| .

Ainsi

∀ (t, y) ∈ I × R |f (t, y)| ≤ c (t) + k (t) |y|

avec c (t) = |f (t, 0)| . D’aprés le théorème 1.5.1, on trouve que la solution maximale y de

(PC) qui est une solution maximale de (E) est globale.

Application : Considérons l’équation y
′

= a (t) y où a est une fonction de classe C1

sur R. Puisque la fonction f définie sur I ×Ω = R2 par f (t, y) = a (t) y est continue. De

plus, si t ∈ R et y1, y2 ∈ R alors |f (t, y1)− f (t, y2)| = |a (t)| |y1 − y2| ≤ k (t) |y1 − y2| .
Avec k (t) = |a (t)| + 1. Ici k est une fonction continue sur R. Alors, f est globalement

Lipschitzienne, par rapport à y de rapport k avec k : I −→ R+ continue. Ainsi, le

problème de Cauchy





y
′

= a (t) y,

y (t0) = y0.
admet une solution globale unique.

Remarque 1.5.1 On peut étendre les résultats de ce chapitre au fonctions f définies

sur des ouverts quelquonque de R× Rn avec n ∈ N∗.

1.6 Exercices

Exercice 1 (Résolution des équations à variables séparées)

1. Résoudre l’équation y
′

= e−y.

2. Trouver la solution qui vérifie y (0) = 1.

Exercice 2 (Lemme de Gronwall)

Soient a, b, c, d ∈ R avec a ≤ b et d ≥ 0 et ψ ∈ C0 ([a, b]). On suppose que ψ (t) ≤
c + d

∫ t
a

ψ (u) du pour tout t ∈ [a, b] . On considère la fonction h définie sur [a, b] par

h (t) = c + d
∫ t
a

ψ (u) du. Notons que h est une fonction définie par une intégrale.
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1. Montrer que h ∈ C1 ([a, b]) et calculer sa dérivée.

Réponse : Puisque ψ ∈ C0 ([a, b]) alors h ∈ C1 ([a, b]) et h
′

(t) = dψ (t) pour tout

t ∈ [a, b] .

2. Montrer que pour tout t ∈ [a, b] on a h
′

(t) ≤ dh (t) . Puis, déduire que h (t) ≤
ced(t−a) pour tout t ∈ [a, b] .

Réponse : Par hypothèse, ψ (t) ≤ h (t) alors h
′

(t) = dψ (t) ≤ dh (t) . Ceci im-

plique que h (t) ≤ ced(t−a) pour tout t ∈ [a, b] . Donc, h
′

(t) − dh (t) ≤ 0 alors
d
dt

(
e−d(t−a)h (t)

)
= e−d(t−a)

(
h
′

(t)− dh (t)
)
≤ 0. Aprés intégration sur [a, t], on

trouve e−d(t−a)h (t) ≤ h (a) = c. Ce qui implique que h (t) ≤ ced(t−a).

3. Déduire que ψ (t) ≤ ced(t−a) pour tout t ∈ [a, b] .

Réponse : Par hypothèse, ψ (t) ≤ h (t) alors, de la question précédente, on trouve

ψ (t) ≤ ced(t−a).

Remarque 1.6.1 Ils existent plusieurs versions du lemme de Gronwall.

Exercice 3 (Régularité de la solution)

Soient I un intervalle ouvert de R, Ω un ouvert de R et f : I × Ω −→ R. Soit k ∈ N.

1. Montrer que si f ∈ Ck (I × Ω) alors toute solution y de y
′

= f (t, y) est de classe

Ck+1 (J) . Ici, J est le l’intervalle de définition de y.

Réponse : Rappelons qu’une fonction f est de classe Ck (I × Ω) si ses dérivées

partielles d’ordre k sont continues sur I × Ω. C0 (I × Ω) représente l’ensemble des

fonctions continues sur I × Ω. Notons Hk la propriété suivante :

[
f ∈ Ck (I × Ω)

]
=⇒

[
∀y solution de (E) : y ∈ Ck+1 (J)

]
.

On veut montrer que

∀k ∈ N : Hk.

Donc, on le démontre par récurrence :
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(a) Pour k = 0 : On suppose que f ∈ C0 (I × Ω) ie : f est continue sur I × Ω

donc elle est continue sur J × Ω ⊂ I × Ω. Soit y une solution de (E) alors

y
′

= f (t, y) ce qui implique que y
′

est continue sur J car c’est la composition

de fonctions continues f, y et g avec g (t) = t sur J . Mais y est une fonction

dérivable sur J alors y ∈ C1 (J) .

(b) On suppose que
[
f ∈ Ck (I × Ω)

]
=⇒

[
∀y solution de (E) : y ∈ Ck+1 (J)

]
et

on montre que
[
f ∈ Ck+1 (I × Ω)

]
=⇒

[
∀y solution de (E) : y ∈ Ck+2 (J)

]
.

Soient f ∈ Ck+1 (I × Ω) et y une solution de (E). Puisque Ck+1 (I × Ω) ⊂
Ck (J × Ω) alors f ∈ Ck (J × Ω) d’aprés l’hypothèse de récurrence y ∈ Ck+1 (J) .

Mais y
′

= f (t, y) ce qui implique que y
′ ∈ Ck+1 (J × Ω) car c’est la composi-

tion de fonction de classe Ck+1 (J × Ω). Ainsi, y ∈ Ck+2 (J) .

2. Application : Montrer que les solutions de l’équation y
′

= et + y sont de classe

C2 (J) .

Réponse : On pose f (t, y) = et+y. Puisque f ∈ Ck=0 (I × R) alors y ∈ Ck+1 (J) =

C2 (J) .

Exercice 4 (Intervalle de définition d’une solution maximale)

Soient I un intervalle ouvert de R, Ω un ouvert de R et f : I ×Ω −→ R une fonction

continue.

1. Montrer que l’intervalle de définition J de toute solution maximale de l’équation

y
′

= f (t, y) est ouvert.

Réponse : Voir [De] .

2. Application : Est ce que la fonction définie sur ]−∞, 2] par y (t) = e1+t est une

solution maximale de l’équation y
′

= y.

Réponse : Puisque la fonction f définie sur R2 par f (t, y) = y est continue. En

plus, l’intervalle de définition ]−∞, 2] de y n’est pas un intervalle ouvert alors y

n’est pas une solution maximale de l’équation y
′

= y.

Exercice 5 (Equation intégrale équivalente au problème de Cauchy)
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Soient I un intervalle ouvert de R, Ω un ouvert de R et f : I ×Ω −→ R une fonction

continue. Soient J un intervalle non vide de I et y : J −→ R.

Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. y est une solution sur J du problème de Cauchy





y
′

= f (t, y) ,

y (t0) = y0.

2. y est une fonction continue sur J. En plus, pour tout t ∈ J, on a (t, y (t)) ∈ I × Ω

et y (t) = y0 +
∫ t
t0

f (u, y (u)) du.

Réponse : Voir [De] .

Exercice 6 (Condition de Lipschitz)

1. Montrer que la fonction f définie par f (t, y) = t2+y2 est localement Lipschitzienne,

par rapport à y uniformément par rapport à t, sur R2.

Réponse : La fonction f est la fonction polynôme alors elle est de classe C1 (R2)

ce qui implique qu’elle est localement lipschitzienne, par rapport à y uniformément

par rapport à t, sur R2.

2. Montrer que la fonction f définie par f (t, y) = 2
√
|y| n’est pas localement Lips-

chitzienne, par rapport à y uniformément par rapport à t, sur R2. (Indication :

Considérer (t0, 0) ∈ R2)

Réponse : Montrons, d’abord, que pour tout T0, r0 > 0, la fonction f n’est pas Lip-

schitzienne, par rapport à y uniformément par rapport à t, sur [t0 − T0, t0 + T0]×
[y0 − r0, y0 + r0] = [t0 − T0, t0 + T0]× [−r0, r0] : Par l’absurde, on suppose qu’il ex-

iste T0, r0 > 0 tels f est Lipschitzienne, par rapport à y uniformément par rapport

à t, sur [t0 − T0, t0 + T0]× [−r0, r0]. Alors, il existe k > 0 tel que

∀t ∈ [t0 − T0, t0 + T0] , ∀y1, y2 ∈ [−r0, r0] : |f (t, y1)− f (t, y2)| ≤ k |y1 − y2| .

Pour y2 = 0 ∈ [−r0, r0] on trouve |f (t, y1)− f (t, 0)| ≤ k |y1 − 0| . Mais |f (t, y1)− f (t, 0)| =∣∣∣2
√
|y1| − 0

∣∣∣ = 2
√
|y1|. Alors, pour tout y1 ∈ [−r0, r0] , on a 2

√
|y1| ≤ k |y1| .
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Ceci implique que pour tout y1 ∈ ]0, r0] , on a 4
k2
≤ y1. Ce qui implique que

]0, r0] ⊂
[
4
k2

, +∞
[
ce qui représente une contradiction.

Conclusion : Puisque il existe des élements de la forme (t0, 0) ∈ R2 tel que f n’est

pas lipschitzienne, par rapport à y uniformément par rapport à t, sur tout ensemble de

forme [t0 − T0, t0 + T0]× [−r0, r0] alors, la fonction f n’est pas localement Lipschitzienne,

par rapport à y uniformément par rapport à t, sur R2.

Exercice 7 (Fonctions Lipschitziennes)

Les fonctions suivantes sont elles localement Lipschitzienne en y sur des domaines

de la forme I × Ω : f1 (t, y) = ety, f2 (t, y) = yet
2

, f3 (t, y) = t
√
|y|, f4 (t, y) = sin (ty) et

f5 (t, y) = |y| ln (1 + t2) .

Réponse :

1/ Pour f1, f2, f4 : Dans les trois cas, on a I = Ω = R.

Résultat : Si f ∈ C1 (I × Ω) alors f est localement Lipscitzienne en y sur I × Ω.

Puisque f1, f2, f4 ∈ C1 (R2) (Pourquoi) alors elles sont localement Lipscitzienne en y

sur R2.

2/ Pour f3 : Soient t0 ∈ R et y0 ∈ ]1, +∞[ . Soient T0, r0 > 0 avec [y0 − r0, y0 + r0] ⊂
]1, +∞[. Pour tout t ∈ [t0 − T0, t0 + T0] et y1, y2 ∈ [y0 − r0, y0 + r0] , on a

|f3 (t, y1)− f3 (t, y2)| = |t| |√y1 −
√

y2| = |t|
|y1 − y2|√
y1 +

√
y2

(1.1)

On a

* y1 > 1 et y2 > 1 donc
√

y1 > 1 et
√

y2 > 1 d’où
√

y1+
√

y2 > 2 alors 1√
y1+

√
y2

< 1
2
.

** |t| = |t− t0 + t0| ≤ |t− t0| + |t0| mais |t− t0| ≤ T0 (car t ∈ [t0 − T0, t0 + T0]).

Ainsi, |t| ≤ T0 + |t0|
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Remplaçons dans (5.11) pour trouver |f3 (t, y1)− f3 (t, y2)| ≤ k |y1 − y2| avec k =

T0+|t0|
2

> 0. Ainsi, on a montré que

∀ (t0, y0) ∈ R× ]1, +∞[ , ∃T0, r0 > 0, ∃k > 0 :

∀t ∈ [t0 − T0, t0 + T0] ,∀y1, y2 ∈ [y0 − r0, y0 + r0] : |f3 (t, y1)− f3 (t, y2)| ≤ k |y1 − y2|

Ceci implique que f3 est localement Lipscitzienne en y sur R× ]1,+∞[ .

Remarque : On peut considérer l’ensemble ]a, +∞[ au lieu de ]1,+∞[ (Ici a > 0) et

montrer que f3 est localement Lipscitzienne en y sur R× ]a, +∞[ .

3/ Pour f5 : Soient (t0, y0) ∈ R×R. Soient T0, r0 > 0. Pour tout t ∈ [t0 − T0, t0 + T0]

et y1, y2 ∈ [y0 − r0, y0 + r0] , on a

|f5 (t, y1)− f5 (t, y2)| =
∣∣ln
(
1 + t2

)∣∣ ||y1| − |y2|| ≤
∣∣ln
(
1 + t2

)∣∣ |y1 − y2| .

Mais il existe k > 0 tel que |ln (1 + t2)| ≤ k pour tout t ∈ [t0 − T0, t0 + T0] (fonction con-

tinue sur un intervalle fermé est bornée sur cet intervalle). Ainsi, |f5 (t, y1)− f5 (t, y2)| ≤
k |y1 − y2| . Ainsi, on a montré que

∀ (t0, y0) ∈ R×R, ∃T0, r0 > 0, ∃k > 0 :

∀t ∈ [t0 − T0, t0 + T0] ,∀y1, y2 ∈ [y0 − r0, y0 + r0] : |f5 (t, y1)− f5 (t, y2)| ≤ k |y1 − y2| .

Ceci implique que f5 est localement Lipscitzienne en y sur R2.

Remarque : Pour f5, on a aucune condition sur les réelles strictement positive T0 et

r0.

Q. : Donner la définition de f ∈ C1 (I × Ω) .

Exercice 8 (Primitive et EDO)

Soient f : R −→ R∗+ une fonction continue et t0 ∈ R. Soit F la primitive de 1
f
sur R

qui s’annule en t0.
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1. Montrer que F réalise une bijection de R dans un certain intervalle ouvert J :

Réponse : F est une primitive de 1
f
alors

* F est dérivable sur R. Ainsi, elle est continue sur R (Pourquoi)

** F
′

= 1
f

> 0 sur R car f > 0 sur R (pourquoi). Ainsi, F est une fonction

strictement croissante sur R.

C’est-à-dire, F est une fonction continue et strictement croissante sur l’intervalle

R. Alors F est une bijection de R vers F (R) .

Montrons que J := F (R) est un intervalle ouvert : Puisque F est une fonction con-

tinue et strictement croissante sur l’intervalleR alors J = F (R) = F (]−∞, +∞[) =]
lim

t−→−∞
F (t) , lim

t−→+∞
F (t)

[
.

2. Etablir que F−1 est une solution sur J de y
′

= f (y) vérifiant y (0) = t0 : (Ici F−1

existe car F : R −→ J = F (R) est une bijection. En plus, F−1 : J = F (R) −→ R)

Réponse : Montrons que (F−1)
′

= f (F−1) et F−1 (0) = t0 :

* Soit x ∈ J alors x = F (t) avec t ∈ R. On a

(
F−1)′ (x) =

(
F−1)′ (F (t)) =

1

F ′ (t)
(Dérivée de la fonction réciproque)

=
1
1
f(t)

= f (t) = f
(
F−1 (x)

)
.

C’est à dire, on a montré que pour tout x ∈ J on a (F−1)
′

(x) = f (F−1 (x)) . Ceci

implique que (F−1)
′

= f (F−1) .

** On a F (t0) = 0 (Pourquoi) alors F−1 (F (t0)) = F−1 (0) . Ce qui implique que

F−1 (0) = t0.

3. Justifier que F−1 est une solution maximale sur J.

Réponse : Posons a := lim
t−→−∞

F (t) et b := lim
t−→+∞

F (t) alors J =

]
lim

t−→−∞
F (t) , lim

t−→+∞
F (t)

[
=

]a, b[ . On va étudier les cas de a ∈ R ou bien b ∈ R (Pourquoi) : Pour b ∈ R, il

suffit de montrer que lim
x
<−→b

F−1 (x) n’existe pas (Voir cours) : On a lim
t−→+∞

F (t) = b

alors, en utilisant les graphes de F et F−1, on obtient que lim
x
<−→b

F−1 (x) = +∞. De
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même, on montre que si a ∈ R alors lim
x
>−→a

F−1 (x) = −∞ (A le faire).

Exercice 9 (Propriétés de la solution du problème de Cauchy 1)

Considérons l’équation y
′

= (1 + cos t) y − y3.................................(e)

1. Soient t0, y0 ∈ R. Etudier l’existence et l’unicité de la solution maximale y de

l’équation (e) qui vérifie y (t0) = y0.

Réponse : La fonction f définie par f (t, y) = (1 + cos t) y − y3 est continue sur

I ×Ω = R2 (Pourquoi). De plus, elle est de classe C1 (R2) (Pourquoi) alors elle est

une fonction localement Lipschitzienne, par rapport à y uniformément par rapport

à t, sur R2. Ainsi, les conditions du théorème de Cauchy Lipschitz sont vérifiées.

Ce qui implique que l’équation (e) admet une solution maximale unique qui vérifie

y (t0) = y0.

2. Soit ϕ une solution maximale de (e) tel qu’il existe τ ∈ R qui vérifie ϕ (τ) = 0.

Que peut on dire sur ϕ.

Réponse : Puisque la fonction nulle ψ sur R est une solution maximale de (e)

qui vérifie ψ (τ ) = 0 (Pourquoi). Alors, ϕ et ψ sont deux solutions maximales

du même problème de Cauchy





y
′

= (1 + cos t) y − y3,

y (τ) = 0.
D’aprés l’unicité de la

solution maximale de ce problème de Cauchy avec (t0, y0) = (τ , 0) ∈ R2 (Voir

question 1), on trouve que ϕ = ψ et Jϕ = R. Ainsi, ϕ est la solution nulle sur R.

3. Montrer que la solution maximale φ de (e) qui vérifie φ (0) = 1 est une fonction

strictement positive sur son intervalle de définition J. Puis, montrer que φ (t) ≤ e2t

pour tout t ∈ J+ = {t ∈ J : t ≥ 0} .

Réponse : Puisque ψ (0) = 0 et φ (0) = 1 alors ψ (0) �= φ (0) . Donc, ψ et φ sont

deux solutions maximales différentes (ψ �= φ). Ce qui implique que leurs graphes

ne se coupent pas. Ce qui implique que le graphe de φ est ou bien en dessus ou

bien en dessous de l’axe des abscisses qui est le graphe de la fonction nulle ψ.
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Puisque φ (0) = 1 > 0 alors le graphe de φ est en dessus. Ainsi, φ est une fonction

strictement positive sur J .

Montrons que que φ (t) ≤ e2t pour tout t ∈ J+ = {t ∈ J : t ≥ 0} : Pour tout u ∈ J,

on a
φ
′

(u)

φ (u)
=

(1 + cosu) φ (u)− φ3 (u)

φ (u)
≤ 2 car φ > 0 et cosu ≤ 1.

Soit t ∈ J+. On a

ln (φ (t))
φ(0)=1
=
φ>0

ln |φ (t)| − ln |φ (0)| =
∫ t

0

φ
′

(u)

φ (u)
du ≤ 2

∫ t

0

du = 2t.

C’est à dire, ln (φ (t)) ≤ 2t. Prenons l’exponentielle pour trouver φ (t) ≤ e2t. Ainsi,

on a démontré que, pour tout t ∈ J+, on a φ (t) ≤ e2t.

Exercice 10 (Propriétés de la solution du problème de Cauchy 2)

Soit y la solution maximale de l’équation y
′

= t3 + y3 qui vérifie y(0) = a > 0 et

J =]α, β[ son intervalle de définition.

1. Montrer que y est strictement croissante sur [0, β[

Réponse : On a y ∈ C1 (J) (Pourquoi) alors y
′

est continue sur J . Mais y
′

(0) =

03+y3 (0) = a3 > 0. Alors, y
′

garde son signe sur un voisinage V de t = 0 (Propriété

des fonctions continues). Si [0, β[ ⊂ V la démonstration est terminée. Sinon, soit

γ tel que 0 < γ < β et [0, γ[ ⊂ V alors y
′

> 0 sur [0, γ[ . Ceci implique que

y (γ) = lim
t
<−→γ

y (t) ≥ y (0) > 0. Ainsi y (γ) > 0. De même, on montre que y
′

(γ) > 0

et il existe ε > 0 tel que y
′

> 0 sur [γ, γ + ε[ . Continuons cette opération jusqu’a

qu’on obtient y
′

> 0 sur [0, β[ . Ceci implique que y est strictement croissante sur

[0, β[ .

2. Montrer que β est fini.

Réponse : Soit t ∈ [0, β[ . Pour tout u ∈ [0, t] , on a y
′

(u) = u3 + y3 (u) ≥ y3 (u)

mais y (u) ≥ y (0) > 0 alors
∫ t
0
y
′
(u)

y3(u)
du ≥

∫ t
0

du = t. Mais
∫ t
0
y
′
(u)

y3(u)
du = 1

2y2(0)
−
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1
2y2(t)

≤ 1
2a2

, alors 0 ≤ t ≤ 1
2a2

. C’est à dire, on a montré que

∀t ∈ [0, β[ : t ∈
[
0,

1

2a2

]
.

ce qui implique que [0, β[ ⊂
[
0, 1

2a2

]
. Ainsi, β est fini car β ≤ 1

2a2
.

Exercice 11 (Propriétés de la solution du problème de Cauchy 3)

1. Justifier l’existence de la solution maximale unique y de y
′

= 1
1+ty

qui vérifie y (0) =

0.

Réponse : La fonction f définie par f (t, y) = 1
1+ty

est de classe C1 sur l’ouvert

Df=R 2 − {(t, y) ∈ R2 : 1 + ty = 0} car c’est l’inverse de la fonction polynôme qui

est une fonction non nulle et de classe C1 sur cet ensemble. Ce qui implique que f est

localement Lipschitzienne, par rapport à y uniformément par rapport à t, sur Df .

En plus, elle est continue sur cet ensemble. On a (0, 0) ∈ Df . Ainsi, les conditions du

théorème de Cauchy-Lipschitz sont vérifies. Ceci implique que l’équation y
′

= 1
1+ty

admet une solution maximale unique qui vérifie y (0) = 0.

2. Montrer que y est une fonction impaire sur son intervalle de définition.

Réponse : Soit ]α, β[ l’intervalle de définition de y. Considérons la fonction z

définie sur ]−β,−α[ par z (t) = −y (−t) . Soit t ∈ ]−β,−α[ . On a z (t) = −y (−t) ∈
[−r0, r0] (Pourquoi) et

z
′

(t) = (−y (−t))
′

= y
′

(−t) = f (−t, y (−t)) =
1

1− ty (−t)
=

1

1 + tz (t)
= f (t, z (t)) .

En plus, on a z (0) = −y (0) = 0. Ainsi, z est une autre solution de y
′

= 1
1+ty

qui

vérifie y (0) = 0. Puisque y est une solution maximale de y
′

= 1
1+ty

alors elle est

un prolongement de la solution z ie. ]−β,−α[ ⊂ ]α, β[ et z = y sur ]−β,−α[ . On

a ]−β,−α[ ⊂ ]α, β[ implique que 0 < β = −α (Pourquoi). De plus, z = y sur

]−β,−α[ implique que y (−t) = −y (t) pour tout t ∈ ]−β,−α[ = ]−β, β[. Ceci veut

dire que y est impaire sur ]−β, β[ = ]α, β[ .
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3. Montrer que y est une fonction croissante sur son intervalle de définition.

Réponse : Puisque f ∈ C0 (Df) alors d’aprés l’exercice 3 avec k = 0, la solution

y ∈ C1 (]α, β[) . Ce qui implique que y
′ ∈ C0 (]α, β[) . Mais y

′

= 1
1+ty

�= 0 sur ]α, β[

alors y
′

a un signe constant sur ]α, β[. On a y
′

(0) = 1
1+0y(0)

= 1 > 0 alors y
′

est

une fonction positive sur ]α, β[. Ceci implique que y est une fonction croissante sur

]α, β[ .

Exercice 12 (Propriétés de la solution du Problème de Cauchy 4)

Considérons le problème de Cauchy





y
′

= − 2t
1+t2

y − t2y2

y (0) = 1
............(P )

1. Montrer que le problème (P ) admet une unique solution maximale ϕ : J = ]−T, T [ −→
R de classe C1.

Réponse : Le problème (P ) est un problème de Cauchy sous la forme





y
′

= f (t, y)

y (t0) = y0

avec f est une fonction définie sur I×Ω = R×R = R2 par f (t, y) := − 2t
1+t2

y−t2y2.

t0 = 0 et y0 = 1.

1/ Montrons que (P ) admet une unique solution maximale : On a

* f est continue sur R2 car f = f1 + f2 est la somme de deux fonctions continues

sur R2 : f1 (t, y) = − 2t
1+t2

y = −2ty
1+t2

(quotient de deux fonctions polynômes (continues

sur R2) et 1 + t2 �= 0 sur R2) et f2 (t, y) = −t2y2 (continue sur R2 car c’est une

fonction polynôme).

** f est localemnt Lipschitzienne en y sur R2. car f ∈ C1 (R2). Question : Pourquoi

f ∈ C1 (R2) .

*** (t0, y0) = (0, 1) ∈ R2.

Alors, le problème (P ) admet une unique solution maximale ϕ définie sur un inter-

valle J .

2/ Montrons que J = ]−T, T [ : On a J = ]S, T [ (car ϕ est maximale) avec S < 0 <

T (car le domaine de définition de ϕ contient le temps initial t0 = 0). Considèrons

maintenant la fonction z définie sur ]−T,−S[ par z (t) = −ϕ (−t) . Montrons,
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ensuite, que z est aussi une solution de (P ) . Puisque ϕ est une solution maximale

alors ]−T,−S[ ⊂ ]S, T [ . Ainsi, S = −T (Pourquoi). Ce qui implique que J =

]S, T [ = ]−T, T [ .

3/ Montrons que ϕ ∈ C1 (R) : On a ϕ ∈ C1 (R) car f ∈ C0 (R2) (Résultat : Soit

k ∈ N. Si f ∈ Ck (I × Ω) alors toute solution y de y
′

= f (t, y) est de classe

Ck+1 (J) . Ici, J est le l’intervalle de définition de y.)

2. Vérifier que ϕ est de classe C2 sur J.

Réponse : Puisque f ∈ Ck=1 (R2) alors ϕ ∈ Ck+1=1+1 (J) = C2 (J) . (Ici f (t, y) :=

− 2t
1+t2

y − t2y2 pour tout (t, y) ∈ R2)

3. Est ce que ϕ est de classe C∞ (J) .

Réponse : Montrons que pour tout m ∈ N on a ϕ ∈ Cm (J) : Soit m ∈ N. Puisque

f ∈ Ck=m−1 (R2) alors la solution ϕ ∈ Ck+1=(m−1)+1 (J) = Cm (J) .

4. Montrer que pour tout t ∈ J on a ϕ (t) > 0.

Réponse : Par l’absurde, on suppose qu’il existe t∗ ∈ J tel que ϕ (t∗) ≤ 0.

Cas 1 : Si ϕ (t∗) = 0 alors ϕ est aussi une solution du problème de Cauchy



y
′

= − 2t
1+t2

y − t2y2

y (t∗) = 0
. Mais la solution nulle est aussi une solution sur R de ce

système (Pourquoi). Alors, on obtient que ϕ = 0 sur J ∩ R = J. Puisque 0 ∈ J

alors ϕ (0) = 0. Contradiction avec ϕ (0) = 1.

Cas 2 : Si ϕ (t∗) < 0 (Ici t∗ �= 0 pourquoi) alors on utilise le théorème des valeurs

intermidiaires dans l’intervalle d’extrimités 0 et t∗ sur la fonction continue ϕ pour

montrer qu’il existe t∗ ∈ (0, t∗) tel que ϕ (t∗) = 0. Puis, on obtient la contradiction

comme dans le cas 1. (A le faire)

5. Déduire que ϕ est décroissante sur [0, T [ .

Réponse : ϕ est la solution de (P ) alors ϕ
′

= − 2t
1+t2

ϕ−t2ϕ2 = −
(

2t
1+t2

ϕ + t2ϕ2
)
≤

0 sur [0, T [ . Ainsi, ϕ est décroissante sur [0, T [ .

6. Déduire que 0 < ϕ (t) ≤ 1 pour tout t ∈ [0, T [ .
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Réponse : Soit t ∈ [0, T [ :

* De la question 4, on trouve que 0 < ϕ (t) .

** Puisque t ≥ 0 et ϕ est décroissante sur [0, T [ alors ϕ (t) ≤ ϕ (0) = 1. C’est à

dire, ϕ (t) ≤ 1.

7. Montrer que T = +∞.

Réponse : Par l’absurde, On suppose que T < +∞. Puisque ϕ est décroissante

sur [0, T [ (d’aprés Q 5) et minorée sur [0, T [ (d’aprés Q. 6) alors lim
t
<−→T

ϕ (t) existe.

Ensuite, on montre que le prolongement par continuité ϕ̃ de ϕ est une solution de

(P ) sur ]−T, T ] (A le faire). Ce qui représente une contradiction avec ϕ une solution

maximale de (P ) sur J = ]−T, T [ .

8. Montrer que lim
t−→+∞

ϕ (t) existe et vaut à zéro.

Réponse : Puisque ϕ est décroissante et minorée sur [0, T [ = [0, +∞[ alors

lim
t−→+∞

ϕ (t) existe. Posons l := lim
t−→+∞

ϕ (t).

Au début, on note que puisque 0 < ϕ (t) pour tout t ∈ [0,+∞[ alors, aprés passage

à la limite, on trouve que 0 ≤ lim
t−→+∞

ϕ (t) = l. C’est à dire, l ≥ 0.

Montrons que l = 0 : Par l’absurde, supposons que l �= 0. De la remarque ci-dessus,

l > 0. Ceci implique que lim
t−→+∞

ϕ
′

(t) = lim
t−→+∞

[
− 2t
1+t2

ϕ− t2ϕ2
]
= −∞. Alors

∀A > 0,∃B > 0,∀u, u ≥ B =⇒ ϕ
′

(u) ≤ −A.

Pour A = 1, on trouve B > 0 tel que ϕ
′

(u) ≤ −1 pour tout u ≥ B.

Pour tout t ≥ B, on a

ϕ (t) = ϕ (B) +

∫ t

B

ϕ
′

(u) du ≤ ϕ (B)−
∫ t

B

1du = ϕ (B) + B − t.

C’est à dire, pour tout t ≥ B on a ϕ (t) ≤ ϕ (B)+B−t. Puisque lim
t−→+∞

(ϕ (B) + B − t) =

−∞ alors lim
t−→+∞

ϕ (t) = −∞ (pourquoi). Ceci est une contradiction avec lim
t−→+∞

ϕ (t) =

l ∈ R.
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9. Vérifier que la fonction définie par ψ = 1
ϕ
est bien définie sur J.

Réponse : Puisque ϕ > 0 sur J alors ϕ �= 0 sur J. Ainsi ψ est bien définie sur J.

10. Trouver une équation différentille ordinaire ordinaire d’ordre un sur ψ.

Réponse : On a

ψ
′

=

(
1

ϕ

)′

=
−ϕ

′

ϕ2
=
−
[
− 2t
1+t2

ϕ− t2ϕ2
]

ϕ2

=
2t

1 + t2
1

ϕ
+ t2 =

2t

1 + t2
ψ + t2

C’est à dire ψ
′

= 2t
1+t2

ψ + t2.

11. Expliciter ψ. (Trouver ψ)

Réponse : Ind. Remarquer que ψ vérifie ψ
′

= 2t
1+t2

ψ + t2 et ψ (0) = 1. Puis, on

résout ce système.

12. Vérifier que ϕ (t) = 1
(1+t2)(1+t−arctgt) pour tout t ∈ J.

Réponse : Ind. Remarquer que ϕ = 1
ψ
. Puis, on remplace ψ par sa valeur obtenu

dans la question 11.

Exercice 13 (Propriétés de la solution du pb de Cauchy 5) (Indication)

Considérons le problème de Cauchy





y
′

= y2 + t2

y (0) = 0
............(P )

1. Montrer que les hypothèses de Cauchy Lipschitz sont satisfaites.

Réponse : Ind. Les hypothèses de Cauchy Lipschitz sont : f est continue et Lo-

calement Lipschitzienne en y sur I × Ω. Ici f (t, y) = y2 + t2 pour tout (t, y) ∈
I × Ω = R× R = R2.

2. Montrer que si y est solution de (P ) sur Jy alors la fonction définie par −y (−t)

est aussi une solution de (P ) sur −Jy.

Réponse : Ind. Il suffit de montrer que −y (−t) vérifie le problème (P ) .

3. Prouvez que y est strictement croissante sur Jy.
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Réponse : Ind. Utiliser y
′

= y2 + t2.

4. On note u : J −→ R la solution maximale de (P ).

Montrer que u est impaire ( Ind. Utiliser la question 2.). Prouvez que lim
t−→supJ

u (t) =

+∞ et lim
t−→inf J

u (t) = −∞ (Ind. Par l’absurde.)

Exercice 14 (Applications du théorème de Cauchy Lipschitz)

1. Résoudre l’équation y
′

= y2.

Réponse : Notons par ψ la fonction nulle sur R. On a ψ est une solution maximale

de y
′

= y2. Soit y une solution maximale différente de ψ c. à dire il existe t0 ∈ R tel

que y (t0) �= ψ (t0) . Les conditions du théorème de Cauchy Lipschitz sont vérifies

(A faire). Ce qui implique que les graphes de y et ψ sont disjoints car ils ne sont

pas confondus. Ainsi, y ne s’annulle jamais. Donc, on peut déviser sur y pour avoir
∫
y
′

y2
dt =

∫
dt. Alors, −1

y
= t + C ceci implique que y = −1

t+C
avec t �= −C. Ainsi, les

solutions de y
′

= y2 sont ψ = 0, y1 (t) = −1
t+C

avec t ∈ ]−∞,−C[ et y2 (t) = −1
t+C

avec t ∈ ]−C,−∞[ . Ici C ∈ R.

2. Utiliser le théorème de Cauchy Lipschitz pour démontrer que la fonction f définie

par f (t, y) = 2
√
|y| n’est pas localement Lipschitzienne, par rapport à y uniformé-

ment par rapport à t, sur R2.

Réponse : Par l’absurde, on suppose qu’elle est localement Lipschitzienne, par

rapport à y uniformément par rapport à t, sur R2. Puisque f est continue sur R2

alors on trouve qu’elle vérifie les conditions du théorème de Cauchy Lipschitz. Par

conséquent, le problème de Cauchy





y
′

= 2
√
|y|,

y (0) = 0,
admet une solution maximale

unique. Ceci est une contradiction car ce problème de Cauchy admet deux solutions

maximales différentes données par y1 (t) = 0, y1 (t) = t |t| et J1 = J2 = R.

Exercice 15 (Solution globale)

1. Sans calculer la solution ; justifier l’existence d’une solution maximale unique y de

l’équation y
′

= 1 + y qui vérifie y (0) = 1.
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Réponse : La fonction f définie par f (t, y) = 1 + y est de classe C1 sur R2 car

c’est une fonction polynôme. Ce qui implique que f est localement Lipschitzienne,

par rapport à y uniformément par rapport à t, sur R2. En plus, elle est continue

sur R2. Ainsi, f vérifie les conditions du théorème de Cauchy Lipschitz. On a

(t0, y0) = (0, 1) ∈ R2 alors l’équation y
′

= 1 + y admet une solution maximale

unique qui vérifie y (0) = 1.

2. Déterminer son intervalle de définition.

Réponse : Soient t ∈ R et y1, y2 ∈ R. On a |f (t, y1)− f (t, y2)| = |y1 − y2| ≤
k (t) |y1 − y2| . Avec k (t) = 2 > 0. Ici k est une fonction continue sur R. Alors, f est

globalement Lipshitzienne, par rapport à y de rapport k avec k : I −→ R+ continue, sur

I ×R. Ainsi, le problème de Cauchy





y
′

= y + 1,

y (0) = 1,
admet une solution globale unique.

Ce qui implique que l’intervalle de définition de y est J = R.

1.7 Exercices supplémentaires

1. Soient a, b ∈ R avec a < b. Que veut dire y est une solution définie sur [a, b] de

l’équation (E) .

2. Soient α, β ∈ R.

(a) Soit y une solution de (E) définie sur ]α,+∞[ . Montrer que si lim
t
>−→α

y (t) n’existe

pas alors y est une solution maximale.

(b) Soit y une solution de (E) définie sur ]−∞, β[ . Montrer que si lim
t
<−→β

y (t) n’existe

pas alors y est une solution maximale.

3. Montrer que la fonction y définie sur ]1, +∞[ par y (t) = 1
1−t est une solution de

y
′

= y2. Est ce que c’est une solution maximale (Justifier). Est ce que c’est une

solution globale (Justifier)

Même questions pour :
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(a) La fonction définie sur ]−∞, 0[ par y (t) = t. L’équation y
′

= t
y
. Que peut on

dire si y est une solution de (E) définie sur ]−∞, β[ et lim
t
<−→β

y (t) existe.

(b) La fonction y définie sur ]−∞, 2] par y (t) = 1√
2(2−t)

. L’équation y
′

= y3.

(c) La fonction y définie sur ]2,+∞[ par y (t) = 1
t
. L’équation y

′

= −y2.

(d) La fonction nulle sur R. L’équation y
′

= y. (Utiliser deux façons pour montrer

que la solution est maximale)

(e) La fonction y définie sur R par y (t) = e2t. L’équation y
′

= 2y.

(f) La fonction y définie sur [3, 9] par y (t) = e2t. L’équation y
′

= 2y. (Utiliser

deux façons pour montrer que la solution n’est pas maximale)

4. Considérons sur I = ]0,+∞[ l’équation y
′

= 2y
t

. Soit y : J = ]3, +∞[ −→ R une

solution définie par y (t) = t2. Montrer que la solution ỹ : J̃ = ]2, +∞[ −→ R

définie par ỹ (t) = t2 est un prolongement de y.

5. On considère sur I = R l’équation y
′

= 2
√
|y|. Soit y une solution définie sur

J = ]−1, 1[ par y (t) = 0. Soient α, β ∈ R tel que α ≤ −1 et β ≥ 1 et on considère

les fonctions ỹα,β définies par ỹα,β (t) =





(t− β)2 si t ≥ β,

0 si α ≤ t ≤ β,

− (t− α)2 si t ≤ α,

Montrer que les fonctions ỹα,β sont des solutions maximales qui prolongent y. Que

peut on déduire.

6. Montrer que le problème de Cauchy





y
′

= t2 + e−y
2

,

y (0) = 0,
admet une solution locale.

7. Montrer que le problème de Cauchy





y
′

= 2
√
|y|,

y (0) = 0.
admet les deux solutions max-

imales y1 et y2 définies sur R par y1 (t) = 0 et y2 (t) = |t| t. Que peut on déduire..

Remarquer que la fonction y2 est de classe C1 (R) .

8. Montrer que la fonction f définie sur R× ]1, +∞[ par f (t, y) = t
y−1 est une fonction

localement Lipschitzienne, par rapport à y uniformément par rapport à t, sur R×
]1,+∞[ .
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9. Montrer, en utilisant deux méthodes, que la fonction f définie par f (t, y) = 2
√
|y|

n’est pas localement Lipschitzienne, par rapport à y uniformément par rapport à

t, sur R2.

10. Montrer que toutes les solutions de y
′

= t
√

t2 + y2 sont globales.

11. Considérons l’équation y
′

= a (t) y+ b (t) où a, b sont des fonctions continues sur R.

Sans calculer la solution, montrer le problème de Cauchy





y
′

= a (t) y + b (t) ,

y (t0) = y0.

admet une solution globale unique de classe C2 (R).

12. Montrer que si f est une fonction globalement Lipschitzienne, par rapport à y

uniformément par rapport à t, sur I × Ω alors elle est globalement Lipschitzienne,

par rapport à y de rapport k avec k : I −→ R+ continue, sur I × Ω. Que peut on

dire si elle est en plus continue sur I × Ω.

1.8 Fiche : Equations différentielles d’ordre 1

Dans tout ce qui suit, I est un intervalle ouvert non vide de R, f : I × Ω −→ R avec

Ω un ouvert de R, J est un intervalle non vide de I et (t0, y0) ∈ I × Ω.

1.8.1 Définitions

1. L’équation

y
′

= f (t, y) (E)

est appelée une équation différentielle du premier ordre (ou bien d’ordre

un) sous la forme normale.

2. On dit que y est une solution de (E) s’il existe un intervalle non vide J ⊂ I tel

que

(a) Pour tout t ∈ J on a y (t) ∈ Ω.

(b) y est dérivable sur J et vérifie y
′

(t) = f (t, y (t)) pour tout t ∈ J.
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3. Soient y : J ⊂ I −→ R et ỹ : J̃ ⊂ I −→ R deux solutions de (E) . Si J ⊂ J̃ et

y = ỹ sur J alors on dit que ỹ est un prolongement de y.

4. Une solution y : J ⊂ I −→ R est dite solution maximale si elle n’admet aucun

prolongement ỹ : J̃ ⊂ I −→ R avec J � J̃ . C’est à dire y est une solution définie

sur un intervalle de définition le plus grand possible.

5. Si la solution y de (E) est définie sur tout I (ie. J = I) alors on dit que y est une

solution globale.

6. L’égalité y (t0) = y0 est appellée une condition initiale de l’équation (E).

7. Le problème 



y
′

= f (t, y) ,

y (t0) = y0.
(PC)

est appelé problème de Cauchy.

8. Soit C = C1 × C2 ⊂ I × Ω. On dit que f est une fonction Lipschitzienne, par

rapport à y uniformément par rapport à t, sur C s’il existe k > 0 tel que

∀t ∈ C1,∀y1, y2 ∈ C2 : |f (t, y1)− f (t, y2)| ≤ k |x1 − x2|

Dans le cas où C = I × Ω, on dit que f est une fonction globalement Lips-

chitzienne, par rapport à x uniformément par rapport à t, sur I × Ω.

9. On dit que f est une fonction localement Lipschitzienne, par rapport à y

uniformément par rapport à t, sur I × Ω si pour tout (t0, y0) ∈ I × Ω ils

existent T0, r0 > 0 tels que C = [t0 − T0, t0 + T0] × [y0 − r0, y0 + r0] ⊂ I × Ω et f

est une fonction Lipschitzienne, par rapport à y uniformément par rapport à t, sur

C.
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1.8.2 Résultats

1. Lemme de Gronwall : Soient a, b, c, d ∈ R avec a ≤ b et d ≥ 0 et ψ ∈ C0 ([a, b]). On

suppose que

ψ (t) ≤ c + d

∫ t

a

ψ (u) du pour tout t ∈ [a, b] .

Alors ψ (t) ≤ ced(t−a) pour tout t ∈ [a, b] .

2. Régularité de la solution : Soit k ∈ N. Si f ∈ Ck (I × Ω) alors toute solution y de

y
′

= f (t, y) est de classe Ck+1 (J) . Ici, J est le l’intervalle de définition de y.

3. Intervalle de définition d’une solution maximale : Si f est une fonction continue

sur I ×Ω alors l’intervalle de définition J de toute solution maximale de l’équation

y
′

= f (t, y) est ouvert.

4. Equation intégrale équivalente au problème de Cauchy : Soient J un intervalle non

vide de I et y : J −→ R. On suppose que f ∈ C0 (I × Ω). Les deux propriétés

suivantes sont équivalentes :

(a) y est une solution du problème de cauchy





y
′

= f (t, y) ,

y (t0) = y0.

(b) y est une fonction continue sur J, pour tout t ∈ J on a (t, y (t)) ∈ I × Ω et

y (t) = y0 +
∫ t
t0

f (u, y (u)) du.

5. Soient α ∈ R et y une solution de (E) définie sur ]α,+∞[ . Si lim
t
>−→α

y (t) n’existe

pas alors y est une solution maximale.

6. Toute solution y de (E) se prolonge en une solution maximale ỹ. En général, ce

prolongement n’est pas unique.

7. La solution globale est une solution maximale. Ils existent des solutions maximales

qui ne sont pas globales.

8. Théorème de Cauchy-Piano-Arzela : On suppose que f est une fonction continue

sur I × Ω. Soit T ≤ min
(
T0,

r0
M

)
alors le problème de Cauchy (PC) admet une

solution définie sur [t0 − T, t0 + T ] à valeur dans [y0 − r0, y0 + r0]. Ici T0, r0 > 0 tel
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que C = [t0 − T0, t0 + T0]× [y0 − r0, y0 + r0] ⊂ I×Ω et M := max
(t,y)∈C

|f (t, y)|. Cette
solution est appellée solution locale.

9. Si f est une fonction continue sur I × Ω alors le problème de Cauchy (PC) admet

une solution maximale.

10. Si f ∈ C1 (I × Ω) alors f est localement Lipschitzienne, par rapport à y uniformé-

ment par rapport à t, sur I × Ω.

11. Théorème de Cauchy-Lipschitz : On suppose que f est une fonction continue et

localement Lipschitzienne, par rapport à y uniformément par rapport à t, sur

I × Ω. Alors, le problème de Cauchy (PC) admet une solution unique définie sur

[t0 − T, t0 + T ] à valeur dans [y0 − r0, y0 + r0] . Ici T ≤ min
(
T0,

r0
M

)
avec T0, r0 > 0

tel que f soit Lipschitzienne par rapport à y uniformément par rapport à t, sur

C = [t0 − T0, t0 + T0]× [y0 − r0, y0 + r0] et M = sup
(t,y)∈C

|f (t, y)| .

12. Soit f une fonction continue et localement Lipshitzienne, par rapport à y unifor-

mément par rapport à t, sur I × Ω. Soient y1 une solution de (E) définie sur J1 et

y2 une solution de (E) définie sur J2. S’il existe t0 ∈ J1 ∩ J2 tel que y1 (t0) = y2 (t0)

alors y1 = y2 sur J1 ∩ J2.

13. Si f est une fonction continue et localement Lipshitzienne, par rapport à y unifor-

mément par rapport à t, sur I × Ω alors le problème de Cauchy (PC) admet une

solution maximale unique.

14. Si f est une fonction continue et localement Lipshitzienne, par rapport à y unifor-

mément par rapport à t, sur I × Ω alors les graphes de deux solutions maximales

de (E) sont ou bien confondus ou bien disjoints.

15. Soit f une fonction continue sur I × R. S’ils existent deux fonctions continues

c, k : I → R+ telles que

∀ (t, y) ∈ I × R : |f (t, y)| ≤ c (t) + k (t) |y|

alors toute solution maximale de (E) est globale.
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16. Soit f une fonction continue sur I ×R et globalement Lipshitzienne, par rapport à

y de rapport k avec k : I −→ R+ continue, sur I ×R. Alors le problème de Cauchy

(PC) admet une solution globale unique.
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Chapitre 2

Systèmes linéaires à coefficients

variables

2.1 Introduction

Soit I un intervalle ouvert non vide de R. Soient, pour tout i, j = 1, n, aij et bi

des fonctions définies sur I à valeurs dans R. Considérons le système de n équations

différentielles linéaires suivant





y
′

1 (t) = a11 (t) y1 (t) + a12 (t) y2 (t) + ... + a1n (t) yn (t) + b1 (t) ,

y
′

2 (t) = a21 (t) y1 (t) + a22 (t) y2 (t) + ... + a2n (t) yn (t) + b2 (t) ,
...

y
′

n (t) = an1 (t) y1 (t) + an2 (t) y2 (t) + ... + ann (t) yn (t) + bn (t) .

∀t ∈ I (S)

Les inconnues y1, y2, ..., yn sont des fonctions définies sur I à valeurs dans R.

Lemme 2.1.1 Le système (S) est équivalent au système

Y
′

(t) = A (t) Y (t) + B (t) , ∀t ∈ I. (E)
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Avec

Y : I −→ Rn

t �−→ Y (t) =




y1 (t)
...

yn (t)




,
A : I −→Mn (R)

t �−→ A (t) = (aij (t))i,j=1,n

et

B : I −→ Rn

t �−→ B (t) =




b1 (t)
...

bn (t)




Preuve 12 On a

(S) ⇐⇒




y
′

1 (t)
...

y
′

n (t)


 =




a11 (t) y1 (t) + a12 (t) y2 (t) + ... + a1n (t) yn (t) + b1 (t)
...

an1 (t) y1 (t) + an2 (t) y2 (t) + ... + ann (t) yn (t) + bn (t)


 ,∀t ∈ I

⇐⇒




y
′

1 (t)
...

y
′

n (t)


 =




a11 (t) · · · a1n (t)
...

...
...

an1 (t) · · · ann (t)







y1 (t)
...

yn (t)


+




b1 (t)
...

bn (t)


 ,∀t ∈ I

⇐⇒ Y
′

(t) = A (t) Y (t) + B (t) , ∀t ∈ I

Exemple 13 Le système





y
′

1 (t) = ty1 (t) + y2 (t)− 1,

y
′

2 (t) = cos ty1 (t) + ety2 (t) .
t ∈ I = R s’écrit sous la forme

Y
′

(t) = A (t) Y (t) + B (t) , pour tout t ∈ I = R; avec Y (t) =


 y1 (t)

y2 (t)


 , A (t) =


 t 1

cos t et


 et B (t) =


 −1

0


 pour tout t ∈ I = R.

Lemme 2.1.2 Toutes équation d’ordre deux s’écrit sous la forme du système (E) .

Preuve 13 Considérons l’équation d’ordre deux suivante y
′′

(t)+a (t) y
′

(t)+b (t) y (t) =

c (t) . On pose y1 (t) = y (t) et y2 (t) = y
′

(t) . On a pour tout t ∈ I





y
′

1 (t) = y
′

(t) = y2 (t) ,

y
′

2 (t) = y
′′

(t) = −a (t) y
′

(t)− b (t) y (t) + c (t) = −b (t) y1 (t)− a (t) y2 (t) + c (t) .
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C’est à dire 



y
′

1 (t) = y2 (t) ,

y
′

2 (t) = −b (t) y1 (t)− a (t) y2 (t) + c (t) .

Ceci est équivalent à Y
′

(t) = A (t)Y (t)+B (t) , pour tout t ∈ I; avec Y (t) =


 y1 (t)

y2 (t)


 ,

A (t) =


 0 1

−b (t) −a (t)


 et B (t) =


 0

c (t)


 pour tout t ∈ I.

Définition 2.1.1 Le système (E) est appellé système différentiel linéaire du premier

ordre à coefficients variables avec second membre.

Définition 2.1.2 Si pour tout t ∈ I, on a B (t) = 0 alors le système

Y
′

(t) = A (t) Y (t) , t ∈ I, (H)

est appellé système différentiel linéaire du premier ordre à coefficients variables homogène

(ou sans second membre). On dit que (H) est le système homogène associé à (E) .

Notation 1 Pour simplifier, on écrit (E) comme suit Y
′

= A (t)Y +B (t) et le système

(H) comme suit Y
′

= A (t) Y .

2.2 L’existence de la solution

2.2.1 Le problème de Cauchy

Théorème 2.2.1 Si A et B sont continues sur I alors, pour tout (t0, Y0) ∈ I × Rn, le
système 




Y
′

= A (t) Y + B (t) ,

Y (t0) = Y0.
(E.D.)

admet une solution globale unique.
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Preuve 14 Voir exercice 1.

Corollaire 2.2.1 Si A est continue sur I alors, pour tout (t0, Y0) ∈ I × Rn, le système





Y
′

= A (t)Y,

Y (t0) = Y0.
(H.D.)

admet une solution unique.

Preuve 15 Il suffit d’appliquer le théorème précédent sur la fonction vectorielle continue

B = 0.

2.2.2 Le système homogène et non homogène

Théorème 2.2.2 L’ensemble des solutions de (H) , noté SH , est un espace vectoriel de

dimension n.

Preuve 16 Montrons que SH est un espace vectoriel : Considérons F (I,Rn) l’ensemble

des fonctions vectorielles définies sur I à valeur dans Rn. On rappel que cet ensemble est

un espace vectoriel sur R.

Puisque SH := {Y ∈ F (I,Rn) : Y est une solution de (H)} ⊂ F (I,Rn) alors, il suf-

fit de montrer que SH est un sous espace vectoriel de F (I,Rn) :

1. On a la fonction nulle 0 est une solution de (H) . En effet, pour tout t ∈ I, on a

0
′

= 0 et A (t) 0 = 0. Alors 0
′

= A (t) 0. Ceci implique que 0 ∈ SH . Ainsi, SH �= ∅.

2. Soient α1, α2 ∈ R et Y1, Y2 ∈ SH . Alors, Y1 et Y2 sont deux solutions de (H) .

Pour tout t ∈ R, on a

(α1Y1 + α2Y2)
′

(t) = α1Y
′

1 (t) + α2Y
′

2 (t) = α1 (A (t)Y1 (t)) + α2 (A (t)Y2 (t))

= A (t) (α1Y1 (t) + α2Y2 (t)) = A (t) (α1Y1 + α2Y2) (t) .

C. à dire, (α1Y1 + α2Y2)
′

(t) = A (t) (α1Y1 + α2Y2) (t) pour tout t ∈ I. Ceci implique

que α1Y1 + α2Y2 est une solution de (H) . C. à dire, α1Y1 + α2Y2 ∈ SH .
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Montrons que dimSH = n : On fixe t0 ∈ I puis on considère la fonction φt0 donnée

comme suit

φt0 : SH −→ Rn

Y �−→ φt0 (Y ) = Y (t0)

1. Soient α1, α2 ∈ R et Y1, Y2 ∈ SH . On a

φt0 (α1Y1 + α2Y2) = (α1Y1 + α2Y2) (t0) = α1Y1 (t0) + α2Y2 (t0)

= α1φt0 (Y1) + φt0 (Y2) .

C. à dire,

∀α1, α2 ∈ R,∀Y1, Y2 ∈ SH : φt0 (α1Y1 + α2Y2) = α1φt0 (Y1) + φt0 (Y2) .

Ceci implique (par définition) que φt0 est linéaire.

2. Soient Y1, Y2 ∈ SH tel que φt0 (Y1) = φt0 (Y2). Alors Y1 (t0) = Y2 (t0) . On pose Y0 =

Y1 (t0) . On a Y1 est une solution de





Y
′

= A (t)Y,

Y (t0) = Y1 (t0) = Y0,
et Y1 est une solution

de





Y
′

= A (t) Y,

Y (t0) = Y2 (t0) = Y1 (t0) = Y0.
C’est à dire, Y1, Y2 sont deux solutions du

problème de Cauchy





Y
′

= A (t)Y,

Y (t0) = Y0.
Ce problème de Cauchy admet une solution

unique alors Y1 = Y2.

C’est à dire, on a démontré que

∀Y1, Y2 ∈ SH :
(
φt0 (Y1) = φt0 (Y2)

)
=⇒ (Y1 = Y2) .

Ceci implique (par définition) que φt0 est injective.
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3. Soit Y0 ∈ Rn. Considérons la solution Z du système





Y
′

= A (t) Y,

Y (t0) = Y0.
On a (par

construction) Z ∈ SH . De plus, φt0 (Z) := Z (t0) = Y0. C’est à dire, on démontré

que :

∀Y0 ∈ Rn, ∃Z ∈ SH : φt0 (Z) := Y0.

Ceci implique que φt0 est surjective.

Conclusion : On a démontré qu’il existe un isorphisme (qui est l’application

linéaire bijective φt0) entre SH et Rn, ceci implique que dimSH = dimRn. Mais,

dim Rn = n alors dimSH = n.

Théorème 2.2.3 Soit Yp une solution de (E) . L’ensemble des solutions de (E) , noté

SE, est donnée par SE = SH + Yp.

Preuve 17 Montrons SE ⊂ SH + Yp et SH + Yp ⊂ SE : Soit Y ∈ SE. On a Y = Z + Yp

avec Z := Y − Yp on a

Z
′

(t) = (Y − Yp)
′

(t) = Y
′

(t)− Y
′

p (t) = (A (t) Y (t) + B (t))− (A (t) Yp (t) + B (t))

= A (t) (Y (t)− Yp (t)) = A (t)Z (t) pour tout t ∈ I.

C’est à dire Z
′

(t) = A (t)Z (t) pour tout t ∈ I. Donc, Z := Y − Yp est une solution de

(H) . C’est à dire, Z := Y − Yp ∈ SH . Ce qui implique Y = Z + Yp ∈ SH + Yp.

C’est à dire, on démontré que

∀Y : Y ∈ SE =⇒ Y ∈ SH + Yp.

Ceci implique que SE ⊂ SH + Yp.

Soit, maintenant, Y ∈ SH + Yp alors il existe Z ∈ SH tel que Y = Z + Yp. Pour tout

50



t ∈ I, on a

Y
′

(t) = (Z + Yp)
′

(t) = Z
′

(t) + Y
′

p (t) = (A (t)Z (t)) + (A (t) Yp (t) + B (t))

= A (t) (Z (t) + Yp (t)) + B (t) = A (t)Y (t) + B (t) .

C’est à dire Y
′

(t) = A (t) Y (t) + B (t) pour tout t ∈ I. Donc, Y := Y − Yp est une

solution de (E) . Ainsi, Y ∈ SE.

C’est à dire, on démontré que

∀Y : Y ∈ SH + Yp =⇒ Y ∈ SE.

Ceci implique que SH + Yp ⊂ SE.

2.3 La résolvante du système homogène (H)

On a vu que, pour tout t0 ∈ I et Y0 ∈ Rn, le système





Y
′

= A (t) Y,

Y (t0) = Y0,
admet

une solution unique. Notons cette solution par Y (., t0, Y0) . On peut remarquer que

Y (t0, t0, Y0) = Y0.

Lemme 2.3.1 Soient t, t0 ∈ I. Considérons la fonction ft,t0 définie de Rn vers Rn par

ft,t0 (Y0) = Y (t, t0, Y0) . L’application ft,t0 est linéaire.

Preuve 18 Soient α, β ∈ R et Y0, Z0 ∈ Rn. On a ft,t0 (αY0 + βZ0) = Y (t, t0, αY0 + βZ0) .

D’autre part, on considère la fonction définie sur I par G (t) = αY (t, t0, Y0)+βY (t, t0, Z0) .

On a

G
′

(t) = (αY (t, t0, Y0) + βY (t, t0, Z0))
′

= αY
′

(t, t0, Y0) + βY
′

(t, t0, Z0)

= αA (t) Y (t, t0, Y0) + βA (t)Y (t, t0, Z0) = A (t) (αY (t, t0, Y0) + βY (t, t0, Z0))

= A (t)G (t) .
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et G (t0) = αY (t0, t0, Y0)+βY (t0, t0, Z0) = αY0+βZ0. Ce qui implique que G est une solu-

tion de





Y
′

= A (t)Y,

Y (t0) = αY0 + βZ.
De l’unicité de la solution, on trouve que Y (t, t0, αY0 + βZ0) =

G (t) . C’est à dire, Y (t, t0, αY0 + βZ0) = αY (t, t0, Y0)+βY (t, t0, Z0) . Ainsi, ft,t0 (αY0 + βZ0) =

αft,t0 (Y0) + βft,t0 (Z0) .

Définition 2.3.1 La matrice associée à ft,t0 est appellée la matrice résolvante de (H)

(où brièvement la résolvante). On la note par R (t, t0) .

Théorème 2.3.1 On a

1. ∀t, t0 ∈ I : R (t, t0) ∈Mn (R) .

2. ∀t, t0 ∈ I : R (t, t0) Y0 = Y (t, t0, Y0) .

3. ∀t0 ∈ I : R (t0, t0) = In. Ici, In représente la matrice identité.

4. ∀t, s, r ∈ I : R (t, s) R (s, r) = R (t, r) .

5. ∀t, s ∈ I : R (t, s) est inversible et on a (R (t, s))−1 = R (s, t) .

6. ∀t, t0 ∈ I : d
dt

R (t, t0) = A (t)R (t, t0) .

7. ∀t, t0 ∈ I : d
dt

R (t0, t) = −R (t0, t)A (t) .

Preuve 19 1. De la définition de la matrice associée à une application.

2. Soient t, t0 ∈ I. On a R (t, t0) Y0 = ft,t0 (Y0) = Y (t, t0, Y0) , d’où le résultat.

3. Soit t0 ∈ I. Soit Y0 ∈ Rn. On a R (t0, t0)Y0 = Y (t0, t0, Y0) = Y0 = InY0. C’est à

dire, on a montré que

∀Y0 ∈ Rn : R (t0, t0) Y0 = InY0.

D’aprés la propriété algébrique (voir exercice 2), on trouve R (t0, t0) = In.

4. Soit Y0 ∈ Rn. Soient r, s ∈ I. On pose Y1 = R (s, r) Y0 et on définit deux fonctions

f et g comme suit f (t) = R (t, s)R (s, r) Y0 et g (t) = R (t, r) Y0 pour tout t ∈ I.
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On a f (t) = R (t, s)Y1 = Y (t, s, Y1) est une solution de





Y
′

= A (t) Y,

Y (s) = Y1.
D’autre

part, g est aussi une solution de ce système (Pour tout t ∈ I on a g
′

(t) = A (t) g (t)

et g (s) = R (s, r) Y0 = Y1). d’aprés l’unicité de la solution, on trouve f = g. Ce qui

implique, d’aprés la propriété algébrique, le résultat.

5. Soient t, s ∈ I. On a R (t, s) R (s, t) = R (t, t) = In. Ce qui implique le résultat.

(Rappelons que si une matrice est inversible à droite alors elle est inversible et son

inverse est égale à l’inverse à droite).

6. Soient t, t0 ∈ I. Soit Y0 ∈ Rn. On a

(
d

dt
R (t, t0)

)
Y0 =

d

dt
(R (t, t0) Y0) =

d

dt
Y (t, t0, Y0)

= A (t) Y (t, t0, Y0) = (A (t) R (t, t0))Y0.

C’est à dire
(
d
dt

R (t, t0)
)

Y0 = (A (t) R (t, t0)) Y0.

7. Soient t, t0 ∈ I. On a R (t, t0)R (t0, t) = In alors d
dt

(R (t, t0) R (t0, t)) = 0n mais

d

dt
(R (t, t0)R (t0, t)) =

(
d

dt
R (t, t0)

)
R (t0, t) + R (t, t0)

(
d

dt
R (t0, t)

)

= (A (t) R (t, t0))R (t0, t) + R (t, t0)

(
d

dt
R (t0, t)

)

= A (t) In + R (t, t0)

(
d

dt
R (t0, t)

)

= A (t) + R (t, t0)

(
d

dt
R (t0, t)

)
,

alors A (t) + R (t, t0)
(
d
dt

R (t0, t)
)

= 0n. Donc
d
dt

R (t0, t) = − (R (t, t0))
−1 A (t) =

−R (t0, t)A (t) .

2.4 Le système fondamental de (H)

Soient Y1, Y2, ..., Yn ∈ F (I,Rn) .
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Définition 2.4.1 On dit que {Y1, Y2, ..., Yn} est un système fondamental de (H) si

1. Y1, Y2, ..., Yn sont des solutions de (H) .

2. Y1, Y2, ..., Yn sont linéairement indépendants. C’est à dire :

∀α1, α2, ..., αn ∈ R : (α1Y1 + α2Y2 + ... + αnYn = 0) =⇒ (α1 = α2 = ... = αn = 0) .

Exemple 14 Pour tout t ∈ R, on pose Y1 (t) =


 t

1


 , Y2 (t) =


 −1

t


 et A (t) =

1
1+t2


 t 1

−1 t


 .

1. Montrons que Y1 et Y2 sont deux solutions de Y
′

= A (t)Y : On a Y
′

1 (t) =


 1

0




et A (t)Y1 (t) = 1
1+t2


 t 1

−1 t




 t

1


 =


 1

0


 alors Y

′

1 (t) = A (t) Y1 (t) pour

tout t ∈ R. Ce qui implique que Y1 est une solution de (H). De même, on montre

que Y2 est aussi une solution de (H).

2. Montrons que Y1 et Y2 sont linéairement indépendants : Soient α, β ∈ R tels que

αY1 + βY2 = 0. On a

(αY1 + βY2 = 0) =⇒ (Y1 (t) + βY2 (t) = 0, ∀t ∈ R)

=⇒


α


 t

1


+ β


 −1

t


 = 0,∀t ∈ R




=⇒




 αt− β

α + βt


 = 0,∀t ∈ R


 =⇒





αt− β = 0

α + βt = 0
∀t ∈ R





αt− β = 0

α + βt = 0
∀t ∈ R représente une infinité d’équations de deux inconnues α et

β. Mais, on sait que pour trouver les inconnues α et β il nous suffit deux équations
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non équivalentes. Pour cela, on prend les deux équations données par la valeur

t = 0. Ainsi, on obtient α = β = 0. Par conséquent, Y1 et Y2 sont linéairement

indépendants.

Théorème 2.4.1 Soit {Y1, Y2, ..., Yn} un système fondamental de (H) . On a SH =

[{Y1, Y2, ..., Yn}] . Rappellons que par définition

[{Y1, Y2, ..., Yn}] := {Y ∈ F (I,Rn) /Y = α1Y1 + α2Y2 + ... + αnYn avec α1, α2, ..., αn ∈ R} .

Preuve 20 {Y1, Y2, ..., Yn} est un système fondamental de (H) alors {Y1, Y2, ..., Yn} est

un système linéairement indépendant. Puisque card {Y1, Y2, ..., Yn} = n = dimSH alors

{Y1, Y2, ..., Yn} est une base de SH . Ce qui implique que {Y1, Y2, ..., Yn} engendre SH .

Exemple 15 Pour tout t ∈ R, on pose Y1 (t) =


 t

1


 , Y2 (t) =


 −1

t


 et A (t) =

1
1+t2


 t 1

−1 t


 . Puisque {Y1, Y2} est un système fondamental de Y

′

= A (t)Y alors

SH = [{Y1, Y2}] =
{
Y ∈ F

(
R,R2

)
/Y = α1Y1 + α2Y2 avec α1, α2 ∈ R

}

=
{
Y ∈ F

(
R,R2

)
/pour tout t ∈ R : Y (t) = α1Y1 (t) + α2Y2 (t) avec α1, α2 ∈ R

}

=



Y ∈ F

(
R,R2

)
/pour tout t ∈ R : Y (t) =


 α1t− α2

α1 + α2t


 avec α1, α2 ∈ R



 .

Remarque 2.4.1 La solution générale de (H) est donnée par Y = c1Y1+c2Y2+...+cnYn

avec c1, c2, ..., cn ∈ R.

2.5 La matrice fondamentale de (H)

Définition 2.5.1 La matrice dont ces colonnes représente un système fondamentale de

(H) s’appelle la matrice fondamentale de (H) . En d’autre term, on dit que M est une
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matrice fondamentale si M = (Y1...Yn) avec {Y1, Y2, ..., Yn} est un système fondamental

de (H) .

Exemple 16 Pour tout t ∈ R, on pose Y1 (t) =


 t

1


 , Y2 (t) =


 −1

t


 et A (t) =

1
1+t2


 t 1

−1 t


 . Puisque {Y1, Y2} est un système fondamental de Y

′

= A (t) Y . Pour

tout t ∈ R, on pose M (t) = (Y1 (t)Y2 (t)) =


 t −1

1 t


. Alors M est une matrice

fondamentale de Y
′

= A (t) Y.

Théorème 2.5.1 Soit M une matrice fondamentale du système (H) . Alors

1. Pour tout t ∈ R on a M
′

(t) = A (t)M (t) .

2. La solution générale de (H) est donnée par Y = MC avec C ∈ Rn.

Preuve 21 M est une matrice fondamentale du système (H) alors M = (Y1...Yn) avec

{Y1, Y2, ..., Yn} est un système fondamental de (H) .

1. On a

M
′

(t) = (Y1 (t) ...Yn (t))
′

=
(

Y
′

1 (t) ...Y
′

(t)
)

= (A (t)Y1 (t) ...A (t) Yn (t))

= A (t) (Y1 (t) ...Yn (t)) = A (t)M (t) .

2. On a Y (t) = c1Y1 (t) + c2Y2 (t) + ... + cnYn (t) = (Y1 (t) ...Yn (t)) C avec C =


c1
...

cn


 ∈ R

n.

2.6 Le wronskien d’un système de solutions de (H)

Soient Y1, Y2, ..., Yn ∈ SH .
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Définition 2.6.1 Le wronskien de {Y1, Y2, ..., Yn} , noté W, est le déterminant de la ma-

trice dont les colonnes sont Y1, Y2, ... et Yn :

∀t ∈ I : W (t) := det [Y1 (t) ...Yn (t)] .

Théorème 2.6.1 Soient Y1, Y2, ..., Yn ∈ SH . Les trois propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

1. ∀t ∈ I : W (t) �= 0.

2. ∃t0 ∈ I : W (t0) �= 0.

3. Y1, Y2, ..., Yn sont linéairement indépendants.

Preuve 22 1. 1 =⇒ 2)Evident car (∀t : P (t)) =⇒ (∃t0 : P (t0)) .

2. 2 =⇒ 3)W (t0) �= 0 implique que Y1 (t0) , Y2 (t0) , ..., Yn (t0) sont linéairement in-

dépendants. D’aprés l’exercice 4, on trouve que Y1, Y2, ..., Yn sont linéairement in-

dépendants.

3. 3 =⇒ 1)Puisque Y1, Y2, ..., Yn sont des solutions de (H) et qui sont linéairement

indépendants alors d’aprés l’exercice 4 on trouve que Y1 (t) , Y2 (t) , ..., Yn (t) sont L.

I pour tout t ∈ I. Ceci implique que W (t) �= 0 pour tout t ∈ I.

2.7 La résolvante et le système non homogène

Théorème 2.7.1 Soient (t0, Y0) ∈ I × Rn. La solution du système (E.D.) est donnée

par

∀t ∈ I : Y (t) = R (t, t0)Y0 +

∫ t

t0

R (t, u)B (u) du.

Preuve 23 Considérons la fonction définie sur I par Z (u) = R (t0, u) Y (u) . Soit u ∈ I.
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On a

Z
′

(u) =
d

du
(R (t0, u) Y (u)) =

d

du
(R (t0, u)) Y (u) + R (t0, u)Y

′

(u)

= (−R (t0, u)A (u)) Y (u) + R (t0, u) (A (t) Y (u) + B (u))

= R (t0, u) B (u) .

C’est à dire

∀u ∈ I : Z
′

(u) = R (t0, u)B (u) .

Ce qui implique que

∀t ∈ I : Z (t) = Z (t0) +

∫ t

t0

R (t0, u)B (u) du.

Ainsi

∀t ∈ I : R (t0, t)Y (t) = R (t0, t0) Y (t0) +

∫ t

t0

R (t0, u)B (u) du.

Alors

∀t ∈ I : Y (t) = R (t, t0) InY (t0) +

∫ t

t0

R (t, t0)R (t0, u)B (u) du.

D’où le résultat.

Corollaire 2.7.1 Soient (t0, Y0) ∈ I × Rn. La solution du système (H.D.) est donnée

par

∀t ∈ I : Y (t) = R (t, t0) Y0.

Preuve 24 Il suffit d’appliquer le théorème précédent sur B = 0.
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2.8 Exercices

Exercice 1

Soient
A : I −→Mn (R)

t �−→ A (t) = (aij (t))i,j=1,n

et

B : I −→ Rn

t �−→ B (t) =




b1 (t)
...

bn (t)




. On suppose que A

et B sont continues sur I.

1. Montrer que toutes les solutions maximales de Y
′

= A (t)Y + B (t) sont globales.

2. Montrer que, pour tout (t0, Y0) ∈ I × Rn, le système





Y
′

= A (t)Y + B (t) ,

Y (t0) = Y0.
(E.D.)

admet une solution globale unique.

Solution 1 Considérons la fonction f définie sur I×Rn par f (t, Y ) = A (t)Y +B (t) .

On peut voir que f est continue.

1. Soit (t, Y ) ∈ I ×Rn. On a ‖f (t, Y )‖ = ‖A (t)Y + B (t)‖ ≤ ‖B (t)‖+ ‖A (t)‖ ‖Y ‖ .

Ainsi, ils existent deux fonctions continues c, k : I → R+ (Ici c (t) = ‖B (t)‖ et

k (t) = ‖A (t)‖) telles que

∀ (t, Y ) ∈ I × Rn : ‖f (t, Y )‖ ≤ c (t) + k (t) ‖Y ‖ .

Ceci implique, d’aprés le ch 1, que toute solution maximale de Y
′

= f (t, Y ) est

globale.

2. Soient t ∈ I et Y1, Y2 ∈ Rn. On a ‖f (t, Y1)− f (t, Y2)‖ = ‖A (t) (Y1 − Y2)‖ ≤
‖A (t)‖ ‖Y1 − Y2‖ . Ce qui implique que f est globalement Lipschitzienne, par rap-

port à y de rapport k avec k : I −→ R+ continue (ici k (t) = ‖A (t)‖). Alors, d’aprés
le ch 1, le problème de Cauchy (E.D.) admet une solution globale unique.
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Exercice 2 (Propriété algébrique (P. A.))

Soient C1, C2 ∈Mn (R) . Montrer

(∀X ∈ Rn, C1X = C2X) =⇒ (C1 = C2) .

Réponse 2 : On considère f1 et f2 les deux applications associées (resp) à C1 et C2.

Alors

(∀X ∈ Rn, C1X = C2X) =⇒ (∀X ∈ Rn, f1 (X) = f2 (X))

=⇒ (f1 = f2) =⇒ (C1 = C2) .

Exercice 3

1. Questions de cours : Donner la définition de la matrice résolvante (ou brièvement,

résolvante) du système (H). Quelle est la relation qui existe entre la résolvante de

(H) et la solution du système (H.D.) .

2. Soient λ1, λ2 ∈ R. Calculer la résolvante du système





y
′

1 = λ1y1,

y
′

2 = λ2y2.

Solution 3

1. Voir cours.

2. Soit Y0 =


 y10

y20


 ∈ R2. Le système





y
′

1 = λ1y1 et y1 (t0) = y10.

y
′

2 = λ2y2 et y0 (t0) = y20.
est équivalent

à





Y
′

= AY,

Y (t0) = Y0.
Avec A =


 λ1 0

0 λ2


 , Y =


 y1

y2


 et Y0 =


 y10

y20


 .

Soient Y (., t0, Y0) la solution de





Y
′

= AY,

Y (t0) = Y0.
et (y1 (., t0, y10) , y2 (., t0, y20)) la

solution de





y
′

1 = λ1y1 et y1 (t0) = y10.

y
′

2 = λ2y2 et y0 (t0) = y20.
. On peut montrer que Y (t, t0, Y0) =

(y1 (t, t0, y10) , y2 (t, t0, y20)) . Mais, d’une part, Y (t, t0, Y0) = R (t, t0) Y0. D’autre

60



part, on a (y1 (t, t0, y10) , y2 (t, t0, y20)) =
(
eλ1(t−t0)y10, eλ2(t−t0)y20

)
. Alors

R (t, t0) Y0 =
(
eλ1(t−t0)y10, eλ2(t−t0)y20

)
=


 eλ1(t−t0) 0

0 eλ2(t−t0)




 y10

y20




=


 eλ1(t−t0) 0

0 eλ2(t−t0)


Y0.

Ainsi,

∀Y0 ∈ R2 : R (t, t0)Y0 =


 eλ1(t−t0) 0

0 eλ2(t−t0)


Y0.

D’aprés la propriété algébrique (P. A.), on trouve R (t, t0) =


 eλ1(t−t0) 0

0 eλ2(t−t0)


 .

Exercice 4

1. Question de cours : Soient t0 ∈ I et Y1, Y2, ..., Yn des fonctions vectorielles

définies sur un intervalle I à valeurs dans Rn. Donner la définition de l’indépen-

dance linéaire de Y1, Y2, ..., Yn. Puis, la définition de l’indépendance linéaire de

Y1 (t0) , Y2 (t0) , ..., Yn (t0) .

2. Montrer que s’il existe t0 ∈ I tel que Y1 (t0) , Y2 (t0) , ..., Yn (t0) sont L. I alors

Y1, Y2, ..., Yn sont L. I.

3. Montrer que si Y1, Y2, ..., Yn sont L. I alors on ne peut rien dire sur l’indépen-

dance linéaire de Y1 (t) , Y2 (t) , ..., Yn (t) avec t ∈ R. (Indication : Considérer n =

2, Y1 (t) =


 t

1


 , Y2 (t) =


 1

t


 , t0 = 2 et t1 = 1.)

A retenir : Pour trouver k inconnues, il nous suffit k équations linéaires

algébriques non équivalentes.

4. Est ce que Y1 et Y2 (données dans la question 4) peuvent être des solutions du

même système de type Y
′

= A (t)Y.

5. Montrer que si Y1, Y2, ..., Yn sont des solutions d’un système Y
′

= A (t) Y et qui
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sont L. I. alors pour tout t ∈ I on a Y1 (t) , Y2 (t) , ..., Yn (t) sont L. I..

Solution 4

1. Voir cours.

2. Soient α1, α2, ..., αn ∈ R tels que α1Y1+ α2Y2+ ... +αnYn = 0 (fonction nulle) alors

pour tout t ∈ I on a

α1Y1 (t) + α2Y2 (t) + ... + αnYn (t) = (α1Y1 + α2Y2 + ... + αnYn) (t) = 0.

Ainsi, pour t = t0 on obtient α1Y1 (t0) + α2Y2 (t0) + ... + αnYn (t0) = 0. Puisque

Y1 (t0) , Y2 (t0) , ..., Yn (t0) sont L. I. alors α1 = α2 = ... = αn = 0. C’est à dire, on a

montré que

∀α1, α2, ..., αn ∈ R : (α1Y1 + α2Y2 + ... + αnYn = 0) =⇒ (α1 = α2 = ... = αn = 0) .

Ce qui implique, par définition, que Y1, Y2, ..., Yn sont L. I.

3. Soient α1, α2 ∈ R tels que α1Y1 + α2Y2 = 0 alors

∀t ∈ I = R : α1Y1 (t) + α2Y2 (t) = 0.

Ceci implique que

∀t ∈ R : α1


 t

1


+ α2


 1

t


 = 0.

Ainsi

∀t ∈ R :





α1t + α2 = 0,

α1 + α2t = 0.

On s’intérresse à trouver les valeurs des inconnues α1 et α2 : Il nous faut deux

équations non équivalentes. Donc, on prend, par exemple, t = 0 on trouve α1 =

α2 = 0. Ainsi, Y1 et Y2 sont L. I. Mais on a
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(a) Y1 (2) =


 2

1


 et Y2 (2) =


 1

2


 sont L. I. car det

(
Y1 (2) Y2 (2)

)
=

∣∣∣∣∣∣
2 1

1 2

∣∣∣∣∣∣
= 3 �= 0.

(b) Y1 (1) =


 1

1


 et Y2 (1) =


 1

1


 ne sont pas L. I. (ils sont liés) car Y1 (1) =

Y2 (1) =


 1

1


 .

Ainsi, si Y1, Y2, ..., Yn sont L. I alors on ne peut rien dire sur l’indépendance linéaire

de Y1 (t) , Y2 (t) , ..., Yn (t) avec t ∈ R.

4. Par l’absurde, on suppose que Y1 et Y2 peuvent être des solutions du même système

de type Y
′

= A (t)Y. Puisque Y1 (1) = Y2 (1) =


 1

1


 alors Y1 et Y2 sont deux

solutions du même problème de Cauchy





Y
′

= A (t)Y,

Y (1) =


 1

1


 .

D’aprés l’unicité de

la solution de ce système, on trouve Y1 = Y2. Contradiction.

5. Soit t ∈ I. Pour ne pas confondre avec la variable t, on la note par t0. Soient

α1, α2, ..., αn ∈ R tel que α1Y1 (t0) + α2Y2 (t0) + ... + αnYn (t0) = 0. Considérons la

fonction Z définie par Z = α1Y1 + α2Y2 + ... + αnYn. Soit t ∈ I. On a

Z
′

(t) = (α1Y1 + α2Y2 + ... + αnYn)
′

(t) = α1Y
′

1 (t) + α2Y
′

2 (t) + ... + αnY
′

n (t)

= α1A (t)Y1 (t) + α2A (t) Y2 (t) + ... + αnA (t)Yn (t) Car Y1, Y2, ..., Yn ∈ SH

= A (t) (α1Y1 (t) + α2Y2 (t) + ... + αnYn (t))

= A (t)Z (t) .

Ainsi, Z est une solution de Y
′

= A (t) Y. D’autre part, on a Z (t0) = α1Y1 (t0) +

α2Y2 (t0) + ... + αnYn (t0) = 0. C’est à dire Z (t0) = 0. Ainsi Z est une solution
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du système





Y
′

= A (t) Y,

Y (t0) = 0.
Ceci implique d’aprés l’unicité de la solution de ce

système que Z = Y (t, t0, 0) = R (t, t0) 0 = 0. C’est à dire α1Y1+α2Y2+ ...+αnYn =

Z = 0. Puisque Y1, Y2, ..., Yn sont L. I. alors α1 = α2 = ... = αn = 0. C’est à dire,

on a montré que pour toutt ∈ R on a

∀α1, α2, ..., αn ∈ R : (α1Y1 (t) + α2Y2 (t) + ... + αnYn (t) = 0) =⇒ (α1 = α2 = ... = αn = 0) .

Ceci implique que

∀t ∈ R, Y1 (t) , Y2 (t) , ..., Yn (t) sont L. I.

Exercice 5

1. Questions de cours : Donner la définition d’un système fondamental de solutions

de (H) . Quelle est la relation entre le système fondamental de (H) et l’ensemble

SH (Ensemble des solutions de (H)).

2. Considérons le système





y
′

1 = 1
2
(y1 + ety2) ,

y
′

2 = 1
2
(e−ty1 − y2) .

(a) Ecrire ce système sous la forme (H) .

(b) On pose Y1 (t) =


 et

1


 et Y2 (t) =


 1

−e−t


 . Montrer que {Y1, Y2} est un

système fondamental de solutions de (H).

(c) Trouver l’ensemble SH .

Solution 5

1. Voir cours.

2.a Le système





y
′

1 = 1
2
(y1 + ety2) ,

y
′

2 = 1
2
(e−ty1 − y2) .

peut s’écrire sous la forme Y
′

= AY avec

A =




1
2

1
2
et

1
2
e−t −1

2


 et Y =


 y1

y2


 .
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2.b Pour montrer que {Y1, Y2} est un système fondamental de solutions de (H), on

montre que Y1 et Y2 sont deux solutions de (H) et qu’ils sont linéairement indépen-

dants :

On a Y
′

1 (t) =


 et

0


 et A (t)Y1 (t) =




1
2

1
2
et

1
2
e−t −1

2




 et

1


 =


 et

0


 alors

Y
′

1 (t) = A (t) Y1 (t) . Ce qui implique que Y1 est une solution de (H). De même, on

montre que Y2 est aussi une solution de (H). D’autre part, on a

W (t) = det
(

Y1 (t) Y2 (t)
)

= det


 et 1

1 −e−t


 = −2 �= 0

pour tout t ∈ R alors {Y1, Y2} est un système linéairement indépendant.

2.c On a

SH : = {Y ∈ F (R,Rn) /Y = α1Y1 + α2Y2 avec α1, α2 ∈ R}

= {Y ∈ F (R,Rn) /∀t ∈ I : Y (t) = α1Y1 (t) + α2Y2 (t) avec α1, α2 ∈ R}

=



Y ∈ F (R,Rn) /∀t ∈ I : Y (t) = α1


 et

1


+ α2


 1

−e−t


 avec α1, α2 ∈ R





=



Y ∈ F (R,Rn) /∀t ∈ I : Y (t) =


 α1e

t + α2

α1 − α2e
−t


 avec α1, α2 ∈ R



 .

Exercice 6

Considérons le système Y
′

= A (t)Y...... (H) où A (t) =


 t + 3 2

−4 t− 3


 . Pout tout

t ∈ R, on pose Y1 (t) =


 e

t2

2
+t

−e
t2

2
+t


 et Y2 (t) =


 e

t2

2
−t

−2e
t2

2
−t


 .

1. Montrer que {Y1, Y2} est un système fondamental de solutions de (H) .Question 1 :

Montrer que {Y1, Y2} est un système fondamental de solutions de (H) .

2. En déduire la solution de (H) .

3. Donner la matrice résolvante.
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Solution 6

1. Il suffit de montrer que Y1, Y2 sont deux solutions de (H) et qu’ils sont linéairement

indépendants (W (t) �= 0 pour tout t ∈ R) : On a

Y
′

1 (t) =


 e

t2

2
+t

−e
t2

2
+t




′

=




(
e
t2

2
+t
)′

(
−e

t2

2
+t
)′


 =


 (t + 1) e

t2

2
+t

− (t + 1) e
t2

2
+t




et

A (t) Y1 (t) =


 t + 3 2

−4 t− 3




 e

t2

2
+t

−e
t2

2
+t


 =


 (t + 1) e

t2

2
+t

− (t + 1) e
t2

2
+t




alors Y
′

1 (t) = A (t)Y1 (t) . Ce qui implique que Y1 est une solution de (H). De

même, on montre que Y2 est aussi une solution de (H). D’autre part, on a

W (t) = det
(

Y1 (t) Y2 (t)
)

= det


 e

t2

2
+t e

t2

2
−t

−e
t2

2
+t −2e

t2

2
−t


 = −et

2 �= 0

pour tout t ∈ R alors {Y1, Y2} est un système linéairement indépendant.

2. Puisque {Y1, Y2} est un système fondamental de solutions de (H) alors pour tout

t ∈ R on a

Y (t) = c1Y1 (t) + c2Y2 (t) =


 c1e

t2

2
+t + c2e

t2

2
−t

−c1e
t2

2
+t − c22e

t2

2
−t


 avec c1, c2 ∈ R.

3. Lamatrice définie pour tout t ∈ R par M (t) = (Y1 (t) Y2 (t)) =


 e

t2

2
+t e

t2

2
−t

−e
t2

2
+t −2e

t2

2
−t




est une matrice fondamentale de (H). Ainsi la matrice résolvante de (H) est donnée

par

R (t, t0) = M (t) M−1 (t0) =


 e

t2

2
+t e

t2

2
−t

−e
t2

2
+t −2e

t2

2
−t




 e

t2
0
2
+t0 e

t2
0
2
−t0

−e
t2
0
2
+t0 −2e

t2
0
2
−t0



−1

.
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Calculons


 e

t20
2
+t0 e

t20
2
−t0

−e
t2
0
2
+t0 −2e

t2
0
2
−t0



−1

:Appliquons le résultat suivant : Si ad−cb �= 0

alors


 a b

c d



−1

= 1
ad−cb


 d −b

−c a


 .) Pour trouver


 e

t20
2
+t0 e

t20
2
−t0

−e
t2
0
2
+t0 −2e

t2
0
2
−t0



−1

= −e−t
2
0


 −2e

t20
2
−t0 −e

t20
2
−t0

e
t2
0
2
+t0 e

t2
0
2
+t0


 .

Ainsi

R (t, t0) = −e−t
2
0


 e

t2

2
+t e

t2

2
−t

−e
t2

2
+t −2e

t2

2
−t




 −2e

t2
0
2
−t0 −e

tt02

2
−t0

e
t2
0
2
+t0 e

t2
0
2
+t0




=


 e

t2

2
−tet0−

t20
2 − 2e

t2

2
+te−

t20
2
−t0 e

t2

2
−tet0−

t20
2 − e

t2

2
+te−

t20
2
−t0

2e
t2

2
+te

−t2
0
2
−t0 − 2e

t2

2
−tet0−

t2
0
2 e−

t2

2
+te

t2
0
2
−t0 − 2e

t2

2
−tet0−

t2
0
2




Exercice 7

Considérons le système Y
′

= A (t)Y...... (H) où A (t) =




2
t

−1
t2

2 0


 . On pose Y1 (t) =




1
2

t


 et Y2 (t) =


 t

t2


 .

Questions 1, 2 et 3 comme l’exercice 6

Question 4 : En déduire la solution de





Y
′

= A (t) Y + B (t)

Y (t0) = 0
où B (t) =




1
t

1


 .

Solution 7

La solution de ce système est donnée par

∀t ∈ I : Y (t) = R (t, t0)Y0 +

∫ t

t0

R (t, u)B (u) du.
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Calculons R (t, t0) :

R (t, t0) = M (t)M−1 (t0) =
(

Y1 (t) Y2 (t)
)(

Y1 (t0) Y2 (t0)
)−1

=




1
2

t

t t2






1
2

t0

t0 t20



−1

=
−2

t20




1
2

t

t t2




 t20 −t0

−t0
1
2




=


 −1 + 2t

t0

1
t0
− t
t2
0

−2t + 2t2

t0

2t
t0
− t2

t2
0


 .

Ainsi

Y (t) = R (t, t0) Y0 +

∫ t

t0

R (t, u)B (u) du

= R (t, t0) 0 +

∫ t

t0


 −1 + 2t

u
1
u
− t
u2

−2t + 2t2

u
2t
u
− t2

u2






1
u

1


 du.

=

∫ t

t0




t
u2

t2

u2


 du =



∫ t
t0

t
u2

du
∫ t
t0

t2

u2
du


 =


 t

∫ t
t0

u−2du

t2
∫ t
t0

u−2du




=


 −t

(
t−1 − t−10

)

−t2
(
t−1 − t−10

)


 =




t
t0
− 1

t2

t0
− t


 .

C’est à dire Y (t) =




t
t0
− 1

t2

t0
− t


 pour tout t ∈ I.

Remarque : Si t0 ∈ ]0,+∞[ on prend I = ]0,+∞[ et si t0 ∈ ]−∞, 0[ on prend

I = ]−∞, 0[.

Exercice 8

1. Question de cours : Citer les propriétés de la résolvante.

2. Montrer que R (., t0) est une solution dansMn (R) du système





M
′

= A (t) M,

M (t0) = In.
(S.R.)
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3. Soit D (., t0) une solution du système (S.R.) . Montrer D (t, t0) = R (t, t0) pour tout

t, t0 ∈ I.

4. Application : Soit (e1, e2, ..., en) la base canonique deRn et Yi la solution de





Y
′

= A (t) Y,

Y (t0) = ei.

Montrer que R (t, t0) = (Y1 (t)Y2 (t) ...Yn (t)) pour tout t ∈ I.

Solution 8

1. Voir cours.

2. D’aprés les propriétés de la résolvante, on a





d
dt

R (t, t0) = A (t)R (t, t0) ,

R (t0, t0) = In.
Alors

R (., t0) est une solution dansMn (R) de (S.R.).

3. Puisque R (., t0) est aussi une solution de (S.R.) alors on conclut par l’unicité de la

solution du problème de Cauchy (S.R.) .

4. Soit t ∈ I. On a

(Y1 (t)Y2 (t) ...Yn (t))
′

=
(

Y
′

1 (t) Y
′

2 (t) ...Y
′

n (t)
)

= (A (t) Y1 (t)A (t) Y2 (t) ...A (t) Yn (t))

= A (t) (Y1 (t)Y2 (t) ...Yn (t)) .

Donc (Y1Y2...Yn) est une solution de M
′

= A (t) M. D’autre part, on a

(Y1Y2...Yn) (t0) = (Y1 (t0)Y2 (t0) ...Yn (t0)) = (e1e2...en) = In.

Ainsi (Y1Y2...Yn) (t0) = In. On déduit que (Y1Y2...Yn) est une solution de (S.R.) .

Exercice 9

1. Question de cours : Donner la définition de la matrice fondamentale. Citez ces

propriétés.

2. Soit M une matrice fondamentale du système (H) .

(a) Montrer que, pour tout t ∈ I, la matrice M (t) est inversible. Posons M−1 (t) :=

(M (t))−1 .

69



(b) Soient t0 ∈ I, Y0 ∈ Rn. On considère la fonction Z définie par Z (t) =

M (t) M−1 (t0)Y0 pour tout t ∈ I. Montrer que Z est une solution du système

(H.D.) . Puis, déduire la relation entre la résolvante et une matrice fondamen-

tale.

3. Soient M1 et M2 deux matrices fondamentales de (H). Montrer qu’il existe une

matrice constante et inversible C telle que M1 = M2C. Que représente ce résultat.

4. Montrer que, pour tout t, t0 ∈ I, on a det R (t, t0) = W (t)
W (t0)

. Ici W est le wronskien

de la matrice fondamentale M .

Solution 9

1. Voir cours.

2.a Puisque M est une matrice fondamentale du système (H) alors M = (Y1Y2...Yn)

avec Y1, Y2, ..., Yn n solutions de (H) qui sont L. I. On a

∀t ∈ I : detM (t) := W (t) �= 0.

Ainsi

∀t ∈ I : det M (t) �= 0.

Ce qui implique que, pour tout t ∈ I, la matrice M (t) est inversible.

2.b Soit t ∈ I. On a

Z
′

(t) =
(
M (t)M−1 (t0) Y0

)′
= M

′

(t) M−1 (t0) Y0

= A (t) M (t) M−1 (t0) Y0 car M est une matrice fondamentale

= A (t) Z (t) .

C’est à dire Z
′

(t) = A (t) Z (t) pour tout t ∈ I. D’autre part, on a

Z (t0) = M (t0) M−1 (t0) Y0 = M (t0) (M (t0))
−1 Y0 = InY0 = Y0.
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C’est à dire Z (t0) = Y0. Ainsi Z est une solution du système (H.D.) .

La relation entre la résolvante et la matrice fondamentale : Puisque Z est une

solution du système (H.D.) alors R (., t0)Y0 = Z. Ainsi

∀Y0 ∈ Rn, ∀t ∈ I : R (t, t0)Y0 = M (t) M−1 (t0) Y0.

D’aprés (P. A.), on trouve

∀t ∈ I : R (t, t0) = M (t) M−1 (t0) .

3. Soit t ∈ I. Puisque M1 et M2 sont deux matrices fondamentales de (H) alors d’aprés

la question précédente R (t, t0) = M1 (t)M−1
1 (t0) et R (t, t0) = M2 (t)M−1

2 (t0) .

Alors M1 (t)M−1
1 (t0) = M2 (t) M−1

2 (t0) . Ainsi M1 (t) = M2 (t) M−1
2 (t0)M1 (t0) .

Posons C = M−1
2 (t0) M1 (t0) . On a

(a) C est une matrice constante car elle ne dépend de la variable t.

(b) C est une matrice inversible car c’est le produit de deux matrices inversibles :

M1 (t0) est inversible (d’aprés la question 2a) et M−1
2 (t0) = (M2 (t0))

−1 est

inversible car l’inverse d’une matrice inversible est une matrice inversible.C

vérifie M1 = M2C.

4. Pour tout t, t0 ∈ I, on a

detR (t, t0) = det
(
M (t)M−1 (t0)

)
= det M (t) det M−1 (t0)

= det M (t)
1

det M (t0)
=

det M (t)

det M (t0)
=

W (t)

W (t0)
.

Exercice 10 (Méthode de réduction d’ordre)

Partie I : Considérons le système

Y
′

= A (t)Y. (H)
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Soit X une solution (connue) de (H) telle que x1 �= 0. Soient φ une fonction scalaire et

Z une fonction vectorielle non nulle telle que z1 = 0 et Z
′

= AZ − φ
′

X.

1. Montrer que les composantes de Z vérifient z
′

i =
∑j=n
j=2

(
aij − xi

x1
a1j
)

zj , pour tout

i = 2, ..., n. Puis déduire que φ =
∫

1
x1

∑j=n
j=2 a1jzj.

2. On pose Y = φX + Z. Montrer que {X, Y } est un système fondamental de (H).

Partie II : Application On prend I = ]0,+∞[ et A (t) =




1
t
−1

1
t2

2
t


 .

1. Montrer que X (t) =


 t2

−t


 est une solution de

Y
′

=




1
t
−1

1
t2

2
t


Y. (Sys)

2. Trouver une solution de (Sys) sous la forme Y = φX + Z avec Z =


 0

z2


 .

Déduire la solution générale de (Sys).

3. Déterminer la solution générale du système :





y
′

1 = 1
t
y1 − y2 + t,

y
′

2 = 1
t2

y1 + 2
t
y2 − t2.

Solution 10

Partie I :

1. On a Z
′

= AZ − φ
′

X alors
(
Z
′)
i
=
(

AZ − φ
′

X
)
i
donc

z
′

i = (AZ)i − φ
′

(X)i =

j=n∑

j=1

aijzj − φ
′

xi = ai1z1 +

j=n∑

j=2

aijzj − φ
′

xi

=

j=n∑

j=2

aijzj − φ
′

xi car z1 = 0.
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C’est à dire

z
′

i =

j=n∑

j=2

aijzj − φ
′

xi.

Ainsi, pour i = 1 on obtient 0 = z
′

1 =
∑j=n
j=2 a1jzj − φ

′

x1 alors φ
′

=
∑j=n
j=2

a1j
x1

zj. Si

on remplace dans l’identité précédente on trouve le résultat.

Pour φ : On a φ =
∫

φ
′

=
∫ ∑j=n

j=2
a1j
x1

zj =
∫

1
x1

∑j=n
j=2 a1jzj.

2. Soit t ∈ I. On a

Y
′

(t) = (φX + Z)
′

(t) = φ
′

(t)X (t) + φ (t) X
′

(t) + Z
′

(t) .

Puisque X
′

(t) = A (t)X (t) (car X une solution de (H)) et Z
′

= AZ − φ
′

X alors

Y
′

(t) = φ
′

(t)X (t) + φ (t) (A (t)X (t)) +
(

A (t) Z (t)− φ
′

(t) X (t)
)

= A (t) (φ (t)X (t) + Z (t)) = A (t)Y (t) .

Ce qui implique que Y est une solution de (H).

Montrons que {X, Y } est L.I. : Au début, on note que puisque Z est une fonction

non nulle alors in existe k �= 1 tel que zk �= 0. Soient α, β ∈ R tel que αX +βY = 0

alors αX + β (φX + Z) = 0 ainsi (α + βφ) X + βZ = 0 ceci implique que





(α + βφ) x1 = (α + βφ)x1 + βz1 = ((α + βφ) X + βZ)1 = 0.

(α + βφ) xk + βzk = ((α + βφ)X + βZ)k = 0.

C’est à dire





(α + βφ) x1 = 0.

(α + βφ) xk + βzk = 0.
Puisque x1 �= 0 alors α + βφ = 0. Rem-

plaçons dans la deuxième équation pour trouver βzk = 0 ainsi β = 0 car zk �= 0.

Finalement, il est facile de voir que α = 0.

Partie II : Application
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1. Soit t ∈ I. On a X
′

(t) =


 2t

−1


 et A (t)X (t) =




1
t
−1

1
t2

2
t




 t2

−t


 =


 2t

−1


 alors X

′

(t) = A (t) X (t) pour tout t ∈ I. Ce qui implique que X est une

solution de (Sys).

2. On a vu dans la question 1 de la première partie que les composantes de Z vérifient

z
′

i =
∑j=n
j=2

(
aij − xi

x1
a1j

)
zj , pour tout i = 2, ..., n = 2. Alors

z
′

2 (t) =

j=2∑

j=2

(
a2j (t)−

x2 (t)

x1 (t)
a1j (t)

)
zj (t) =

(
a22 (t)−

x2 (t)

x1 (t)
a12 (t)

)
z2 (t)

=

(
2

t
− −t

t2
(−1)

)
z2 (t) =

1

t
z2 (t) .

C’est à dire z
′

2 (t) = 1
t
z2 (t) . Résolvons cette équation pour trouver z2 (t) = Ct avec

C ∈ R. Puisque on s’intérresse à une seule solution Y donc à une seule fonction

non nulle Z on prend C = 1. C’est à dire z2 (t) = t. Ceci implique que Z (t) =
 0

z2 (t)


 =


 0

t


 .

Trouvons φ : On a

φ (t) =

∫
1

x1 (t)

j=n=2∑

j=2

a1j (t) zj (t) dt =

∫ (
1

x1 (t)
a12 (t) z2 (t)

)
dt

=

∫ (
1

t2
(−1) (t)

)
dt = − ln t + c.

C’est à dire φ (t) = − ln t avec c = 0. Ainsi Y (t) = φ (t) X (t)+Z (t) = − ln t


 t2

−t


+


 0

t


 =


 −t2 ln t

t ln t + t


 .

Puisque {X, Y } est un système fondamental alors la solution générale de (Sys) est

définie par YG = αX + βY = ... avec α, β ∈ R.

74



Exercice 11

1. Soient {Y1, Y2, ..., Yn} un système fondamental de (H) et λ1, λ2, ..., λn des fonctions

de C1 (I,R).

Montrer que si
(

λ
′

i (t)
)
i=1,n

= M−1 (t) B (t) pour tout t ∈ I alors Y = λ1 (t) Y1 +

... + λn (t)Yn est une solution du système non homogène Y
′

= A (t) Y + B (t) .

2. Questions de cours : Soient t0 ∈ I et Y0 ∈ Rn. Donner la définition de la solution

générale et de la solution particulière. Puis, donner la formule de la solution des

systèmes suivants (en précisant le type de solution : générale ou bien particulière)

Y
′

= A (t)Y,





Y
′

= A (t)Y,

Y (t0) = Y0.
, Y

′

= A (t) Y + B (t) et





Y
′

= A (t) Y + B (t) ,

Y (t0) = Y0.

3. Considérons le système Y
′

= 1
2


 1 et

e−t −1


Y.

(a) Montrer que R (t, t0) = 1
2


 1 + et−t0 et − et0

e−t0 − e−t 1 + et0−t


 pour tout t, t0 ∈ I = R.

(b) Résoudre les systèmes Y
′

= 1
2


 1 et

e−t −1


Y et Y

′

= 1
2


 1 et

e−t −1


Y +


 1

t


 .

(c) Utiliser deux méthodes pour résoudre les systèmes





Y
′

= 1
2


 1 et

e−t −1


Y,

Y (1) =


 1

0


 .

et





Y
′

= 1
2


 1 et

e−t −1


Y +


 1

t


 ,

Y (1) =


 1

0


 .
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Chapitre 3

Systèmes linéaires à coefficients

constants

3.1 Méthode de l’exponentielle de matrice

3.1.1 L’exponentielle de matrice

Soit A ∈ Mn (R) . On pose





Ak = A...A︸ ︷︷ ︸
k fois

si k ∈ N∗,

A0 = In.

Ici In représente la matrice

identité.

Considérons la série définie comme suit :

∞∑

k=0

Ak

k!
:= lim

l→+∞

k=l∑

k=0

Ak

k!
= lim
l→+∞

(
In +

A

1!
+ ... +

Al

l!

)
,

avec





k! = 1.2...k si k ∈ N∗,
0! = 0.

Lemme 3.1.1 La série
∑∞
k=0

Ak

k!
est convergente.

Preuve 25 On a
∥∥∥Akk!
∥∥∥ ≤ ‖A‖k

k!
. Mais ‖A‖k

k!
représente le terme général d’une série
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numérique convergente, alors
∑∞
k=0

Ak

k!
est normalement convergente. Donc, elle est con-

vergente.

Définition 3.1.1 L’exponentielle de la matrice A, noté eA, est la quantité
∑∞
k=0

Ak

k!
. C.

à dire eA :=
∑∞
k=0

Ak

k!
.

Exemple 17 Calculons l’exponentielle de la matrice A =


 1 1

0 0


 : Montrons, par

récurrence, que pour tout k ≥ 1 on a Ak = A.

Pour k = 1, on a A1 = A.

On suppose que Ak = A alors

Ak+1 = AkA =


 1 1

0 0




 1 1

0 0


 =


 1 1

0 0


 = A.

C. à dire, Ak+1 = A.

Ainsi

eA : =
∞∑

k=0

Ak

k!
=

A0

0!
+

∞∑

k=1

Ak

k!
= In + lim

l→+∞

k=l∑

k=1

A

k!

= In + lim
l→+∞

((
k=l∑

k=1

1

k!

)
A

)
= In +

(
lim
l→+∞

k=l∑

k=1

1

k!

)
A

= In +

( ∞∑

k=1

1

k!

)
A = In +

( ∞∑

k=0

1

k!
− 1

0!

)
A

= In +
(
e1 − 1

)
A =


 e e− 1

0 1


 .

C’est à dire, e




1 1

0 0




=


 e e− 1

0 1


 .

Théorème 3.1.1 Soient A, B ∈Mn (R) .
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1. On a e0n = In. Ici, 0n représente la matrice nulle.

2. Si A et B commutent, c. à dire AB = BA, alors eA+B = eAeB.

3. eA est une matrice inversible et on a
(
eA
)−1

= e−A.

4. La fonction :
R −→Mn (R)

t �−→ etA
est dérivable et on a

(
etA
)′

= AetA pour tout t ∈ R.

Preuve 26 1. On a

e0n :=
∞∑

k=0

(0n)
k

k!
=

00n
0!

+
∞∑

k=1

(0n)
k

k!
= In + 0n = In.

2. On a

eAeB :=

( ∞∑

k=0

Ak

k!

)( ∞∑

k=0

Bk

k!

)
=

∞∑

n=0

Cn,

avec

Cn =
n∑

p=0

Ap

p!

Bn−p

(n− p)!
=

1

n!

n∑

p=0

n!

p! (n− p)!
ApBn−p

AB=BA
=

1

n!
(A + B)n (Formule de binôme).

Donc

eAeB =
∞∑

n=0

1

n!
(A + B)n = eA+B.

3. Puisque A (−A) = (−A) A, alors A et (−A) commutent donc eA+(−A) = eAe−A.

Mais eA+(−A) = e0n = In. Alors eAe−A = In. Ce qui implique le résultat.

4. De la définition de etA, on trouve que la fonction :
R −→Mn (R)

t �−→ etA
est dérivable

sur R. On a

(
etA
)′

=

( ∞∑

k=0

(tA)k

k!

)′
=

∞∑

k=0

(
(tA)k

k!

)′
= A

∞∑

k=1

tk−1Ak−1

(k − 1)!
.

Si on pose p = k − 1 on trouve
(
etA
)′

= A
∑∞
p=0

tpAp

p!
= AetA.
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Remarque 3.1.1 Il existent des matrices A et B tels que eA+B �= eAeB. Par exemple,

A =


 1 1

0 0


 et B =


 0 −1

0 0


 . On a A + B =


 1 0

0 0


 . Si on utilise la défi-

nition de l’exponentielle, on peut montrer que eA+B = e




1 0

0 0




=


 e 0

0 1


 et eB =


 1 −1

0 1


 . On a vu dans l’exemple 17 que eA = e




1 1

0 0




=


 e e− 1

0 1


 . D’autre

part, on a eAeB =


 e e− 1

0 1




 1 −1

0 1


 =


 e −1

0 1


 . Ainsi, eA+B �= eAeB.

Lemme 3.1.2 Soient λ1, λ2, ..., λn ∈ R. On a e




λ1 0 0

0
. . . 0

0 0 λn




=




eλ1 0 0

0
. . . 0

0 0 eλn


 .

Preuve 27 On a e




λ1 0 0

0
. . . 0

0 0 λn




:=
∑∞
k=0




λ1 0 0

0
. . . 0

0 0 λn




k

k!
. Mais on peut montrer,

par récurrence, que pour tout k ∈ N on a




λ1 0 0

0
. . . 0

0 0 λn




k

=




λk1 0 0

0
. . . 0

0 0 λkn


 .
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Alors

e




λ1 0 0

0
. . . 0

0 0 λn




=
∞∑

k=0




λk1 0 0

0
. . . 0

0 0 λkn




k!
= lim
l→+∞

k=l∑

k=0




λk1
k!

0 0

0
. . . 0

0 0 λkn
k!




= lim
l→+∞




∑k=l
k=0

λk1
k!

0 0

0
. . . 0

0 0
∑k=l
k=0

λkn
k!




=




lim
l→+∞

∑k=l
k=0

λk1
k!

0 0

0
. . . 0

0 0 lim
l→+∞

∑k=l
k=0

λkn
k!




=




eλ1 0 0

0
. . . 0

0 0 eλn


 .

Exemple 18 On a e




2 0

0 3




=


 e2 0

0 e3


 .

Exemple 19 On a

e




1 0 0

0 4 0

0 0 −3




=




e1 0 0

0 e4 0

0 0 e−3


 =




e 0 0

0 e4 0

0 0 e−3


 .
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Théorème 3.1.2 Soit A ∈Mn (R) .

1. Soit P une matrice de Mn (R) inversible. On a ePAP
−1

= PeAP−1.

2. Soit λ ∈ R. On a eλIn+A = eλeA.

Preuve 28 1. On a ePAP
−1

:=
∑∞
k=0

(PAP−1)
k

k!
. Par récurrence, on peut montrer que

pour tout k ∈ N, on a (PAP−1)
k
= PAkP−1. Ceci implique que

ePAP
−1

: = lim
l→+∞

k=l∑

k=0

PAkP−1

k!
= lim
l→+∞

[
P

(
k=l∑

k=0

Ak

k!

)
P−1

]

= P

[
lim
l→+∞

k=l∑

k=0

Ak

k!

]
P−1 = PeAP−1.

2. Puisque (λIn)A = A (λIn) , alors (λIn) et A commutent donc eλIn+A = eλIneA.

Mais

eλIn = e

λ




1 0 0

0
. . . 0

0 0 1




= e




λ 0 0

0
. . . 0

0 0 λ




=




eλ 0 0

0
. . . 0

0 0 eλ


 = eλ




1 0 0

0
. . . 0

0 0 1




= eλIn.

Ainsi eλIn+A =
(
eλIn

)
eA = eλ

(
Ine

A
)
= eλeA.

Application 1 : Calculons l’exponentielle de la matrice A =


 0 −1

−1 0


 : On a

det (A− λI2) = λ2 − 1 = 0 implique que λ1 = 1 et λ2 = −1 sont les deux valeurs

propres distinctes de A. Alors, A = PDP−1 avec D =


 λ1 0

0 λ2


 =


 1 0

0 −1


 et

P =
(

V1 V2

)
. Ici V1 et V2 sont les vecteurs propres de A associés respectivement à
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λ1 et λ2. On a AV1 = λ1V1 et AV2 = λ2V2. Alors, V1 =


 1

−1


 et V2 =


 1

1


 donc,

P =


 1 1

−1 1


 . Rappelons que si ad−cb �= 0 alors


 a b

c d



−1

= 1
ad−cb


 d −b

−c a


 .

Ainsi, l’inverse de P est donné par P−1 = 1
2


 1 −1

1 1


 . Donc

eA = ePDP
−1

= PeDP−1

=
1

2


 1 1

−1 1


 e




1 0

0 −1




 1 −1

1 1




=
1

2


 1 1

−1 1




 e1 0

0 e−1




 1 −1

1 1




=
1

2


 e−1 + e e−1 − e

e−1 − e e−1 + e


 .

Application 2 : Calculons l’exponentielle de la matrice


 2 −1

−1 2


 : On a

e




2 −1

−1 2




= e

2I2+




0 −1

−1 0




= e2e




0 −1

−1 0




.

D’aprés l’application ci-dessus

e




2 −1

−1 2




=
1

2
e2


 e−1 + e e−1 − e

e−1 − e e−1 + e


 =

1

2


 e + e3 e− e3

e− e3 e + e3


 .
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Test : Calculer l’exponentielle des matrices


 0 2

2 0


 ,


 3 2

2 3


 et


 1 1

0 1


 .

Définition 3.1.2 Soit N ∈ Mn (R) . On dit que N est une matrice nilpotente d’indice

m ∈ N∗ si Nm−1 �= 0n et Nm = 0n.

Exemple 20 La matrice N =




3 9 −9

2 0 0

3 3 −3


 est une matrice nilpotente d’indice m = 3

car N2 =




3 9 −9

2 0 0

3 3 −3




2

=




0 0 0

6 18 −18

6 18 −18


 �= 03 et N3 = N2N =




3 9 −9

2 0 0

3 3 −3




3

=

03.

Remarque 3.1.2 Toute matrice, triangulaire supérieure dont les éléments de la diago-

nale sont nuls, est nilpotente. Par exemple, la matrice N =


 0 1

0 0


 est une matrice

nilpotente car c’est une matrice triangulaire supérieure dont les éléments de la diagonale

sont nuls .

Théorème 3.1.3 Soit N une matrice nilpotente d’indice m ∈ N∗. On a

eN = In +
N

1!
+ ... +

Nm−1

(m− 1)!
.

Preuve 29 On a

eN =
∞∑

k=0

Nk

k!
= In +

N

1!
+ ... +

Nm−1

(m− 1)!
+

∞∑

k=m

Nk

k!
.

Mais N est une matrice nilpotente d’indice m alors pour tout k ≥ m : Nk = 0n. En effet,

on a

k ≥ m =⇒ Nk = N (k−m)+m = Nk−mNm = Nk−m0n = 0n.

Donc,
∑∞
k=m

Nk

k!
= 0n. Si on remplace on trouve le résultat.
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Application : On a vu dans la remarque 3.1.2 que


 0 1

0 0


 est une matrice nilpo-

tente. Trouvons son indice m : On a N2 =


 0 1

0 0



2

= 02, alors m = 2 donc

e




0 1

0 0




= In +


 0 1

0 0




1!
=


 1 1

0 1


 .

Test : Calculer e




2 4

0 2




.

3.1.2 La résolvante en terme de l’exponentielle de matrice

Considérons le système

Y
′

= A (t)Y. (H)

Théorème 3.1.4 Si

∀t, s ∈ I : A (t) A (s) = A (s) A (t) ,

alors

∀t, t0 ∈ I : R (t, t0) = e
∫ t
t0
A(u)du.

Preuve 30 Il suffit de montrer que la fonction t �−→ e
∫ t
t0
A(u)du est une solution du

système 



M
′

= A (t)M,

M (t0) = In.
(S.R.)

Application : Considérons la matrice

∀t ∈ R : A (t) =


 t −t2

t2 t


 .
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Soient t, s ∈ I = R. On a

A (t) A (s) =


 t −t2

t2 t




 s −s2

s2 s


 =


 st− s2t2 −s2t− st2

st2 + s2t st− s2t2




et

A (s)A (t) =


 s −s2

s2 s




 t −t2

t2 t


 =


 st− s2t2 −s2t− st2

st2 + s2t st− s2t2


 ,

Ce qui implique que A (t) A (s) = A (s) A (t) . C’est dire, on a montré que

∀t, s ∈ I : A (t) A (s) = A (s) A (t) .

Ainsi

∀t, t0 ∈ I : R (t, t0) = e
∫ t
t0
A(u)du

.

Calculons e
∫ t
t0
A(u)du : On a

e
∫ t
t0
A(u)du = e

∫ t
t0




u −u2

u2 u


du

= e




∫ t
t0

udu −
∫ t
t0

u2du
∫ t
t0

u2du
∫ t
t0

udu




= e




1
2
(t2 − t20) −1

3
(t3 − t30)

1
3
(t3 − t30)

1
2
(t2 − t20)




= e

1

2(t2−t20)I2+




0 −1
3
(t3 − t30)

1
3
(t3 − t30) 0




= e
1

2(t2−t20)e




0 −1
3
(t3 − t30)

1
3
(t3 − t30) 0




.

Pour simplifier, on pose a = 1
3
(t3 − t30) ∈ R. On peut montrer que


 0 −a

a 0


 = PDP−1

A faire la suite. Même si les valeurs propre sont complexes différentes on peut utiliser la

décomposition PDP−1.

Remarque 3.1.3 Il existent des matrices A (t) tel que R (t, t0) �= e
∫ t
t0
A(u)du. Par exemple,
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si on considère la matrice définie comme suit

∀t ∈ R : A (t) =


 1 et

0 0


 .

On a

e
∫ t
t0
A(u)du = e

∫ t
t0




1 eu

0 0


du

= e




∫ t
t0

du
∫ t
t0

eudu
∫ t
t0

0du
∫ t
t0

0du




= e




t− t0 et − et0

0 0




.

Pour t �= t0, on a


 t− t0 et − et0

0 0


 = PDP−1 avec D =


 0 0

0 t− t0


 et P =


 et0 − et 1

t− t0 0


 alors

e




t− t0 et − et0

0 0




= ePDP
−1

= PeDP−1 = ...

Calculons R (t, t0) : Si on pose Y =


 y1

y2


 alors le système Y

′

= A (t) Y avec A (t) =


 1 et

0 0


 est équivalent à





y
′

1 = y1 + ety2,

y
′

2 = 0.
On a y

′

2 = 0 implique que y2 = α avec

α ∈ R. Si on remplace dans la deuxième équation, on trouve y
′

1 = y1+αet. Cette dernière

équation est sous la forme y
′

1 + a (t) y1 = b (t) avec a (t) = 1 et b (t) = αet. Elle admet

comme solution générale y1 = βet + αtet avec α, β ∈ R. Ainsi, la solution générale de
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Y
′

=


 1 et

0 0


Y est

Y (t) =


 y1 (t)

y2 (t)


 =


 βet + αtet

α


 =


 tet et

1 0




 α

β


 .

Trouvons Y (t, t0, Y0) : On a Y (t0) =


 t0e

t0 et0

1 0




 α

β


 . Donc

(Y (t0) = Y0) =⇒


 t0e

t0 et0

1 0




 α

β


 = Y0

=⇒


 α

β


 =


 t0e

t0 et0

1 0



−1

Y0

=⇒


 α

β


 =


 0 1

e−t0 −t0


Y0.

Ainsi, pour tout t ∈ I = R, on a

Y (t, t0, Y0) =


 tet et

1 0




 α

β


 =


 tet et

1 0




 0 1

e−t0 −t0


Y0

=


 et−t0 tet − t0e

t

0 1


Y0.

Puisque

∀t, t0 ∈ R : Y (t, t0, Y0) = R (t, t0) Y0,

alors R (t, t0) Y0 =


 et−t0 tet − t0e

t

0 1


Y0, ainsi R (t, t0) =


 2et−t0 tet − t0e

t

0 −t0


 .

Lemme 3.1.3 Si pour tout t ∈ I on a A (t) = A alors R (t, t0) = e(t−t0)A.
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Preuve 31 Soient t, s ∈ I = R. On a A (t)A (s) = AA = A2 et A (s)A (t) = AA = A2,

alors

∀t, s ∈ I = R : A (t)A (s) = A (s)A (t) .

Appliquons le théorème 3.1.4 pour trouver

R (t, t0) = e
∫ t
t0
A(u)du = e

∫ t
t0
Adu = eA

∫ t
t0
du = e(t−t0)A.

Exemple 21 La résolvante du système Y
′

=


 2 0

0 1


Y est

R (t, t0) = e(t−t0)A = e

(t−t0)




2 0

0 1




= e




2 (t− t0) 0

0 t− t0




=


 e2(t−t0) 0

0 et−t0


 .

3.1.3 Systèmes homogènes

Lemme 3.1.4 La solution du système

Y
′

= AY. (Hcons)

est donnée par

∀t ∈ R : Y (t) = etAC avec C ∈ Rn.

Preuve 32 Puisque I = R alors 0 ∈ I. Donc, d’aprés le chapitre 2, la solution de

(Hcons) est donnée par

∀t ∈ R : Y (t) = R (t, 0) C avec C ∈ Rn. (3.1)

Mais, d’aprés le lemme 3.1.3, on a R (t, 0) = e(t−0)A = etA. En remplaçant dans (3.1)

pour trouver le résultat.
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Exemple 22 La solution du système Y
′

=


 4 3

0 4


Y est donnée par

∀t ∈ R : Y (t) = etAC avec C ∈ R2,

avec A =


 4 3

0 4


 . C. à dire Y (t) = e

t




4 3

0 4




C. Mais

e

t




4 3

0 4




= e




4t 3t

0 4t




= e

4tI2+




0 3t

0 0




.

On peut facilement montrer que


 0 3t

0 0


 est une matrice nilpotente d’indice m = 2

alors

etA = e

t




4 3

0 4




= e4t




I2 +


 0 3t

0 0




1!




=


 e4t 3te4t

0 e4t


 .

Donc,

∀t ∈ R : Y (t) =


 e4t 3te4t

0 e4t


C avec C ∈ R2.

Lemme 3.1.5 La solution du système





Y
′

= AY,

Y (t0) = Y0.
(H. D.cons)

est donnée par

∀t ∈ R : Y (t) = e(t−t0)AY0.

Preuve 33 Il suffit de remarquer, d’aprés le chapitre 2, que la solution de (H. D.cons)

89



est donnée par

∀t ∈ R : Y (t) = R (t, t0)Y0, (3.2)

et puisque la matrice A est constante alors d’aprés le lemme 3.1.3 R (t, t0) = e(t−t0)A. En

remplaçant dans (3.2), on trouve le résultat.

Exemple 23 La solution du système





Y
′

=


 4 3

0 4


Y,

Y (1) =


 1

0


 ,

est donnée par

∀t ∈ R : Y (t) = e(t−t0)AY0,

avec A =


 4 3

0 4


 , t0 = 1 et Y0 =


 1

0


 . C. à dire Y (t) = e

(t−1)




4 3

0 4




 1

0


 .

Mais, on peut montrer que e

(t−1)




4 3

0 4




=


 e4(t−1) 3 (t− 1) e4(t−1)

0 e4(t−1)


 . Ce qui im-

plique Y (t) =


 e4(t−1) 3 (t− 1) e4(t−1)

0 e4(t−1)




 1

0


 =


 e4(t−1)

0


 .

Test : Résoudre le sytème





Y
′

=


 0 2

2 0


Y,

Y (0) =


 0

1


 .
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3.1.4 Systèmes non homogène

Théorème 3.1.5 La solution du système





Y
′

= AY + B (t) ,

Y (t0) = Y0.
(E.D. cons)

est donnée par

∀t ∈ R : Y (t) = e(t−t0)AY0 +

∫ t

t0

e(t−u)AB (u) du.

Preuve 34 Il suffit de remarquer, d’aprés le chapitre 2, que la solution du (E. D. con)

est donnée par

∀t ∈ R : Y (t) = R (t, t0) Y0 +

∫ t

t0

R (t, u) B (u) du. (3.3)

Mais la matrice du système est constante alors R (t, t0) = e(t−t0)A et R (t, u) = e(t−u)A. Si

on remplace dans (3.3) on trouve le résultat.

Test : Résoudre le système





Y
′

=


 2 0

0 2


Y +


 1

0


 ,

Y (0) =


 1

0


 .

Question : Résoudre le système Y
′

=


 4 3

0 4


Y +


 1

0


 .

3.2 Méthode spectrale

Soit A une matrice à coefficients constants. Considérons le système

Y
′

= AY. (Hcons)

Lemme 3.2.1 Si λ est une valeur propre réelle de A et V le vecteur propre associé.

Alors la fonction définie sur I = R par Y (t) = V eλt est une solution de (H).
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Preuve 35 Signalons, au début, que λ est une valeur propre réelle de A et V le vecteur

propre associé alors AV = λV . Soit t ∈ R. On a

Y
′

(t) =
(
V eλt

)′
= V

(
eλt
)′

= V
(
λeλt
)
= λ
(
V eλt

)

= (λV ) eλt = (AV ) eλt = A
(
V eλt

)
= AY (t) .

Donc pour tout t ∈ R on a Y
′

(t) = AY (t) . Ceci implique que Y est une solution de (H).

Définition 3.2.1 La solution Y donnée dans le lemme précédent est appellée la solution

associée à la valeur propre réelle λ.

Théorème 3.2.1 Si A admet n vecteurs propres linéairement indépendant V1, V2, ..., Vn

associés aux valeurs propres réelles λ1, λ2, ..., λn alors la solution générale de (H) est

donnée, pour tout t ∈ R, par

Y (t) = c1V1e
λ1t + c2V2e

λ2t + ... + cnVne
λnt avec c1, c2, ..., cn ∈ R.

Preuve 36 On pose pour tout t ∈ R : Y1 (t) = V1e
λ1t, ...et Yn (t) = Vne

λnt. Pour montrer

le résultat du théorème, il suffit de montrer que {Y1, Y2, ..., Yn} est un système fondamental

de (H) :

D’aprés le lemme précédent, Y1, ..., Yn sont des solutions de (H) . D’autre part, on a

W (0) = det (Y1 (0) , ..., Yn (0)) = det (V1, ..., Vn) �= 0 car V1, V2, ..., Vn L. I.

Donc

∃t0 = 0 ∈ R : W (0) �= 0.

Ce qui implique que Y1, ..., Yn sont L. I.

Corollaire 3.2.1 Si A admet n valeurs propres réelles distinctes λ1, λ2, ..., λn alors la
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solution générale de (H) est donnée, pour tout t ∈ R, par

Y (t) = c1V1e
λ1t + c2V2e

λ2t + ... + cnVne
λnt avec c1, c2, ..., cn ∈ R.

Ici, V1, V2, ..., Vn sont les vecteurs propres associés aux valeurs propres λ1, λ2, ..., λn.

Preuve 37 Puisque A admet n valeurs propres réelles distinctes λ1, λ2, ..., λn alors les

vecteurs propres associés sont linéairement indépendants. Ainsi on conclut en utilisant le

théorème précédent.

Exemple 24 Y
′

= AY avec A =


 2 1

1 2


 . (Correction : Voir Exercice 3 question 1

(Rattrapage 2011-2012)).

Lemme 3.2.2 Si λ = µ + iν (ν �= 0) est une valeur propre complexe de A et V =

a + ib le vecteur propre associé. Alors les deux fonctions définies sur I = R par Y1 (t) =

Re
(
V eλt

)
= eµt (a cos νt− b sin νt) et Y2 (t) = Im

(
V eλt

)
= eµt (a sin νt + b cos νt) sont

des solutions de (H) qui sont linéairement indépendants.

Preuve 38 Montrons que Y1 et Y2 sont des solutions de (H) : Soit t ∈ R. On a

Y
′

1 (t) =
(
Re
(
V eλt

))′
= Re

(
V eλt

)′
= Re

(
(λV ) eλt

)

= Re
(
(AV ) eλt

)
= ARe

(
V eλt

)
= AY1 (t) .

Donc pour tout t ∈ R on a Y
′

1 (t) = AY1 (t) . Ceci implique que Y1 est une solution de

(H). De même pour Y2.

Montrons que Y1 et Y2 sont linéairement indépendants : Soient α, β ∈ R tel que

αY1 + βY2 = 0 alors pour tout t ∈ R on a αY1 (t) + βY2 (t) = 0. Alors

∀t ∈ R : α (a cos νt− b sin νt) + β (a sin νt + b cos νt) = 0.
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Pour t = 0 puis pour t = ⊼

2ν
on trouve





αa + βb = 0

βa− αb = 0
Puisque ν �= 0 alors b �= 0 donc il

existe k = 1, n tel que bk �= 0 ce qui implique de la première équation que β = −αak
bk

. Si on

remplace dans la deuxième équation on trouve −αa
2
k

bk
− αbk = 0 c’est à dire −α

a2
k
+b2

k

bk
= 0

donc α = 0. Ainsi, β = −αak
bk

= 0.

Définition 3.2.2 Les solutions Y1 et Y2 données dans le lemme précédent sont appellées

les solutions associées à la valeur propre comlexe λ = µ + iν.

Lemme 3.2.3 1. Si λ = µ + iν (ν �= 0) est une valeur propre complexe de A alors

λ = µ− iν est aussi une valeur propre complexe de A.

2. Les solutions associées à λ sont, à une constante prés, les solutions associée à λ.

Preuve 39 1. Soit V un vecteur propre associé à λ et V son conjugué. Puisque A ∈
Mn (R) alors AV = AV = λV = λ V . Ainsi, λ est une valeurs propre de A.

2. Soient Y1, Y2 les solutions associées à λ = µ + iν et Z1, Z2 les solutions associées

à λ = µ + iν (µ = µ et ν = −ν). On a vu que si V = a + ib est un vecteur propre

associé à λ alors V = a + ib (a = a et b = −b) est un vecteur propre associé à λ.

On a

Z1 (t) = Re
(

V eλt
)

= eµt
(
a cos νt− b sin νt

)

= eµt (a cos (−ν) t− (−b) sin (−ν) t)

= eµt (a cos νt− b sin (ν) t) = Y1 (t) .

Théorème 3.2.2 On suppose que A admet 2p = n valeurs propres complexes distinctes

λ1, λ2, ..., λp, λp+1 = λ1, λp+2 = λ2, ..., λ2p = λp . Pour i = 1, ..., p, on considère Y i1 et

Y i2 , les deux solutions linérairement indépendantes associées à la valeur propre complexe

λi, définies par Y i1 (t) = Re
(
Vie

λit
)
et Y i2 (t) = Im

(
Vie

λit
)

. Alors la solution générale

de (H) est donnée, pour tout t ∈ R, par Y (t) =
∑i=p
i=1 ci1Y

i
1 (t) +

∑i=p
i=1 ci2Y

i
2 (t) , avec

ci1, ci2 ∈ R, i = 1, ..., p.
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Exemple 25 Y
′

=


 0 −1

1 0


Y. (Correction : Voir Exercice 1 question 1 (Contrôle

finale I : 2011-2012)). Ici p = 1.

3.3 Exercices

Exercice 1 (Matrices qui commutent)

Soient A, B ∈Mn (R) et t ∈ R.

1. Montrer que si A et B commutent alors A et etB commutent aussi.

2. Application : Que peut on dire sur A et etA.

Solution 1

1. On a

AetB = A
∞∑

k=0

(tB)k

k!
= A lim

l→+∞

k=l∑

k=0

tkBk

k!
= lim
l→+∞

A

(
k=l∑

k=0

tkBk

k!

)
= lim
l→+∞

k=l∑

k=0

tkABk

k!
.

Puisque A et B commutent c’est à dire AB = BA alors on peut montrer par

récurrence que pour tout k ≥ 0 on a ABk = BkA. Ainsi

AetB = lim
l→+∞

k=l∑

k=0

tkBkA

k!
= lim
l→+∞

[(
k=l∑

k=0

(tB)k

k!

)
A

]
=

(
lim
l→+∞

k=l∑

k=0

(tB)k

k!

)
A = etBA.

C’est à dire, AetB = etBA. Ceci implique que A et etB commutent.

2. On applique la première question sur B = A : Puisque A et A commutent (AA = AA)

alors A et etA commutent aussi. C’est à dire, AetA = etAA.

Exercice 2

1. Soit B ∈ M2 (R) tel que trB = 0. Montrer que B2 = − (det B) I2 puis déduire

qu’ils existent deux fonctions α et β telles que etB = α (t) I2 + β (t)B pout tout

t ∈ R.
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2. Soit A ∈ M2 (R), on pose B = A − 1
2
(trA) I2. Montrer que trB = 0 puis calculer

etA avec t ∈ R.

Solution 2

1. Puisque B ∈ M2 (R) tel que trB = 0 alors B =


 a11 a12

a21 −a11


 avec a11, a12, a21 ∈

R. On a

B2 =


 a11 a12

a21 −a11



2

=


 a211 + a21a12 0

0 a211 + a21a12




et

− (det B) I2 = −
(
−a211 − a21a12

)

 1 0

0 1


 =


 a211 + a21a12 0

0 a211 + a21a12


 .

Ainsi, B2 = − (detB) I2.

Montrons qu’ils existent deux fonctions α et β telles que etB = α (t) I2 + β (t) B

pout tout t ∈ R : On peut montrer, par récurrence, que pour tout k ≥ 0 on a

B2k = (−1)k (det B)k I2 et B2k+1 = (−1)k (det B)kB. Ainsi

etB : =
+∞∑

k=0

(tB)k

k!
=

+∞∑

k=0

(tB)2k

(2k)!
+

+∞∑

k=0

(tB)2k+1

(2k + 1)!

=
+∞∑

k=1

t2kB2k

(2k)!
+

+∞∑

k=0

t2k+1B2k+1

(2k + 1)!

=
+∞∑

k=0

t2k
[
(−1)k (det B)k I2

]

(2k)!
+

+∞∑

k=0

t2k+1
[
(−1)k (det B)kB

]

(2k + 1)!

=

[
+∞∑

k=0

(−1)k t2k (det B)k

(2k)!

]
I2 +

[
+∞∑

k=0

(−1)k t2k+1 (det B)k

(2k + 1)!

]
B = α (t) I2 + β (t)B,

Avec α (t) =
∑+∞
k=0

(−1)kt2k(detB)k
(2k)!

et β (t) =
∑+∞
k=0

(−1)kt2k+1(detB)k
(2k+1)!

.

2. On a

trB = tr

(
A− 1

2
(trA) I2

)
= trA− 1

2
(trA) tr (I2) = 0.
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On a etB = et(A−
1

2
(trA)I2) = etAe−

t
2
(trA)I2 car tA et − t

2
(trA) I2 commutent. Ce qui

implique que

etA = etB
(

e−
t
2
(trA)I2

)−1
= etBe

t
2
(trA)I2 = etBe

t
2
(trA) (q1)= e

t
2
(trA) (α (t) I2 + β (t) B) .

Exercice 3

Soient A, B ∈Mn (R) . On définit leurs commutateur [A, B] = AB −BA.

1. Montrer que si C ∈Mn (R) est une matrice qui commute avec A alors pour tout t

les matrices C et etA commutent.

2. Considérons la fonction f : R −→Mn (R) définie par f (t) = etAetBe−t(A+B).

Montrer que, pour tout t ∈ R, on a f
′

(t) = etA
(
A− etBAe−tB

)
e−tAf (t) .

3. Supposons que A et B commutent avec [A, B] .

(a) En dérivant la fonction g : R −→ Mn (R) définie par g (t) = A − etBAe−tB,

montrer que A− etBAe−tB = t [A, B] .

Vérifier que f satisfait f
′

(t) = t [A, B] f (t) pout tout t ∈ R puis déduire que

f (t) = e
t2

2
[A,B] pout tout t ∈ R.

(b) Montrer que eA+B = eAeBe−
1

2
[A,B].

Solution 3

1. On a CetA = C
∑+∞
k=0

(tA)k

k!
=
∑+∞
k=0

tkCAk

k!
. Puisque CA = AC alors on peut montrer,

par récurrence, que pour tout k ≥ 0 on a CAk = AkC. Ainsi CetA =
∑+∞
k=0

tkAkC
k!

=[∑+∞
k=0

(tA)k

k!

]
C = etAC.

2. Soit t ∈ R, on a d’une part

f
′

(t) =
(
etAetBe−t(A+B)

)′
=
(
etA
)′

etBe−t(A+B) + etA
(
etBe−t(A+B)

)′

= AetAetBe−t(A+B) + etA
(
etB
)′

e−t(A+B) + etAetB
(
e−t(A+B)

)′

= AetAetBe−t(A+B) + etABetBe−t(A+B) − etAetB (A + B) e−t(A+B)

= etA
(
AetB + BetB − etB (A + B)

)
e−t(A+B).
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Ici, on a utilisé que AetA = etAA car C = A commute avec A (voir question 1).

D’autre part, on a

etA
(
A− etBAe−tB

)
e−tAf (t) = etA

(
A− etBAe−tB

)
e−tAetA︸ ︷︷ ︸
=In

etBe−t(A+B)

= etA
(
AetB − etBAe−tBetB

)
e−t(A+B)

= etA
(
AetB − etBA

)
e−t(A+B)

= etA
(
AetB + etBB − etB (A + B)

)
e−t(A+B)

= etA
(
AetB + BetB − etB (A + B)

)
e−t(A+B).

Ici, on a utilisé que BetB = etBB.

3.a On a

g
′

(t) = −BetBAe−tB + etBABe−tB = etBABe−tB − etBBAe−tB = etB [A, B] e−tB.

Puisque B commute avec [A, B] alors etB [A, B] = [A, B] etB. Ainsi,

g
′

(t) = [A, B] etBe−tB = [A, B] .

Ce qui implique que

g (t) = t [A, B] .

Car la fonction g et la fonction définie par t [A, B] sont deux solutions du même

problème de Cauchy





M
′

= [A, B] ,

M (0) = 0.
Ce problème admet une solution unique.

Vérifions que f
′

(t) = t [A, B] f (t) pout tout t ∈ R : On a

f
′

(t)
(q2)
= etA

(
A− etBAe−tB

)
e−tAf (t) = etAg (t) e−tAf (t)

(3.a)
= tetA [A, B] e−tAf (t) .
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Mais A commute avec [A, B] alors etA [A, B] = [A, B] etA. Ainsi f
′

(t) = t [A, B] f (t) .

Déduire que f (t) = e
t2

2
[A,B] pout tout t ∈ R : Il suffit de voir que f

′

(t) =

t [A, B] f (t) pout tout t ∈ R.

3.b On a f (t) = e
t2

2
[A,B] alors etAetBe−t(A+B) = e

t2

2
[A,B]. Ainsi etAetBe−t(A+B)e−

t2

2
[A,B] =

In. Mais −t (A + B) et − t2
2
[A, B] commutent alors

e−t(A+B)e−
t2

2
[A,B] = e−t(A+B)−

t2

2
[A,B] = e−

t2

2
[A,B]−t(A+B) = e−

t2

2
[A,B]e−t(A+B).

Ainsi, etAetBe−
t2

2
[A,B]e−t(A+B) = In. Ceci implique que etAetBe−

t2

2
[A,B] = et(A+B).

Pour t = 1, on trouve eA+B = eAeBe−
1

2
[A,B].

Exercice 4 (Exponentielle d’une matrice diagonale par bloc)

1. Soient A1 ∈Mp (R) et A2 ∈Mq (R) . Montrer que

e




A1 0

0 A2




=


 eA1 0

0 eA2


 .

2. Application : Calculer l’exponentielle de la matrice A =




2 0 0

0 1 3

0 0 2


 .

Solution 4

1. On a

e




A1 0

0 A2




:=
∞∑

k=0


 A1 0

0 A2



k

k!
= lim
l→+∞

k=l∑

k=0


 Ak1 0

0 Ak2




k!
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= lim
l→+∞



∑k=l
k=0

Ak
1

k!
0

0
∑k=l
k=0

Ak
2

k!




=




lim
l→+∞

∑k=l
k=0

Ak
1

k!
0

0 lim
l→+∞

∑k=l
k=0

Ak
2

k!


 =


 eA1 0

0 eA2


 .

2. On a A =




2 0 0

0 1 3

0 0 2


 =


 A1 0

0 A2


 est une matrice diagonale par blocs avec

A1 = (2) et A2 =


 1 3

0 2


 . Alors

eA =


 eA1 0

0 eA2


 =


 e2 0

0 eA2


 . (3.4)

Calculons eA2 : On a det (A2 − λI) = (1− λ) (2− λ) = 0 implique que λ1 = 1

et λ2 = 2 sont les deux valeurs propres distinctes de A2 donc A2 = PDP−1. Ici

D =


 1 0

0 2


 . On peut vérifier que les vecteurs vecteurs propres de A2 associés

respectivement à λ1, λ2 sont V1 =


 1

0


 et V2 =


 3

1


 donc P =


 1 3

0 1


 =


 a b

c d


 avec ad− cb = 1 �= 0. On a P−1 = 1

ad−cb


 d −b

−c a


 =


 1 −3

0 1


 .

Alors

eA2 = ePDP
−1

= PeDP−1 =


 1 3

0 1


 e




1 0

0 2




 1 −3

0 1




=


 1 3

0 1




 e1 0

0 e2




 1 −3

0 1


 =


 e 3 (e2 − e)

0 e2



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Si on remplace dans (3.4) on trouve

eA =




e2 0 0

0 e 3 (e2 − e)

0 0 e2


 .

Exercice 5

En utilisant l’approche spectrale déterminer un système fondamental du

Y
′

=




1 −2 0

2 0 −1

4 −2 −1


Y.

Déduire sa solution générale.

Exercice 6

Considérons le système suivant





y
′

1 = y2,

y
′

2 = 2y1 − y2 + e−t.
(E)

1. Ecrire (E) sous forme matricielle Y
′

= AY + B (t) . Calculer etA.

2. Déterminer la solution générale du système homogène associé puis celle du système

(E).

Exercice 7 (Résolution des systèmes à coefficients constants)

1. En utilisant la méthode de l’exponentielle de matrice sur le système homogène,

résoudre le système Y
′

= A1Y + B1 (t) avec A1 =


 1 1

0 1


 et B1 (t) =


 1

0


 .

2. En utilisant la méthode spectrale sur le système homogène, résoudre le système
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Y
′

= A2Y + B2 (t) avec A2 =




1 0 0

0 2 0

0 0 4


 et B2 (t) =




0

1

0


 .

Solution 7

1. La solution générale du système Y
′

= A1Y + B1 (t) est Y = YH + Yp avec YH est

la solution générale du système homogène associé Y
′

= A1Y et Yp est une solution

particulière du système considéré.

Calculons YH : En utilisant la méthode de l’exponentielle de matrice, on a

∀t ∈ R : YH (t) = etA1C avec C ∈ Rn.

Mais

etA1 = e

t




1 1

0 1




= e

tI2+




0 t

0 0




= ete




0 t

0 0




.

La matrice


 0 t

0 0


 est une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale

est composée par des zéros alors elle est une matrice nilpotente. Un simple calcul

montre que


 0 t

0 0



2

= 02. Donc

e




0 t

0 0




= I2 +


 0 t

0 0




1!
=


 1 t

0 1


 .

Alors etA1 =


 et tet

0 et


 . Ainsi

∀t ∈ R : YH (t) =


 et tet

0 et


C avec C ∈ Rn.
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Calculons Yp : On utilise la méthode de la variation de la constante. Il existe une

solution particulière sous la forme

Yp (t) = etA1C (t) pour tout t ∈ R,

avec C
′

(t) = e−tA1B1 (t) pour tout t ∈ R.

Calculons e−tA1 : Puisque etA1 =


 et tet

0 et


 pour tout t ∈ R, alors e−tA1 =

e(−t)A1 =


 e−t −te−t

0 e−t


 . Ainsi C

′

(t) =


 e−t −te−t

0 e−t




 1

0


 =


 e−t

0


 ,

ceci implique que

C (t) =

∫
C

′

(t) dt =



∫

e−tdt
∫

0dt


 =


 −e−t + c1

c2


 avec c1, c2 ∈ R.

Puisque on s’intéresse à une solution particulière on considère une seule fonction

C, pour cela, on prend par exemple c1 = c2 = 0. Ainsi, C (t) =


 −e−t

0


 . Ceci

implique que Yp (t) =


 et tet

0 et




 −e−t

0


 =


 −1

0


. Ainsi

∀t ∈ R : Y (t) = YH (t) + Yp (t) =


 et tet

0 et


C +


 −1

0


 ,

avec C ∈ Rn.

2. La solution générale du système Y
′

= A2Y + B2 (t) est Y = YH + Yp avec YH est

la solution générale du système homogène associé Y
′

= A2Y et Yp est une solution

particulière du système considéré.

Calculons YH : On a λ1 = 1, λ2 = 2 et λ3 = 4 sont les trois valeurs propres
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distinctes de




1 0 0

0 2 0

0 0 4


 , V1 =




1

0

0


 , V2 =




0

2

0


et V3 =




0

0

4


 sont les

vecteurs propres de




1 0 0

0 2 0

0 0 4


 associés respectivement à λ1, λ2 et λ3. Donc

YH (t) = c1V1e
λ1t + c2V2e

λ2t + c3V3e
λ3t

= c1




1

0

0


 et + c2




0

2

0


 e2t + c3




0

0

4


 e4t

=




c1e
t

2c2e
2t

4c3e
4t


 pour tout t ∈ R,

avec c1, c2, c3 ∈ R.

Calculons Yp : On utilise la méthode de la variation de la constante. Il existe une

solution particulière sous la forme Yp (t) = c1 (t)V1e
λ1t + c2 (t) V2e

λ2t + c3 (t) V3e
λ3t, avec



c
′

1 (t)

c
′

2 (t)

c
′

2 (t)


 =

(
V1e

λ1t V2e
λ2t V3e

λ3t

)−1
B (t) pour tout t ∈ R. Alors




c
′

1 (t)

c
′

2 (t)

c
′

2 (t)


 =




et 0 0

0 2e2t 0

0 0 4e4t




−1


0

1

0


 . Rappelons que si λ1, λ2, ..., λn ∈ R alors




λ1 0 0

0
. . . 0

0 0 λn




−1

=
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


λ−11 0 0

0
. . . 0

0 0 λ−1n


 . Ainsi




c
′

1 (t)

c
′

2 (t)

c
′

2 (t)


 =




e−t 0 0

0 1
2
e−2t 0

0 0 1
4
e−4t







0

1

0


 =




0

1
2
e−2t

0


 .

Ce qui implique que c
′

1 (t) = c
′

3 (t) = 0 et c
′

2 (t) = 1
2
e−2t. Ainsi, on prend c1 (t) = c1 (t) = 0

et c2 (t) = −1
4

e−2t. Ceci implique que

YH (t) =
−1

4
e−2t




0

2

0


 e2t =




0

−1
2

0


 pour tout t ∈ R.

Ainsi

Y (t) = YH (t) + Yp (t) =




c1e
t

2c2e
2t

4c3e
4t


+




0

−1
2

0


 =




c1e
t

2c2e
2t − 1

2

4c3e
4t


 pour tout t ∈ R,

avec c1, c2, c3 ∈ R.

Exercice 8

Résoudre les systèmes :



y
′

1 = y2,

y
′

2 = 2y1 − y2 + e−t,

y1 (t0) = y01, y2 (t0) = y02.

Y
′

=




1 −1 4

3 2 −1

2 1 −1


Y +




1

e−t

e−3t








Y
′

=


 −1 3

0 −1


Y +


 0

e−t


 ,

Y (t0) = Y0.

et Y
′

=




1 0 0

0 2 0

0 0 4


Y +




1

1

1


 .
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3.4 Fiche : Résolution des systèmes linéaires à coef-

ficients variables

1. Résolution de

Y
′

= A (t)Y. (H)

(a) Méthode 1 : Si {Y1, ..., Yn} est un système fondamental alors la solution générale

de (H) est Y = c1Y1 + c2Y2 + ... + cnYn avec c1, c2, ..., cn ∈ R.

(b) Méthode 2 : Si M est une matrice fondamentale alors la solution générale de

(H) est définie, pour tout t ∈ I, par Y (t) = M (t)C avec C ∈ Rn.

(c) Méthode 3 : Si 0 ∈ I alors t �−→ R (t, 0) est une matrice fondamentale (Voir

Interrogation 2012/2013 Question 3). Ainsi, la solution générale de (H) est

définie, pour tout t ∈ I, par Y (t) = R (t, 0) C avec C ∈ Rn.

2. Résolution de

Y
′

= A (t)Y + B (t) . (E)

La solution générale de (E) est Y = YH + Yp avec YH est la solution générale de

(H) et Yp est une solution de (E) .

(a) Pour calculer YH , on utilise (1).

(b) Pour calculer Yp, on utilise la méthode de la variation de la constante (On

varie les constantes dans YH) :

i. Si YH = c1Y1+c2Y2+...+cnYn,alors Yp (t) = c1 (t) Y1 (t)+c2 (t) Y2 (t)+...+

cn (t)Yn (t) pour tout t ∈ I, avec




c
′

1 (t)
...

c
′

n (t)


 =

(
Y1 (t) · · · Yn (t)

)−1
B (t)

pour tout t ∈ I.

ii. Si YH (t) = M (t)C pour tout t ∈ I, alors Yp (t) = M (t)C (t) pour tout

t ∈ I, avec C
′

(t) = M−1 (t)B (t) pour tout t ∈ I.
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iii. Si YH (t) = R (t, 0) C pour tout t ∈ I, alors Yp (t) = R (t, 0) C (t) pour

tout t ∈ I, avec C
′

(t) = R (0, t) B (t) pour tout t ∈ I.

3. Résolution de 



Y
′

= AY,

Y (t0) = Y0.
(H.D.)

(a) Méthode 1 : La solution de (H.D.) est donnée par Y (t) = R (t, t0) Y0 pour

tout t ∈ I.

(b) Méthode 2 : Si M est une matrice fondamentale de (H) alors la solution de

(H.D.) est donnée par Y (t) = M (t)M−1 (t0)Y0 pour tout t ∈ I.

4. Résolution de 



Y
′

= AY + B (t) ,

Y (t0) = Y0.
(E.D.)

(a) Méthode 1 : La solution de (E.D.) est donnée par Y (t) = R (t, t0)Y0 +
∫ t
t0

R (t, u) B (u) du pour tout t ∈ I.

(b) Méthode 2 : Si M est une matrice fondamentale de (H) alors la solution de

(E.D.) est donnée par Y (t) = M (t) M−1 (t0) Y0 + M (t)
∫ t
t0

M−1 (u)B (u) du

pour tout t ∈ I.

3.5 Fiche : Résolution des systèmes linéaires à coef-

ficients constants

1. Résolution de

Y
′

= AY. (H)

(a) Méthode de l’exponentielle de matrice : La solution générale de (H) est définie,

pour tout t ∈ R, par Y (t) = etAC avec C ∈ Rn.

(b) Méthode spectrale :
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i. Si A admet n vecteurs propres linéairement indépendants V1, V2, ..., Vn

associés aux valeurs propres réelles λ1, λ2, ..., λn alors, pour tout t ∈ R, on

a Y (t) = c1V1e
λ1t + c2V2e

λ2t + ... + cnVne
λnt avec c1, c2, ..., cn ∈ R.

ii. Si A admet 2p = n valeurs propres complexes distinctes λ1, λ2, ..., λp, λp+1 =

λ1, λp+2 = λ2, ..., λ2p = λp . Pour i = 1, ..., p, on considère Y i1 et Y i2 ,

les deux solutions linérairement indépendants associées à la valeur pro-

pre complexe λi définies, pour tout t ∈ R, par Y i1 (t) = Re
(
Vie

λit
)
et

Y i2 (t) = Im
(
Vie

λit
)

, alors {Y i1 , Y i2}i=1,...,p est un système fondamental de

(H).

2. Résolution de

Y
′

= AY + B (t) . (E)

La solution générale de (E) est Y = YH + Yp avec YH est la solution générale de

(H) et Yp est une solution de (E) .

(a) Pour calculer YH , on utilise (1).

(b) Pour calculer Yp, on utilise la méthode de la variation de la constante (On

varie les constantes dans YH) :

i. Si pour tout t ∈ I on a YH (t) = etAC avec C ∈ Rn alors Yp (t) = etAC (t)

pour tout t ∈ I,avec C
′

(t) = e−tA (t) B (t) pour tout t ∈ I.

ii. Si pour tout t ∈ I on a YH (t) = c1V1e
λ1t + c2V2e

λ2t + ... + cnVne
λnt, alors

pour tout t ∈ I on a Yp (t) = c1 (t) V1e
λ1t+ c2 (t) V2e

λ2t+ ...+ cn (t) Vne
λnt,

avec




c
′

1 (t)
...

c
′

n (t)


 =

(
V1e

λ1t · · · Vne
λnt

)−1
B (t) pour tout t ∈ I.

3. Résolution de 



Y
′

= AY,

Y (t0) = Y0.
(H.D.)

La solution de (H.D.) est donnée par Y (t) = e(t−t0)AY0 pour tout t ∈ R.
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4. Résolution de 



Y
′

= AY + B (t) ,

Y (t0) = Y0.
(E.D.)

La solution de (E.D.) est donnée par Y (t) = e(t−t0)AY0 +
∫ t
t0

e(t−u)AB (u) du pour

tout t ∈ I.
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Chapitre 4

Stabilité

4.1 Définitions

Considérons le système

X
′

= f (X) (EA)

On suppose que I = ]a,+∞[ avec a ∈ R et f une fonction qui vérifie les conditions

de Cauchy Lipschitz. Soient t0 ∈ I et X ∈ Rn un point d’équilibre de (EA) c. à dire

f
(
X
)
= 0.

Définition 4.1.1 On dit que X est stable si

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀X0 :
(∥∥X0 −X

∥∥ < δ
)
=⇒

(∥∥X (t, t0, X0)−X
∥∥ < ε pour tout t ∈ I

)
.

Ici X (., t0, X0) est la solution de





X
′

= f (X) ,

X (t0) = X0.

Définition 4.1.2 On dit que X est asymptotiquement stable si

1. X est stable.
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2. Il existe β > 0 tel que

∀X0 :
∥∥X0 −X

∥∥ < β =⇒ lim
t−→+∞

X (t, t0, X0) = X.

Définition 4.1.3 On suppose que f (0) = 0 (C. à dire l’origine est un point d’équilibre de

(EA)). Le système (EA) est stable (resp. asymptotiquement stable) veut dire que l’origine

est stable (resp. asymptotiquement stable).

4.2 Théorèmes de stabilité

Théorème 4.2.1 (Méthode de Liapunov) On suppose que f (0) = 0 et il existe une

fonction V de classe C1 telle que V : U ⊂ Rn −→ R avec U un voisinage de 0, V (0) = 0

et V (X) > 0 pour tout X �= 0.

1. Si V
′

(X) := d
dt

(V (X)) ≤ 0 pour toute solution X non nulle de (EA) alors 0 est

stable.

2. Si V
′

(X) < 0 pour toute solution non nulle de (EA) alors 0 est asymptotiquement

stable.

3. Si V
′

(X) > 0 pour toute solution non nulle de (EA) alors 0 est instable (n’est pas

stable).

Application : Utilisons la méthode de Liapunov pour étudier la stabilité du système



dx1
dt

= x2 + x1 (x
2
1 + x22) ,

dx2
dt

= −x1 + x2 (x
2
1 + x22) .

Considérons la fonction suivante : V (x1, x2) = x21 + x22.

D’une part, on a V (0, 0) = 02 + 02 = 0 et V (x1, x2) = x21 + x22 > 0 pour tout (x1, x2) �=
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(0, 0) . D’autre part, pour toute solution (x1, x2) �= (0, 0) , on a

V
′

(x1, x2) : =
d

dt
(V (x1, x2)) =

d

dt

(
x21 + x22

)

= 2x1
dx1
dt

+ 2x2
dx2
dt

= 2x1
(
x2 + x1

(
x21 + x22

))
+ 2x2

(
−x1 + x2

(
x21 + x22

))

= 2
(
x21 + x22

)2
> 0 car (x1, x2) �= (0, 0) .

Ainsi, l’origine (le système) est instable.

Remarque 4.2.1 On peut calculer V
′

(x1, x2) comme suit

V
′

(x1, x2) : =
d

dt
(V (x1, x2)) =

dx1
dt

∂V (x1, x2)

∂x1
+

dx2
dt

∂V (x1, x2)

∂x2
=
(
x2 + x1

(
x21 + x22

))
2x1 +

(
−x1 + x2

(
x21 + x22

))
2x2

= 2
(
x21 + x22

)
.

Théorème 4.2.2 (Stabilité des systèmes linéaires) Soit A ∈Mn (R) .

1. Le système X
′

= AX est asymptotiquement stable Ssi toutes les valeurs propre de

A ont une partie réelle strictement négative.

2. S’il existe une valeur propre λ de A telle que Reλ > 0 alors le système X
′

= AX

est instable.

Application : Soit a ∈ R∗. Etudions la stabilité asymptotique du système Y
′

=
 0 a

a 0


Y. Pour cela, voir exercice 6.

Théorème 4.2.3 (Méthode de linéairisation) On suppose que f (0) = 0. Consid-

érons la matrice Jacobienne de f = (f1, f2, ..., fn) donnée par Df =




∂f1
∂x1

· · · ∂f1
∂xn

...
. . .

...

∂fn
∂x1

· · · ∂fn
∂xn


.
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1. Si toutes les valeurs propre de Df (0, 0) ont une partie réelle strictement négative

alors le système (EA) est asymptotiquement stable.

2. S’il existe une valeur propre λ de Df (0, 0) telle que Reλ > 0 alors le système (EA)

est instable.

Application : Etudions la stabilité des points d’équilibre du système





dx
dt

= y (x + 1) ,

dy

dt
= x (y3 + 1) .

.......
(
Sys

X = (x, y) est un point d’équilibre de
(
Sys(x,y)

)
alors y (x + 1) = 0 et x (y3 + 1) = 0.

Ainsi, les points d’équilibre de ce système sont (0, 0) et (−1,−1) .

Etudions la stabilité du point d’équilibre (0, 0) : On a

Df (x, y) =




∂f1
∂x

(x, y) ∂f1
∂y

(x, y)

∂f2
∂x

(x, y) ∂f2
∂y

(x, y)


 =




∂
∂x

(y (x + 1)) ∂
∂y

(y (x + 1))

∂
∂x

(x (y3 + 1)) ∂
∂y

(x (y3 + 1))




=


 y x + 1

y3 + 1 3xy2


 ,

alors Df (0, 0) =


 0 1

1 0


 . On a λ1 = 1 et λ2 = −1 les deux valeurs propre de Df (0, 0) .

Alors, il existe une valeurs propre λ = λ1 de Df (0, 0) telle que Reλ = Reλ1 = 1 > 0

alors l’origine est instable pour le système (Sys(x,y)).

Etudions la stabilité du point d’équilibre (−1,−1) : Le point d’équilibre (−1,−1) est

différent de l’origine alors

1. (a) Changement de variable u = x− (−1) = x + 1 et v = y − (−1) = y + 1.

(b) Le système associé au nouveaux variables : On a





u
′

= x
′

= y (x + 1) = (v − 1) u,

v
′

= y
′

= x (y3 + 1) = (u− 1)
(
(v − 1)3 − 1

)
= (u− 1) (v3 − 3v2 + 3v) .

Ainsi





u
′

= (v − 1)u = f1 (u, v) ,

v
′

= (u− 1) (v3 − 3v2 + 3v) = f2 (u, v) .
.......(Sys(u,v))
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(c) La matrice du système linéairisé de
(
Sys(u,v)

)
: On a

Df (u, v) =




∂f1
∂u

(u, v) ∂f1
∂v

(u, v)

∂f2
∂u

(u, v) ∂f2
∂v

(u, v)


 =


 v − 1 u

v3 − 3v2 + 3v (u− 1) (3v2 − 6v + 3)


 .

Ainsi Df (0, 0) =


 −1 0

0 −3


 .

(d) Conclusion : Les valeurs propre de Df (0, 0) sont λ1 = −1 et λ2 = −3. Puisque

Reλ1 = −1 < 0 et Reλ2 = −3 < 0 alors toutes les valeurs propre de Df (0, 0)

ont une partie réelle strictement négative alors l’origine est asymptotiquement

stable pour le système (Sys(u,v)). Ceci implique que (−1,−1) est asympto-

tiquement stable pour le système (Sys(x,y)).

4.3 Exercices

Exercice 1

Soient B ∈ Rm et A une matrice à coefficients constants.

1. Montrer que X ′ = AX + B admet un point d’équilibre Ssi B ∈ ImA.

2. Montrer que le point d’équilibre de X ′ = AX +B est stable Ssi l’origine du système

homogène associé est stable.

Solution 1

Considérons les deux systèmes X ′ = AX.....(1) et X ′ = AX + B.....(2)

1. On a

(
(2) admet un point d’équilibre Y

)
⇐⇒

(
AY + B = 0

)

⇐⇒
(
B = A

(
−Y
))

⇐⇒ (B ∈ ImA) .
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2. Soient X0, Y0 ∈ Rn. Soient X (., 0, X0) la solution de





X ′ = AX,

X (0) = X0,
et Y (., 0, Y0)

la solution de





X ′ = AX + B,

X (0) = Y0.

Montrons que X
(
., 0, Y0 − Y

)
= Y (., 0, Y0)−Y : Il suffit de montrer que Y (., 0, Y0)−

Y est une solution de





X ′ = AX,

X (0) = Y0 − Y .
Soit t ∈ R. On a

(
Y (t, 0, Y0)− Y

)′
= Y

′

(t, 0, Y0) = AY (t, 0, Y0) + B

= AY (t, 0, Y0) + A
(
−Y
)
= A

(
Y (t, 0, Y0)− Y

)
.

D’autre part, on a Y (0, 0, Y0)− Y = Y0 − Y .

Montrons que le point d’équilibre de X ′ = AX + B est stable Ssi l’origine du système

homogène associé est stable : On a

((1) est stable)⇐⇒ ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀X0 ∈ Rn : ‖X0‖ < δ =⇒ ‖X (t, 0, X0)‖ < ε

Ceci est équivalent à ∀ε > 0,∃δ > 0, ∀X0 = Y0 − Y ∈ Rn :
∥∥Y0 − Y

∥∥ = ‖X0‖ <

δ =⇒
∥∥Y (., 0, Y0)− Y

∥∥ =
∥∥X
(
., 0, Y0 − Y

)∥∥ = ‖X (t, 0, X0)‖ < ε Qui est équivalent à

∀ε > 0,∃δ > 0, ∀Y0 ∈ Rn :
∥∥Y0 − Y

∥∥ < δ =⇒
∥∥Y (., 0, Y0)− Y

∥∥ < ε ceci est équivalent à

Y est stable pour (2) .

Exercice 2

Utiliser la méthode de la fonction de Liapunov pour étudier la stabilité du système



dx1
dt

= x2 + x1 (x
2
1 + x22) ,

dx2
dt

= −x1 + x2 (x
2
1 + x22) .

(Indication : Considérer la fonction V (x1, x2) = x21+x22.)

Solution 2
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On a V (0, 0) = 02 + 02 = 0 et V (x1, x2) = x21 + x22 > 0 si (x1, x2) �= 0. En plus,

d

dt
V (x1, x2) = 2x1

dx1
dt

+ 2x2
dx2
dt

= 2x1
(
x2 + x1

(
x21 + x22

))
+ 2x2

(
−x1 + x2

(
x21 + x22

))

= 2
(
x21 + x22

)2
> 0 pour tout (x1, x2) �= 0.

Ainsi, le système est instable.

Exercice 3

Etudier la stabilité de l’origine du système





dy1
dt

= 2y1y2 + εy31 − 2ωy2,

dy2
dt

= −y21 + εy52 + ωy1.
(ω ∈ R et

ε < 0.)

Indication : Utiliser la fonction V (y1, y2) = y21 + 2y22.

Solution 3

On a V (0, 0) = 02 + 202 = 0 et V (y1, y2) = y21 + 2y22 > 0 si (y1, y2) �= 0. En plus,

d

dt
V (y1, y2) = 2y1

dy1
dt

+ 4y2
dy2
dt

= 2y1
(
2y1y2 + εy31 − 2ωy2

)
+ 4y2

(
−y21 + εy52 + ωy1

)

= 2ε
(
y41 + 2y62

)
.

Puisque ε < 0 alors d
dt

V (y1, y2) < 0 pour (y1, y2) �= 0. Donc V est une fonction stricte de

Liapunov. Ce qui implique que l’origine est asymptotiquement stable.

Exercice 4

Considérons la fonction suivante : V (x, y) = x2 + y2. Utiliser deux méthodes pour

étudier la stabilité du système





dx
dt

= −x + y,

dy

dt
= −x− y.

Solution 4

Méthode 1 (Stabilité des systèmes linéaires)

Le système s’écrit sous la forme X
′

= AX avec A =


 −1 1

−1 −1


 . Les valeurs propre

de A sont λ1 = −1 − i et λ2 = −1 + i. On a Reλ1 et Reλ2 sont strictement négatives.
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C. à dire que toutes les valeurs propres de A ont une partie réelles strictement négatives.

Ceci implique que le système est asymptotiquement stable.

Méthode 2 (Méthode de Liapunov)

D’une part, on a V (0, 0) = 02 + 02 = 0 et V (x, y) = x2 + y2 > 0 pour tout (x, y) �=
(0, 0) .

D’autre part, pour tout (x, y) �= (0, 0) , on a

V
′

(x, y) = 2x
dx

dt
+ 2y

dy

dt
= 2x (−x + y) + 2y (−x− y)

= −2
(
x2 + y2

)
< 0.

Alors le système est asymptotiquement stable.

Exercice 5

On considère le système suivant





dx
dt

= −y3,

dy

dt
= x.

(4.1)

1. Peut on étudier la stabilité du système (2) par la méthode de linéarisation.

2. Considérons la fonction V (x, y) = 2x2 + y4. Etudier la stabilité du système (2).

Solution 5

1. On a

Df (x, y) =




∂f1
∂x

(x, y) ∂f1
∂y

(x, y)

∂f2
∂x

(x, y) ∂f2
∂y

(x, y)


 =


 0 −3y2

1 0




alors Df (0, 0) =


 0 0

1 0


 . On a λ1 = λ2 = 0 les deux valeurs propre de Df (0, 0)

alors on ne peut rien dire sur le système nonlinéaire. Ainsi, on ne peut pas étudier

la stabilité du système (2) par la méthode de linéarisation.

2. D’une part, on a V (0, 0) = 202 + 04 = 0 et V (x, y) = 2x2 + y4 > 0 pour tout

(x, y) �= (0, 0) . D’autre part, pour tout (x, y) �= (0, 0) , on a V
′

(x, y) = 4xdx
dt

+
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4y3 dy
dt

= −4xy3 + 4y3x = 0 ≤ 0, alors le système est stable.

Exercice 6 Les trois questions sont indépendantes :

1. Citer 3 méthodes pour étudier de la stabilité.

2. Soit a ∈ R∗. Etudier la stabilité du système Y
′

=


 0 a

a 0


Y.

3. Utiliser la fonction de Liapunov définie sur R2 par V (x, y) = x2 + y2 pour étudier

la stabilité du système





x
′

= y − x (x2 + y2) ,

y
′

= −x− y (x2 + y2) .

Solution 6

1. La méthode en utilisant la définition de la stabilité, la méthode de linéairisation et

la méthode de la fonction de Liapunov.

2. Les deux valeurs propres de la matrice


 0 a

a 0


 sont λ1 = a et λ2 = −a. Alors

l’une des valeurs propre est de partie réelle strictement positive alors le système est

instable.

3. Etudions la fonction V :

(a) On a V (0, 0) = 02+02 = 0 et V (x, y) = x2+ y2 > 0 pour tout (x, y) �= (0, 0) .

(b) Pour toute solution (x, y) �= (0, 0) , on a

V
′

(x, y) =
dx

dt

∂V (x, y)

∂x
+

dy

dt

∂V (x, y)

∂y

=
[
y − x

(
x2 + y2

)]
2x +

[
−x− y

(
x2 + y2

)]
2y

= −2
(
x2 + y2

)2
< 0.

Alors le système est asymptotiquement stable.
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Chapitre 5

Examens

Interrogation I (2011/2012)
Université de Batna, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO II)

1. Citez trois propriétés de la matrice résolvante.

2. Justifier ce qui suit

(a) La solution du système





Y
′

= A (t) Y + B (t)

Y (t0) = Y0
est Y (t) = M (t) M−1 (t0)Y0+

t∫

t0

M (t) M−1 (u) B (u) du. Ici M est la matrice fondamentale du système ho-

mogène associé.

(b) Si Y est la solution de





Y
′

= A (t)Y

Y (t0) = 0
alors Y = 0.

(c) Soit SH l’ensemble des solutions du système Y
′

= A (t) Y. Le système fonda-

mental {Y1, ..., Yn} est une base de SH .

Correction

1. Voir Cours
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2.a On a Y (t) = R (t, t0) Y0+
∫ t
t0

R (t, u)B (u) du est la solution du système





Y
′

= A (t) Y + B (t)

Y (t0) = Y0.

Mais R (t, t0) = M (t)M−1 (t0) et R (t, u) = M (t)M−1 (u) alors si on remplace on

trouve Y (t) = M (t) M−1 (t0)Y0 +
∫ t
t0

M (t) M−1 (u)B (u) du.

2.b Méthode 1 : La fonction nulle f = 0 est aussi solution du système





Y
′

= A (t) Y,

Y (t0) = 0.

Alors Y = f d’aprés l’unicité de la solution. Donc Y = 0.

Méthode 2 : Puisque Y (., t0, 0) est la solution unique du pb de Cauchy





Y
′

= A (t)Y,

Y (t0) = 0.

Alors

∀t ∈ I : Y (t) = Y (t, t0, 0) ,

mais

∀t ∈ I : Y (t, t0, 0) = R (t, t0) 0 = 0,

donc

∀t ∈ I : Y (t) = 0.

2.c Le système fondamental {Y1, ..., Yn} est un système linéairement indépendant de

SH . Puisque card {Y1, ..., Yn} = n = dimSH alors {Y1, ..., Yn} est une base de SH .
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Interrogation II (2011/2012)
Université de Batna, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO II)

Calculer l’exponentielle des matrices suivantes :

A =


 3 0

0 4


 , B =


 2 4

0 2


 et C =




2 0 0

0 1 0

0 4 3


 .

Correction

1. On a eA = e




3 0

0 4




=


 e3 0

0 e4


 car A est une matrice diagonale.

2. On a

eB = e




2 4

0 2




= e

2I2+




0 4

0 0




= e2e




0 4

0 0




. (5.1)

La matrice


 0 4

0 0


 est une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est

composée par des zéros alors elle est une matrice nilpotente. Un simple calcul

montre que


 0 4

0 0



2

= 02. Donc

e




0 4

0 0




= I2 +


 0 4

0 0




1!
=


 1 4

0 1


 .
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Si on remplace dans (5.8) on trouve eB =


 e2 4e2

0 e2


 .

3. Méthode 1 : On a C =




2 0 0

0 1 0

0 4 3


 =


 C1 0

0 C2


 est une matrice diagonale

par blocs avec C1 = [2] et C2 =


 1 0

4 3


 . Alors

eC =


 eC1 0

0 eC2


 =


 e2 0

0 eC2


 . (5.2)

Calculons eC2 : On a det (C2 − λI) = (1− λ) (3− λ) = 0 implique que λ1 = 1

et λ2 = 3 sont les deux valeurs propres distinctes de C2 donc C2 = PDP−1. Ici

D =


 1 0

0 3


 .

Calculons P : V1, V2 sont les vecteurs propres de C2 associés respectivement à

λ1, λ2 alors C2V1 = λ1V1 et C2V2 = λ2V2. Ce qui implique que V1 =


 1

−2




et V2 =


 0

1


 donc P =


 1 0

−2 1


 =


 a b

c d


 avec ad − cb = 1 �= 0. On a

P−1 = 1
ad−cb


 d −b

−c a


 =


 1 0

2 1


 . Alors

eC2 = ePDP
−1

= PeDP−1

=


 1 0

−2 1


 e




1 0

0 3




 1 0

2 1



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=


 1 0

−2 1




 e1 0

0 e3




 1 0

2 1




=


 e 0

2e3 − 2e e3




Si on remplace dans (5.2) on trouve

eC =


 e2 0

0 eC2


 =




e2 0 0

0 e 0

0 2e3 − 2e e3


 .

Méthode 2 : On a det (C − λI) = (2− λ) (1− λ) (3− λ) = 0 implique que λ1 = 2,

λ2 = 1 et λ3 = 3 sont les trois valeurs propres distinctes de C alors C = PDP−1.

Ici D =




2 0 0

0 1 0

0 0 3


 .

Calculons P : V1, V2 et V3 sont les vecteurs propres de C associés respectivement

à λ1, λ2 et λ3 alors CV1 = λ1V1, CV2 = λ2V2 et CV3 = λ3V3. Ce qui implique que

V1 =




1

0

0


 , V2 =




0

1

−2


 et V3 =




0

0

1


 , donc P =




1 0 0

0 1 0

0 −2 1


.

Calculons P−1 : Soit P−1 =




a b c

d e f

g h k


 . On a PP−1 = I3 alors P−1 =




1 0 0

0 1 0

0 2 1


 .
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Donc

eC = ePDP
−1

= PeDP−1

=




1 0 0

0 1 0

0 −2 1


 e




2 0 0

0 1 0

0 0 3







1 0 0

0 1 0

0 2 1




=




1 0 0

0 1 0

0 −2 1







e2 0 0

0 e 0

0 0 e3







1 0 0

0 1 0

0 2 1




=




e2 0 0

0 e 0

0 2e3 − 2e e3


 .

124



Contrôle final I (2011/2012)
Université de Batna, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (9pts)

1. En utilisant l’approche spectrale, trouver la solution générale du système Y
′

=
 0 −1

1 0


Y.

2. En utilisant l’exponentielle de matrice, déterminer la solution du système





Y
′

=


 2 1

0 2


Y +


 e2t

0


 ,

Y (t0) = Y0.

Exercice 2 (7pts)

Considérons le système

Y
′

(t) = A (t) Y (t) , ∀t ∈ R. (H)

Où A est une matrice T−périodique : ∀t ∈ R, A (t + T ) = A (t) .

1. Pour t0 ∈ R fixé, on pose S (t) = R (t + T, t0 + T ) . Montrer que S vérifie





S
′

(t) = A (t) S (t) ,

S (t0) = In.

2. Déduire que pour tout t, t0 ∈ R on a R (t + T, t0 + T ) = R (t, t0) .

3. Montrer que

R (t + T, t) = R (t + T, T ) R (T, 0) R (0, t) = R (t, 0)R (T, 0)R−1 (t, 0) .

4. On suppose que (H) admet une solution qui vérifie Y (T ) = Y (0) . Montrer que la

fonction définie par Z (t) = Y (t + T ) est la solution de (H) qui vérifie Z (0) = Y (0)

puis déduire que Y est T−périodique.
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Exercice 3 (4pts)

Présenter graphiquement la stabilité, la stabilité asymptotique et l’instabilité du point

d’équilibre.

Correction

Solution 1

1. On pose A =


 0 −1

1 0


 . On a

(a) det (A− λI) = λ2 + 1 = 0 implique λ1 = i et λ2 = −i sont deux valeurs

propres de A. On a λ1 = µ + iν avec µ = 0 et ν = 1.

(b) V1 est le vecteur propre de A associé à λ1 alors AV1 = λ1V1. Donc V1 =
 i

1


 =


 0

1


+ i


 1

0


 = a + ib avec a =


 0

1


 et b =


 1

0


. Alors

Y1 (t) = Re
(
V1e

λ1t
)
= eµt (a cos νt− b sin νt)

=


 0

1


 cos t−


 1

0


 sin t =


 − sin t

cos t




et

Y2 (t) = Im
(
V1e

λ1t
)
= eµt (a sin νt + b cos νt)

=


 0

1


 sin t +


 1

0


 cos t =


 cos t

sin t




sont deux solutions du système Y
′

=


 0 −1

1 0


Y .

Puisque Y1 et Y2 sont les deux solutions associées à la valeur complexe λ1 alors

elles sont linéairement indépendantes. Ce qui implique que {Y1, Y2}est un sys-

tème fondamental alors la solution générale est Y (t) = α1Y1 (t) + α2Y2 (t) =
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
 α2 cos t− α1 sin t

α1 cos t + α2 sin t


 , avec α1, α2 ∈ R.

2. On a

e(t−t0)A = e

(t−t0)




2 1

0 2




= e

2(t−t0)I2+




0 t− t0

0 0




= e2(t−t0)e




0 t− t0

0 0




,

avec


 0 t− t0

0 0


 est une matrice nilpotente car c’est une matrice triangulaire

supérieure dont les éléments de la diagonale sont nuls. On vérifie facilement que
 0 t− t0

0 0



2

= 0.

Alors

e




0 t− t0

0 0




= I2 +


 0 t− t0

0 0




1!
=


 1 t− t0

0 1


 .

Alors e(t−t0)A =


 e2(t−t0) (t− t0) e2(t−t0)

0 e2(t−t0)


 . La solution du système





Y
′

=


 2 1

0 2


Y +


 e2t

0


 ,

Y (t0) = Y0,
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est

Y (t) = e(t−t0)AY0 +

∫ t

t0

e(t−u)AB (u) du

=


 e2(t−t0) (t− t0) e2(t−t0)

0 e2(t−t0)


Y0 +

∫ t

t0


 e2(t−u) (t− u) e2(t−u)

0 e2(t−u)




 e2u

0


 du.

=


 e2(t−t0) (t− t0) e2(t−t0)

0 e2(t−t0)


Y0 +



∫ t
t0

e2tdu
∫ t
t0

0du




=


 e2(t−t0) (t− t0) e2(t−t0)

0 e2(t−t0)


Y0 +


 (t− t0) e2t

0


 .

Solution 2

1. On a, d’une part, la matrice résolvante vérifie d
dt

R(t, t0) = A (t) R(t, t0) alors ddtR(t+

T, t0 + T ) = A (t + T ) R(t + T, t0 + T ). Ce qui implique que S
′

(t) = d
dt

R(t +

T, t0 + T ) = A (t + T ) R(t + T, t0 + T ). Mais A (t + T ) = A (t) alors S
′

(t) =

A (t)R(t + T, t0 + T ) = A (t)S (t) . D’autre part, S (t0) = R(t0 + T, t0 + T ) = In.

Alors S vérifie





S
′

(t) = A (t) S (t) ,

S (t0) = In.

2. Puisque S est une solution du système





M
′

(t) = A (t)M (t) ,

M (t0) = In.
. Ce système admet

une solution unique qui est R (t, t0) alors S (t) = R (t, t0) . Ce qui implique que

R(t + T, t0 + T ) = R (t, t0).

3. On a

R (t + T, T )R (T, 0)R (0, t) = R (t + T, T ) [R (T, 0) R (0, t)]

= R (t + T, T ) R (T, t) = R (t + T, t) .

Montrons que R (t + T, T )R (T, 0) R (0, t) = R (t, 0)R (T, 0)R−1 (t, 0) :
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De la question 2 (avec t0 = 0), on trouve R (t + T, T ) = R (t + T, 0 + T ) = R (t, 0) .

De plus, R (0, t) = R−1 (t, 0) alors R (t + T, T ) R (T, 0) R (0, t) = R (t, 0) R (T, 0) R−1 (t, 0) .

4. On a Z
′

(t) = Y
′

(t + T ) = A (t + T ) Y (t + T ) = A (t) Y (t + T ) = A (t) Z (t) et

Z (0) = Y (0 + T ) = Y (T ) = Y (0) .

Montrons que Y est T−périodique : Pour Y donné, on pose Y0 = Y (0) . La fonction

Z vérifie





Z
′

(t) = A (t)Z (t) ,

Z (0) = Y0.

Alors Y et Z sont deux solutions du système





Y
′

(t) = A (t) Y (t) ,

Y (0) = Y0.
De l’unicité

de la solution, on trouve que Z = Y . C. à dire

∀t ∈ R : Y (t + T ) = Y (t) .

Solution 3

Le point d’équilibre représente la solution constante. C. à dire on présente les graphes

(voir cours) pour ψ = Cte.

129



Contrôle final II (2011/2012)
Université de Batna, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (9pts)

Considérons le système

Y
′

= A (t)Y. (H)

1. Question de cours : Montrer que la matrice résolvante vérifiée : R (t0, t0) = In pour

tout t0 ∈ I.

2. Soient {Y1, Y2, ..., Yn} un système fondamental de (H) et u1, u2, ..., un des fonctions

de C1 (I,R). Montrer que Y =
∑i=n
i=1 uiYi est solution du système non homogène

Y
′

= A (t)Y + B (t) si et seulement si
∑i=n
i=1 u

′

i (t) Yi (t) = B (t) pour tout t ∈ I.

Que peut on déduire.

3. Soit M une matrice fondamentale de (H). En dérivant l’identité In = M−1 (t) M (t) ,

montrer que (M−1)
′

(t) = −M−1 (t) A (t) pour tout t ∈ I. Déduire que (M−1)
T est

une matrice fondamentale du système Y
′

= −AT (t)Y.

Exercice 2 (11pts)

Les deux questions sont indépendantes.

1. Montrer que 1,
√

5 et −
√

5 sont les valeurs propres de la matrice




0 1 0

0 0 1

−5 5 1


 .

Résoudre le système Y
′

=




0 1 0

0 0 1

−5 5 1


Y.

2. Etant donné la matrice A =




α 1 0

0 α 1

0 0 α


 (α �= 0). Montrer que etA = eαt




1 t 1
2
t2

0 1 t

0 0 1


.
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Résoudre le système





Y
′

= AY +




1

0

0


 ,

Y (0) = Y0.

Correction
Solution 1

1. Voir cours.

2. On a

Y =
i=n∑

i=1

uiYi est solution du système Y
′

= A (t) Y + B (t)

⇔
(
i=n∑

i=1

uiYi

)′

(t) = A (t)

(
i=n∑

i=1

uiYi

)
(t) + B (t) pour tout t ∈ I

⇔
i=n∑

i=1

u
′

i (t)Yi (t) +
i=n∑

i=1

ui (t)Y
′

i (t) =
i=n∑

i=1

ui (t) A (t)Yi (t) + B (t) pour tout t ∈ I

⇐⇒
i=n∑

i=1

u
′

i (t)Yi (t) +
i=n∑

i=1

ui (t)A (t) Yi (t) =
i=n∑

i=1

ui (t)A (t) Yi (t) + B (t) (car Yi solution

⇔
i=n∑

i=1

u
′

i (t)Yi (t) = B (t) pour tout t ∈ I.

Conclusion : On déduit que la connaissance d’une matrice fondamentale de (H)

permet de trouver une solution particulière du système non homogène. Il s’agit de

la méthode de la variation de la constante.

3. On a In = M−1 (t)M (t) alors (In)
′

= (M−1)
′

(t)M (t) + M−1 (t)M
′

(t) . Mais

(In)
′

= 0 et M
′

(t) = A (t) M (t) (car M est une matrice fondamentale de (H)) donc

0 = (M−1)
′

(t) M (t)+M−1 (t)A (t) M (t) . C. à dire (M−1)
′

(t)M (t) = −M−1 (t) A (t)M (t) .

Si on multiplie à droite par M−1 (t) on obtient le résultat.

Montrons que (M−1)
T
est une matrice fondamentale du système Y

′

= −AT (t) Y :

D’une part, si on prend la transposée de deuxmembres de (M−1)
′

(t) = −M−1 (t)A (t)
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et on utilise les propriétés de la transposée on trouve
(
(M−1)

T
)′

(t) = −AT (t) (M−1)
T
(t) .

Alors, on peut montrer que chaque colonne de (M−1)
T vérifie l’équation Y

′

=

−AT (t) Y. Ainsi, les colonnes de (M−1)
T sont des solutions du système Y

′

=

−AT (t) Y. D’autre part, les colonnes de la matrice M sont L. I alors on peut

trouver facilement que les colonnes de la matrice (M−1)
T sont aussi L. I.

Solution 2

1. On pose A =




0 1 0

0 0 1

−5 5 1


 .

On a det (A− λI) = −λ3 + λ2 + 5λ − 5 alors det (A− I) = det
(
A−

√
5I
)

=

det
(
A−

(
−
√

5
)

I
)

= 0 ce qui implique que λ1 = 1, λ2 =
√

5 et λ3 = −
√

5 sont

des valeurs propres de A. Soient V1, V2 et V3 les vecteurs propres de A associés

respectivement à λ1, λ2 et λ3 alors AV1 = λ1V1, AV2 = λ2V2 et AV3 = λ3V3. Ce qui

implique que V1 =




1

1

1


 , V2 =




1
√

5

5


 et V3 =




1

−
√

5

5


 , donc la solution

générale est

Y = α1V1e
λ1t + α2V2e

λ2t + α3V3e
λ3t

= α1




1

1

1


 et + α2




1
√

5

5


 e

√
5t + α3




1

−
√

5

5


 e−

√
5t,

avec α1, α2 et α3 ∈ R.

2. On a

etA = e




αt t 0

0 αt t

0 0 αt




= eαtI3+N = eαteN ,

132



avec N =




0 t 0

0 0 t

0 0 0


 est une matrice nilpotente car c’est une matrice triangulaire

supérieure dont les éléments de la diagonale sont nuls. Un simple calcul montre que

N3 = 0. On a

eN = I3 +
N

1!
+

N2

2!

=




1 0 0

0 1 0

0 0 1


+




0 t 0

0 0 t

0 0 0


+




0 0 1
2
t2

0 0 0

0 0 0




=




1 t 1
2
t2

0 1 t

0 0 1


 ,

ce qui implique que etA = eαt




1 t 1
2
t2

0 1 t

0 0 1


 .

Résolution du système





Y
′

= AY +




1

0

0


 ,

Y (0) = Y0.
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La solution de ce système est

Y (t) = etAY0 +

∫ t

0

e(t−u)AB (u) du

= eαt




1 t 1
2
t2

0 1 t

0 0 1


Y0 +

∫ t

0

eα(t−u)




1 (t− u) 1
2
(t− u)2

0 1 (t− u)

0 0 1







1

0

0


 du

= eαt




1 t 1
2
t2

0 1 t

0 0 1


Y0 +




1
α
(eαt − 1)

0

0




.
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Rattrapage (2011/2012)
Université de Batna, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (6pts)

Les deux questions sont indépendantes :

1. (2pts) Soient α, β ∈ R. Montrer que e




α 0

0 β




=


 eα 0

0 eβ


 .

2. (4pts) Soit A =


 B 0

0 C


 ∈ Mn (R) avec B ∈ Mp (R) , C ∈ Mq (R) et p+q = n. Montrer

que la résolvante de Z
′

= AZ vérifiée RA (t, t0) =


 RB (t, t0) 0

0 RC (t, t0)


 où

RB (t, t0) (resp. RC (t, t0)) est la résolvante de X
′

= BX (resp. de Y
′

= CY ).

Exercice 2 (6pts)

Considérons le système





y
′

1 = 1
1+t2

(ty1 + y2) ,

y
′

2 = 1
1+t2

(ty2 − y1) .

1. (1pt) Ecrire ce système sous la forme Y
′

= A (t)Y....(H).

2. (2,5pts) On pose Y1 (t) =


 t

1


 et Y2 (t) =


 −1

t


 . Montrer que {Y1, Y2} est un système

fondamental de solutions de (H).

3. (2,5pts) Déterminer la solution générale de (H).

Exercice 3 (8pts)

Résoudre les systèmes suivants :

1. (3pts) Y
′

= A1Y avec A1 =


 2 1

1 2


 .

2. (5pts)





Y
′

= A2Y + B (t)

Y (0) = Y0
avec A2 =




1 1 0

0 1 1

0 0 1


 et B (t) =




t

1

0


 .
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Correction

Solution 1

1. On a

e




α 0

0 β




= lim
l→+∞

k=l∑

k=0


 α 0

0 β



k

k!
= lim
l→+∞

k=l∑

k=0


 αk 0

0 βk




k!

=




lim
l→+∞

∑k=l
k=0

αk

k!
0

0 lim
l→+∞

∑k=l
k=0

βk

k!




=


 eα 0

0 eβ


 .

2. Puisque RB (resp. RC) est la résolvante de X
′

= BX (resp. de Y
′

= CY ) alors



d
dt

RB (t, t0) = BRB (t, t0)

RB (t0, t0) = Ip
et





d
dt

RC (t, t0) = CRC (t, t0)

RC (t0, t0) = Iq
Ce qui implique que

d

dt


 RB (t, t0) 0

0 RC (t, t0)


 =




d
dt

RB (t, t0) 0

0 d
dt

RC (t, t0)




=


 BRB (t, t0) 0

0 CRC (t, t0)




=


 B 0

0 C




 RB (t, t0) 0

0 RC (t, t0)




= A


 RB (t, t0) 0

0 RC (t, t0)


 .

C. à d.

d

dt


 RB (t, t0) 0

0 RC (t, t0)


 = A


 RB (t, t0) 0

0 RC (t, t0)


 . (5.3)
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De plus,


 RB 0

0 RC


 (t0, t0) =


 RB (t0, t0) 0

0 RC (t0, t0)




=


 Ip 0

0 Iq


 = Ip+q = In.

C. à d. 
 RB 0

0 RC


 (t0, t0) = In. (5.4)

De (5.11) et (5.12), on trouve RA (t, t0) =


 RB (t, t0) 0

0 RC (t, t0)


 .

Solution 2

1.





y
′

1 = 1
1+t2

(ty1 + y2) ,

y
′

2 = 1
1+t2

(ty2 − y1) .
⇔


 y1

y2




′

=
1

1 + t2


 t 1

−1 t




 y1

y2




⇔ Y
′

= A (t)Y,

avec Y =


 y1

y2


 et A (t) = 1

1+t2


 t 1

−1 t


.

2. Pour montrer que {Y1, Y2} est un système fondamental de solutions de (H), on mon-

tre que Y1 et Y2 sont deux solutions de (H) et qu’ils sont linéairement indépendant :

On a Y
′

1 (t) =


 1

0


 et A (t) Y1 (t) = 1

1+t2


 t 1

−1 t




 t

1


 =


 1

0


 alors

Y
′

1 (t) = A (t) Y1 (t) . Ce qui implique que Y1 est une solution de (H). De même, on

montre que Y2 est aussi une solution de (H).
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D’autre part, on a

W (t) = det
(

Y1 (t) Y2 (t)
)

= det


 t −1

1 t


 = t2 + 1 �= 0

pour tout t ∈ R alors {Y1, Y2} est un système linéairement indépendant.

3. Puisque {Y1, Y2} est un système fondamental de solutions de (H) alors pour tout

t ∈ R on a Y (t) = αY1 (t) + βY2 (t) =


 αt− β

βt + α


 avec α, β ∈ R.

Solution 3

1. On a

(a) det (A1 − λI) = (λ− 1) (λ− 3) = 0 implique que λ1 = 1 et λ2 = 3 sont les

deux valeurs propres distinctes de A1.

(b) V1 et V2 sont les vecteurs propres de A1 associés respectivement à λ1 et λ2

alors A1V1 = λ1V1 et A1V2 = λ2V2. Ce qui implique que V1 =


 1

−1


 et

V2 =


 1

1


 donc la solution générale est

Y (t) = α1V1e
λ1t + α2V2e

λ2t

= α1


 1

−1


 et + α2


 1

1


 e3t

=


 α1e

t + α2e
3t

α2e
3t − α1e

t


 ,

avec α1, α2 ∈ R.
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2. La solution du système





Y
′

= A2Y + B (t)

Y (0) = Y0
est

Y (t) = etA2Y0 +

∫ t

0

e(t−u)A2B (u) du. (5.5)

Calculons etA2 : On a etA2 = e




t t 0

0 t t

0 0 t




= etI3+N = eteN , avec N =




0 t 0

0 0 t

0 0 0




est une matrice nilpotente car c’est une matrice triangulaire supérieure dont les

éléments de la diagonale sont nuls. On montre facilement que N3 = 0. On a

eN = I3 +
N

1!
+

N2

2!

=




1 0 0

0 1 0

0 0 1


+




0 t 0

0 0 t

0 0 0


+




0 0 1
2
t2

0 0 0

0 0 0




=




1 t 1
2
t2

0 1 t

0 0 1


 .
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Alors etA2 = et




1 t 1
2
t2

0 1 t

0 0 1


 . Si on remplace dans (5.5) on obtient

Y (t) = etA2Y0 +

∫ t

0

e(t−u)A2B (u) du

= et




1 t 1
2
t2

0 1 t

0 0 1


Y0 +

∫ t

0

e(t−u)




1 (t− u) 1
2
(t− u)2

0 1 (t− u)

0 0 1







u

1

0


 du

= et




1 t 1
2
t2

0 1 t

0 0 1


Y0 + et

∫ t

0




te−u

e−u

0


 du

= et




1 t 1
2
t2

0 1 t

0 0 1


Y0 +




tet
∫ t
0

e−udu

et
∫ t
0

e−udu
∫ t
0
0du




= et




1 t 1
2
t2

0 1 t

0 0 1


Y0 +




t (et − 1)

et − 1

0


 .
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Interrogation (2012/2013)
Université de Batna, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO II)

1 Heure

Les trois questions sont indépendantes :

(6pts) 1. Considérons le système Y
′

=


 1 4

0 3


Y .

Pour tout t ∈ R, on pose M (t) =


 et 2e3t

0 e3t


 . Montrer que M est une matrice

fondamentale puis déterminer la solution générale du système précédent.

(3pts) 2. Montrer que si A est une matrice constante diagonale alors R (t, t0) est une matrice

diagonale aussi.

(3pts) 3. Considérons la matrice M définie pour tout t ∈ I par M (t) = R (t, 0) . Montrer

que M est une matrice fondamentale du système Y
′

= A (t) Y .

Correction

1. On pose Y1 (t) =


 et

0


 et Y2 (t) =


 2e3t

e3t


 . On a M = (Y1Y2) .

Pour montrer que M est une matrice fondamentale, on montre que {Y1, Y2} est un
système fondamental.

Montrons que Y1 et Y2 sont deux solutions :

Pour tout t ∈ R, on a Y
′

1 (t) =


 et

0


 et


 1 4

0 3


Y1 (t) =


 1 4

0 3




 et

0


 =


 et

0


 , alors Y

′

1 (t) =


 1 4

0 3


Y1 (t) . Ce qui implique que Y1 est une solution.

De même, on montre que Y2 est aussi une solution.
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Montrons que Y1 et Y2 sont linéairement indépendant : Pour tout t ∈ R, on a

W (t) = det
(

Y1 (t) Y2 (t)
)

= det


 et 2e3t

0 e3t


 = e4t �= 0,

alors {Y1, Y2} est un système linéairement indépendant.

Déterminons la solution générale du système Y
′

=


 1 4

0 3


Y : Puisque {Y1, Y2}

est un système fondamental alors la solution général Y est définie pour tout t ∈ R

par Y (t) = αY1 (t) + βY2 (t) =


 αet + 2βe3t

βe3t


 , avec α, β ∈ R.

2. A est diagonale alors A =




a1 0 0

0
. . . 0

0 0 an


 avec a1, ..., an ∈ R.

Méthode I : On a

R (t, t0) = e(t−t0)A = e

(t−t0)




a1 0 0

0
. . . 0

0 0 an




= e




a1 (t− t0) 0 0

0
. . . 0

0 0 an (t− t0)




=




ea1(t−t0) 0 0

0
. . . 0

0 0 ean(t−t0)


 .

Donc R (t, t0) est une matrice diagonale.
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Méthode II : Soit Y0 =




y01
...

y0n


 ∈ R

n. On a





Y
′

= AY,

Y (t0) = Y0.
⇐⇒





Y
′

=




a1 0 0

0
. . . 0

0 0 an


Y,

Y (t0) = Y0.

⇐⇒





y
′

1 = a1y1,
...

y
′

n = anyn,

y1 (t0) = y01, ..., yn (t0) = y0n.

Ici Y =




y1
...

yn


 .

⇐⇒





y
′

1 = a1y1 et y1 (t0) = y01.
...

y
′

n = anyn et yn (t0) = y0n.

⇐⇒





y1 (t) = ea1(t−t0)y01.
...

yn (t) = ean(t−t0)y0n.

⇐⇒ Y (t, t0, Y0) =




y1 (t)
...

yn (t)


 =




ea1(t−t0)y01
...

ean(t−t0)y0n




⇐⇒ Y (t, t0, Y0) =




ea1(t−t0) 0 0

0
. . . 0

0 0 ean(t−t0)


Y0.

D’autre part, on a Y (t, t0, Y0) = R (t, t0)Y0 alors
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R (t, t0) Y0 =




ea1(t−t0) 0 0

0
. . . 0

0 0 ean(t−t0)


Y0.

Ce qui implique que

R (t, t0) =




ea1(t−t0) 0 0

0
. . . 0

0 0 ean(t−t0)


 .

Ainsi, R (t, t0) est une matrice diagonale.

3. Montrons que les colonnes de M sont des solutions de Y
′

= A (t)Y qui sont

linéairement indépendant.

Méthode I : Soient (e1, e2, ..., en) la base canonique de Rn et Yi la solution de

Y
′

= A (t)Y qui vérifie Yi (0) = ei.

R (t, 0) a pour colonnes Y1 (t) , Y2 (t) , ... et Yn (t) . Donc les colonnes de M sont des

solutions du système Y
′

= A (t) Y. D’autre part, pour tout t ∈ I, on a R (t, 0) est

une matrice inversible alors W (t) = det (Y1 (t) .....Yn (t)) = det R (t, 0) �= 0. Ce qui

implique que Y1, ..., Yn sont linéairement indépendant.

Méthode II : On a M
′

(t) = d
dt

R (t, 0) = A (t) R (t, 0) = A (t) M (t) . C. à dire

M vérifie l’équation N
′

= A (t) N. Alors, on peut montrer que chaque colonne

de M vérifie l’équation Y
′

= A (t) Y. Ainsi, les colonnes de M sont des solutions

du système Y
′

= A (t) Y. D’autre part, pour tout t ∈ I, on a R (t, 0) est une

matrice inversible alors M (t) est inversible ainsi les colonnes de M sont linéairement

indépendantes.
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Contrôle final (2012/2013)
Université de Batna, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (3pts)

A et B sont deux matrices à coefficients constant. P est une matrice inversible.

Justifier ce qui suit :

1. Pour tout t ∈ R, on a etAA = AetA.

2. Pour tout t, s ∈ R, on a e(t+s)A = etAesA.

3. Pour tout t ∈ R, on a etPDP
−1

= PetDP−1.

Exercice 2 (7pts)

Résoudre le système Y
′

=


 1 0

0 2


Y +


 et

te2t


 .

Exercice 3 (10pts)

Les trois parties sont indépendantes.

1. (4pts) Soient A et B deux matrices, à coefficients constant, qui commutent et Y0 ∈ Rn

quelconque. Pour tout t ∈ R, on pose φ(t) = eAteBtY0 et ψ(t) = e(A+B)tY0.

Montrer que φ et ψ sont deux solutions du système





Y
′

= (A + B) Y,

Y (0) = Y0.
Puis,

déduire que eAeB = eA+B.

2. (3pts) A, B et C sont trois matrices à coefficients constant. Pour tout t ∈ R, on pose

X (t) = eBtCeAt. Montrer que X est la solution du système





Y
′

= BY + Y A,

Y (0) = C.

3. (3pts) A est une matrice à coefficients constant. Montrer que si λ est une valeur propre

de A alors eλt est une valeur propre de eAt.
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Correction

Solution 1

1. On a etAA = AetA car A commute avec A.

2. On a e(t+s)A = etA+sA. Mais (tA) (sA) = (ts) A2 = (st)A2 = (sA) (tA) , alors

etA+sA = etAesA.

Ceci implique que e(t+s)A = etA+sA = etAesA.

3. On a etPDP
−1

= eP (tD)P
−1

= PetDP−1.

Solution 2

La solution générale du système Y
′

=


 1 0

0 2


Y +


 et

te2t


 est Y = YH + Yp

avec YH est la solution générale du système homogène associé et Yp est une solution

particulière du système considéré.

Calculons YH : On a λ1 = 1 et λ2 = 2 sont les deux valeurs propres distinctes de
 1 0

0 2


 . V1 =


 1

0


 et V2 =


 0

1


 sont les vecteurs propres de


 1 0

0 2


 associés

respectivement à λ1, λ2. Donc

YH (t) = c1V1e
λ1t + c2V2e

λ2t

= c1


 1

0


 et + c2


 0

1


 e2t

=


 c1e

t

c2e
2t


 ,

avec c1, c2 ∈ R.

Calculons Yp : On utilise la méthode de la variation de la constante. Il existe une

solution particulière sous la forme

Yp (t) = c1 (t)V1e
λ1t + c2 (t) V2e

λ2t, (5.6)
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avec c1 et c2 deux fonctions dérivables telles que


 c

′

1

c
′

2


 = M−1B, où M est une matrice

fondamentale du système homogène et B le second membre du système non homogène. On

pose Y1 (t) = V1e
λ1t et Y2 (t) = V2e

λ2t. Puisque λ1 = 1 et λ2 = 2 sont deux valeurs propres

distinctes de


 1 0

0 2


 alors {Y1, Y2} est un système fondamental. Donc M =

(
Y1 Y2

)

est une matrice fondamentale. On a


 c

′

1 (t)

c
′

2 (t)


 = M−1 (t)B (t) =

(
Y1 (t) Y2 (t)

)−1
B (t)

=
(

V1e
λ1t V2e

λ2t

)−1
B (t)

=


 et 0

0 e2t



−1
 et

te2t




=
1

e3t


 e2t 0

0 et




 et

te2t


 =


 1

t


 .

Ce qui implique que c
′

1 (t) = 1 et c
′

2 (t) = t. Ainsi, c1 (t) = t et c2 (t) = 1
2
t2. Si on remplace

dans (5.13) on trouve

Yp (t) = t


 1

0


 et +

1

2
t2


 0

1


 e2t =


 tet

1
2
t2e2t


 .

Ainsi

Y (t) = YH (t) + Yp (t) =


 c1e

t

c2e
2t


+


 tet

1
2
t2e2t




=


 (c1 + t) et

(
c2 + 1

2
t2
)

e2t


 ,

avec c1, c2 ∈ R.
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Solution 3

1. On a

φ
′

(t) = AeAteBtY0 + eAtBeBtY0 = AeAteBtY0 +
(
eAtB

)
eBtY0.

Puisque A et B commutent alors eAtB = BeAt.

Donc

φ
′

(t) = AeAteBtY0 +
(
BeAt

)
eBtY0 = A

(
eAteBtY0

)
+ B

(
eAteBtY0

)

= (A + B)
(
eAteBtY0

)
= (A + B) φ(t).

C. à dire φ
′

(t) = (A + B)φ(t). En plus, φ(0) = eA0eB0Y0 = e0e0Y0 = InInY0 =

Y0. On a aussi ψ
′

(t) = (A + B) e(A+B)tY0 = (A + B) ψ(t) et ψ(0) = e(A+B)0Y0 =

e0Y0 = InY0 = Y0. Ce qui implique que φ et ψ sont deux solutions de système



Y
′

= (A + B) Y,

Y (0) = Y0.
Ce système admet une solution unique alors φ = ψ. Ceci

implique que φ (1) = ψ (1) donc eAeBY0 = eA+BY0. Ainsi, on trouve eAeB = eA+B.

2. On a

X
′

(t) = BeBtCeAt + eBtC
(
AeAt

) exercice1
= BeBtCeAt + eBtC

(
eAtA

)

= B
(
eBtCeAt

)
+
(
eBtCeAt

)
A = BX (t) + X (t)A.

En plus, on a

X (0) = eB0CeA0 = e0Ce0 = InCIn = C.

Donc, X est la solution du système





Y
′

= AY + Y B,

Y (0) = C.

3. Soit V un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ. Donc AV = λV. On a

eAtV =

( ∞∑

l=0

(At)k

k!

)
V =

∞∑

l=0

Aktk

k!
V =

∞∑

l=0

tk

k!
AkV.

148



On peut montrer par récurrence que, pour tout k ∈ N, on a AkV = λkV. Donc

eAtV =
∞∑

l=0

tk

k!
λkV =

( ∞∑

l=0

tkλk

k!

)
V

=

( ∞∑

l=0

(λt)k

k!

)
V = eλtV.

Ce qui implique que eλt est valeur propre de eAt.
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Rattrapage (2012/2013)
Université de Batna, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (16pts)

Résoudre les systèmes suivants :

1.





y
′

1 = y1 + y2,

y
′

2 = y1 + y2.

2. Y
′

=


 2 0

0 1


Y +


 e2t

et


 .

3.





Y
′

=


 2 0

0 2


Y,

Y (0) = Y0.

4.





Y
′

=


 0 1

0 0


Y +


 1

0


 ,

Y (t0) = Y0.

Exercice 2 (4pts)

A est une matrice constante d’ordre n. M, M1 et M2 sont des fonctions matricielles

dérivables d’ordre n définies de R vers R.

1. Soient Y1, ..., Yn les colonnes de M.

Montrer que [
M

′

= AM
]
=⇒

[
Y

′

i = AYi, ∀i = 1, ..., n
]

.

2. Soit C ∈Mn (R) une matrice inversible. On suppose que M2 = M1C.

Montrer que si M1 est une matrice fondamentale du Y
′

= AY alors M2 est une

matrice fondamentale du Y
′

= AY.
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Correction

Solution 1

1. Le système





y
′

1 = y1 + y2,

y
′

2 = y1 + y2,
peut s’écrire sous la forme de Y

′

=


 1 1

1 1


Y avec

Y =


 y1

y2


 .

On a λ1 = 0 et λ2 = 2 sont les deux valeurs propres distinctes de


 1 1

1 1


 .

V1 =


 1

−1


 et V2 =


 1

1


 sont les vecteurs propres de


 1 1

1 1


 associés

respectivement à λ1, λ2.

Donc


 y1 (t)

y2 (t)


 = Y (t) = c1V1e

λ1t + c2V2e
λ2t

= c1


 1

−1


 e0.t + c2


 1

1


 e2t

=


 c1 + c2e

2t

c2e
2t − c1


 ,

avec c1, c2 ∈ R. Ainsi,





y1 (t) = c1 + c2e
2t,

y2 (t) = c2e
2t − c1.

2. La solution générale du système Y
′

=


 2 0

0 1


Y +


 e2t

et


 est Y = YH + Yp

avec YH est la solution générale du système homogène associé et Yp est une solution

particulière du système considéré.

Calculons YH : On a λ1 = 2 et λ2 = 1 sont les deux valeurs propres distinctes de
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
 2 0

0 1


 . V1 =


 1

0


 et V2 =


 0

1


 sont les vecteurs propres de


 2 0

0 1




associés respectivement à λ1, λ2. Donc

YH (t) = c1V1e
λ1t + c2V2e

λ2t

= c1


 1

0


 e2t + c2


 0

1


 et

=


 c1e

2t

c2e
t


 ,

avec c1, c2 ∈ R.

Calculons Yp : On utilise la méthode de la variation de la constante. Il existe une

solution particulière sous la forme

Yp (t) = c1 (t) V1e
λ1t + c2 (t) V2e

λ2t, (5.7)

avec c1 et c2 deux fonctions dérivables telles que


 c

′

1

c
′

2


 = M−1B,où M est une

matrice fondamentale du système homogène et B le second membre du système

non homogène.

On pose Y1 (t) = V1e
λ1t et Y2 (t) = V2e

λ2t. Puisque λ1 = 2 et λ2 = 1 sont deux

valeurs propres distinctes de


 2 0

0 1


 alors {Y1, Y2} est un système fondamental.
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Donc M =
(

Y1 Y2

)
est une matrice fondamentale. On a


 c

′

1 (t)

c
′

2 (t)


 = M−1 (t)B (t) =

(
Y1 (t) Y2 (t)

)−1
B (t)

=
(

V1e
λ1t V2e

λ2t

)−1
B (t)

=


 e2t 0

0 et



−1
 e2t

et




=
1

e3t


 et 0

0 e2t




 e2t

et


 =


 1

1


 .

Ce qui implique que c
′

1 (t) = c
′

2 (t) = 1. Ainsi, c1 (t) = c2 (t) = t. Si on remplace

dans (5.7) on trouve

Yp (t) = t


 1

0


 e2t + t


 0

1


 et =


 te2t

tet


 .

Ainsi

Y (t) = YH (t) + Yp (t) =


 c1e

2t

c2e
t


+


 te2t

tet




=


 (c1 + t) e2t

(c2 + t) et


 ,

avec c1, c2 ∈ R.

3. La solution du système





Y
′

=


 2 0

0 2


Y,

Y (0) = Y0,

est Y (t) = e(t−t0)AY0, avec t0 = 0
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et A =


 2 0

0 2


. C. à dire Y (t) = e

t




2 0

0 2




Y0. Mais e

t




2 0

0 2




= e2tI2+02 =

e2te02 = e2tI2. Alors Y (t) = e2tI2Y0 = e2tY0.

4. La solution du système





Y
′

=


 0 1

0 0


Y +


 1

0


 ,

Y (t0) = Y0,

est Y (t) = e(t−t0)AY0 +

∫ t
t0

e(t−u)AB (u) du, avec A =


 0 1

0 0


 et B (u) =


 1

0


. C. à dire

Y (t) = e

(t−t0)




0 1

0 0




Y0 +

∫ t

t0

e

(t−u)




0 1

0 0




 1

0


 du.

On a e

(t−t0)




0 1

0 0




= e




0 t− t0

0 0




, avec


 0 t− t0

0 0


 est une matrice nilpo-

tente car c’est une matrice triangulaire supérieure dont les éléments de la diagonale

sont nuls. On vérifie facilement que


 0 t− t0

0 0



2

= 0. On a

e




0 t− t0

0 0




= I2 +


 0 t− t0

0 0




1!
=


 1 t− t0

0 1


 .
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Alors e

(t−t0)




0 1

0 0




=


 1 t− t0

0 1


 . Ceci implique que

Y (t) =


 1 t− t0

0 1


Y0 +

∫ t

t0


 1 t− u

0 1




 1

0


 du

=


 1 t− t0

0 1


Y0 +



∫ t
t0

du
∫ t
t0

0du




=


 1 t− t0

0 1


Y0 +


 t− t0

0


 .

Solution 2

1. On a

[
M

′

= AM
]

=⇒
[(

Y1 ... Yn

)′
= A

(
Y1 ... Yn

)]

=⇒
[(

Y
′

1 ... Y
′

n

)
=
(

AY1 ... AYn

)]

=⇒
[
Y

′

i = AYi,∀i = 1, ..., n
]

.

2. Il suffit de montrer que les colonnes de M2 sont des solutions de Y
′

= AY et qui

sont linéairement indépendantes. On a M
′

2 = (M1C)
′

= M
′

1C, mais M
′

1 = AM1 car

M1 est une matrice fondamentale du Y
′

= AY alors M
′

2 = (AM1)C = A (M1C) =

AM2. C. à dire M
′

2 = AM2. D’aprés la question précédente les colonnes de M2 sont

des solutions de Y
′

= AY.

D’autre part, (avec t ∈ R) on a

W2 (t) : = detM2 (t) = det (M1 (t)C) = detM1 (t) detC

= W1 (t) det C.
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Mais W1 (t) �= 0 car M1 est une matrice fondamentale et det C �= 0 car C est une

matrice inversible. Alors W2 (t) �= 0. Ce qui implique que les colonnes de M2 sont

linéairement indépendantes.
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Interrogation I (2013/2014)
Université de Batna, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO II)

Question 1 : Soit λ ∈ R, montrer que eλIn = eλIn.

Question 2 : En calculant




0 0 0

1 0 0

2 3 0




3

, trouver e




0 0 0

1 0 0

2 3 0




.

Correction

Réponse 1 : On a

eλIn = e

λ




1 0 0

0
. . . 0

0 0 1




= e




λ 0 0

0
. . . 0

0 0 λ




=




eλ 0 0

0
. . . 0

0 0 eλ


 = eλ




1 0 0

0
. . . 0

0 0 1




= eλIn.

C. à dire eλIn = eλIn.

Réponse 2 : On a




0 0 0

1 0 0

2 3 0




3

=




0 0 0

1 0 0

2 3 0







0 0 0

1 0 0

2 3 0







0 0 0

1 0 0

2 3 0




= 0n.
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Alors,




0 0 0

1 0 0

2 3 0


 est une matrice nilpotente d’indice m = 3. Ceci implique que

e




0 0 0

1 0 0

2 3 0




= I3 +




0 0 0

1 0 0

2 3 0




1!
+




0 0 0

1 0 0

2 3 0




2

2!

=




1 0 0

1 1 0

7
2

3 1


 .

C. à dire e




0 0 0

1 0 0

2 3 0




=




1 0 0

1 1 0

7
2

3 1



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Interrogation II (2013/2014)

Université de Batna, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO II)

Interrogation 1

1. Donner la définition de la matrice fondamentale.

2. Montrer que, pour tout t, s, r ∈ I, on a R (t, s) R (s, r) = R (t, r) .

3. Montrer que si A et B commutent alors eA+B = eAeB.

Correction

Voir cours.

Interrogation 2

1. Donner la définition d’un système fondamental.

2. Soit Z une solution Y
′

= AY. Montrer que, pour tout t ∈ R, on a Z (t) =

R (t, 0) Z (0) .

3. Soit λ = µ + iν (ν �= 0) une valeur propre complexe d’une matrice A et V = a + ib

le vecteur propre associé. On pose pour tout t ∈ R : Y1 (t) = eµt (a cos νt− b sin νt)

et Y2 (t) = eµt (a sin νt + b cos νt) .Montrer que Y1 et Y2 sont linéairement indépen-

dants.

Correction

1. Voir cours.
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2. On pose h (t) = R (t, 0) Z (0) pour tout t ∈ R. On a h
′

(t) =
(
d
dt

R (t, 0)
)

Z (0) =

(AR (t, 0)) Z (0) = Ah (t) . C’est à dire, pour tout t ∈ R on a h
′

(t) = Ah (t) .

D’autre part, h (0) = R (0, 0) Z (0) = InZ (0) = Z (0) . C’est à dire, h (0) = Z (0) .

Ce qui implique que h est une solution de





Y
′

= AY,

Y (0) = Z (0) .
Mais Z est aussi une

solution de ce système. Ainsi, d’aprés l’unicité de la solution de ce système, Z = h.

D’où le résultat.

Remarque : le résultat de cette partie représente une propriété de chaque solution

du système Y
′

= AY.

3. Voir cours.

Interrogation 3

1. Donner la définition du Wronskien.

2. Soient Y1, ..., Yn n fonctions vectorielles. En utilisant la définition de l’indépendance

linéaire, montrer que

(∃t0 ∈ I, Y1 (t0) , ..., Yn (t0) sont L. I.) =⇒ (Y1, ..., Yn sont L. I.) .

3. Montrer que
(
etA
)′

= AetA pour tout t ∈ R.

Correction

Pour 1 et 3, voir cours.

Pour 2, voir le TD.
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Contrôle final (2013/2014)
Université de Batna, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (7pts)

Considérons le système

Y
′

=


 1 1

2 0


Y. (H)

1. En utilisant la méthode spéctrale, résoudre ce système.

2. Donner une matrice fondamentale M de (H) .

3. Trouver la matrice résolvante de (H). Puis, déduire la valeur de e




1 1

2 0




.

Exercice 2 (8pts)

Soient s ∈ R et A une matrice à coefficients constant. Considérons le système Y
′

=

AY.

Pour tout t ∈ R, on pose G (t) = R (t + s, 0)−R (t, 0)R (s, 0) et N (t) = AR (t, 0)−
R (t, 0) A.

1. Montrer que G et N sont des solutions du système





M
′

= AM,

M (0) = 0n.

2. Montrer que R (t + s, 0) = R (t, 0)R (s, 0) .

3. Que peut on dire sur A et R (t, 0) .

Exercice 3 (5pts)

Soient A ∈ Mn (R) et {e1, e2, ..., en} la base canonique de Rn. Pour tout i = 1, n,

on pose Yi (t) = etAei, pour tout t ∈ R. Montrer que {Y1, Y2, ..., Yn} est un système

fondamental de Y
′

= AY.

Correction
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Solution 1

1. On a λ1 = −1 et λ2 = 2 sont les deux valeurs propres distinctes de


 1 1

2 0


 .

V1 =


 1

−2


 et V2 =


 1

1


 sont les vecteurs propres de


 1 1

2 0


 associés

respectivement à λ1, λ2. Donc

Y (t) = c1V1e
λ1t + c2V2e

λ2t = c1


 1

−2


 e−t + c2


 1

1


 e2t

=


 c1e

−t + c2e
2t

−2c1e
−t + c2e

2t


 ,

avec c1, c2 ∈ R.

2. On pose Y1 (t) = V1e
λ1t et Y2 (t) = V2e

λ2t. Puisque λ1 = −1 et λ2 = 2 sont deux

valeurs propres distinctes de


 1 1

2 0


 alors {Y1, Y2} est un système fondamental.

Donc M =
(

Y1 Y2

)
est une matrice fondamentale. C. à dire, pour tout t ∈ R,

on a

M (t) =
(

Y1 (t) Y2 (t)
)

=
(

V1e
λ1t V2e

λ2t

)
=


 e−t e2t

−2e−t e2t


 .

3. Puisque R (t, t0) = M (t) M−1 (t0) , alors

R (t, t0) =


 e−t e2t

−2e−t e2t




 e−t0 e2t0

−2e−t0 e2t0



−1

.
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Puisque


 a b

c d



−1

= 1
ad−cb


 d −b

−c a


 avec ad− cb �= 0 alors

R (t, t0) =
1

3et0


 e−t e2t

−2e−t e2t




 e2t0 −e2t0

2e−t0 e−t0




=
1

3


 2e2(t−t0) + et0−t e2(t−t0) − et0−t

2e2(t−t0) − 2et0−t e2(t−t0) + 2et0−t


 .

En plus, R (t, t0) = e

(t−t0)




1 1

2 0




alors

e




1 1

2 0




= R (1, 0) =
1

3


 2e2 + e−1 e2 − e−1

2e2 − 2e−1 e2 + 2e−1


 .

Solution 2

1. Pour montrer que G est une solution de





M
′

= AM,

M (0) = 0n.
on montre que





G
′

= AG,

G (0) = 0n.

Soit t ∈ R, on a

G
′

(t) =
d (R (t + s, 0)−R (t, 0)R (s, 0))

dt
=

dR (t + s, 0)

dt
− dR (t, 0)

dt
R (s, 0)

= AR (t + s, 0)−AR (t, 0)R (s, 0) (Propriété de dérivation de la résolvante)

= A (R (t + s, 0)−R (t, 0) R (s, 0)) = AG (t) .

C. à dire G
′

(t) = AG (t) . D’autre part,

G (0) = R (0 + s, 0)−R (0, 0) R (s, 0)

= R (s, 0)− InR (s, 0)

= R (s, 0)−R (s, 0) = 0n.
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C. à dire G (0) = 0n.

Montrons maintenant que N est une solution de





M
′

= AM,

M (0) = 0n.
Soit t ∈ R, on a

N
′

(t) =
d (AR (t, 0)−R (t, 0) A)

dt
=

d (AR (t, 0))

dt
− d (R (t, 0) A)

dt

= A
d (R (t, 0))

dt
− d (R (t, 0))

dt
A

= A (AR (t, 0))− (AR (t, 0)) A = A (AR (t, 0))− A (R (t, 0) A)

= A (AR (t, 0)−R (t, 0) A) = AN (t) .

C. à dire N
′

(t) = AN (t) . D’autre part,

N (0) = AR (0, 0)−R (0, 0)A = AIn − InA = A− A = 0n.

C. à dire N (0) = 0n.

2. On a 0n est une solution du système





M
′

= AM,

M (0) = 0n.
G est aussi solution de ce

système. Ce dernier système admet une solution unique alors G = 0n. Ce qui

implique que pour tout t ∈ R : G (t) = 0n. C. à dire R (t + s, 0)−R (t, 0)R (s, 0) =

0n, alors R (t + s, 0) = R (t, 0)R (s, 0) .

3. On a 0n et N sont deux solutions de





M
′

= AM,

M (0) = 0n.
D’aprés l’unicité de la

solution, on trouve N = 0n. Donc, pour tout t ∈ R : N (t) = 0n c. à dire

AR (t, 0) − R (t, 0) A = 0n, donc, AR (t, 0) = R (t, 0)A. Ceci veut dire que A et

R (t, 0) commutent.

Solution 3

Montrons que Y1, Y2, ... et Yn sont des solutions de Y
′

= AY qui sont linéairement

indépendants : Soit i ∈ {1, ..., n} . Soit t ∈ R, on a

Y
′

i (t) =
d

dt

(
etAei

)
=

detA

dt
ei =

(
AetA

)
ei = A

(
etAei

)
= AYi (t) .
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C. à dire, Y
′

i (t) = AYi (t) . Ainsi, pour tout i = 1, n, Yi est solution de Y
′

= AY.

D’autre part, pour tout i = 1, n, on a Yi (0) = e0Aei = e0nei = Inei = ei. Alors

[{e1, e2, ..., en} une base canonique de Rn] =⇒ [{e1, e2, ..., en} L. I.]

=⇒ [{Y1 (0) , Y2 (0) , ..., Yn (0)} L. I.]

=⇒ [∃t0 = 0 : {Y1 (t0) , Y2 (t0) , ..., Yn (t0)} L. I.]

=⇒ [{Y1, Y2, ..., Yn} L. I.] .
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Rattrapage (2013/2014)
Université de Batna, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (10pts)

1. Résoudre le système suivant





Y
′

=


 0 4

1 0


Y,

Y (t0) = Y0.

2. Considérons le système Y
′

=


 0 4

1 0


Y............(H)

(a) Résoudre (H).

(b) Parmi les solutions de (H), trouver celle qui vérifie Y (t0) = Y0.

3. Que peut on dire.

Exercice 2 (6pts)

Considérons le système Y
′

=


 1 1

0 1


Y............(H)

1. Montrer que la matrice M donnée, pour tout t ∈ R, par M (t) =


 et tet

0 et


 est

une matrice fondamentale de (H).

2. Montrer que la solution de (H) est donnée, pour tout t ∈ R, par Y (t) = et


 c1 + c2t

c2




avec c1, c2 ∈ R.

Exercice 3 (4pts)

Répond par vrai ou faux : Justifier la vrai et corriger la fausse.

1. La matrice fondamentale est unique.

2. d
dt

R (t0, t) = A (t)R (t, t0) .
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Correction

Solution 1

1. La solution du système





Y
′

=


 0 4

1 0


Y,

Y (t0) = Y0,

est définie, pour tout t ∈ I = R, par

Y (t) = e(t−t0)AY0, avec A =


 0 4

1 0


.

On a det (A− λI) = λ2 − 4 = 0 implique que λ1 = 2 et λ2 = −2 sont les deux

valeurs propres distinctes de A donc A = PDP−1. Ici D =


 2 0

0 −2


 .

Calculons P : V1, V2 sont les vecteurs propres de A associés respectivement à λ1, λ2

alors V1 =


 2

1


 et V2 =


 −2

1


 donc P =


 2 −2

1 1


 =


 a b

c d


 avec

ad− cb = 4 �= 0. On a P−1 = 1
ad−cb


 d −b

−c a


 = 1

4


 1 2

−1 2


 . Alors

Y (t) = e(t−t0)AY0 = e(t−t0)PDP
−1

Y0

= eP [(t−t0)D]P
−1

Y0 = Pe(t−t0)DP−1Y0

=
1

4


 2 −2

1 1


 e




2 (t− t0) 0

0 −2 (t− t0)




 1 2

−1 2


Y0

=
1

4


 2 −2

1 1




 e2(t−t0) 0

0 e−2(t−t0)




 1 2

−1 2


Y0

=
1

4


 2e2(t−t0) + 2e−2(t−t0) 4e2(t−t0) − 4e−2(t−t0)

e2(t−t0) − e−2(t−t0) 2e2(t−t0) + 2e−2(t−t0)


Y0, ∀t ∈ R.

2.a On a λ1 = 2 et λ2 = −2 sont les deux valeurs propres distinctes de


 0 4

1 0


 .
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V1 =


 2

1


 et V2 =


 −2

1


 sont les vecteurs propres associés respectivement à

λ1, λ2.

Donc, la solution de (H) est définie, pour tout t ∈ I = R, par

Y (t) = c1V1e
λ1t + c2V2e

λ2t

= c1


 2

1


 e2t + c2


 −2

1


 e−2t

=


 2c1e

2t − 2c2e
−2t

c1e
2t + c2e

−2t


 ,

avec c1, c2 ∈ R.

2.b On a

Y (t0) =


 2c1e

2t0 − 2c2e
−2t0

c1e
2t0 + c2e

−2t0


 =


 2e2t0 −2e−2t0

e2t0 e−2t0




 c1

c2


 .

Donc

(Y (t0) = Y0) =⇒


 2e2t0 −2e−2t0

e2t0 e−2t0




 c1

c2


 = Y0

=⇒


 c1

c2


 =


 2e2t0 −2e−2t0

e2t0 e−2t0



−1

Y0 =
1

4


 e−2t0 2e−2t0

−e2t0 2e2t0


Y0.
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Ainsi, la solution de





Y
′

=


 0 4

1 0


Y,

Y (t0) = Y0,

est définie, pour tout t ∈ I = R, par

Y (t) =


 2e2t −2e−2t

e2t e−2t




 c1

c2




=
1

4


 2e2t −2e−2t

e2t e−2t




 e−2t0 2e−2t0

−e2t0 2e2t0


Y0

=
1

4


 2e2(t−t0) + 2e−2(t−t0) 4e2(t−t0) − 4e−2(t−t0)

e2(t−t0) − e−2(t−t0) 2e2(t−t0) + 2e−2(t−t0)


Y0.

3. On a utilisé deuxméthodes différentes pour trouver la solution du système





Y
′

=


 0 4

1 0


Y

Y (t0) = Y0.

Solution 2

1. Pour montrer que M est une matrice fondamentale du système Y
′

=


 1 1

0 1


Y il

suffit de montrer que pour tout t ∈ R on a M
′

(t) =


 1 1

0 1


M (t) et det M (t) �=

0. Soit t ∈ R :

D’une part, on a M
′

(t) =


 et (t + 1) et

0 et


 et


 1 1

0 1


M (t) =


 1 1

0 1




 et tet

0 et


 =


 et (t + 1) et

0 et


 ,

alors M
′

(t) =


 1 1

0 1


M (t) .
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D’autre part, on a det M (t) = det


 et tet

0 et


 = e2t �= 0. Puisque M est une

matrice fondamentale du système Y
′

=


 1 1

0 1


Y alors la solution générale Y

est définie pour tout t ∈ R par

Y (t) = M (t) C, avec C ∈ R2.

Y (t) =


 et tet

0 et


C avec C =


 c1

c2


 ∈ R2.

Y (t) = et


 c1 + c2t

c2


 avec c1, c2 ∈ R.

Solution 3

1. Faux. La matrice fondamentale n’est pas unique : Soit C une matrice constante

inversible. Si M1 est une matrice fondamentale alors on peut montrer (Voir Rat-

trapage 2012/2013 : Exercice 2 Question 2) que M2 = M1C est aussi une matrice

fondamentale.

2. Faux. On a (Voir cours) d
dt

R (t0, t) = −R (t0, t) A (t) . Remarquer, ici, que d
dt

R (t0, t)

représente la dérivée par rapport à la deuxième variable.
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Interrogation (2014/2015)
Université de Batna, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO II)

1. Pout tout t ∈ R, on pose Y1 (t) =


 e

t2

2
+t

−e
t2

2
+t


 et Y2 (t) =


 e

t2

2
−t

−2e
t2

2
−t


 . Montrer

que {Y1, Y2} est un système fondamental de solutions du système Y
′

=


 t + 3 2

−4 t− 3


Y .

Résoudre ce système. Trouver la matrice résolvante.

2. Pout tout t ∈ R, on pose M (t) =




t2

2
et et(

1− t2

2

)
et −et


 . Montrer que M est une

matrice fondamentale du système Y
′

=


 1 + t t

−t 1− t


Y . Résoudre ce système.

Donner une autre matrice fondamentale pour ce système.

3. Considérons le système

Y
′

=


 2− t t− 1

2 (1− t) 2t− 1


Y (H)

Montrer que, pour tout t, t0 ∈ R, on aR (t, t0) =


 2et+

t2
0
2 − e

t2

2
+t0 e

t2

2
+t0 − et+

t2
0
2

2et+
t20
2 − 2e

t2

2
+t0 2e

t2

2
+t0 − et+

t20
2


 ,

puis, résoudre le système (H). Donner une matrice fondamentale.

Correction

1. * Il suffit de montrer que Y1, Y2 sont deux solutions de Y
′

=


 t + 3 2

−4 t− 3


Y et

qu’il sont linéairement indépendants (W (t) �= 0 pour tout t ∈ R).

** Puisque {Y1, Y2} est un système fondamental de solutions de Y
′

=


 t + 3 2

−4 t− 3


Y
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alors pour tout t ∈ R on a

Y (t) = c1Y1 (t) + c2Y2 (t) =


 c1e

t2

2
+t + c2e

t2

2
−t

−c1e
t2

2
+t − c22e

t2

2
−t


 avec c1, c2 ∈ R.

*** Lamatrice définie pour tout t ∈ R par M (t) = (Y1 (t) Y2 (t)) =


 e

t2

2
+t e

t2

2
−t

−e
t2

2
+t −2e

t2

2
−t




est une matrice fondamentale. Ainsi

R (t, t0) = M (t) M−1 (t0) =


 e

t2

2
+t e

t2

2
−t

−e
t2

2
+t −2e

t2

2
−t




 e

t2
0
2
+t0 e

tt02

2
−t0

−e
t2
0
2
+t0 −2e

t2
0
2
−t0



−1

= −e−t
2
0


 e

t2

2
+t e

t2

2
−t

−e
t2

2
+t −2e

t2

2
−t




 −2e

t2
0
2
−t0 −e

tt02

2
−t0

e
t2
0
2
+t0 e

t2
0
2
+t0




=


 e

t2

2
−tet0−

t2
0
2 − 2e

t2

2
+te−

t2
0
2
−t0 e

t2

2
−tet0−

t2
0
2 − e

t2

2
+te−

t2
0
2
−t0

2e
t2

2
+te

−t2
0
2
−t0 − 2e

t2

2
−tet0−

t2
0
2 e−

t2

2
+te

t2
0
2
−t0 − 2e

t2

2
−tet0−

t2
0
2




2. * Il suffit de montrer que, pour tout t ∈ R, on a M
′

(t) =


 1 4

0 3


M (t) et

det M (t) �= 0.

** Puisque M est une matrice fondamentale alors la solution générale Y est définie

pour tout t ∈ R par Y (t) = M (t) C =




t2

2
et et(

1− t2

2

)
et −et


C, avec C ∈ R2.

*** Si D est une matrice constante inversible alors MD est aussi une matrice
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fondamentale. Par exemple, si on prend D =


 2 0

0 2


 . On a

M (t)D (t) =




t2

2
et et(

1− t2

2

)
et −et




 2 0

0 2




=


 2 t

2

2
et 2et

(2− t2) et −2et


 pour tout t ∈ R.

3. * On pose

D (t, t0) =


 2et+

t2
0
2 − e

t2

2
+t0 e

t2

2
+t0 − et+

t2
0
2

2et+
t2
0
2 − 2e

t2

2
+t0 2e

t2

2
+t0 − et+

t2
0
2


 .

Pour montrer que R (t, t0) = D (t, t0) , il suffit de montrer que D (., t0) est une

solution du système (S.R.) suivant :





M
′

=


 0 4

1 0


M,

M (t0) = In.

** La solution générale de Y
′

=


 2− t t− 1

2 (1− t) 2t− 1


Y est définie pour tout t ∈ R

par Y (t) = R (t, 0)C =


 2et − e

t2

2 e
t2

2 − et

2et − 2e
t2

2 2e
t2

2 − et


C, avec C ∈ R2.

*** On a R (., 0) est une matrice fondamentale.
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Contrôle final (2014/2015)
Université de Batna, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (6pts)

1. Résoudre le système

Y
′

=


 2 3

0 2


Y +


 1

0


 . (E)

(1 pt) 2. Quelle est la relation entre la solution générale et l’ensemble de toutes les solutions

d’un système différentiel quelconque. Que peut on dire dans le cas du système

Y
′

= A (t)Y. Justifier.

Exercice 2 (7pts)

Considérons le système

Y
′

=




1
t
−1

1
t2

2
t


Y. (H)

(1 pt) 1. Montrer que la fonction définie sur I = ]0,+∞[ par Y1 (t) =


 t2

−t


 est une

solution de (H) .

(3 pts) 2. Trouver une fonction φ ∈ C1 (I,R) pour que la fonction définie sur I par Y2 (t) =

φ (t) Y1 (t) +


 0

t


 soit une solution de (H) . Calculer Y2.

(3 pts) 3. Montrer que {Y1, Y2} est un système fondamental de (H). Puis, déduire la solution

générale du (H).

Exercice 3 (7pts)

Les deux questions sont indépendantes :

(3 pts) 1. Soient B, C ∈ F (I,Rn) avec C
′

(t) = R (0, t)B (t) pour tout t ∈ I. Montrer que

la fonction définie pour tout t ∈ I par Z (t) = R (t, 0)C (t) est une solution de

Y
′

= A (t)Y + B (t) .
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(4 pts) 2. On suppose que, pour tout t ∈ I, on a M
′

(t) = A (t) M (t) et det M (t) �= 0.

Montrer que M est une matrice fondamentale de Y
′

= A (t)Y.

Correction

Solution 1

1. La solution générale du système (E) est Y = YH + Yp avec YH est la solution

générale du système homogène associé Y
′

= AY et Yp est une solution particulière

du système (E).

Calculons YH : En utilisant la méthode de l’exponentielle de matrice, on trouve

∀t ∈ R : YH (t) = etAC avec C ∈ R2.

Mais

etA = e

t




2 3

0 2




= e

2tI2+




0 3t

0 0




= e2te




0 3t

0 0




. (5.8)

La matrice


 0 3t

0 0


 est une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale

est composée par des zéros alors elle est une matrice nilpotente. Un simple calcul

montre que


 0 3t

0 0



2

= 02. Donc e




0 3t

0 0




= I2 +




0 3t

0 0




1!
=


 1 3t

0 1


 .

Si on remplace dans (5.8) on trouve

etA =


 e2t 3te2t

0 e2t


 pour tout t ∈ R. (5.9)

Ainsi

∀t ∈ R : YH (t) =


 e2t 3te2t

0 e2t


C avec C ∈ R2.
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Calculons Yp : On utilise la méthode de la variation de la constante. Il existe

une solution particulière sous la forme Yp (t) = etAC (t) pour tout t ∈ R, avec

C
′

(t) = e−tAB (t) pour tout t ∈ R.

Calculons e−tA : Prenons (−t) dans (5.9) pour trouver e−tA = e(−t)A =


 e−2t −3te−2t

0 e−2t


 .

Ainsi C
′

(t) =


 e−2t −3te−2t

0 e−2t




 1

0


 =


 e−2t

0


 , ceci implique que

C (t) =

∫
C

′

(t) dt =



∫

e−2tdt
∫

0dt


 =




−1
2

e−2t + c1

c2


 avec c1, c2 ∈ R.

Puisque on s’intéresse à une seule solution particulière Yp alors on considère une

seule fonction C, pour cela, on prend par exemple c1 = c2 = 0. Ceci implique

que C (t) =




−1
2

e−2t

0


 . Ainsi Yp (t) =


 e2t 3te2t

0 e2t






−1
2

e−2t

0


 =


 −1

2

0


.

Donc

∀t ∈ R : Y (t) =


 e2t 3te2t

0 e2t


C +


 −1

2

0


 avec C ∈ R2.

2. Au début, on note que, par définition, la solution générale d’un système différentiel

quelconque est une famille de solutions indicées par des constantes : Par exemple,

si on utilise le changement de variable z = 1− y2 on peut montrer que la solution

générale de l’équation y2 +
(
yy

′)2
= 1 est définie par y (t) = ±

√
1− (t− c)2 avec

c ∈ R et il existe d’autres solutions y1 = 1 et y2 = −1 qui n’appartiennent pas à

cette famille. Ces deux solutions sont appellé des solutions singulières.

Pour les systèmes quelconques : la solution générale est inclus dans l’ensemble de

toutes solutions.

Pour les systèmes de la forme Y
′

= A (t) Y : la solution générale est égale à

l’ensemble SH qui est l’ensemble de toutes les solutions de (H) car SH = [{Y1, Y2, ..., Yn}] .
Notons ici que par définition [{Y1, Y2, ..., Yn}] est une solution générale.
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Solution 2

1. Pour tout t ∈ R, on a Y
′

1 (t) =


 2t

−1


 et A (t) Y1 (t) =




1
t
−1

1
t2

2
t




 t2

−t


 =


 2t

−1


 alors Y

′

1 (t) = A (t) Y1 (t) pour tout t ∈ R. Ce qui implique que Y1 est une

solution de (H).

2. On a

Y
′

2 (t) =


φ (t)Y1 (t) +


 0

t






′

= φ
′

(t) Y1 (t) + φ (t) Y
′

1 (t) +


 0

1




=


 t2φ

′

(t)

−tφ
′

(t) + 1


+ φ (t)A (t) Y1 (t)

et

A (t)Y2 (t) = A (t)


φ (t)Y1 (t) +


 0

t






= φ (t) A (t)Y1 (t) +




1
t
−1

1
t2

2
t




 0

t




= φ (t) A (t)Y1 (t) +


 −t

2


 .
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Ainsi

[Y2 est une solution de (H).] ⇐⇒
[
Y

′

2 (t) = A (t)Y2 (t) ,∀t ∈ I.
]

⇐⇒




 t2φ

′

(t)

−tφ
′

(t) + 1


 =


 −t

2


 , ∀t ∈ I.




⇐⇒










t2φ
′

(t) = −t

−tφ
′

(t) + 1 = 2
, ∀t ∈ I.






⇐⇒
[
φ
′

(t) =
−1

t
, ∀t ∈ I.

]

⇐⇒ [φ (t) = − ln |t|+ c = − ln t + c, ∀t ∈ I] .

Puisque on s’interesse à une seule fonction φ on prend c = 0. Ainsi, φ (t) = − ln t

pour tout t ∈ I.

Calculons Y2 : On a

Y2 (t) = φ (t) Y1 (t) +


 0

t


 = − ln t


 t2

−t


+


 0

t




=


 −t2 ln t

t (ln t + 1)


 .

3. Montrons que {Y1, Y2} est un système fondamental de (H) : On a Y1 et Y2 sont

deux solutions de (H) . D’autre part, on a

W (t) = det
(

Y1 (t) Y2 (t)
)

= det


 t2 −t2 ln t

−t t (ln t + 1)


 = t3 �= 0

pour tout t ∈ I alors {Y1, Y2} est un système linéairement indépendants.

Puisque {Y1, Y2} est un système fondamental de solutions de (H) alors pour tout
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t ∈ I on a

Y (t) = c1Y1 (t) + c2Y2 (t) =


 (c1 − c2 ln t) t2

(c2 (ln t + 1)− c1) t


 avec α, β ∈ R.

Solution 3

1. Soit t ∈ R. On a

Z
′

(t) = (R (t, 0) C (t))′ =

(
d

dt
R (t, 0)

)
C (t) + R (t, 0) C

′

(t)

= (A (t)R (t, 0))C (t) + R (t, 0) (R (0, t) B (t))

= A (t) (R (t, 0)C (t)) + (R (t, 0) R (0, t)) B (t)

= A (t) Z (t) + R (t, t) B (t)

= A (t) Z (t) + InB (t) = A (t) Z (t) + B (t) .

C’est à dire Z
′

(t) = A (t) Z (t) + B (t) pour tout t ∈ I. Ceci implique que Z est

une solution de Y
′

= A (t) Y + B (t) .

2. Soient Y1, ..., Yn les colonnes de M. Puisque, pour tout t ∈ I, on a M
′

(t) =

A (t)M (t) alors (voir Exercice 2 Question 1 Rattrapage 12/13) Y1, ...,Yn sont des

solutions de (H) . D’autre part, pour tout t ∈ R, on a W (t) := det (Y1 (t) ...Yn (t)) =

det M (t) �= 0 alors Y1, ..., Yn sont linéairement indépendantes.
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Rattrapage (2014/2015)
Université de Batna, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO II)

Exercice 1 (8pts)

Considérons le système

Y
′

=


 1 1

2 0


Y. (H)

1. Utiliser la méthode spectrale puis la méthode de l’exponentielle pour résoudre le

système (H) .

2. Comparer les résultats obtenus.

Exercice 2 (12pts)

Soient a, b ∈ R. Considérons l’équation

y
′′

+ ay
′

+ by = 0. (h)

1. On pose y1 = y, y2 = y
′

, Y =


 y1

y2


 et A =


 0 1

−b −a


. Montrer que y est une

solution de (h) si et seulement si Y est une solution de Y
′

= AY....... (H)

2. Montrer que λ est une valeur propre de A si et seulement si λ est une racine du

polynôme caractéristique r2 + ar + b = 0..... (C) .

3. Montrer que si (C) admet deux racines réelles distinctes λ1 et λ2 alors la solu-

tion générale de (H) est définie, pour tout t ∈ R, par Y (t) = c1


 eλ1t

λ1e
λ1t


 +

c2


 eλ2t

λ2e
λ2t


 avec c1, c2 ∈ R. Déduire la solution de (h) .

4. Montrer que si (C) admet une racine double λ alors la solution générale de (H)

est définie, pour tout t ∈ R, par Y (t) = c1


 eλt

λeλt


 + c2


 teλt

(1 + λt) eλt


 avec
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c1, c2 ∈ R. Déduire la solution de (h) .

Correction

Solution 1

1. Méthode spectrale : On a λ1 = −1 et λ2 = 2 sont les deux valeurs propres distinctes

de A et V1 =


 1

−2


 , V2 =


 1

1


 sont les vecteurs propres associés. Ainsi, la

solution générale est donnée, pour tout t ∈ R, par

Y (t) = c1V1e
λ1t + c2V2e

λ2t =


 c1e

−t + c2e
2t

c2e
2t − 2c1e

−t


 avec c1, c2 ∈ R.

Méthode de l’exponentielle de matrice : Puisque A admet deux valeurs propres dis-

tinctes alors A = PDP−1. Ici D =


 λ1 0

0 λ2


 =


 −1 0

0 2


 et P =

(
V1 V2

)
=


 1 1

−2 1


 =


 a b

c d


 avec ad− cb = 3 �= 0. On a P−1 = 1

ad−cb


 d −b

−c a


 =

1
3


 1 −1

2 1


 . Alors

etA = eP (tD)P
−1

= PetDP−1

=
1

3


 1 1

−2 1


 e



−t 0

0 2t




 1 −1

2 1




=
1

3


 1 1

−2 1




 e−t 0

0 e2t




 1 −1

2 1




=
1

3


 e−t + 2e2t e2t − e−t

2e2t − 2e−t 2e−t + e2t


 .
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Ainsi, la solution de (H) est donnée, pour tout t ∈ R, par

Y (t) = etAC =
1

3


 e−t + 2e2t e2t − e−t

2e2t − 2e−t 2e−t + e2t


C avec C ∈ R2.

2. Les deux formules nous donnent le même ensemble. En effet,

∀C ∈ R2, ∃c1, c2 ∈ R


Ici


 c1

c2


 =

(
V1 V2

)−1
C


 : etAC = c1V1e

λ1t+c2V2e
λ2t

et

∀c1, c2 ∈ R,∃C = c1V1 + c2V2 ∈ R2 : etAC = c1V1e
λ1t + c2V2e

λ2t.

Solution 2

1. On a

Y
′

=


 y1

y2




′

=


 y

′

1

y
′

2


 =


 y

′

y
′′


 =


 y2

y
′′


 . (5.10)

Alors

[y est une solution de (h)] ⇐⇒
[
y
′′

= −ay
′ − by

]
⇐⇒

[
y
′′

= −ay2 − by1
]

⇐⇒




 y2

y
′′


 =


 y2

−ay2 − by1






(5.10)⇐⇒


Y

′

=


 0 1

−b −a




 y1

y2






⇐⇒
[
Y

′

= AY
]

⇐⇒ [Y est une solution de (H)] .
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2. On a

(λ est une valeur propre de A) ⇐⇒ (det (A− λI) = 0)

⇐⇒


det


 −λ 1

−b −a− λ


 = 0




⇐⇒
(
λ2 + aλ + b = 0

)

⇐⇒
(
λ est une racine de r2 + ar + b = 0

)

3. Pour tout t ∈ R, on pose Y1 (t) =


 eλ1t

λ1e
λ1t


 et Y2 (t) =


 eλ2t

λ2e
λ2t


 .

Pour montrer que la solution générale de (H) est définie, pour tout t ∈ R, par

Y (t) = c1


 eλ1t

λ1e
λ1t


 + c2


 eλ2t

λ2e
λ2t


 il suffit de montrer que {Y1, Y2} est un

système fondamental de (H) .

Trouvons y la solution de (h) : On a


 y1 (t)

y2 (t)


 = Y (t) = c1


 eλ1t

λ1e
λ1t


+ c2


 eλ2t

λ2e
λ2t




=


 c1e

λ1t + c2e
λ2t

c1λ1e
λ1t + c2λ2e

λ2t


 .

Alors, y1 (t) = c1e
λ1t + c2e

λ2t. Mais y (t) = y1 (t) donc y (t) = c1e
λ1t + c2e

λ2t.

4. Pour tout t ∈ R, on pose Y1 (t) =


 eλt

λeλt


 et Y2 (t) =


 teλt

(1 + λt) eλt


 . Il suffit

de montrer que {Y1, Y2} est un système fondamental de (H) .

Comme la question 3, on trouve la solution de (h) est définie, pour tout t ∈ R, par

y (t) = (c1 + c2t) eλt avec c1, c2 ∈ R.
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Contrôle final (2015/2016)
Université de Batna 2, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO)

Exercice 1 (7pts)

1. Résoudre le système Y
′

=


 −2 1

0 −2


Y...........(H)

2. Déterminer la matrice résolvante, une matrice fondamentale et un système fonda-

mental du système (H) .

Exercice 2 (6pts)

Sans calculer la solution, justifier l’existence de la solution maximale unique ϕ de

l’équation y
′

= y4 qui vérifie ϕ (0) = 1. Puis, montrer que ϕ est une fonction croissante

et strictement positive sur son intervalle de définition.

Exercice 3 (7pts)

Répondre par vrai ou faux. Justifier la proposition vrai et corriger la proposition

fause :

1. Toute solution globale de l’équation y
′

= f (t, y) est maximale.

2. Si f ∈ C1 (I × Ω) alors f vérifie les conditions du théorème de Cauchy Lipschitz.

3. Soit y la solution de l’équation y
′

= −y2 définie sur J = ]−∞, 0[ par y (t) = 1
t
. On

a y est maximale.

4. Les solutions de l’équation y
′

= ety + y2 sont de classe C3 (J) .

5. Soient A, B ∈Mn (R) . On a eA+B = eAeB.

6. Le système Y
′

=


 −3 1

−2 0


Y est asymptotiquement stable.
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Correction
Solution 1

1. La solution du système Y
′

=


 −2 1

0 −2


Y est donnée pour tout t ∈ R par

Y (t) = etAC avec C ∈ R2. Ici A =


 −2 1

0 −2


 . On a

etA = e

t



−2 1

0 −2




= e



−2t t

0 −2t




= e

−2tI2+




0 t

0 0




= e−2te




0 t

0 0




.

On peut facilement montrer que


 0 t

0 0


 est une matrice nilpotente d’indice

m = 2 alors

etA = e−2t




I2 +


 0 t

0 0




1!




=


 e−2t te−2t

0 e−2t


 .

Donc,

∀t ∈ R : Y (t) =


 e−2t te−2t

0 e−2t


C avec C ∈ R2.

2. La matrice résolvante : Soient t, t0 ∈ R. On aR (t, t0) = e(t−t0)A =


 e−2(t−t0) (t− t0) e−2(t−t0)

0 e−2(t−t0)

Une matrice fondamentale M : Pour tout t ∈ R, on aM (t) = R (t, 0) =


 e−2t te−2t

0 e−2t


 .

Un système fondamental {Y1, Y2} : Puisque Y1 et Y2 sont les colonnes de la matrice

fondamentale alors, pour tout t ∈ R, on a Y1 (t) =


 e−2t

0


 et Y2 (t) =


 te−2t

e−2t


 .
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Solution 2

Justifions l’existence de la solution maximale unique ϕ de l’équation y
′

= y4 qui vérifie

ϕ (0) = 1 : Puisque la fonction f définie par f (t, y) = y4 est continue sur I × Ω = R2.

De plus, elle est de classe C1 (R2) alors elle est une fonction localement Lipschitzienne,

par rapport à y uniformément par rapport à t, sur R2. Ainsi, les conditions du théorème

de Cauchy Lipschitz sont vérifiées.

Montrons que ϕ est une fonction croissante : Puisque y
′

= y4 et y4 ≥ 0 ainsi y
′ ≥ 0.

Montrons que ϕ est strictement positive : Soit ψ la solution maximale nulle de y
′

= y4.

Puisque ψ (0) �= ϕ (0) . Donc, ψ et ϕ sont deux solutions maximales différentes de y
′

= y4.

Ce qui implique que leurs graphes ne se coupent pas. Ainsi, le graphe de ϕ est ou bien

en dessus ou bien en dessous de l’axe des abscisses qui est le graphe de la fonction nulle

ψ. Puisque ϕ (0) = 1 > 0 alors le graphe de ϕ est en dessus. Ainsi, ϕ est une fonction

strictement positive sur son intervalle de définition.

Solution 3

1. Toute solution globale de l’équation y
′

= f (t, y) est maximale. Vrai car la solution

globale est définie sur l’intervalle tout entier qui est l’intervalle de définition le plus

grand possible.

2. Si f ∈ C1 (I × Ω) alors f vérifie les conditions du théorème de Cauchy Lipschitz.

Vrai car f ∈ C1 (I × Ω) =⇒





f est continue sur I × Ω

et

f est localement Lipschitzienne, par rapport à y

uniformément par rapport à t, sur I × Ω

3. Soit y la solution de l’équation y
′

= −y2 définie sur J = ]−∞, 0[ par y (t) = 1
t
. On

a y est maximale. Vrai car lim
t
<−→0

1
t
n’existe pas.

4. Les solutions de l’équation y
′

= ety + y2 sont de classe C3 (J) . Vrai car la fonction

définie par f (t, y) = ety + y2 est de classe C2.

5. Soient A, B ∈ Mn (R) . On a eA+B = eAeB. Faux : Correction Si AB = BA alors

eA+B = eAeB.
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6. Le système Y
′

=


 −3 1

−2 0


Y est asymptotiquement stable. Vrai car les valeurs

propre de


 −3 1

−2 0


 sont λ1 = −1 et λ2 = −2 et on a Reλ1 = −1 < 0 et

Reλ2 = −2 < 0. Toutes les valeurs propre de


 −3 1

−2 0


 ont une partie réelle

strictement négative.
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Rattrapage (2015/2016)
Université de Batna 2, Département de Mathématiques,

3 ème année Maths (Module EDO)

Exercice 1 (10 pts) Les questions suivantes sont indépendantes

1. Soient a, b ∈ R avec a < b. Que veut dire y est une solution définie sur [a, b] de

l’équation y
′

= f (t, y) .

2. Est ce que la solution y définie sur ]1, +∞[ par y (t) = 1
1−t de l’équation y

′

= y2 est

une solution maximale (Justifier). Est ce que c’est une solution globale (Justifier).

3. Montrer que toutes les solutions de y
′

= t
√

t2 + y2 sont globales.

4. Soit A =


 B 0

0 C


 ∈ Mn (R) avec B ∈ Mp (R) , C ∈ Mq (R) et p+q = n. Montrer

que la résolvante de Z
′

= AZ vérifiée RA (t, t0) =


 RB (t, t0) 0

0 RC (t, t0)


 où

RB (t, t0) (resp. RC (t, t0)) est la résolvante de X
′

= BX (resp. de Y
′

= CY ).

5. A est une matrice à coefficients constant. Montrer que si λ est une valeur propre

de A alors eλt est une valeur propre de eAt.

Exercice 2 (8 pts) Résoudre les systèmes suivants (Préciser si la solution est générale

ou particulière) :

1. Y
′

=


 2 0

0 1


Y.

2.





Y
′

=


 2 0

0 2


Y,

Y (0) = Y0.

3. Y
′

=


 1 0

0 2


Y +


 et

te2t


 .
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4.





Y
′

=


 0 1

0 0


Y +


 1

0


 ,

Y (t0) = Y0.

Exercice 3 (2pts) Etudier la stabilité de l’origine du système suivant





dy1
dt

= y22 + y1 cos y2,

dy2
dt

= y2 + (y1 + 1) y1 + y1 sin y2.

Correction

Solution 1

1. y est une solution définie sur [a, b] de l’équation y
′

= f (t, y) veut dire que y est

dérivable sur [a, b] , y
′

d (a) = f (a, y (a)) , y
′

g (b) = f (b, y (b)) et y
′

(t) = f (t, y (t))

pour tout t ∈ ]a, b[ .

2. Puisque lim
t
>−→1

y (t) = −∞ c’est à dire lim
t
>−→1

y (t) n’existe pas alors y est une solution

maximale.

Puisque I = R et J = ]1, +∞[ alors I �= J . Ainsi, y n’est pas une solution globale.

3. Voir cours ch 1.

4. Puisque RB (resp. RC) est la résolvante de X
′

= BX (resp. de Y
′

= CY ) alors
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



d
dt

RB (t, t0) = BRB (t, t0)

RB (t0, t0) = Ip
et





d
dt

RC (t, t0) = CRC (t, t0)

RC (t0, t0) = Iq
Ce qui implique que

d

dt


 RB (t, t0) 0

0 RC (t, t0)


 =




d
dt

RB (t, t0) 0

0 d
dt

RC (t, t0)




=


 BRB (t, t0) 0

0 CRC (t, t0)




=


 B 0

0 C




 RB (t, t0) 0

0 RC (t, t0)




= A


 RB (t, t0) 0

0 RC (t, t0)


 .

C. à d.

d

dt


 RB (t, t0) 0

0 RC (t, t0)


 = A


 RB (t, t0) 0

0 RC (t, t0)


 . (5.11)

De plus,


 RB 0

0 RC


 (t0, t0) =


 RB (t0, t0) 0

0 RC (t0, t0)




=


 Ip 0

0 Iq


 = Ip+q = In.

C. à d. 
 RB 0

0 RC


 (t0, t0) = In. (5.12)

De (5.11) et (5.12), on trouve RA (t, t0) =


 RB (t, t0) 0

0 RC (t, t0)



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5. Soit V un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ. Donc AV = λV. On a

eAtV =

( ∞∑

l=0

(At)k

k!

)
V =

∞∑

l=0

Aktk

k!
V =

∞∑

l=0

tk

k!
AkV.

On peut montrer par récurrence que, pour tout k ∈ N, on a AkV = λkV. Donc

eAtV =
∞∑

l=0

tk

k!
λkV =

( ∞∑

l=0

tkλk

k!

)
V

=

( ∞∑

l=0

(λt)k

k!

)
V = eλtV.

Ce qui implique que eλt est valeur propre de eAt.

Solution 2

1. La solution générale du système Y
′

=


 2 0

0 1


Y : On a λ1 = 2 et λ2 = 1 sont les

deux valeurs propres distinctes de


 2 0

0 1


 . V1 =


 1

0


 et V2 =


 0

1


 sont

les vecteurs propres de


 2 0

0 1


 associés respectivement à λ1, λ2. Donc

YH (t) = c1V1e
λ1t + c2V2e

λ2t

= c1


 1

0


 e2t + c2


 0

1


 et

=


 c1e

2t

c2e
t


 ,

avec c1, c2 ∈ R.

2. La solution du système





Y
′

=


 2 0

0 2


Y,

Y (0) = Y0,

est Y (t) = e(t−t0)AY0, avec t0 = 0
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et A =


 2 0

0 2


. C. à dire Y (t) = e

t




2 0

0 2




Y0. Mais e

t




2 0

0 2




= e2tI2+02 =

e2te02 = e2tI2. Alors Y (t) = e2tI2Y0 = e2tY0.

3. La solution générale du système Y
′

=


 1 0

0 2


Y +


 et

te2t


 est Y = YH + Yp

avec YH est la solution générale du système homogène associé et Yp est une solution

particulière du système considéré.

Calculons YH : On a λ1 = 1 et λ2 = 2 sont les deux valeurs propres distinctes de
 1 0

0 2


 . V1 =


 1

0


 et V2 =


 0

1


 sont les vecteurs propres de


 1 0

0 2




associés respectivement à λ1, λ2. Donc

YH (t) = c1V1e
λ1t + c2V2e

λ2t

= c1


 1

0


 et + c2


 0

1


 e2t

=


 c1e

t

c2e
2t


 ,

avec c1, c2 ∈ R.

Calculons Yp : On utilise la méthode de la variation de la constante. Il existe une

solution particulière sous la forme

Yp (t) = c1 (t) V1e
λ1t + c2 (t) V2e

λ2t, (5.13)

avec c1 et c2 deux fonctions dérivables telles que


 c

′

1

c
′

2


 = M−1B, où M est une

matrice fondamentale du système homogène et B le second membre du système

non homogène. On pose Y1 (t) = V1e
λ1t et Y2 (t) = V2e

λ2t. Puisque λ1 = 1 et λ2 = 2
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sont deux valeurs propres distinctes de


 1 0

0 2


 alors {Y1, Y2} est un système

fondamental. Donc M =
(

Y1 Y2

)
est une matrice fondamentale. On a


 c

′

1 (t)

c
′

2 (t)


 = M−1 (t)B (t) =

(
Y1 (t) Y2 (t)

)−1
B (t)

=
(

V1e
λ1t V2e

λ2t

)−1
B (t)

=


 et 0

0 e2t



−1
 et

te2t




=
1

e3t


 e2t 0

0 et




 et

te2t


 =


 1

t


 .

Ce qui implique que c
′

1 (t) = 1 et c
′

2 (t) = t. Ainsi, c1 (t) = t et c2 (t) = 1
2
t2. Si on

remplace dans (5.13) on trouve

Yp (t) = t


 1

0


 et +

1

2
t2


 0

1


 e2t =


 tet

1
2
t2e2t


 .

Ainsi

Y (t) = YH (t) + Yp (t) =


 c1e

t

c2e
2t


+


 tet

1
2
t2e2t




=


 (c1 + t) et

(
c2 + 1

2
t2
)

e2t


 ,

avec c1, c2 ∈ R.
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4. La solution du système





Y
′

=


 0 1

0 0


Y +


 1

0


 ,

Y (t0) = Y0,

est

Y (t) = e(t−t0)AY0 +

∫ t

t0

e(t−u)AB (u) du,

avec A =


 0 1

0 0


 et B (u) =


 1

0


. C. à dire

Y (t) = e

(t−t0)




0 1

0 0




Y0 +

∫ t

t0

e

(t−u)




0 1

0 0




 1

0


 du.

On a e

(t−t0)




0 1

0 0




= e




0 t− t0

0 0




, avec


 0 t− t0

0 0


 est une matrice nilpo-

tente car c’est une matrice triangulaire supérieure dont les éléments de la diagonale

sont nuls. On vérifie facilement que


 0 t− t0

0 0



2

= 0. On a

e




0 t− t0

0 0




= I2 +


 0 t− t0

0 0




1!
=


 1 t− t0

0 1


 .
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Alors e

(t−t0)




0 1

0 0




=


 1 t− t0

0 1


 . Ceci implique que

Y (t) =


 1 t− t0

0 1


Y0 +

∫ t

t0


 1 t− u

0 1




 1

0


 du

=


 1 t− t0

0 1


Y0 +



∫ t
t0

du
∫ t
t0

0du




=


 1 t− t0

0 1


Y0 +


 t− t0

0


 .

Solution 3

Le système linéarisé au voisinage de l’origine est


 y1

y2




′

= A


 y1

y2


 . Avec A =


 1 0

1 1


 . La matrice A admet une valeur propre double λ = 1. Donc, elle admet une

valeur propre à partie réelle strictement positive donc le système nonlinéaire est instable

aussi.

195



Interrogation (2016/2017)
Université de Batna 2, Département de Mathématiques

3 ème année Maths

Equations différentielles ordinaires

1. Les fonctions suivantes sont elles localement Lipschitzienne en y : f1 (t, y) = ln (t2 + y2 + 1) ,

et f2 (t, y) = |y| cos (t2 + 1) , f3 (t, y) = cos (t2 + y2) et f4 (t, y) = |y| sin t3.

2. Montrer que la fonction ϕ définie sur ]−∞, 2[ par ϕ (t) = 1√
2(2−t)

est une solution

maximale de l’équation y
′

= y3. Même question pour la fonction ψ définie sur

]2,+∞[ par ψ (t) = 1√
2(2−t)

.

3. Considérons le problème de Cauchy





y
′

= t (y + 1)6

y (0) = 1
............(P )

(a) Montrer que le problème (P ) admet une unique solution maximale ϕ définie

sur ]S, T [ .

(b) Montrer que ϕ ∈ C1 (]S, T [) .

(c) Montrer que ϕ est monotone sur [0, T [ .

(d) Montrer que ϕ est positive sur [0, T [ .

Correction

1. Pour f1 : Puisque f1 est la composition de deux fonctions de classe C1

︸ ︷︷ ︸
(0,5pt)

alors f1 ∈ C1
(
R2
)

︸ ︷︷ ︸
(0,5pt)

.

Ainsi elle est localement Lipscitzienne en y sur R2. De même pour f3.

Pour f2 : Soient (t0, y0) ∈ R×R. Soient T0, r0 > 0. Pour tout t ∈ [t0 − T0, t0 + T0]

et y1, y2 ∈ [y0 − r0, y0 + r0] , on a

(0, 75pt)




|f2 (t, y1)− f2 (t, y2)| = |cos (t2 + 1)| ||y1| − |y2|| ≤ |y1 − y2|

car |cos (t2 + 1)| ≤ 1 et ||y1| − |y2|| ≤ |y1 − y2| .
.
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Ainsi, on a montré que

(0, 25pt)





∀ (t0, y0) ∈ R× R,∃T0, r0 > 0, ∃k = 1 > 0 :

∀t ∈ [t0 − T0, t0 + T0] , ∀y1, y2 ∈ [y0 − r0, y0 + r0] :

|f2 (t, y1)− f2 (t, y2)| ≤ k |y1 − y2|

.

Ceci implique que f2 est localement Lipscitzienne en y sur R2. De même pour f4.

2. Pour tout t ∈ ]−∞, 2[ , on a

(0, 5pt)





ϕ
′

(t) =
(
(2 (2− t))−

1

2

)′
= −1

2
(−2) (2 (2− t))−

3

2 = (2 (2− t))−
3

2 ,

ϕ3 =

(
1√
2(2−t)

)3
= (2 (2− t))

−3
2 .

Ainsi, pour tout t ∈ J, on a ϕ
′

(t) = ϕ3 (t)︸ ︷︷ ︸
(0,25pt)

. Ainsi, ϕ est une solution de y
′

= y3︸ ︷︷ ︸
(0,25pt)

.

Puisque lim
t
<−→2

ϕ (t) = lim
t
<−→2

1√
2 (2− t)

= +∞
︸ ︷︷ ︸

(0,5pt)

(limite n’existe pas) alors ϕ est maximale sur ]−∞︸ ︷︷
(0,5pt)

De même pour ψ.

3. Le problème (P ) est un problème de Cauchy sous la forme





y
′

= f (t, y)

y (t0) = y0
avec f

est une fonction définie sur I ×Ω = R×R = R2 par f (t, y) := t (y + 1)6. t0 = 0 et

y0 = 1.

(a) On a

*f est continue sur R2︸ ︷︷ ︸
(0,25pt)

car c’est le produit de deux fonctions continues sur R2︸ ︷︷ ︸
(0,25pt)

.

** f est localement Lipschitzienne en y sur R2︸ ︷︷ ︸
(0,25pt)

car f ∈ C1
(
R2
)

︸ ︷︷ ︸
(0,25pt)

.

*** (t0, y0) = (0, 1) ∈ R2.

Alors, le problème (P ) admet une unique solution maximale ϕ définie sur un

intervalle J . En plus, J = ]S, T [
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(b) ϕ ∈ C1 (]S, T [) car f ∈ C0
(
R2
)

︸ ︷︷ ︸
(1pt)

.

(c) On a ϕ
′

= t (ϕ + 1)6 ≥ 0 sur [0, T [︸ ︷︷ ︸
(0,5pt)

alors ϕ est croissante sur [0, T [︸ ︷︷ ︸
(0,5pt)

ainsi elle

est monotone.

(d) Soit t ∈ [0, T [ alors t ≥ 0. Puisque ϕ est croissante sur [0, T [︸ ︷︷ ︸
(0,5pt)

alors ϕ (t) ≥ ϕ (0) = 1︸ ︷︷ ︸
(0,5pt)

.

Ainsi ϕ ≥ 0 sur [0, T [ .

198



QUELQUES TYPE DE QUESTIONS

Equations du premier ordre

1. Montrer que la fonction f est localement Lipschitzienne, par rapport à y uniformé-

ment par rapport à t, sur I × Ω.

2. Montrer que la fonction f n’est pas localement Lipschitzienne, par rapport à y

uniformément par rapport à t, sur I × Ω.

3. La fonction f est elle localement Lipschitzienne en y.

4. Utiliser le théorème de Cauchy Lipschitz pour démontrer que la fonction f n’est

pas localement Lipschitzienne, par rapport à y uniformément par rapport à t, sur

I × Ω..

5. Résoudre l’équation différentielle F
(

t, y, y
′

, · · · , y(n)
)

= 0. (Pour répondre

à ce type de question, on trouve la classe où cette équation appartient puis on utilise

la méthode de résolution relative à cette classe).

6. Montrer que les hypothèses de Cauchy Lipschitz sont satisfaites.

7. Etudier l’existence et l’unicité de la solution maximale y de l’équation y
′

= f (t, y)

qui vérifie y (t0) = y0.

8. Justifier l’existence et l’unicité de la solution maximale unique y de y
′

= f (t, y)

qui vérifie y (t0) = y0.

9. Montrer que le problème de Cauchy





y
′

= f (t, y) ,

y (t0) = y0.
admet une solution locale.

10. Montrer que le problème de Cauchy





y
′

= f (t, y) ,

y (t0) = y0.
admet une unique solution

maximale.

11. Montrer que le problème de Cauchy





y
′

= f (t, y) ,

y (t0) = y0.
admet une solution globale

unique.
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12. Montrer que la solution de





y
′

= f (t, y) ,

y (t0) = y0.
est globale.

13. Montrer que toutes les solutions de y
′

= f (t, y) sont globales.

14. Montrer que y est une solution sur J de l’équation y
′

= f (t, y).

15. Montrer que y est une solution sur J du problème de Cauchy





y
′

= f (t, y) ,

y (t0) = y0.

16. Soit y une solution sur J de l’équation y
′

= f (t, y) . Montrer que y est une fonction

continue sur J.

17. Soit y une solution sur J de l’équation y
′

= f (t, y) . Montrer que y est une fonction

de classe Cm (J) . Ici m ∈ N∗.

18. Est ce que la fonction y est une solution maximale de l’équation y
′

= f (t, y) .

19. Montrer que l’intervalle de définition J de la solution maximale de l’équation y
′

=

f (t, y) est de la forme ]−T, T [.

20. Montrer que la solution est croissante (décroissante).

21. Montrer que la solution est positive (négative).

22. Montrer que la solution est impaire (paire).

23. Soit y une solution maximale définie sur ]S, T [ . Montrer que T = +∞.

24. Soit y une solution maximale définie sur ]S, T [ . Montrer que T est fini.

25. Soit y une solution maximale définie sur ]S,+∞[ . Montrer que lim
t−→+∞

ϕ (t) existe

et vaut à zéro.

26. Soit y une solution maximale définie sur ]S, T [ . Montrer que lim
t
<−→T

y (t) = +∞.

Systèmes linéaires à coefficients variables

1. Ecrire le système sous la forme Y
′

= A (t) Y.

2. Calculer la résolvante du système Y
′

= A (t) Y.

3. Montrer que {Y1, Y2, ..., Yn} est un système fondamental de solutions de Y
′

=

A (t)Y .
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4. Trouver SH l’ensemble de toutes les solutions du système Y
′

= A (t) Y ;

5. Soit D (., t0) une fonction matricielle donnée. Montrer R (t, t0) = D (t, t0) pour tout

t, t0 ∈ I.

6. Montrer que la matrice M est une matrice fondamentale de Y
′

= A (t) Y. Donner

une autre matrice fondamentale pour ce système.

7. Déterminer la solution (générale) du système Y
′

= A (t) Y .

8. Déterminer la solution (générale) du système Y
′

= A (t) Y + B (t).

9. Déterminer la solution du système





Y
′

= A (t) Y,

Y (t0) = Y0.

10. Déterminer la solution du système :





Y
′

= A (t)Y + B (t) ,

Y (t0) = Y0.

Systèmes linéaires à coefficients constants

1. Calculer l’exponentielle de la matrice A.

2. Déterminer la matrice résolvante du système Y
′

= AY .

3. Déterminer un système fondamental du système Y
′

= AY .

4. Déterminer une matrice fondamentale du système Y
′

= AY .

5. En utilisant la méthode de l”exponentielle, trouver la solution générale du système

Y
′

= AY.

6. En utilisant l’approche spectrale, trouver la solution générale du système Y
′

= AY.

7. En utilisant la méthode de l’exponentielle de matrice sur le système homogène,

résoudre le système Y
′

= AY + B (t).

8. En utilisant la méthode spectrale sur le système homogène, résoudre le système

Y
′

= AY + B (t) .

9. Déterminer la solution (générale) du système Y
′

= AY .

10. Déterminer la solution (générale) du système Y
′

= AY + B (t).
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11. Déterminer la solution du système





Y
′

= AY,

Y (t0) = Y0.

12. Déterminer la solution du système





Y
′

= AY + B (t) ,

Y (t0) = Y0.

13. Montrer que Y est la solution de Y
′

= AY.

14. Montrer que Y est une solution de





Y
′

= AY,

Y (t0) = Y0.
.

Stabilité

1. Trouver les points d’équilibre de X ′ = f (X).

2. Etudier la stabilité de l’origine (des points d’équilibre) du système X ′ = f (X) .

3. Etudier la stabilité du système X ′ = f (X) .

4. Utiliser la méthode de la fonction de Liapunov pour étudier la stabilité du système

X ′ = f (X).

5. Utiliser la méthode de linéairisation pour étudier la stabilité du système X ′ =

f (X) .

6. Utiliser la méthode de la fonction de Liapunov pour étudier la stabilité de l’origine

(des points d’équilibre) du système X ′ = f (X).

7. Utiliser la méthode de linéairisation pour étudier la stabilité de l’origine (des points

d’équilibre) du système X ′ = f (X)

8. Etudier la stabilité du système X ′ = AX.
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