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 :مقدمة

دأأنا بسرد ــــــحيث بتحتوي ىذه المطبوعة على دروس الس نة الأولى بيولوجيا في مادة الرياضيات، 

بتقديم مفاىيم اساس ية حــــول الدوال قدمنا  و من ثم الس نة، ىاتولة يبعض المفاىيم التي سترافقنا ط 

ختمـــــــنا بباب التكــــــاملات العددية من اش تقاق و اس تمرارية و كذا أأهم التطبيقات لهما، و من ثم 

 العددية،

و نشير ىنا أأننا اعتمدنا في الأمثلة و التمارين على بعض البكالوريا و كــــــذا بعض تمارين امتحــــانات 

 مقترحة
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:ؽامة مـــــراجـــــؾــــة  
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 حول امؾلاكات المثوثَة:                                   
  

   :الدائرة المثوثَةّ    

وسمي كل دائرة  C مزودة بــــــــــــــــــمؾلم( ; ; )O I J ا  طول  بالدائرة المثوثَةّ،وحدة ، و موجـــــــــــــــــــــــــــِة  1هصف كطرُ

 و كد  اصطوح أ ن الاتجاٍ المؾاهس مؾـــــــــــــــــــلارب امساؽة ُو الاتجاٍ الموجب، لاحظ امشكل:

   

): محور                   )tg   J محور cot g  

                                                         

 I   O 
)cos:محور                 )         محور :sin( )  

 

)cos: من الدائرة المثوثَة ) ،لى اموثـــــــر  وس بة المجاور ا 

                    sin( )  ،وس بة الملابل ا لى اموثــــــر 

                     ( )tg   أ و وس بةوس بة الملابل ا لى المجـــــاور (sin( ) ا لىcos( ))، 

                     cot g  أ و وس بة ابلـــــالملا لى  اوروس بة المج (cos( ) ا لىsin( ))، 

1أ مكن نخابة: نذلك  cos 1 , 1 sin 1         من أ جل ؽدد حلِلي. 

  
 :جِب و جِب تمام أ هم امزوايا امشِيرة
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 و امؾكس: sin ا لى cos بؾض امخحولات من
 ملاحغة المثور املائم في امشكل الملابل يمكن أ ن هبين ببساطة:ؼيد 
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        و نذمـــــم:  
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                                     المثوثَّة:أ رباع الدائرة   
  

  امربػ امثاني    امربػ ال ول                                    

                                                          

  امربػ امثامر    امربػ امرابػ                                                       

                                                                           
 :ُاثَ الدائرة أ مكن نخابةمن و 

cos( ) cos( )

sin( ) sin( )

cos( ) cos( )

sin( ) sin( )

  

  

  

  

  

 

  

  

                    ،    cos cos '     ًؾني 
' 2

' 2
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                sin sin '      ًؾني 
' 2

' 2

k

k

  

   

 


  
                  

             
   

   

cos 2 cos

sin 2 sin

x k x

x k x





 

 
                            tg tg       ًؾني        k    

                                                                          cotg cotg       ًؾني      k    ، :حِر  k  

                             

 

  

cos و sin : خين       مجموع زاوً

cos( ) cos( )cos( ) sin( )sin( )

cos( ) cos( )cos( ) sin( )sin( )

sin( ) sin( )cos( ) cos( )sin( )

sin( ) sin( )cos( ) cos( )sin( )

     

     

     

     

  

  

  

  

 . * 

في حالة:  :حكون امؾلاكات المِـــــمّة 

     

     

2 2cos 2 cos sin

sin 2 2sin cos

  

  

 


، 

2و هون: 2cos ( ) sin ( ) 1  2، و بكذابةcos ( )  2بدلالةsin ( ) 2ثم نخابة امسابلة في ُذٍ امؾلاكةsin ( ) 2ةـــــبدلامcos ( ) 

نجد امؾلاكذين:
2

2

cos(2 ) 2cos ( ) 1

cos(2 ) 1 2sin ( )

 

 

 

 
 ، 

 

ل الجداء ا لى مجموع:   تحوً

من  * و بوضػa   وb      (لاحظ أ ن,
2 2

a b a b
 

 
 ) 

         
1 1

cos cos cos cos , sin sin cos cos
2 2 2 2 2 2

a b a b a b a b
a b b a

          
            

       
 

         
1 1

sin cos sin sin , cos sin sin sin
2 2 2 2 2 2

a b a b a b a b
a b a b
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 حول الدوال امؾددًة: 
 جســــــــــــــمى دامــــة،  من بؾٌــــــــــــــصر ؽلى ال نـــــــــــــثر  من حربط ؼيصرا كل صلة   :ثؾرًف دالة  أ (       

 ،صورة امسابلة  و  سابلة أ و لاحلة هدؼو :                              

 ،و ىرمــــــــــــز مِا بــ:  امتي مِا صور جسمى مجموؽة ثــــــــــــــــــؾرًف الدالة  امسوابق ب( مجموؽة ثؾرًف الدالة:      

طُو الميحنى المشكل من اميل اهتمثَل امبَاني نلدالة ج(        ;M x y و ىرمز له ؽادة بـــ:    ر:حِــــ، 

مَم ميزات يمكن أ ن د (        بها بؾض الدوال:  ثخصف ا 

 في مؾلم مذؾامد و مذجاوس:  ، و تمثَوِا امبَاني دالة مؾرّفة ؽلى               

 (1)لاحظ امشكل  :محور امخياعر ¤

 (1   مؾياٍمحور ثياعر     هلول أ ن ' 2 , ' fx x a x x D                                ، 

                                         2 ) () 

                                                                       امخفسير امِيدسي: 

 مذياعر بامًس بة نومس خليم هلول أ ن الميحنى

 1امشكل                                                                                                                   

 ( 2)لاحظ امشكل :  مرنز امخياعر ¤ 

 ، (1 مؾياٍمرنز ثياعر    هلول أ ن 

              2)  ()،                           

                                                                     امخفسير امِيدسي:  

 مذياعر بامًس بة نويلطة هلول أ ن الميحنى 
                                                                                             

                                                                                                                                                                                                                                  2امشكل                                                                                                 

  :)شفؾَة دالة( نحامخان خاصخا

 الدالة امزوجِةّ:  -

 ،من  ٍكون من   من أ جل كل (1    مؾياٍدالة زوجِةّ       

                       2)  ، 
زبات ثان نلدالة امزوجِةّ(، اٍكون بَان الدالة امزوجِةّ مذياعر  - امخفسير امِيدسي :         بامًس بة لمحور امتراثُب )ُذا ا 

 ، من ٍكون من من أ جل كل (1   مؾياٍدالة فردًةّ    الدالة امفردًةّ:  -

                                          2 ) ، 

زبات ثان نلدالة امفردًةّ(،  امفردًةّ مذياعرا بامًس بة نومبدا   ٍكون بَان الدالة - امخفسير امِيدسي :  )ُذا ا 

       ملاحغة : 

  .شفؾَة هلول الدالةو ، فلط امثانيامخأ ند من امشـرط  مُسو  مؾا شرطينام  منزوجِةّ أ و فردًةّ يجب امخأ ند ما أ ن دالة لا زبات لاحظ أ هَ  
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 الدوال الدورًة:

q*، وIالمؾرفة ؽلى المجال fمخكن الدالة   ، 

xٍكون Iمن xمن أ جل كل ؽدد حلِلي q I :و تحلق ، 

   f x q f x  هلول أ ن الدالة ،f دورًة و وسميq دورة نلدالةf، 

ن وجد  امؾلاكة امسابلة.موجب تماما يحلق ؽدد حلِلي  أ صغر  'و ؽادة ٌسمى دورُا 'ا 

 

 :ثوضَحي لدوال دورًة لا ثلبل دورا مثال

مَم الدالة امؾددًة بــ:   المؾرفة ؽلى ا  
0 ;

1 ;

x
x

x



 

 
، 

xمَكن 1*:  من أ جل
,q n

n
   ن:لدًيا الحامخا 

*x  ح أ نــــــن امواضــــــــم
1

x
n

   :أ ي 
1

0x x
n

 
 

   
 

، 

*x   من امواضح أ ن
1

x
n

    :أ ي 
1

1x x
n

 
 

   
 

، 

لاصةـــــــــالي الخـــــــــو بامذ 
1

x x
n

 
 

  
 

 ،xليـمن أ جل كل ؽدد حلِ 

و بامخالي
1

n
 ، و بامخالي لا وجود نلدور. من امشكل امسابق ٍكون ُو ال صغر ، و هلاحظ أ هَ لا ًوجد ؽدددورة نلدالة  

 

  :امتي نثر اس خؾمامِا بؾض الدوال

 ،  مػ  بــــ:  : هي ثلك الدالة المؾرّفة ؽلىدالة نثير الحدود -

1و  2 1 0, , , , ,n n na a a a a  من، 

 "كطؾا مكافئ"و مٌحنى كل منها ًدؼى:  ،درجة نثير الحدود nو وسمي

 نثير حدود،  دامخا  حِر: هي كل دالة حكذب ؽلى امشكل: الدالة امياطلة: -

 مؾدومة، ل الدالةما ؽدا امليم امتي تجؾ و هي مؾرّفة ؽلى

 تام،  اؾـــــــــــــدالة مُست مرب  حِر:  هي ثلك الدالة امتي حكذب ؽلى امشكل:الدالة امصماء:  -

 ذات ا شارة سامبة تماما،  الدالة ما ؽدا امليم امتي تجؾل وهي مؾرّفة ؽلى

cosx، بــ نحو المجال هي الدالة المؾرفة ؽلى :امــــــدالة - x و هي دورًة ودورُا، 

sinx، بــنحو المجال هي الدالة المؾرفة ؽلى: امــــــدالة - x ُاـو هي دورًة ودور. 

 

 

  ملاحغة:

 ذٍ امس ية.ـــأ و دوال أ خرى سٌـــخؾرض مِا ُ؟( هصادف بؾض الدوال امتي ثدشكل من مـزج نلدوال امسابلة )حرهَب دواليمكن أ ن 
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    َبة: ـالدوال امرث 

 ،من Iدالة مؾرفة ؽلى مجال مخكن       

مؾياٍ من أ جل كل Iمن 1Iدالة متزاًدة تماما ؽلى جزء  -
1 2,x x 1منI :ٍكون  *مثلا، 

1من أ جل كل  *أ و 2,x x 1منI مخخوفين ، 

مؾياٍ من أ جل كل  Iمن 2Iدالة مذياكصة تماما ؽلى جزء  - 
1 2,x x 2منI :ٍكون  *مثلا، 

1من أ جل كل  *أ و 2,x x 2منI مخخوفين، 

ذا كاهت "الة رثُبة تماما"الد و هلول:   "متزاًدة تماما" أ و "مذياكصة تماما"، ا 

 ،ٍكون  مثلا: مؾياٍ من أ جل كل  Iمن 3Iدالة ثابخة ؽلى جزء  -

ذا كاهت المخباًيات  رثُبة(. امسابلة مِــــــست تامة هــــــــلول أ ن الدالة )ا 

 

 حرهَب دامخين:

 ،دائرة  و هلرأ : و امتي سنرمز مِا بــ   حرهَب ، في fDمن Jمؾرفة من ، ونحو دالة مؾرفة من 

 ،بــ: في هي ثلك الدالة المؾرفة من 

 لاحظ ُذا المخطط:

 
 

      

 

 

 مهمة نوليمة المطولة:خواص 

,a b 0، وؽددان حلِلِان أ و ؼبارتان جبًرخانr: 

 *a b      ٍاتحاد"   ًؾني    "أ و"           مؾيا." 

 

*a b a b    أ و   a b a b  ، 

 *a b a b    أ وa b a b  ، 

*x r ٍمؾيا ;x r r ، 

*x r ٍمؾيا   ; ;x r r    . 
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 : امـــــدرس ال ول

أ و   حيث: دامتين مؼرفتين في حوار gو fمتكن      أ ي (    أ و ) 

 اهنهايات و الدع:

ذا كان:  • ا    lim , lim
x x

f x a g x b
  

      :فا ن        lim lim lim
x x x

f x g x f x g x a b
    

     

ذا كان:  • ا    lim , lim
x x

f x g x b
  

     :فا ن        lim lim lim
x x x

f x g x f x g x b
    

     

ذا كان: •  ا    lim , lim
x x

f x g x
  

    :فا ن         lim lim lim
x x x

f x g x f x g x
    

     

ذا كان: •  ا    lim , lim
x x

f x g x
  

    :فا ن         lim lim lim
x x x

f x g x f x g x
    

     

ذا كان: • ا    lim , lim
x x

f x g x
  

     :فا ن     1 lim lim
x x

f x g x
  

           

لا يمكٌيا ثؼيين)                        lim
x

f x g x


 )دون تحر أ كثر في ُذٍ الحالة 

 اهنهايات و امضرب:

ذا كان:  • ا    lim , lim
x x

f x a g x b
  

      :فا ن        lim lim lim
x x x

f x g x f x g x a b
    

     

ذا كان:  • ا     *lim , lim
x x

f x g x b
  

     :فا ن 

ذا كان:  •  ،ا ن: ـــــف  ا 

 دون تحر أ كثر في ُذٍ الحالة( ) لا يمكٌيا ثؼيين                    

ذا كان: •  الا شارات( راػات،)مع م فا ن:  ا 

 اهنهايات و املسمة:

ذا كان:  •  فا ن:   ا 

ذا كان:  •  فا ن:   ا 

                              أ و  1يز حامتين:نم

أ و    2 
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lim , 0

lim 0

x

x

x

f xf x a
a

g x g x













 
     

 
 

ذا كان: •  ا    lim , lim
x x

f x a g x
  

   :فا ن  

ذا كان:  •  فا ن:   ا 

ذا كان: •     ا ن:ـــــــف ا 

 (دون تحر أ كثر في الحامتين اهنهاية لا يمكٌيا ثؼيين)                  

 

        lim lim lim
x x x

f x g x f x g x b
    

    

   lim , lim 0
x x

f x g x
  

      2 lim lim 0
x x

f x g x
  

 

    lim
x

f x g x




   lim , lim
x x

f x g x
  

         lim lim lim
x x x

f x g x f x g x
    

   

    *lim , lim
x x

f x a g x b
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lim
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x

x

f xf x a

g x g x b













 
   

 

   *lim , lim 0
x x

f x a g x
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g x g x
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x x

f x g x
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أ و كميات غير محددة و هوخصِا بــن ــــــــــــدم امتؼييـــــــــبحالات غ وسمي 
 

 ، 

 ،"يينـــ ة ػدم امتؼ ـــــــــــحام"ارا نوؼبارة ـــــاختص "ع ت ح "امسابلة ىكتب امكميات ال ربعية ػلى أ حد ا أ جياء حساب اهنهاــفا ذا تحصوٌ

 يجب ػوييا سلك س بل أ خرى متؼيين اهنهاية، هذكر ػلى سبيل المثال لا الحصر: و 

وف ــــــــأ و هغير المتغير و سرس، لاحغ امتعبيق في أ خر الد .المرافق )مثلا: ملاحظة ػامل مشترك أ و اس تؼمالثغيير شكل الدالة  -

 ،(و سوف وس تؼموِا في مسائل كادمة 88صفحة  20وشاُد مثلا ُذٍ امعريلة في اهتمرين 

  ،(108 ــــةـصفحـــ 20 ريـــــنلاحـــــــــــــغ اهتم ل لاحقــــــــــسًتؼرف ػلى ُذا المفِوم في فص) اقـــــــالاش تلمفِــــــــــــــــوم  –

 أ و: –

 وا::الخ      

 غيدئــذ:  مع أ ي: دالة كثير حدود  (1   lim lim n

n
x x

f x a x
 


 

n*حيث  ، 

 ،ل ن: 

(،*من mو n)حيث ذ:ــغيدئ مع  ة ناظلة أ ي:ـــدام ( 0
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 فلط، أ و  ن في حواران محللتالاحغ أ ن الخاصيت 

 أ و امؼكس. ُو: مرافق ثذكر أ ن : 

 

 :تمرين

 حسب اهنهايات امتامية:ا

  

  حل:
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 ، مـــَ أ ي الجذر ال خر ُو: خذر    ، هـــــــــــلوم بدراسة ا شارة الملام 

            

     
               

  

أ ي:
 

 

 ، هؼلم أ ن:

  ح ، ع ، ت 

 

  ح ، ع ، ت المرافق  

 ح ، ع ، ت                           المرافق                       ، ػامل مشترك من امبسط و الملام 

   هنزع رمز امليمة المعولة، و كونمع امؼلم أ ن

 

 ح ، ع ، ت                          المرافق                                ، ػامل مشترك من امبسط و الملام 

   ،ىكتب و كونمع امؼلم أ ن
2 2

2 20

0
lim

0x

x p p

x q q

 
 

 
 

 ح ، ع ، ت                                                                       

  و هي حالة ػدم امتؼيين، مًس تؼمل المرافق لا زاهتها:  
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 ح ، ع ، ت                                                            

 لا زاهتها:و هي حالة ػدم امتؼيين، مًس تؼمل المرافق 
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 الدرس امثاني:
يات خاصة بالحصر:   مبُر

 :في حوار دوالا مؼرفة و ،أ و أ و احليلي اددـــــغنــــميك

ية ال ولى:      المبُر

ذا كان:  •  و:  كريب من من أ خل كل ا 

          ا ن:ـــف  

 . فا ن  أ و        

 

ية امثاهية:     المبُر

ذا كان   فا ن: و كريب من من أ خل كل ا 

 ػدد حليلي. حيث:

 

 حامتان خاصتان:  

فا ن: و •
 

، 

فا ن:و •
 

 .،  ظبؼا المتبايًتان محللتان في حوار 

 

 المس تليمات الملاربة:      

 دالة مؼعاة، غيد حساب اهنهايات مِذٍ الدالة ػلى حدود مجموػة ثؼريفِا، نجد عموما الحالات امتامية:    

 . في حوار مس تليم ملارب أ فلي لميحنى الدالةمؼادلة  ول أ نــــــــــــهل  •

 .نى الدالةــــــــــودي لميحــــــــمس تليم ملارب عممؼادلة  ول أ نـــــــــــهل     •

 و:  •

 ، مع : ػلى امشكل:  أ مكن كتابة **

    ،أ و **  

 .أ و :  و هلصد بــ  .مس تليم ملارب مائل في حوارمؼادلة  هلول أ ن   

و  :مع  lim
x

f x a x b


  

  امفرق: ا شارة ، هلوم بدراسةمس تليمو  لدراسة اموضع امًس بي لميحنى الدالة * 

 الجدول: هًشئ مِذا

   اميلاط امتي ثتغير غيدُا اموضؼية                                      

شارة:    ا 

 واموضع امًس بي مـ فوق أ و تحت أ و يلعع   
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  :الميحييات الملــــــــــــاربة مًس تغل فرصة امتؼرف ػلى المس تليمات الملاربة و هؼرف

ذا كاهت  ،الميحنى الممــثـــــــــــل نلدالة حيث ػلى امشكل:دالة مؼعاة، و اس تعؼيا كتابتها  ا 

 ،الميحنى الممثل مـــ ، معفي حوار ملارب مــ غيدئذ الميحنىو

 

 :3حواب 

ان:       ية امتي هلبوِا دون برُ  من هضعر ا لى حصر دالة أ و غبارة لحساب نهايتها دائما بمجرد ذكر ُاثَ المبُر

يةـــــم  :بُر

   ددية مع:ـــدوال غ  ،  ، أ و ا حليليةتمثل أ ػداد 

ذا كان:  .فا ن  و ا 

 

 ملاحظة:

 أ وردناٍ في الدرس الموالي. ،مفِوم "الاس تمرار" بؼد ثؼرفٌا ػلى، لحساب اهنهايات ةيمن هؼتمد دائما ػلى ُذٍ المبرُ 

 :21 تمرين

 : بــ  دالة ػددية مؼرفة ػلى المجال 

 

 :حيث xمن أ خل كل ػدد حليلي أ هَ بين( 1   

   

 .غيد نهاية اس تًتج( 0   

 حل :

 :(  ميكن1

  أ مكن ضرب المتبايية امسابلـــــــة في و كون  أ ي:  لدييا:

أ ي:  دون ثغيير اتجاٍ المتبايية أ ي: 
2 1 2 1

1 1

x x
f x

x x

 
 

 
 

 .جــــــيتو بتعبيق هظرية الحصر( وستــ أ  ) امسـابلةــايية و من المتبـــ  ( لدييا:0
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 الدرس امثامر

  ثـرًف استمررار دالة ؾيد هلعة:

مََ ام   من مجال مفذوح ، ومن دالة مـرفة ؿلى حزء  مخكن   ليمةثًمري ا 

 (،)أ و أ ي:  مـياٍ مستمرر ؾيد 

  :1 ملاحؼة

 .ؿدد حلِلي(أ ي ) موحــــــــــــــــودة في و ؾيد امليمة مـرفة ا بأ نـــــًوحي مٌُـــذا امخـرًف 

 

                :2حواب 

  

 من امخاريخ:                                                                          :اهيمينثـرًف استمررار دالة ؿلى  

 ًـخبر مفِوم اهنهاًة و الاسذـــــمرار من                                     ٌشمل منمفذوح   دالة مـرفة ؿلى حزء  مخكن

 أ ضـب المفاُيم من حِــــــر ال دراك،                               ،           مـياٍ  مستمرر ؿلى يمين 

 المراحل امتي ؿاشتتها امرياضِـــــــــات  و                               :                                امُسارثـرًف استمررار دالة ؿلى 

ذ  -كبل ؾِد هوشي                                       ٌشمـــل  من زء ــــــــدالة مـرفة ؿلى ح مخكن  شفارحز ثؤند ذلك ا 

 دة كرون  اثَون ًًذؼرون ؾـــػل امرياضَ                           ،          مـياٍ  مستمرر ؿلى ٌسار 

   اف و كافجشكِل ثـرًف شــــ حتى تم                                                                                     :2ملاحؼة

ذا كاهت مستمررة  أ نها مستمررة ؾيد هلول ؿلى دالة  ذا وفلط ا   .11مِذا المفِوم كبل املرن       ، يمين و ٌسار ؿلىا 

  

  :3حواب

  من دالة مـرفة ؿلى مجال مفذوح 

ذا كاهت مستمررة ؾيد  مستمررة ؿلى المجال المفذوح هلول أ ن ذا وفلط ا    مٌَ. كيمة كلا 

 

 :ملاحؼات مهمة

ذا كاهت  هَ ًوخد مجال مفذوح )ؿلى امخوالي ، ومستمررة ؾيد ا  اما موحبة تم حِر ثبلى ٌشمل( فا 

 تحافغ فَِ ؿلى ا شارتها. الدالة داخله ) سامبة تماما داخله(  هلول
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 :1تمرٍن 

 درس استمررارًة الدوال امخامَة ؿلى لٍوؿة ثـرًفِا:ا

 ،دالة ثابخة ؿلى •

 ،دالة نثير حدود مؽ  •

 ،مؽ   •

 مؽ   •

 :حل

 دراسة الاستمررارًة:

 هون الدالة امثابخة حالة خاضة من دالة نثير الحدود ىكذفي بالدراسة:

 و مٌَ:  من aو مَكن  أ ي: دالة نثير حدود •

     1 1

1 0 1 0lim lim n n n n

n n n n
x a x a

f x a x a x a a a a a a f a 

 
 

      ، 

 حسب مفِوم اهنهاًة و الدؽ،                                                  

 ،مؽ امـلم أ ن

 ،مستمررة ؿلى ا ذن

 ،مؽ   •

 ،مستمررة ؿلى  أ ي:   :استخًذاجة يمكن ، من الدائر  مَكن

    

          
  

  

 

 ، ؿلى و بيفس امعرًلة يمكن أ ن هبين استمررار دالة

 : 2 رٍنتم

 ،  ؾيددامخين مـرفذين و مستمررثين مخكن

 بين أ ن:

 ، مستمررة ؾيد  •

 ، مستمررة ؾيد •

 .، ماذا مو كان:  حِر: مستمررة ؾيد   •

 :حل

 ،و  ، أ ي:دامخان  مستمررتان ؾيد 

•، 

 اهنهاًة و الدؽ،حسب مفِوم                                                               

ذن  ،مستمررة ؾيد ا 

f

f
fD 
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   sinf x xfD 
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n n
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•، 

 حسب مفِوم اهنهاًة و امضرب                                                            

 ،مستمررة ؾيد ا ذن

• ، 

 حسب مفِوم اهنهاًة و املسمة،                   

ذا كان:  . ؾيد ةغير مستمرر  اُذا كاف نوحكم أ نهو   غير مـرفة ؾيد حكون الدالة ا 

 :3تمرٍن ثعبَلي 

 ؿلى امخوالي، و  ؾيددامخين مـرفذين و مستمررثين مخكن •

 ،  مستمررة ؾيد بين أ ن       

 من لٍوؿة ثـرًفِا؟ أ ي كيمة دوخد دالة مُست مستمررة ؾيُل ث 

 حل:

 مـياٍ:  مستمررة ؾيد و مـياٍ مستمرر ؾيد  لدًيا:•

يات المذهورة في الدرس  نهاًة الدالةح ــــو ؿوََ ثطب  ،  :2حسب أ حد المبُر

 .مستمررة ؾيد أ ي

 من مـجموؿة ثــــــــــــرًفِا، كيمةظرح ُذا امسؤال من كبل أ سلافٌا و كد اُخدوا ا لى أ مثلة ثبين وحود دوال غير مستمررة ؾيد كل  •

 هأ خذ ؿلى سبِل المثال:

 ، أ و  هـجد:   أ هيا ؾيدما هأ خذ:، هلاحغ  ُذٍ الدالة مـرفة ؿلى   

 ، ، أ ي ل جستخلر ؾيد كيمة(1و 0)مذذبذبة بين امليمخين غير موحودة  مكن اهنهاًة

 ،من كيمةغير مستمررة من أ خل كل  و ُذا كاف نولول أ ن:

ان ان امخعبَلات امسابلة سوف هـمردُا خواضا  "  "جستخـمل في المستخلبل و دون برُ
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  الدرس امرابؽ:

   وشاط:   

مذياكطة تماما ؿلى المجالو و مستمررة، دالة مـرفة  مخكن
 

 ، ، لدًيا المخباًية

 ، حِر: الجزئَة من و مخكن المجموؿة

 بين أ ن ُذٍ المجموؿة غير خامَة، (1

ًٌ  المجال ذهر ؾيصر منا (2  ــل   ، مري ا لىــــــــ

 ،أ ضغر ؿدد ل ًًمري نومجموؿة مَكن (3

ذا كان  أ (      ،أ ضغر ؿدد ل ًًمري نومجموؿة ل ٍكون بين أ هَ ا 

 ل ؿويها،ــذهر امخفسير امِيدسي نويدِجة المحطا و  استخًذج أ ن ب(    

 (،الدالةص ـــــــوحِد في ُذٍ الحالة )ا رشاد: استخـمل ثياك بين أ ن امـدد (4

 أ نخب خلاضة. (5

 

 حل       

ولدًيا المجموؿة:  ، و مـرفة و مستمررة و مذياكطة تماما ؿلى المجال 

  

 غير خامَة، و مٌَ المجموؿة  أ ي:  لدًيا من (1

 ، أ ي:  لدًيا نذلك من (2

ياكطة تماما الدالة مذـــ  هون ا لى ل ًًمري  ، هلاحغ أ ن كل ؾيصر أ نبر منأ ضغر ؿدد ل ًًمري نومجموؿة من ( 3

مَم ُذا امخوضَحؿلى المجال  ،   ،  أ ي:مؽ ، ا 

 ـدالةـــــال ولى امهونها لٍوع دامخين  دالة مستمررة ؿلى المجال ، يمكن ملاحؼة أ ن الدالة هضؽ: أ (    

ا، ومن امفرض ج ــمن الاستمررار وستخًذ  وستخًذج أ ن المستمررة فرضا و امثاهَة الدالة امثابخة و امتي أ زبدٌا استمررارُ

مََأ ه شارتها امسامبة داخله، فغتحا َ ًوخد مجال مفذوح ًًمري ا   با 

 ،ضغر ؾيصر ل ًًمري ا لىأ   و ُذا ثٌــــاكظ هون أ ي:  حِر  يحلق  1cؿدد أ ي وخد 

  ،من أ ( يمكن أ ن وستخًذج ب(   

 ، في اميلعـــــــــة ذات امفاضلة نى الدالةـــــــــــــــًلعؽ مٌح م ذو المـادلةــــــــــــالمستخلِ :دسيــــــــــــامخفسير امٌِ

4)  

و من ثياكص  ،أ ضغر ؾيصر  هون  هلاحغ أ ن  حِر: يخخوف ؿلى  مًستخـمل الخوف و ميفرض وحود  

   ، َ وحداهَة امـددـــــــــــــو مٌ ذا ثياكظ مٌعلي،ــــــــوُ أ ي: ن نخابةـــــــــــأ مك fالدالة

5 ) 

 :خلاضة

 ، ر:حِ ًوخد و وحِد ؿدد حلِلي و دالة مستمررة و مذياكطة تماما ؿلى المجال 

                   

 ؟صحَحة دوما سؤال: ُل خلاضة امًشاط

              

f 2;4   2 3 4f f

A 2;4    2;4 , 3A x f x  

 2;4A

 2;4c A

  3f ccA

  3f c 

cf

f 2;4     * 2 3 4f f

    2;4 , 3A x f x  

 * 2 3f 2 A A

 * 3 4f4 A

c 2;4AcAf

 2;4c 2;4     3f f c 

    3g x f x g 2;4f

  3f c  0g c

cg

1c c 1 0g c 1 3f ccA

  3f c 

3y fc

cc  3f c c cc

   3 3f c f c 3 3c

f 2;4   2 3 4f f 2;4c   3f c 
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مَ حواب: ية: ما   ُاثَ المبُر

 :ية امليم المخوسعةمبرُ 

 ، ؿدد حلِلي محطور بين: و ، و مستمررة ؿلى المجالدالة مـرفة ؿلى المجال 

من  cؾيدئذ ًوخد ؿلى ال كل ؿدد حلِلي ;a b :حِر . 

ان:  مساؿدة نوبُر

ية، هثبتفي امًشاط  المذهورة هفس الخعوات مذبـارثُبة ؿلى كل منها،  ا لى مجالت حزئَة حكون يمكن ثلستيم المجال   ُذٍ المبُر

 

 من امخاريخ:                                                                                              حالة خاضة و مهمة: 

ية امليم المخوسعة من أُ    و المجال مرة ؿلىــــــ، و مسذة ؿلى المجالــــــــــدالة مـرف  مـثـد مبُر

من  cؿلى ال كل ًوخد ;a b  :يات في باب الدوال المستمر                                                حِر  .رةـالمبُر

ية امليم الم اثُ )ًفضل امبـظ جسمَة ٌـــــــفي ح خوسعةَ الحالة بمبُر ن ؿويها في امربؽ ال ول م     ابلة ــــــة امســــــــين المبُر   نــوكد برُ

 املرن امخاسؽ ؾشر من ظـــــــرف                                                                                 . باميلعة المخوسعة( 

 ي  ــامدشتَكي بومزاهو و امفروسي هوش                                                                                                      

يةو يمكن شرح ُذٍ                                                                                           :1ملاحؼة   المــــــــــــبُر

ذا كاهت الدالة   :كامذــــــــالي  -ط ـــــبشكل بسِ –    يا في امًشاط.فا ن الحل ٍكون وحِدا نلٌ لحؼ  رثُبة تماما ؿلى المجال ا 

هَ ل يمكـــــــــــــــن المـــــــــــــرور                                                                                                         ا 

 مــــــــن ضفــــــــــــة نهـــــــــــــــــر                                                                                       : 2 ملاحؼة 

ية امليم الم                ، كافِة و مُست لزمة، بمـنى:                             خوسعةشروط مبُر

 ل أ كدامٌا، وبث        ون ـــــــدون أ ن ٍك، الـــــــلا في المجـــــــــــــح، ادلةــــيمكن أ ن ثلبل المـ

 ذا مــــــــــــــا هــــــــــــــــــبر و ُــــ       ال(،ـمستمررة ؿلى ُذا المج )ظبـا الدالة:    نلٌ وشاُد في امشكل، 

 ــــَ رياضِــــــــــــــــــا بــ:   ـــــــؾٌ                                                                              
ذا                                                                                  ا شارثين دالةـــــــــــأ خـذت امـا 

 مخخوفذين ؾــــــــــيد امليمذــــــــــــــين                                                                       
 ــــا نــفـــــــــــــــــــــــــــــــ،                                                                       

 ُـــــــــــــــــذٍ الدامــــــــــة ثٌـــدم،    لحغ أ ن:                                            
 ال كــــــــــــــــل مــــرةؾـــــــــــلى                    ورغم ذلك:                                                 

   .واحدة في المجال                                                                           
 ثيـدم داخل المجال                                                          

 
:مهمة 3ملاحؼة 

 
 

بـــ   يمكن اسدبدال امشرط   lim lim 0
x a x b

f x f x
 

أ و أ و 

  و ُذا حسب الحاخة في كل تمرٍن. 

                                                                                                         

f ;a b ;a bk   ,f b f a

 f c k

 ;a bf

f ;a b ;a b    0f a f b

  0f c 

f ;a b

  0f x  ,a b

    0f a f b f

 f b

 f a,a b

    0f a f b 

ba ,a b

f ,a b

    0f a f b    lim 0
x a

f x f b


   lim 0
x b

f a f x
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 :4ملاحؼة 

ية امليم الم   ثبين وحود حل دون الحطول ؿلى كيمخَ صراحة و ُذا عموما، لذلك هوجأ  ا لى ظرق ؿدًدة من بُنها: خوسعةمبُر

 ظرق ؿددًة و ثـمرد ؿلى المخخامَات امـددًة،  أ و وستخـمل الآلة الحاستبة امبَاهَة نلٌ ًلً: -( ،2ظرًلة امخيطَف )لحغ امخعبَق  -

 
 

 

            A : رسم بَان الدالة ) 

 : ًؼِر،      ؿلى ال ًلوهة:بامضغط  

 
 ،مثلا نخخار هلوم بكذابة ؾبارة الدالة 

 

 
 

   :نلٌ بامشكل ، فٌحطل ؿلى الميحنى  ثم هضغط ؿلى ال ًلوهة:

 
 

 

 

83Ti

f  3 1f x x x  
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                  B) ثـَين كيمة ملربة نوحل: 

لوهة:   ط ؿلى ال ًلوهة:ــــهضغ   فٌحطل ؿلى:  ، ثم الً 

 
  لحغ امخغير،                                          ميحطل ؿلى:         ؿلى ال ًلوهة:ط ــــــو هضغ

 

  :ميحطل ؿلى    ثم هضغط ؿلى ال ًلوهة:

 

  :فٌحطل ؿلى  : ، ثم هيلر ؿلىهـين فاضلة أ ضغر من : أ و   و باستخـلٌل:

 

   : ؿلىثم هضغط ، و في هفس امشكل  ال خير هـين فاضلة أ نبر من

 ميحطل ؿلى:  : هضغط مرة أ خرى ؿلى اأ خير     

 

 

                              







0.6823278  
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 :10تمرٍن ثعبَلي

:دالة ؿددًة حِر 
 

   

 ،م مذـامد ومذجاوســتمثَوِا امبَاني في مستخو مًسوب ا لى مـو 

 رًف،ـــــلٍوؿة امخـ دودــــــيد ححسب اهنهايات ؾ ا( 1

 جستخًذج؟ماذا ،  حسبا( 2

 .حِر :  هلعة فاضوتها  ؿلى ال كل فيًلعؽ حامل محور امفواضل  ( بين أ ن3

 

 حل:

 ،لدًيا:                                               

 حساب اهنهايات:( 1

• 
 

، 

•، 

•، 

أ و هدرس ا شارة          
2

2x : 

     

    

ما  :بامكذابة( هـني 2  لدًيا:  ، أ و ا 

   
 

2

4
lim 1 lim 0

2x x
f x x

x 

 
          

 

 ، أ و ملارب مائل في حـــــــــــوار الذي مـادمخَ وستخًذج أ ن المستخليم 

 : هلعة فاضوتها  ؿلى ال كل فيًلعؽ حامل محور امفواضل  ( ميبين أ ن3

 ؟حِر: ل ًوخدــــأ ي ُ

ذن:  و  لدًيا:   ، ا 

 ضرب دوال مستمررة ؿلى المجال امسابق،هونها لٍوع و  مستمررة ؿلى المجال هلاحغ أ ن الدالة

ية امليم المخوسعة ًوح  . حِر: ؿلى ال كل دـــــــــــــــــا ذن حسب مبُر

 وحِد؟  اُل الحل المذهور سابل سؤال:

f
2

4
( ) 1

( 2)
f x x

x
  



( )fC( ; , )O i j
 

    lim 1
x

f x x


 

( )fC0x04 3x   

   ; 2 2;fD      

 
 

2

4
lim lim 1

2x x
f x x

x 

 
     

  

 
 

2

4
lim lim 1

2x x
f x x

x 

 
     

  

 
 

2 22 2

4 4
lim lim 1 1

02x x
f x x

x 

 
        

  

2x

 
2

2x 

x x x 

1y x 

( )fC0x

 0 4; 3x    0 0f x 

 
4

4 4 1 2
4

f        
4

3 3 1 2
1

f         3 4 0f f  

f 4; 3 

 0 4; 3x    0 0f x 
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 :20تمرٍن ثعبَلي 

  ،احلِلِ ثلبل حلا وحِدا  بين أ ن المـادلة:*   1

 ،سـخَفي مجال  ؿين حصرا له *  أ (  2

 . ب( ؿين كيمة ثلرًبِة نوحل بدكة     

 حل:

 و و مـرفة و مستمررة ؿلى ،   هضؽ:* 1

 ة أ خرى  ـــــــــــة و من جهُذا من جهــــ ومٌَ:  

 دالة متزاًدة تماما، الدالة،  و مٌَ)الدالة مكـب متزاًدة تماما(  أ ي:    مَكن:

 ـا و وحِــــــــــــــــدا،ـــــــأ ي المـادلة ثلبل حلا حلِلِـــ حِر: ًوخد و وحِد ا ذن حسب هؼرًة امليم المخوسعة 

 الحصر:* ب(  2

ية امليم المخوسعة(، أ ي يمكن أ ن هلاحغ:  )ُذا حسب مبُر

ية امليم المخوســعة(،  أ ي:  و نذلك:  )و ُذا حسب مبُر

 ، المجالول ُذا ـــظ أ ي:  و

 ثذهر:                     

 ، ُو: ظول المجال:                  

  ،  ُو:  مرنز المجال:                 

 ،  ُو: هطف كعر المجال:ظول                  

 أ ي:  ، و  ُو مرنز المجال:
3

; 1
2

 
  
 

 المجال: ُذا و ظول 

 ، المعووب:و مٌَ المجال  

 :ب( كيمة ثلرًبِة نوحل بدكة

 ٌشتركان في رقم  بـد امفاضلة ظبـا في نخابتهلٌ امـشرًة،ِان حلِل  ؿددان صر امسابق حتى هطل ا لى مجال، ظرفاٍهواضل الح

 ،أ ي:   ، و  ُو  مرنز المجال:

 ،أ ي:  ، وُو: مرنز المجال

3 2 0x  

0.5

110

  3 2f x x f   3 3lim lim 2 lim
x x x

f x x x
  

    

   3 3lim lim 2 lim
x x x

f x x x
  

       lim lim 0
x x

f x f x
 



1 2 1 2, ;x x x x 
3 3

1 2x x3 3

1 22 2x x f

  0f  

 0 2 0f  ;0 

 1 1 0f   ; 1  

 2 8 2 6 0f       2; 1   1 2 1   

 ;a bb a

 ;a b
2

a b

 ;a b
2
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 2; 1 
3
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0
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3
; 1

2
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 ،أ ي:  ، و ُو:  مرنز المجال

 ،أ ي:  ، و  ُو:  مرنز المجال

 .أ ي امليمة امخلرًبِة المعووبة هي:

 .و باستخـلٌل الحاستبة امبَاهَة نجد: 

 . "ظرًلة امخيطَف"جسمى ا باستخـلٌل امعرًلة امسابلة و ثلرًبِة نوحل بالدكة امتي ثعوب مٌا، و ُذ يمكن أ ن هـين كيما

مَم امعرًلة بشكلِا امـام:  ا 

ية امليم المخوسعة أ ن الحل يحلق:ميفرض أ هيا بٌُا باستخـلٌل   مرنز المجال امسابق،  ،  هـلم أ نمبُر

 ،جالـذا المــــــــــــلم أ ن ظول ُــــــــــؽ امــــم ، يمكن أ ن هضؽو بملاحؼة ا شارة

 ،جالـلم أ ن ظول ُذا المــــــــــــــمؽ امـ رة نجد: ــــــــــــــم ابلةـــــــــــو بخكرار امـموَة امس

  حلِلِا اثلل أ و جساوي ؿدد ؿلى دكة ؿدد المرات املازمة نوخلستيم حتى نحطل ،يمكن أ ن وستخًذج من كل ُذا

 ، ا أ نـــــــــابق بٌَـــــــــــــ،   مثلا في اهمررٍن امخعبَلي امسمـياٍ:   أ ي: 

 .و بامخالي:  و مٌَ: أ ( أ ي:  – 2امتي يجب املِام بها ملا خابة ؿلى امسؤال  يمكن مـرفة ؿدد المرات

 

 :30تمرٍن ثعبَلي 

  ، :من بحـــــــــــــــــــَر من أ حـــــــــــل نـــــــــــل  :حِر Iدالة مستمررة و مـرفة ؿلى المجال

 . بحَر: من بين أ هَ ًوخد ؿلى ال كل ؿدد حلِلي

 حل :

 ــ  I ال:ـــــو مـرفـــــــــــــــــــــــة ؿلى المج رةـــــــــدالة مستمر  ــبحــــ   ، : من ــلـَر من أ حـــــــــــل نـــــــــ

 هونها لٍوع دامخين مستمررثين ؿلى هفس المجــــــــــــال ، و  رة ؿلى المجـــــــــــــالـــــدامــــة مستمر ،   ؽ:ـــــهض

 أ ي اٍـــــــمـٌ  ا كان:ـــــــــــــــو لم و  أ ي: 

ية امليم المخوسعة ًوخد ؿلى ال كلـــــــــــفحس  ومٌَ أ مكن نخابة: و ؿوََ    ب مبُر

                                                                                                                                     .و . ه . م                     ،                                  :بامخالي و     حِر: 
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 الدرس الخامس:

 وشاط اس خكشافي: 

في امسلوط الحر لجسم ما ٍكون لدًيا:
 

 ، امزمن املازم ملعؽ المسافة المسافة الملعوؿة، و  حِر:

 زمن اموضول، الجاذبَة، و 

 ، ؾيد انوحؼة لعؽ مسافةً، و ًلعؽ الجسم مسافة ؾيد امزمن

 ، و بين انوحؼخين حسب امسرؿة المخوسعةا( 1

 ا؟ـــــــــــدٍ مٌاسبـــــل تجــــــ؟ ُل يمكٌم اكتراح ح ( ُل امسرؿة المخوسعة ثـعَيا ملدار امسرؿة ؾيد انوحؼة2

  ( ل خل ُذا هضؽ:3

 ، بدلالة  حسباب (       

 ؟الــــــــــثـرف دالة ؿلى المج ، كل لماذا1ب مكن ىزع الدمَل  هَفي من امفترت ة( لما كان     

 ثـجدٍ مٌاس با. ب ؾط اسلٌ مــ ؟  دون ب ن ثـعى ميا ؾبارت ؾبارت ج( ُل يمكن الحطول ؿلى     

  

 ثـوَق:                                                                                              حل امًشاط:      

  زمن،هلاحغ ب ن المسافة دالة في امــــــــ                                                          مؽ لدًيا:

 يمكن الحطول ؿلى ُذٍ المـادلة بخعبَق                          :                                                  ( حساة1

   اهين ا سحاق هَوحن المدروسة في امفيزياء.كو                                                                                                

      

 . ا وضفا نوسرؿة في انوــــــــحؼةــــــــو هون الحرنة غير مٌخؼمة، فِيي لا ثـعٌَ امسرؿة المخوسعة في امفترت ( تمثل2

 يمكن اكتراح:

 ة،ـــــــــــــدك انوحؼةد ـــــازداد وضف امســـــــــــــــــــــرؿة ؾٌ  كرًبة من انوحـــــــــــــــــــــــــــــؼة كلــــــــــــلٌ كاهت انوحؼة

 ،و ىرمز مِا بــ "امسرؿة انوحؼَة"و امتي سًسميها  ثـعي امسرؿة ؾيد انوحؼة ( حسب الاكتراح امسابق فا ن3

 : بدلالة ب ( حساة    

 ،يا:ــ لدً 

، و يمكن ملاحؼة ب ن كل لحؼة من امفــترت 1الدمَل ب مكن امخخلً ؾـن و لا يخضؽ ل ي شروط من امفترت هَفِا ة( لما كان  

 و ُذا ًـرف دالة، وحِدتامسابلة ثلابوِا سرؿة لحؼَة 

 ، فِيي ثـذــمد اؾذــــــــــــــلٌدا كلَا ؿويها ك نها جش خق منها،دون ب ن ثـعى ميا ؾبارت ج( من ىتمكن من الحطول ؿلى الدالة  

  الدالة المش خلة،و مِذا وسميها 

 اضل                          ــــسوف هخعرق لمفِوم امخف *                              *مؼِور مفِومي الاش خلاق و امخفاضل االمسائل كاهت دافـمثل ُذٍ 

                                                             مسأ لة ا يجاد امسرؿة مهلٌ كاهت كاهون الحرنة، •ب ي:   
 والي،ـــــــــــــــــالدرس الم في
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 ، "ة ـــــــــــدالة باس خـلٌل دالة ثأ مفِب ي ب ي ثلرًب  "مسأ لة ا يجاد الملٌس لميحنى ما  •و نذلك 

ر ُذٍ المسأ لة  ُو الا خابة ؿلى امسؤال امخالي:** و كد كادث كلخا المسأ مخين ا لى مسأ لة واحدت و حوُ

 دالة مـعات،    سؤال:

 ؟بامًس بة مخغير المخغير دالة ب خرى و امتي وسميها "الدالة المش خلة" و امتي تمثل سرؿة ثغير الدالةُل يمكن ا يجاد 

 

    

 

 من امخاريخ:                                                             ملا خابة ؿلى امسؤال امسابق هـرف:    حواة: 

 ب ول من   د هَوحنــــًـ                                                                                        

 ا ؽ المسأ لة** امسابلة، نلٌ ظرحهـــــــــوض                                                                                امـدد المش خق: 

 ، بطـــــورت  َبًِتزــ م                                       ، ، و وحــــــال مفذــــــــدالة مـرفة ؿلى مج 

 مشابهة في س بـًَِاث و ثماهَاث املــرن             ،موحودت  في مـياٍ كابلة ملاش خلاق ؾيد هلول ب ن 

  و مكن فيرما امسابؽ ؾشر،                             نلٌ ًفضل امبـظ()ب و                

 ا ـــــو غيرهم و باسكال             .ؾيد و ٌسمى امـدد المش خق نلدالة و ىرمز نوـدد المحطل ؿوََ بــ  

 طـــكاهوا كد ب وخدوا في ب واس من امـومـاء                  سؤال: هَف يمكٌيا مشاُدت امـدد المش خق ُيدس َا، )لاحغ الدرس امخالي(

 ادــؾشر كواهين مـَية لا يج املرن امسابؽ                                                                                      ملاحؼة:

ذا  •  x ا من ب خلــكان امخـرًف امسابق محللا  a  ب وx a نثيرت، دوال  مش خلاث   بلةكا هلول ب ن 

 ورـو كد اخذتم هَوحن و مَبًِتز ُذا امخع                                          ؿلى امترثُب، ليمة ام ب و ٌسار ملاش خلاق من يمين  

 ة  ــــــــــة نومش خلـــــفأ دخلا المفاُيم امـام    ار وـــــــــاق من اهيمين و امُســـــــمـياٍ كابلة ملاش خل  اق ؾيدــــــــكابلة ملاش خل • 

 ا وضـــــا امرمــــــوز امتيــكم و امخفاضــل.                                              

 الحسابِــــــة امكثِــــرت، جسِل امـموَاث                                            املابوَة ملاش خلاق ؿلى مجال و الدالة المش خلة ؿوََ:

ذا كبوت الاش خلاق ؾٌ كابلة ملاش خلاق ؿلى المجال المفذوح هلول ب ن الدالة   و ظورا مفِوم و ظرق حساة امخفاضل    د كلـــــــا 

رفاق كل ــــــــــو بامذمٌَ،  هلعة   ورٍ،ـــــل ثعــــــب ؾؼم مراح بوــــــفحتى    د، ـــــق وحِــــــبـدد مشذ الــــمن المج ؿددالي يمكن ا 

   :ب ي هـرف الدالة المش خلة 
 

:f I

x f x

 


                                            لـــــا حســـــاة امخفاضــــوكد اس خخدم    .                                       

 في حل امـدًد من المسائل امِيدسِــة،                                                                                                

 اميلـص زالد ــــــو مل ،ةــــــو المَكاهَكِ   :ملاحؼة

 في امسرد الميعلي الدكِــــق في املــــــرن المجال المغوق مثلااذا هضعر ا لى فذح ــــــــــــعرح نثير مٌا امسؤال امخالي: لمـــــــً 

 .امخاسؽ ؾشر فلط                                                                             ب زياء الاش خلاق؟  

 حواة:
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ح المجالـــــــؾيدُا، وؿوََ وحب فذ خقامتي وش  رة من اميلعة مفِوم ًـتمد ؿلى اميلاط امتي حكون بامل الاش خلاقيمكن ملاحؼة ب ن  

ذا نــــــان ل ن امطورت   ، ب و  مُس مِا مـنى ا 

 

 ابؽ نوملاحؼة:ـــــث

                                                                                    :  الاث خاضة يمكن حرك المجال مغولاو ُذا لا يميؽ من ح

ذا كان محخوى •  كابلة ملاش خلاق،   fفي مجال ب خر حكون فَِ الدالة تماما ا 
ذا كاهت الدالة كابلة ملاش خلاق من ب خل كل هلعة من المجال المفذوح ب و •  . و ؿلى ٌسار ملاش خلاق ؿلى يمين ةو كابوـا 

 

 الاش خلــاكِة :لاكة بــــــــين الاسذــــمرار و امـــــ  

ذ             فِيي مس تمرت ؾيدُا، ليمةكابلة ملاش خلاق ؾيد ام  كاهت الدالة ا 

  ل ن:

   ب ي: مـياٍ كابلة ملاش خلاق ؾيد 

 ب ي: ؾيد المرور ا لى اهنهاًة نجد: :مـياٍ

 .  مس تمرت ؾيد و بامخالي الدالة 

 

 ملووة و حرهَب دوال كابلة ملاش خلاق؟سؤال: ُل يمكن حساة مش خلة لٍوع و خداء و كسمة و 

ية: مَم المبُر  ا 

ية     )الاش خلاق و امـموَاث(:   مبــــــــرُ

 ، ؾيدئذ: دالة كابلة ملاش خلاق ؾيد ، ودامخين كابوخين ملاش خلاق ؾيد  و مخكن

 ، و دــكابلة ملاش خلاق ؾٌ •

 ، و كابلة ملاش خلاق ؾيد  •

 خعي هلول ب ن مؤثر الاش خلاق

 ،و كابلة ملاش خلاق ؾيد •

 ،حِر: و كابلة ملاش خلاق ؾيد •

 ،حِر:   و كابلة ملاش خلاق ؾيد •

 ،و كابلة ملاش خلاق ؾيد •

 

 :31تمرٍن ثعبَلي 

ية امسابلة.ب زب               ت ما جيء بَ في المبُر
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 حـل:

 :كابلة ملاش خلاق ؾيد ، ون ملاش خلاق ؾيددامخان كابوخا و 

  : ؾيد ؿلى الدالةالاش خلاق ثـرًف ؾيد ثعبَق  •

 

  كابوخان ملاش خلاق ؾيد و الدامخين ب ن هون                                                                                     

 ،و كابلة ملاش خلاق ؾيد ب ي:

 :ؾيد ؿلى الدالة الاش خلاق ثـرًفؾيد ثعبَق •

 

 ،كابلة ملاش خلاق ؾيد                                                                                       

 ،و  كابلة ملاش خلاق ؾيد ب ي:

:           ؾيد ؿلى الدالة الاش خلاق ثـرًفؾيد ثعبَق •

 

 

        

                                         

 كابوخان ملاش خلاق ؾيد و الدامخين ب ن هون                                                                                      

  ،مس تمر ؾيد  و                                                                                                              

 ، و مٌَ: دالة كابلة ملاش خلاق ؾيد ب ي:

  ، حِر:ؾيد ؿلى الدالة الاش خلاق ثـرًفؾيد ثعبَق •
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 ،مس تمرت ؾيد، وكابوخان ملاش خلاق ؾيد  ب ن الدامخين هون                                                       

 

 و  ة ملاش خلاق ؾيدــكابو ب ي:

 :، هعبق مش خق حاضل املسمة ؿلى امـــــــدالة لدًيا •

                                             ، 

 :ؾيد هعبؽ امخـرًف ؿلى الدالة •

 

ذا كان  ؾــلى  و  ملاش خلاق ؾيدكابوخين و ، و لما كانؾيد تمس تمر  هون فا ن  هـلم ب هَ ا 

  :ونٍكامخوالي 

 .و  ملاش خلاق ؾيد كابلة الدالة كونحوبامخالي 

 ملاحؼة:

ػِار ؾياصر جساؿدنا نووضول ا لى ا قميا في  ـون مِا مـــــنى،ــــب ب ن ٍكو امتي يجــ ، ا ذ ضربيا فيلمعووةبا 

 ـا، ـــــا ثوػَفِـــــــــــــــثابخة تجـل امًس بة امسابلة مُس مِا مـنى و بامخالي لا يمكٌٌ بساظة يمكن ب ن هلاحغ ب هَ ؾيدما حكون الدالة  

لاحغ المخعط امذـــــــــــالي: ،حكون نذلك ثابخة ا ن امــدالةفي ُاثَ الحالة 

)لاحغ امخعبَق امثاني( دون المرور بحالة انوبس  ب ي: 

 "لاحغ ب ن ُاثَ الحالة لا تمس بـمومِة املاهون المذهور". امسابلة،

  :32تمرٍن ثعبَلي 

 محددا مجال الاش خلاكِة: ب الدالة المش خلة نلدوال امخامَةب حس ،باس خـلٌل امخـرًف

 ،ثابت حلِلي ،................................................ حِر:   •

 ،ؿدد ظبَـي،...........................................   حِر: •

• ............................................................................. ، 

• ....................................................................... ، 

• ........................................................................، 
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 مؽ  تحدًد مجال الاش خلاق:  ، الدوال المش خلةحساة باس خـلٌل امخـرًف 

  د: ــــــاق نجـــــــــف الاش خلــــــــــــؾيد ثعبَق ثـرً ، مَكن •

 ـال الاش خلاقمجب ن كل حسم ثابت مُست له سرؿة، حِر  ،فيزيائَا او ؿوََ مش خق ب ي كمَة ثابخة جساوي امطفر، و ًبدو واضح

  و مٌَ : مَكن •

 

                   

و    ،ُو ب ي مجال الاش خلاق                                                     1nf x n x     1مؽn  

هيها في بـظ   مؽ تمارٍن:امثذهر امـلاكة المِمة امتي نحخاج ا 

• 

  :  لدًيا ثـرًفا:بداًة مَكن

 

 :3ؿلى يمينبلي ب ن هدرس كابوَة الاش خلاق 

 

 ، ، وب ي مجال الاش خلاق             ،3غير كابلة ملاش خلاق ؿلى يمين و بامخالي

 :مَكن •

 

ل                                ،في امباة ال ول راحؽ دساثير امخحوً

  ، وب ي مجال الاش خلاق                                      

 : مَكن •

 

                            

 ، و  ب ي مجال الاش خلاق                          
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 ملاحؼة:

ية و مش خق بـ مكنمن وس خـمل ثـرًف الاش خلاق في كل مرت،   رٍن ــــا ورد في اهتمــثل م ـوفة، م ـــظ الدوال المأ مــــس يـتمد ؿلى المبُر

  لدراسة ا شكامَة رياضَة "من دراسة دوال ... الخ". 2امخعبَلي 

 :33اهتمرٍن امخعبَلي 

 ،ؿلى درس كابوَة اش خلاق الدالةا 

 

 حــــــل:

 هنميز الحالاث امخامَة:  دون رمز امليمة المعولة: نخابة الدالة

  حكون: * 

 ،و   الـكابلة ملاش خلاق ؿلى المج الدالة

  حكون ** 

 ،و  كابلة ملاش خلاق ؿلى المجال الدالة

 :3اق ؾيدـــــــــار كابوَة الاش خلـــــ*** مًس خـمل امخـرًف لاخذب

 

 ،ب ي:

 ،3مُست كابلة ملاش خلاق ؾيد  و مٌَ الدالة

 خلاضة:

 .كابلة ملاش خلاق ؿلى الدالة 
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0 1
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 الدرس امسادس:

ذ س ي    .في ال ذُانظرحها دبادر ب س ئلة ظرحت فَِ، و ب خرى ً جَب ؿلى ُذا الدرس امذداد نلدرس امسابق ا 

 : ما امخفسير امِيدسي ملاش خلـــــــــاق؟ال ولامسؤال  •

 حواة:

،في مس خوي مًسوة ا لى مـلم مذـامد و مذجاوس الميحنى الممثل مِا ، ، والمـرفة ؿلى المجال المفذوح مخكن الدالة

  بــــــــــــور امتراثِـــــــــلمح غير مــــواز اس الميحنى ؾيدــــــــــمم 

               غ امبَان:ـــــلاح  تخخوف ؾن فاضوتها هلعة مذحرنة من 

                    نوميحنى ًـعى بامـلاكة: اظؽـــــــــــــــمِل امل

ذا من جهة امِــــــــــمين ب و امـــــُس  من كللٌ كربيا اميلعة -       ارــوُ

 ــهلاحغ ب ن م   من اكرًب بـــجـل    َل كل كاظؽ ًلترة مـــن مِل                            ـــ

  :رــــــــــــــــــــحِ ب ي: اســــالمم  

          ،المس خليمِــل لم  رمزنا بــ   

      ب خرى لدًيا:ُذا من جهة و من جهة 

ذا حس  وع في الدرس امسابقـــــــــــــــــرًف الموضــــــــــــــب امخـــــــــوُ

 نلدالة ؾيد اميلعة المش خق ؾيدُا. ب ي امـدد المش خق ما ُو ا لا مِل الملٌس

 

 ؟امسؤال امثاني: ُل يمكن ثـَين المـادلة الدٍكارثَة نوملٌس    

 حواة: 

يا في   ، و هـلم اهتماء اميلعةب ي ب مكن نخابة: مساو مــ امخفسير امِيدسي ب ن مِل الملٌسربً 

،ب ي ب مكن ثـَين امثابت   b f a f a a   ةــــامتي ثعوب في تمارٍن مخخوف ؾيد ؾيد امخـوًظ نجد المـادلة اهنهائَة نوملٌس: 

 

 
 

 تمرٍن ثعبَلي:

 :ؾٌـــــــــــــــد اميلعة الحــــــــالاث امخامَة مــــــــــــادلة الممـــــــــــاس نوــــــــــــــــــــــــــدالةب وخد في كل حالة من 

 ،ؾيد  •

 ،ؾيد  •

 ، ؾيد  •
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 .ؾيد  •

 

 

 حــــل:

  ا يجاد مـادلة الملٌس في كل حالة من الحالاث امخامَة: هـلم مما س بق:

 ،   و مٌَ  كابلة ملاش خلاق ؿلى  •

و بامخـوًظ نجد:
 

 

  و مٌَ  كابلة ملاش خلاق ؿلى •

و بامخـوًظ نجد:
 

 

   و مٌَ  كابلة ملاش خلاق ؿلى •

و بامخـوًظ نجد:
 

 

   مٌَ و  كابلة ملاش خلاق ؿلى •

و بامخـوًظ نجد:
 

 

  :ُامة ملاحؼة   

 ،ب منــــــــكرً ر:ـــــحِ  ب ي:  وارـــــــــــفي ح ًـد الملٌس ب حسن ثلرًب نلدالة

 ٌسمى ثلرًبا ثأ مفِا.

صراحة في حين ب ؾعَت ميا مش خلتها و  دون مـرفة ؾبارت ثوحي ميا ُذٍ المساوات امخلرًبِة فكرت رسم بَان ثلرًبي لميحنى الدالة

 ضورت هلعة بواسعتها، 

 "ب ومير ظرًلة"جسمى ُذٍ امعرًلة بـ

 

مَم ُذا   ، حِر: و داهتهـــــــــــــــــــــــــا المش خلـــــــــــــــــــــــة المـرفـــــة ؿلى مخكن الدالة امخوضَح:ا 

وشاء رسم ثلرًبي لميحياُا ؿلى المجال   ،حِر: المعووة ا 

 هدبؽ الخعواث امخامَة:

 "خعوت "مثلا ، و وسمي ُذٍ امليمة  3.5ا لى مجالاث حزئَة ظول كل منها  هلوم بخلس يم المجال •
 هـلم بداًة اميلعة •

 

و  لى الملٌس بسِم بداًخَ اميلعةـــــــــو سوف هـبر ؾ  ىرســــم الملٌس ؾيد اميلعة المـومة من امواضح ب ن مِله •

  )لاحغ امشكل(  و الملٌس المرسوم و امتي ىرمز مِا بــ الذي مـادمخَ نهـــــاًخَ هلعة ثلاظؽ المس خليم
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ذا اؾتمادا الميتمَة ا لى مٌحنى الدالة  من اميلعة  يمكن ملاحؼة كرة اميلعة• المذهورت امخلرًبِــــة ؿلى المساوات ، وُ

 ،نى الدالةــك هيا ؾَيا هلعة ب خرى لميح و ىكون بهذا (1 في حوار 1.5)ل ن  امسابلة في الملاحؼة

 

 ؽ ــــــثلاظــــة ، و هـين هلع ب ي مِله س ؾيد اميلعةلٌثم هـَد هفس امـمل و ُذا برسم المس خليم الموازي نوم •

 م ب ن:ـــــــــــــــــــو امتي تمثل هلعة ب خرى مرسم الميحنى امخلرًبي مؽ امـو مخكن اميلعة الذي مـادمخَ مؽ المس خليمُذا ال خير 

 ،في حوار حِر: 

حِر  حِر:حتى هطل ا لى ب خر هلعةُكذا  7.5f ة ســـــــابلا،ــمحسوبــــ 

 )هفضل امرسم مباشرت دون المرور بالحساباث امسابلة(: حغ امشكل امخاليلا
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 ـــــــــــــــــــان امرسم ب دق.ــوت ضغيرت نــــــط بخط سوس نحطل ؿلى الميحنى امخلرًبي المعووة، كللٌ كاهت الخعــو بامربط بين اميل
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   حالة؟نــل امِيدسي في  خفسيرُل يمكن ب ن هذهر الحالاث امتي حكون فيها الدوال غير كابلة ملاش خلاق، وما ام  امسؤال امثامر: •      

 حواة:      

 غير كابلة ملاش خلــــــــــاق ؾٌـــــــــــــد ُــــــــــــــــــــذٍ امليمة،  fهلول ا ن الدالةاهنهاًة غير مٌتهَة•

  :امخفسير امِيدسي

 امشكل:  نلٌ ًؼِر في، هلعة ثوكفامتي جسمى  ًلبل مماسا موازيا لمحور امتراثُب ؾيد اميلعة ذاث الا حدازَاث مٌحنى الدالة 

 

 

 

 

 

 

  ،  هضعر ا لى تميز الحامخين: :ؾيد حساة اهنهاًة•

 غير كابلة ملاش خلاق ؾيد ُذٍ امليمة،  fهلول الدالة 

  امخفسير امِيدسي: 

                                               اميحو: ؿلى لٌ الدٍكارثَةمـادهته، و ثـعى الميحنى ًلبل هطفي مماسين ؾيد اميلعة
  

ــــــــــــــــة" جسمى اميلعةو   "هلعــــــــــــة زاوً

 غير موحودت: اهنهاًة•

 ،ملاش خلاق ؾيد ُذٍ امليمة غير كــــابلة fالة هلول ب ن الدالةــــــــــــب ي لا جس خلرّ ؾيد كيمة حلِلِةّ، نذلك في ُذٍ الح 

 ة.ــــــــوار ُذٍ اميلعـــــــــــــــــــــفي ح اـــــــــــــــــــــم اتجاُــــــــــــلا تمو مٌحنى الدالة يمكن ثفسير ُذا ُيدس َا: و

 

 ملاحؼة:    

ذ بفضله نحدد الاتجاٍ الذي ٍرثبط بالمٌـــحنى ارثباط وزَلا، و يمكن ب ن  س خًذج من عمويا امسابق ب ن مفِوم الاش خلاق مفِوم ُام خدا، ا 

 باخذطار لا يمكن رسم ب و حتى تخَل مٌحنى دالة غير كابلة ملاش خلاق ؾيد كل هلعة، لاحغ المثال امخالي الذي ًلـرة امفكرت:
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 ، 

 نــــلٌ بٌَـــــا ســابلا غير موحودت :اهنهاًة ل ن الاش خلاق ؾيد امليمةالمس تمرت لا ثلبل  الدالة

 ا لى هلعة ب خرى ل هيا لا هـرف الاتجاٍ الذي يجب ب ن هدبـَ، و لحسن الحغ ؾيد الابخـاد كوَلا  3و بامخالي لا يمكٌيا الاهخلال من اميلعة

 .fيمكن تحدًد الاتجاٍ و بامخالي رسم الميحنى الممثل نلدالة 3اميلعة نؾ

 ؟ما فِل يمكن الاؾتماد ؿوََ لدراسة ثغيراث دالة ،امسؤال امرابؽ: بما ب ن الاش خلاق مرثبط بالاتجاٍ 

 حواة:

مَم ُذٍ الم ية امتي تجَب ؾن ُذا امسؤال:ا   بُر

ية:    مـــــــــبُر

 :دالة كابلة ملاش خلاق ؿلى مجال 

 ،Jمن xمن ب خل كل  مـياٍ من Jجالـــمتزاًدت تماما ؿلى م هلول ب ن •

 ،ل كلـــــمن ب ح  مـياٍ من Kمذياكطة تماما ؿلى المجال هلول ب ن •

 .ل كلـــــــمن ب ح مـياٍ  من Lابخة ؿلى المجالــــــــــــــز هلول ب ن •

ان: مـمحة ؾن  امبُر

 :من Jمتزاًدت تماما ؿلى مجال ميفرض ب ن الدالة

1ب ي من ب خل كل 2,x x منJ  :ل ــل نــمن ب ح مـياٍلاحغ امباة ال ول،   لدًيا

 المثبت، كرًب من 

 ــ، Jمن 1xو ُذا من ب خل كل ؿدد حلِلي ب ي:   ـلِة نولارئ. ـو ُو المعووة، ثترك امبـــ

 ؟*امسؤال الخامس: ما ُو امخفاضل

 حواة:

 امخفــــــــاضل مغة ُو امخغير،       

ب ي: املابوــــــــــــــــــــــة ملاش خلاق ؾــــــــــــــيد سوف وشاُد امخفاضل رياضَا، مخكن الدالة

  ، و مٌَ:حِر: يمكن نخابة:   ،
 

 طورت ُووو يمثل ملدار امخغير، و ًلابل ُذا امخغير ثغير ب خر ن  هضؽ:

 لٌ كان الملداركل اضغير  هلاحغ ب هَ كللٌ كان امخغير ؿلى امشكل: امـلاكةثطبـح 

 :امكمَة و هلطد بامطغر الاكتراة ا لى امطفر، ب ي يمكن امخخلً ؿلى ر مٌَ،ب ضغ

 ضغير. و ُذا من ب خل يمكن نخابة المساوات امخلرًبِة: و بامخالي

 

 ، و ىرمز مِا بــ :  ؾيد بخفاضل الدالة وسمي امكمَة ثـرًف:
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ذن امخفاضل كيمة ثلرًبِة نوخغير  ملاحؼة:               ،ا 

  ب مثلة:

  ،، ب ي:•

•، 

 ترميز مس خـمل في امفيزياء بكثرت(.)ُذا ام   ب ي:  و بامخالي هضؽ الخلاضة:

مَم ام  :ةامِيدس َ رؤًةا 

 لاحغ امشكل:   

 

 

                                                                                                                                                                                                                                                                                      

                                             
                                                                                  

                                                         

                                                                    
 ،مساوي مــ ؾيد لاحغ ب ن مِل الملٌس نلدالة                      

 .، امكمَة المخبلِة تمثل امخفاضل، و مٌَ:و هون ُذٍ امكمَة  ب سرع  في الاكتراة من امطفر من     

 

 ال ولى و امثاهَة:امـلاكة بين المش خلة 

ذاا  ب نها هلعة اهـعاف لميحنى الدالة ذاث امفاضلة هلول ب ن اميلعة     ة ثيـدم مغيرت ا شارتها ؾيدـة امثاهِـــــــــــالمش خل ا 

  يمكن ملاحؼة ُذا بَاهَا:

ذا كاهت ب مِال الملٌساث ب و   ،ســـــــــــــب و امـكثدٌاكص ثم  ثتزاًدفي حوار ُذٍ اميلعة  هلول ب ن مٌحنى دالة ًيـعف ؾيد هلعة ا 

 لاحغ امشكل:

 
ية في امطفحة امسابلة-تارت و موحبة تارت ب خرى ب و امـكس سامبة  و ُذا  مـياٍ ب ن الدالة          .-لاحغ المبُر

 

 :ُامة ملاحؼة
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ذا وخدنا ب /  ، اهـعاف لميحنى الدالة هلعة  فا ن اميلعة ذاث امفاضلة  "في حوار" ؾيد اغير ا شارتهثلم   و  ا 

 اس خوزام فلط، ب / لاحغ ب ن

زباث ب خر موحود هلعة اهـعاالملٌس ؾيد هلعة الاهـعاف ٍكون مختركا نوميحنى ة/   .فًـد ُذا ا 

 

 

 

 خعواث رسم مٌحنى ممثل لدالة:

 ، مِذا هدبؽ المراحل امخامَة:اؿادت رسم بَانه في نهاًة كل دراسة دالة ًعوب

 ود،ـالمـعى، ب و اخذَار امسلم المياسب في حالة ؿدم وضؽ كِ ( امخلِدّ بامسلم1

 اميلاط الخاضة: -رسم –( تحدًد 2

ةّ، هلعة الاهـعاف،  محور امخياػر،  مرنز امخياػر، امليم املطوى،              ..هلعة ثوكف.هلعة امزاوً

 اربة، و الملٌساث،ــــــالمل ث( رسم المس خليما3

 اموضؽ امًس بي. ( مراكبة خدول امخغيراث و4

 

 ملاحؼة:

 ــبها دالة ما في امباة ال ول، و امتي جس خـمل غامبا مخبس َط دراسذ  ثخطفنيا كد ذهرنا بـظ الخواص امتي يمكن ب ن   ر مثلا:ـــِا، هذنــ

0a مخكن الدالة  ،f مـرفة ؿلى المجال  ;a aو هلطد بامرمز ، . ;  ،اوحــــــــــب و مفذ الــــــــون المجال مغوـــ: ا مكاهَة ب ن ٍك.

ذا كاهت الدالة ب / يمكن ب ن هلذصر في الدراسة ؿلى مجال زوحِة: fا  0;a وشاء الميحنى الممثل نلدالة ل ــؿلى ُذا المجال، ىكم، و بـد ا 

 امبلِة بامخياػر بامًس بة لمحور امتراثُب،

ذا كاهت الدالة يمكن ب ن هلذصر في الدراسة ؿلى مجال فردًة: fة/ ا  0;a وشاء الميحنى الممثل نلدالة ؿلى ُذا المجال،  ىكمل ، و بـد ا 

نومبدب   امبلِة بامخياػر بامًس بة 0;0، 

ذا كاهت الدالة وشاء الميحنى الممثل نلدالة ؿلى qيمكن ب ن هلذصر في الدراسة ؿلى مجال ظوله :0qدورًة و دورُا fج/ ا  ، و بـد ا 

 ،qمشابهة نورسم امسابق ظول كل منها ُذا المجال،  ىكمل امبلِة بدوراث

 /،جمخبس َط الدراسة وس خـمل )ب / ب و ة/( و و دورًة  (ة ب و فردًةِزوح )يمكن ب ن حكون الدالة  د/

 

 
 

 0 0f x f 
0x0xf
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 :حـــــــــــول تمـــــــــاريـــــن

 ــــاث، ـــــايــــــــــــــــــِ ـ* امٌ 

 *الاستـــــــــــمراريـــــــــــــة، 

ية امليم المخوسطــــــــة.   *مبُر
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 اهنهاياث:
 :10اهتمرين 

 حسب اهنهاياث امخامية:ا

0) 4
lim

1x

x x

x




 

2) 

3) . 

  :حل

4
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1x

x x

x

 
 

 
  

  حالة غـــــــــــــدم امخؼيين، 

زاهتها:         باس خؼلٌل امؼامل المشترك نجد: ا 

1
4

4
lim lim 4

11
1

x x

x x x

x

x

 




 




 

 

                          حالة غـــــــــــــدم امخؼيين، ثذهر بأن:                                  لأن:

   

 ، و مـــيَ:                                            

 هضـــــــــــع:                       

 

 

3)                                             

 . مؼياٍ:   لأن

 :12اهتمرين 

 حسب اهنهـــــــــــاياث امتـــــــــــامية:ا

    •      •   •    • . 
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 حـــل:

       حساة اهنهاياث:

  )بامراديان( من امربع الأول من بأخل كل  من الدائرت المثوثية يمكن ملاحظة: •

                  ،        :oabو لدييا نذلك من المثوث امكبير بأي:

               ، بأي: و     

 نجد و باس خؼلٌل هظرياث الحصر بجؼل غيد المرور ا لى اهنهاية وس خًتج  و من

 ، ، بأي: نجد"ثترك نولارئ" و بطريلة مماجلة 

 ، 028 ضفحة 12اهتمرين الاش خلاق" لاحظ ملاحظة: يمكن حساة اهنهاية امسابلة باس خؼلٌل مفِوم "

 

• ، 

  امباة الأول، حسب دساثير امخحويل   ،و ُذا بخغيير المخغير بوضع:ولى اهنهاية الأ حسب               

 

• ، 

 ،و ُذا بخغيير المخغير بوضع:ولى اهنهاية الأ               

 

•  

 ــاية:اهنهــــــــــــــــ حكون غٌـــــــــــــــــدئذ من nث:ــــــــــحي هضع   lim cos lim cos 2 1
x n

x n
 

 ، 

ذن اهنه نجد اهنهاية و من بأخل:   ا لى  ساراية ثخؼوق ب ـــــا 

  ، غير موحودت غيدلا جس خلر غيد كيمة و بامخالي اهنهاية  بأي 

 

 

2مثلا بيفس امطريلة باختيار زوايا مٌاس بة ػدم وحود نذلك يمكن بأن هبين •
2
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2

x n


    

 نولارئ". الحساباث "ثتركمرت بأخرى 
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 :13اهتمرين 

 حسب نهاياث الدوال امخامية ػلى حدود لٍوػة امخؼريف:ا

                                                       • 

                                                       •
 

  

                                                       •  

                   •  

                                                       •  

                                                       • 

                  •  

                                                       • 

                                                       •  

 حل:

 حساة اهنهاياث غيد حدود لٍوػة امخؼريف:

•  

 مؼرفة مؼٌــــــــــــــــاٍ:    
2

1 0x   :بأي:   :و بامخالي بأي  

 اهنهاياث:

 

  نثير حدود ػلى نثير حدود و اهنهاية غيد

 

         بأو هدرس ا شارت الملام: 

                          ثلترة من بأهَ غيدما يلترة هلطد بَ     

 من كيم كريبة من امطفــــر و  امكمية           

شارت موح ـحربع فيزدا             بة،د اكترابها من امطفر با 

•
 

  

  َ:ــــو مٌ و بأي: مؼرفة مؼياٍ:  
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 اهنهاياث:

 

غطاء ثفسير ُيدسي مِاثَ اهنهايةيمكن   ، بأو في حوار ملارة بأفلي لميحنى الدالة الذي مؼادمخَ : المس خليما 

شــــــــــــــــــــــــــارت الملــــــــــــــــــــــــــام:ــــــهلــــ   ـــوم بدراســــــــــــــــــــــــــــة ا 

      
     

 غيد ملاحظة الجدول:

 و    

1xالمس خليمين الذين مؼادهتهلٌ وس خًتج بأن  2 وx  مس خليمان ملاربان عموديان مبيان الدالةf . 

•  

 ، مٌـــــــــــــــــــــــــــــَ: و  بأي:  مؼرفــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــة مؼٌــــــــــــــــــــــــاٍ:  

 اهنهاياث:

 

 

 

•  

 ، بأي:  و  بأي:      مؼياٍ:مؼرفة   

 اهنهاياث:

 

 

 

  ا ذن:                                :بدراسة ا شارت

                                                  ، 
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  ا ذن:                             :بدراسة ا شارت

                               ، 

            ، 

•  

 ،و مٌــــــــــــــَ بأي:  بأي: مؼرفة مؼٌــــــــــــــــــاٍ:  

 اهنهاياث:

 

 

• 

ذا محــــــــــــــلق من بأحـــــــــــــــــل كل غــــــــــــدد حليلي مؼرفة مؼياٍ:    ، بأي: xوُ

 اهنهاياث:

 

 

  •، 

 ،  مؼرفة من بأخل كل ػدد حليلي بأي:  

 

 

•، 

   و مٌَ:   بأي: مؼرفة مؼياٍ  

شــــــــــــــارت الملـــــــــــــــــــــــــــــــام: ،  و بأي:  هلـــــــــــــــــوم بدراســـــة ا 

وشــاء  ، بأي: مؼياٍ  و،    بأي: مؼياٍ  لدييا:    دول:الجــــبأي بأمـكن ا 

 هون الدالة الجذرية متزايدت                                  
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 بأو يمكن اس خؼلٌل المرافق بأي:
1

1
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x
x

x


 


1xبأي اشارت     1من اشارتx    0مع مراػاث بأنx ، 

 

 

  :حالة ػدم امخؼيين

 وس خؼمل المرافق:

 

• ، 

 ،   بأي: مؼرفة مؼياٍ  

 اهنهاياث:

 

  حالة ػدم امخؼيين:

زاهتها باس خؼلٌل المرافق:  ، ا 

  حالة ػدم امخؼيين:

زاهته  ، ا:ـا 

 :14اهتمرين 

 :حيث xق من بأخل كل ػدد حليليــــدالة ػددية تحل 

 

  .غيد ما هي نهاية        
 حل:

تحلق: الدالة لما كاهت
 
 ، 0من تماما بأنبر  من بأخل كل 

ـــذا بجؼـــــل  نجـــــد:  غيد المرور ا لى اهنهاية وُ
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 :ثوضيح                                                                                            

 ،(   من بأخل كل  )ُذا لأن:                                                    

 

 :15 اهتمرين

 الملاربة في كل حالة من الحــــــــــــــــــــــالاث امخامية: المس خليماث غيد حدود لٍوػة امخؼريف، مع دراسة حسب نهاية الدالةا

 ، •  و           ،   •

 ، •  و                ،  •

• . 

 حل:

•  ، 

 اهنهاياث:

 

 ،بأو ــــارة له في حواركملـــــ الذي مؼادمخَ يلبـــــــل المس خليم بأي مٌحنى الدالة و لدييا:

 

 ،  ــــارة عمـــــــــــــــــــــــودي لمٌـــــــــــــــــحنى امـــــــــــــــــــــــدالةملــــــــــــــ الذي مؼادمخَ المســـــــــــخليموس خًتج بأن 

• ،، 

 اهنهاياث:

 

 ، مؼادمخَ من امشكل: بأو في حوار مائلا ملاربا يلبل مس خليما بأي مٌحنى الدالة و لدييا:
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 ،يحـــــــــــــــــــــــــنى امــــــــــــــــــــــــــــــدالةلم ملـارة عمــــــــــــــودي  المؼادلة ج من ُاثَ اهنهاية بأن المس خليم ذاوس خًت

• ،، 

 اهنهاياث:

 

 

 ، مؼادمتــــَ من امشكـل: بأو في حوار مائلا ملاربا يلبل مس خليما بأي مٌحنى الدالة و لدييا:

، 

 ،اميلطة من لرةبامييطوق  مٌحنى الدالة

• ، 

 اهنهاياث:

 

   من بأحــــل كل: و هلاحظ بأن: 

1 و
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 ،في حـــــــوار نى الدالةـــــــارة مائـــــــــل لميحـــــمس خليم مل  بأي بأمكن اس خًتاج بأن: 

 

     بدراسة ا شارت الملام: 

        

 ،بأي:  

 ، مس خليم ملارة عمودي لميحنى الدالةمؼادلة  
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   و لدييا:

    

          
         

                    

 ،و من بأخل كل بأي: 

 ،في حــــــــــــــــــــــوار امـــــــــــــــــــــــــــدالةنى ــــــملـــــــــــــــــــارة لميح و مٌَ المس خليم ذو المؼـــــــــادلة

 . ملارة عمودي لميحنى الدالة الذي مؼادمخَ و بامخالي المس خليم و 

 :16اهتمرين 

   مؼرفة نلٌ يلً: دالة ػددية لمخغير حليلي 

 ثؼريفِا،حسب اهنهاياث غيد بأطراف لٍوػة اثم  ( ػين لٍوػة ثؼريف الدالة0

  حيث: ، ، ( بأوخد الأػداد الحليلية2

 

 .ينملارب يلبل مس خليمين بين بأن مٌحنى الدالة         

 
 حل:

 

 ( لٍوػة امخؼريف:0

  و مٌَ  بأي: مؼرفة مؼياٍ: 
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 ( غيد اس خؼلٌل املسمة مثلا:2

                                                        
                                                          

  
         

                                                                                                       

  

1 من  xمن بأخل كل  بأي:

2

 
  
 

، 

 ،و مٌَ: 

ذن: لدييا:  ، في حــــــــــــــــــــــــــــوار مؼادلة مس خليم ملارة مائل لمٌــــــــــــــــــــــحنى الدالة  ، ا 

 . ملارة عمودي لميحنى الدالةهي مؼادلة مس خليم  من اهنهاياث المحسوبة سابلا وس خًتج بأن

 

 من ػولٌء امؼرة:
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 الاس تمرارية:
 :17اهتمرين 

 دالة ػددية مؼرفة نلٌ يلً:   مخكن

 

 .مس تمرت غيد امؼدد حتى حكون الدالة  ػين كيمة   

 حل: 

مؼياٍ: فٌحطل ػلى المؼادلة مؼياٍ  مس تمرت غيد الدالة

 ، 

 بأي غبارت الدالة هي:

 

 :18اهتمرين 

 

  :     المؼرفة بامؼلاكة  امؼددية هؼخبر الدالة

 ،حيث: xل كلـمن بأح ( بين بأن 0

 . دــــــرت غٌـــــــــــــــمس تم  ج بأنــــــــــــــــــ( اس خًت2

 حل:

 عـــــــم و بامخالي  : لدييا  ( ميكن0

، ميحسب اهنهاية:  ( لدييا2 
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بأي:)حسب هظرياث الحصر(  وس خًتج ةمن المخبايية امسابل
 

و مٌَ:
 
 

 .1مس تمــــرت غيد fبأي: الدالة

 

 :19اهتمرين 
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 امؼددية المؼرفة بامؼلاكة: هؼخبر الدالة 
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 حل:

0) 

 

ذن  ،مس تمرت غيد  ا 

 :( ميكن2
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         بأو يمكن الاغتماد ػلى المخبــــاييةa b a b   

 ب هظرياث الحصر(. ـــــــــــ)حس ،لأن:   :نجد غيد امـــــمرور ا لى اهنهـــاية و بجؼـــل

 :01اهتمرين 

 بــ: دالة مؼرفـــــــــــــــــة ػلى 

 

 .مستـــــــمرت غــــــــــــــــــــــــــــلى بين بأن الدالة

 حل:

 نميز الحامخين:

 ،، فِيي مســـــــــــــــــــــــــتمرت ػلى ن مس تمرثين ػلىــدامخي غن خداءغبارت   ، : حكون •

• : 

    :غيد ثطبيق ثؼريف الاس تمرار

 

 ح، ع، ث    ، مس تمرت غيد بأي

 ، مس تمرت ػلى خلاضة:

 :00اهتمرين 

 بــ: دالة مؼرفة ػلى 

، 

  .مس تمرت غيد حتى حكون الدالة ػين كيمة
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 حل:

 غيد اس خؼلٌل ثؼريف الاس تمرار:

اٍـــــــــــــــــمؼٌ افئ:ـــــــــــو ُذا يك مؼياٍ: مس تمرت غيد 

    ،و مٌَ 

 ثطبح غبارت الدالة:

. 

 :02تمرين اه 

  ثــــــؼريف:               
 ،بأو   و ىرمز له بــ:  الذي يحلق: امؼدد امطحيح وسمي الجزء امطحيح نوؼدد الحليلي •    

  مثال:

 : حساة:      

  ػويَ: و             لدييا:  
  : ػويَ  و                          
  :اس خًتاج يمكن بأي  لدييا: من لاحظ من بأخل كل ػدد

      و   ػويَ:                            

   و   ػويَ:                       

كل ػدد و امتي حرفق ب المؼرفة ػلى ، بأي يمكن ثؼريف الدالةاواحد ايمكن ملاحظة بأن كل ػدد حليلي يملك حزء ضـحيح•   

 لجزء امطحيح له، باحليلي 

 ، و اهتمثيل امبياني مِذٍ الدالة ُو:   يكون: من xمن بأخل كل :بأي
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 امخامية: والبأدرس اس تمرارية الد

 ، ػلى (0

 ،ػلى (2

 ،ػلى (3

 ،ػلى (4

 ػلى ( 5

 حل:

 دراسة اس تمرارية الدوال:

 ػلى (0

 ــــل غــــــــــــــــــــــــــدد صحيح،نــــــــرت غيد ــــــــــغير مس تم بأي اــــــلديٌ ميكن •

 لدييا  •

 ،  مس تمرت غيد بأي

 ذمــــــــــــــــــــــــم،ـــــــــــــــــــــد و اهتمثيـــــــــــــــــــــــــــــل امبيــــــــــــــــــــاني امســــــــــــــــــــــــــــــــــــــابق يؤنــــــــــ

 ،ػلى (2

 دون رمز الجزء امطحيح: ىكتب الدالة

   ، فا ن:حيث: ميكن: •

 :الحالاث تمييز وحب و بامخالي بأي: فيكون: 

 و ( فا ن:  بأي:)  بأ( 

 

   و  :فا ن(  :بأي)  ة(

 

 و :فا ن(  :بأي)   ج(

  

 ، املطؼة مٌخطف بأن ثذهر

 ،   و :فا ن(  :بأي)   د(
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 ، و امخالي بأمكن نخابة:

 من امواضح:

 ،لأنها غبـــــارت ػلى دالة جـــــــــــــــــــابخة، حيــــــــــــــــــــث  ػلى كل مجال من امشكل: اس تمرار الدالة •

 ، خطيـــــة، حيــــــــــــــــــــــــثة ــــلأنهــــــــــــــــا دام ػلى كل مجال من امشكل: اس تمرار الدالة و •

و  ميدرس الاس تمرارية غيد
2 1

2

n 
 : 

•: 

 غير مس تمرت غيد كل غـدد صحيح غير مؼــــــــــــــدوم، ا ذن الدالة و  

ا غيد امطفر،  في حين هلاحظ اس تمرارُ

•
2 1

2

n 
: 

   

 من  nحيث  غيد كل ػدد ناطق من امشكل:غير مس تمرت  بأي 

 و امشكل امخالي يوضح ُذا: 

 
 ،ػلى (3

 ن:لدييا الحامخا

 : مع •

 ، مس تمرت غيد  بأي

••: 

 ،و  
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 غير مس تمرت غيد كل ػدد صحيح غير مؼدوم،  ا ذن

 ، غٌـــــــــــــــــد  ــراربأي اس تمــ بأما غيد امطفر فيكون:

 امشكل:لاحظ 

 
 ،ػلى (4

 ن:لدييا الحامخا

 ،: مع •

 ،مس تمرت غيد  بأي

••: 

، 

 ،  مس تمرت ػلى ا ذن الدالة

 

 ،ػلى ( 5

 نميز الحامخين:

 ،خطية "نثير حدود"مس تمرت لأنها  : الدالة•
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•• :   
*

lim 0
x n

f x n f x
 

   غــــــير مس تمرت غيد كل ػدد صحيح غـــير مؼــــــــــــــــــــــــــــــدوم،   بأي 

•••:   
0

lim 0
x

f x f x


   مس تمرت غيد ، بأي ، 

 
 :03اهتمرين 

  مؼلاكة:       با المؼرفة ػلى مخكن الدالة

 ،درس اس تمرارية الدالةا( 0

 . حسب:ا( 2

 حل:

 :اس تمرارية الدالة( دراسة 0

 :الحالاث هنميز ، من بأخل ميكندون رمز الجزء امطحيح:  نخابة الدالة

 ،، بأي:  يكون: •

 بأي:  يكون: •
1

1
1x

 
   

 ،   و مٌَ 

 :بأي :و مٌَ يكون:  و •

       :هوخص بــــــــ

 

 نميز الحالاث امخامية:

ذا كان •  ـــــــــــــدومة،دامــــــــــــــــة مس تمرت غـــــــــــلى ُـــــــــــــــــــــذا المجـــــــــــــــــــال لأنهـــــــــــــــا مؼــــــــ : ا 

ذا كان •  المجــــــــــال لأنهــــــــــــــــــــــــــــا دالة ثــــــــــــــــــــــــآ مفية،ذا ــــــــدالة مس تمرت غـــــــــــــــــــــــــــــلى ُ  : 0xا 
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ذا كان: •  لى ُذا المجال لأنها دالة ثآ مفية،دالة مس تمرت ػ : ا 

ذا كان: •  : ا 

 ، لأخل ُذا نميز الحامخين:0بكفاية من امؼدد  اكريب ميكن امؼدد الحليلي

  :الحالة الأولى

n)هلاحظ بأن حيثيوخد   يكافئ ) 

 متياكطة تماما ػلى المجال امسابق بأمكن نخابة:  و هون   و بامخالي:

  

         بأي:                                              

nبجؼل   و حسب هظرياث الحصر يكون:  نجد:  يكون 

، 

  :الحالة امثاهية

 ( مؼياٍ )هلاحظ بأن حيثيوخد 

 متزايدت تماما ػلى المجال امسابق نجد:  و هون   و بامخالي:

  

 بأي:                                                        

 و حسب هظرياث الحصر يكون:  نجد:  يكون بجؼل 

، 

 .بأي: 

 ،  0 مس تمرت غيد الخلاضة:

 :مــــــــع بلي بأن هـــــــــــدرس الاس تمـــــرارية غٌــــــــد •

 

 .مع غير مس تمرت غيد كل كيمة بأي

 لاحظ امشكل:
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ـــــــــــــــذا من  و  ( 2  امؼبــــــــــــــــارت امسابلة.وُ

 

 :04اهتمرين 

  بــ : مؼرفة ػلى ػددية دالة 

 دون رمز امليمة المطولة، نخبا( 0

 ؟مس تمرت غيد ( ُل2

 .ػلى المجامين: درس اس تمراريةا( 3

 

 حل:

 لدييا :ميكن

 

 :( دراسة اس تمرارية الدالة غيد2

ـــــــا غٌــــــــــدُلٌ،  غير مؼرفة غيد امليمخين:دالة     و ُذا كاف نوحـــــــكم ػلى غــدم اس تمرارُ

 مس تمرت غٌــــــــــــــد امطـــفر،  بأي امـــــــــــــــدالة :بأما غيد

 ،   غــــــــير مس تمرت ػلى المجــــــــــــــــــال ،  بأيغير مس تمرت غيدٍ امتي  ا لى المجال ( هلاحظ اهتماء امؼدد3
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 ،5و يســــــــــــــــــار  2و غــــــــلى يمين  مس تمرت ػلى المجال المفتــــــوح و بامخالي بأي:   •

 :05اهتمرين 

 بــ: المؼرفة ػلى مخكن الدالة

 

 ،ن: ــػلى المجامي الدالة س تمرارا درسبأ بأ( 

 .دــــــــون الدالة مس تمرت غٌــــــحتى حك ة( ػين كيمتي

 

 حل:

 ــو هي غ  حكون ميكن: •بأ(     ػلىينـــــــــين مس تمرثـــــــــــدامت غن ضرةبارت ـــــــ

 ، مس تمرت غــــلى ا ذن

  ػلى دالة ثآ مفية مس تمرتلأنها  رت ػلىــــــــو هي دالة مس تم ونـــــــــــحك ن:ــــــــميك •

 ،و بالأخص غــــلى

 :2مس تمرت غيد  حتى حكون الدالة ة( ثؼيين كيمتي

، لدييامؼياٍ 2مس تمرت غيد   لدييا   
2
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b
f f x




    و

 

 

 :الحامخين وحب تمييز
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 :06اهتمرين 

من المجال و من بأخل كل ػدد حليلي حيث: المس تمرت ػلى المجالمخكن الدالة 0;1: ، 

 .حيث:  من المجال يوخد ػدد حـــليلي بين بأهَ من بأخل كل ػدد طبيؼي

 

 حل:

    حيث: مس تمرت ػلى المجالدالة  

  المجــــــــــــــالمس تمــــرت ػلى  لديٌــــــا:  ع:ــــ، هض نـــــــميك

 و  لأنها حرهيب دوال مس تمرت ػلى هفس المجال، 

 

 حسب المؼطياث، بأي لدييا

 و 

 

ية امليم المخوسطــة يوحــــــــــــــــــــــد  بأي: بأي: حيث حسب مبُر
 

 

 

 و . ه . م

 

 :07اهتمرين 

     و  : بحيـــث  دالة مس تمرت ػلى المجال
 .: بحيـث  من c بين بأهَ يوخد ػدد حليلي •                 

 
 حل:

  هضع:

 و ػلى المجال امسابق لأنها لٍوع دوال مس تمرت  مس تمرت ػلى المجالدالة  

 

 من المؼطياث،                                                            

ية امليم المخوسطة يوخد ػلى الأكل بأي:    بأي حيث: من حسب مبُر

 . مو. ه

 

f 0;1   1 0 0f f x  0f x

 * 1n c 0;1 
1

f c f c
n

 
  

 

f 0;1   1 0 0f f 

 * 1n    
1

g x f x f x
n

 
   

 
g 

1
0;1 0;1

n

 
  

 

   
1 1 1

0 0 0 0g f f f f
n n n

     
          

     

 
1

0;1
n


1
0f

n

 
 
 

 
1 1 1

1 1 1 1 0g f f f
n n n

     
          

     

 *1
0 1 , 1

1 1 1
0 1 0 1 1 1 0

n
n

f
n n n

 

  
     

 

 
1

0 1 0g g
n

 
  

 
 

1
0;1 0;1c

n

 
   
 

  0g c 

 
1

f c f c
n

 
  

 

f ;a b f a ab  2f b b

 ;a b f c bc

   g x f x bx 

g ;a b

        20 , 0g a f a ab g b f b b   

    0g a g bc ;a b  0g c  f c cb



 اهنهاياثتمارين في الاس تمرار و                                                                                                          غبد الحميد كواسمية

 55                                                                                       ' سنة اولى علوم طبيعية 'امؼامة  امرياضياث

 

  :08اهتمرين 
    و   :بحيث  دالة مس تمرت ػلى المجال:

  . بحيث: من بين بأهَ يوخد ػدد حليلي•                

 حل:

 ،هضع

  و و ،ابقـــامسال ـــػلى المج مس تمــرتدوال  لٍوعلأنها  مس تمرت ػلى المجالدالة  

ية امليم المخوسطة يوخد ػلى الأكل  بأي:  ، بأي: حيث:  حسب مبُر

 و . ه . م                   
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 تمارين حــول

 الاشــــــتلـــــــــاكية: 
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 :10 اهتمرين

 حسب الدوال المش تلة نلدوال امتامية :ا

•، 

•، 

• ، 

•. 

 حل:

 حساب الدوال المش تلة:

   و دالة كابلة ملاش تلاق على •

 ،مع:

 ، و دالة كابلة ملاش تلاق على •

 ،مع:  

  و دالة كابلة ملاش تلاق على •

 ،مع:  

  و دالة كابلة ملاش تلاق على •

 ، مع:

 :10اهتمرين 

 حسب اهنهايات امتامية:اباس تعلٌل تعريف الاش تلاق 

 *، 

 *، 

 *، 

*. 
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 حـل:

 ، * لدينا:

مش تلة الدالة  
2

3x x   0عند 

)أ و يمكن اس تعلٌل امطريلة:    
 

2

1 1 1

3 4 3 2 3 2
lim lim lim 5 4

1 1x x x

x x x
x

x x  

     
    

 
) 

 * 

sinxمش تلة الدالة                                 x  1عند 

 كنا كد وجدنا ىاتو اهنهاية في درس اهنهايات،

*، 

cosxمش تلة الدالة  x  2عند 

 *، 

1xمش تلة الدالة   x   0عند  

 ( )أ و وس تعل المرافق:

 :10اهتمرين 

 ؟ 1تلبل الاش تلاق عند   ىل الدالة • 

 

 حل:

 دراسة الاس تمرارية عند امصفر: •

  حالة عدم امتعيين:

 المدروسة سابلة:و لدينا حسب امعلاكات المثوثية 

 ،من xلـــــــــل كــــمن أ ج  و   أ ي: 

 أ ي تصبح اهنهاية: 
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 المعرفة بـ :   هعتبر الدالة

 

 ،1عند   درس اس تمرار الدالةا •
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 ،1 مس تمرة عند  و بامتالي الدالة

 بتطبيق امتعريف  دراسة املابوية ملاش تلاق عند امصفر: •

 

 .1كابلة ملاش تلاق عند أ ي الدالة

 لاحظ اهتمثيل امبياني:

 
 

 :14اهتمرين 

 ، ية المعرفة من أ جل كل عدد حليلي:دامعد هعتبر الدالة

 .0في امنلطة ذات امفاصلة   الدالة ىو مماس لمنحنى   عولٌ أ ن المس تليم الذي معادمتو  و  حدد امعددين

 

 حل:

 :  و تعيين امعددين

 ، أ ي:  و  من معادلة الملٌس أ مكن اس تنتاج:

 . في الختام الدالة المطووبة:  نجد و من
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 :14اهتمرين 

 كلٌ يلً:  المعرفة على امعددية هعتبر الدالة

 

لى معلم متعامد و متجاهـلمنسا المس توي اهتمثيل امبياني ميا في   ،ســوب ا 

 وعة امتعريف،ــــــد حدود أ طراف لٍــــــــــــــات عنـــــــــــــــحسب اهنهايا •

  درس المس تليمات الملاربة،ا •

 ،دالةـــام تغيراتدول ـــــــــلا جـــــــــدرس ا شارتها مشكاو  حسبا •

 ، و وحيدا محصورا بينتلبل حلا  بين أ ن المعادلة •

 ،رسم المس تليمات الملاربة وا •

 

 حل:

 ،و    

     اهنهايات عند ال طراف المفتوحة: •

، 

 

 

 المس تليمات الملاربة: •

 من اهنهايات امسابلة أ مكن كتابة:

 ،مس تليم ملارب عمودي لمنحنى الدالةمعادلة   

 . ، ل ن:و في جوار مس تليم ملارب مائل لمنحنى الدالة معادلة 

: ميكن •

 

دراسة ا شارة      f x: 

شارة ا  f x من ا شارة الجداء : 

 من أ جل كل عدد حليلي أ ي:   عند حساب مميز كثير الحدود من الدرجة امثاهية:
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 و منو جدول امتغيرات:

           

     

                                               

  
                                                    

 ،  و

 دالة مس تمرة و متزايدة تماما على المجال من جدول امتغيرات يمكن أ ن وس تنتج هلاحظ أ ن •

 و   و

 أ ي:

    ،تلبل حلا وحيدا في المجال و منو حسب مبرىنة امليم المتوسطة المعادلة 

 :رسم المس تليمات الملاربة و المنحنى •

 
 

 : 14اهتمرين 

 ،بــ:  معرفة على:عددية دالة  

 ،يشمل امنلطة مماس لمنحنى الدالة 

  أ وجد معادلة الملٌس.                   
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 حل:

 

 طريلة أ ولى:

  ، يشمل امنلطة عند امنلطة  مماس لمنحنى الدالة 

   المساواة امتامية واضحة:

 عند حساب المش تلة:

1xحيث من أ جل كل عدد حليلي :       

                              أ ي:

  

                                       :تعيين معادلة الملٌس عند امنلطة ذات امفاصلة

  أ ي:

 طريلة ثاهية:

 ،أ ي: و  معادلة الملٌس لمنحنى ميكن

 حيــــــــــــــث: ، أ ي منبحــــــــــــث عنمماسا لمنحنى الدالة تعيين فاصلة امنلطة امتي يكون فيها

  

 ،أ و  أ ي: من امواضـح أ ن أ ي تكافئ 

 نميز الحامتين: لدينا:

 أ ي:  نجد و من عند امتعويض:  و  •

 ، نجد و من و منو: 

 ،و هلطة امتماس هي:  أ ي معادلة الملٌس في ىذه الحالة:

 

   نجد و من  عند امتعويض: و •

 f  0 0;x f x 1; 7 

 
 0

0

0

7

1

f x
f x

x





 0f x

x 
   

2 2

3 3 3 2 5

1 1

x x
f x

x x

  
  

 
0x1

     

0

0 00

2 2 2

0 0 0 0

0 0

3 2
7

5 3 2 7 7 51

1 1 1 1

10 0 0

x

x xx

x x x x

x x




  
  

   

  

7

0    0 0 0y f x f  

  : 5 2y x  

  : y ax b  f   1; 7    * 7b a  

 f 0 1x   

   0** f x a 

 **
 

2

5

1
a

x



 

2 5
1x

a
 0a 0

5
1x

a
 0

5
1x

a
  

    0 0;x f x  

0

5
1x

a
  0 0f x ax b 

5
3 5

5
5

a a a b

a



   *

5
3 5

5 7
5

a a

a



 

5 5
3 5 5 7

a a
  

5
10 10 5a

a
   *2b  

  : 5 2y x   0; 2

0

5
1x

a
   0 0f x ax b 

5
3 5

5
5

a a a b

a

 

   



 *

5
3 5

5 7
5

a a

a

 

  





 تمارين في الاش تلاق                                                                                                               عبد الحميد كواسمية

 40                                                                                                    امعامة ' عووم طبيعية س نة أ ولى ' امرياضيات
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 و ىذه المعادلة لا تلبل حوولا.  

 امشكل:لاحظ 
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 ــالدوال ال صلو   :َةـــــــــــــ
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 الدرس ال ول:

 :دـــــــــتمِِ

لى ام   فِب، ثـ ال ول أ ي الدوال امـددًة،فصل هـود ا  رى أ خــ رف دالة ـحِر بٌُب أ ن كل دالة كببلة ملاش خلبق ؿلى مجبل لن لٍوؿة ثـرً

 بلي:ـــــــــؤال امذـــفمن الميعلي أ ن هعرح اما  -ملد كدلٌب ثبٍررا مِذٍ امدامَة  -سمَت بالدالة المش خلة 

 ، Iالمـرفة ؿلى المجبل fمخكن الدالة امـددًة

I:   لن xلــل نــلن أ ح أ ي Iبلـــمجؿلى  fبــلش خلتهثـد  Fُل ثوخد دالة   F x f x ؟ 

 

 ،"ةالدالة ال صلوَ"مِذا اخذير مِب اسم  fأ صلل ػِور الدالة Fثـخبر الدالة

 

 :حوا 

ة ــــواُر المخخوفمبـض امؼ لا، و امتي كويب أ نهب تمثل محبكاةلثل ُذا اماؤال ًؼِر خوَب في لابئل امبحر ؾن حوول لـبدلات ثفبضوَة لث

 وابن، خبصلة في ػل امخوخَ الذي ٌشِدٍ امـبلم نحو امـددًة،امتي ًخـرض مِب الا  

 

ؾعبثَوـــبول امرياضِـة وحــــبثَ ال س ئوـــــل ُــــــبم بامف لمثـــــــبلي أ ؾعي اُتمـــــــوبامذ  بضي،ـل امرًــــبء حوول في با  سمي بامخحوِــــن ا 

مَم بـض  امخـبرًف يبت في ال ومَة ا     فَِ بـض الجواهب في س يوات كبدلة: س يكدشف ُذا امبب  امواسؽ الذي لا شــــم أ هيب و المبُر

          

 الدالة ال صلوَةّ:ثـرًف 

ذا تحلق لب ًلIًدالة كببلة ملاش خلبق ؿلى F، وIالمـرّفة ؿلى المجبل fمخكن الدالة  :، ا 

): Iلن xكل لن أ خل ) ( )F x f x  

 .Iؿلى المجبل fدالة أ صلوَةّ نلدالة Fهلول ؾيدئذ أ ن         

 

          

  سؤال:

 دالة أ صلوَةّ؟ fالدالة يجب أ ن ثخوفر حتى ثلبلامتي لب هي امشروط 

 حوا  :

مَم ُبثَ امــ              ا 

ية بن( لبُر  :)ثلبل دون برُ

 

ذا كاهـــــــــت       .Iة أ صلوَةّ ؿلى المجبلــــــدام لبلث  fفب ن ) لغوق أ و لفذوح أ و هصف لفذوح(، Iدالة لا تمرّة ؿلى المجبل fا 
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 للاحؼة:

ية شرط مَم ُذا، Iغير لا تمرّة ؿلى مجبل fدالة أ صلوَةّ لدالة Fيمكن أ ن حكونأ ي  ،لا كافِب لازم المبُر  المثبل: ا 

 بــ: المـرفذبن ؿلى fو Fنمخكن الدامخب
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 د أ ن:ــــة ميخأ نــــــــــــبداً   ,x F x f x ، 

x*مَكن    :أ ي 
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 ر:ــــمًا خـمل امخـرًف حساب  المش خلة ؾيد امصف

 
   

2
2

2 20 0 0 0

2sin sin0 cos 1 1 32 20 lim lim 2 lim 2 lim 2
0 2 2

2

x x x x

x x
F x F x

F
xx x x   

                               
      

       

 

 امـلاكبت المثوثَة                                    نهبًة شِيرة              

ذن:  ا    F x f x  لن أ خل كل ؿدد حلِليx ، 

 ؟دالة لا تمرة ؿلى fُل

 صلفر:امليمة الاس تمرارًة بلِت لشكلة حرهَب دوال لا تمرة،  ؾببرة ؾن ل هَ *لا تمرة ؿلى fًبدو أ ن الدالة

   20 0

sin cos 1 1 1 3
lim lim 4 1 0

2 2 2x x

x x
f x x f

x x 

     
              

    
 

 ل دالة أ صلوَة دون أ ن حكون لا تمرة.ثلب fا ذن الدالة    

 

ية )*( بن(: ثلبل ) لبُر  دون برُ

 :ال صلوَةّلٍوؿة الدوال 

 ،Iؿلى المجبل  F، بامخبلي ثلبل دالة أ صلوَةIّلا تمرّة ؿلى المجبل fمخكن الدالة    

): هي Iؿلى المجبل fلٍوؿة الدوال ال صلوَةّ نلدالة )x F x C:حِر C .ثابت حلِلي 

 

 هدِجة:

f دالة لا تمرّة ؿلىIو لٌَ ثوخد دالة أ صلوَةّ وحِدة ،F 0تحلق 0( )F x y،   

 ل ن:

مخكن 
1F أ صلوَة نلدالةدالةf ة هيـــة الدوال ال صلوِـب اميدِجة اماببلة  لٍوؾـــ، و حاF :حِر  1( )F x F x C ب ـــ، و حا

0رطـــامش 0( )F x y دائي،  ـــــــرط الابذـــــــــَ امشـــذي وامِــــام 0 1 0 0( )F x F x C y   :أ ي 0 0C y F x . 
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 :10تمرٍن ثعبَلي 

 :Iؿلى المجبل  fدالة أ صلوَة نلدالة Fفي كل حبلة لن احسبلات امخبمَة، بين أ ن الدالة

0)  
2

2

3

1

x x
F x

x





  و          

 

2

2
2

3 2 3

1

x x
f x

x

 



I ر:ـــــــــــــحِ      ، 

5 )  2

1

3

x
F x

x





 و             

 

2

2
2

2 3

3

x x
f x

x

  



I ر:ــــــــــــــــحِ   ، 

5 ) 
2 5 7

2

x x
F x

x

 



   و   

 

 
 

2

2

4 3

2

x x
f x

x

 



 ر:ــــــــــحِ  ;2I  ، 

5 ) 
2

2

4

3 1

x x
F x

x x

  


 
  و    

 

2

2
2

4 10 11

3 1

x x
f x

x x

  


 
 حِر:   1;I   ، 

2 ) 
3 1x

F x
x


    و   

3 1

2

x
f x

x x


  ِر:ـــــــــــــــــــح  0;I  . 

 

 حــــــل:

 : Iؿلى المجبل  fدالة أ صلوَة نلدالة Fميبين في كل حبلة أ ن

 :لن xمَكن  (0

 
    

     

2 22 3 2 3 2 2

2 2 22 2 2 2

2 3 1 2 33 2 2 3 3 2 6 3 2 3

1 1 1 1

x x x x xx x x x x x x x x
F x

x x x x

            
     

    

ذن  ا    F x f x ، و بامخبلي F دالة أ صلوَة نلدالة f ؿلى  ، 

 

 :لن xمَكن  (5

 
 

     

2 2 2 2

2 2 22 2 2 2

3 2 11 3 2 2 2 3

3 3 3 3

x x xx x x x x x
F x

x x x x

          
     

    
  

ذن ا    F x f x ، و بامخبلي F دالة أ صلوَة نلدالة f ؿلى ، 

 

لن xمَكن  (5 ; 2: 

 
    

     

22 2 2 2

2 2 2

2 5 2 5 75 7 2 4 5 10 5 7 4 3

2 2 2 2

x x x xx x x x x x x x x
F x

x x x x

               
     

    

 

 

ذن ا    F x f x ، و بامخبلي F دالة أ صلوَة نلدالة f ؿلى ; 2 ، 

 

 

 



 صلوَة و احساب  امخامللًؾبد الحمَد كواسمَة                                                                                                  الدوال ال  

 25                                                                                                             (امـبلة )س ية أ ولى بَوموحِبامرياضَبت 

 

لن xمَكن  (5 1; : 

 
     

 

 

 

   

2 22

22 2

3 2 2 3 2 2

2
2

3 2 2 3 2 2 2

2 2
2 2

2 1 3 1 2 3 44

3 1 3 1

2 6 2 3 1 2 2 8 3 3 12

3 1

2 6 2 3 1 2 2 8 3 3 12 4 10 11

3 1 3 1

x x x x x xx x
F x

x x x x

x x x x x x x x x x

x x

x x x x x x x x x x x x

x x x x

            
   

    

            


 

              
 

   

 

ذن ا    F x f x ، و بامخبلي F دالة أ صلوَة نلدالة f ؿلى 1;  ، 

 

لن xمَكن  (2 0 ; : 

 

3 1
3

3 1 6 3 1 3 12

2 2 2

x
x

x x x xxF x
x x x x x


    

     
 

 

ذن ا    F x f x ، و بامخبلي F دالة أ صلوَة نلدالة f ؿلى 0 ;  .  

 

 لن ؿولٌء امرياضَبت:

 

  :Bernhard Riemannبرنارد ريمبن 

داد له لابُلٌت نثيرة في هؼرًة ال ؿ ، 0255وثوفي في  0255رياضَبت المبني، ولد في ؿبم 

خب وامِيدسة امخفبضوَة وامخحوَل ، له ؿدة هؼريات سمَت باسمَ نيؼرًة ريمبن امتي ثخـوق بخببؽ زً

 ، مِذا امخببؽ جابوي هصف دولبريمبن امتي ثلول أ ن املام احسلِلي لن الجذور امـلدًة 

تمخؽ بمِبرات رياضَة اس خثٌبئَة، واش تهر بخوزًؽ ال ؿداد ال ومَة  .وٍ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://www.almrsal.com/post/107251/mathematician-bernhard-riemann
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 الدرس امثبني:

 ــتم   َِد:ــ

 و لم ثــــطـبذا مــــ، مكن لؿلى مجبل لب fأ صلوَة لدوال أ خرى Fلـعبة في ثعبَق الدرس اماببق اس خعـيب أ ن هخأ ند لن أ ن دوالا   

يةاو ظوب ثـَين دو  Fالدالة ة، ــأ صلوِثضمن أ ن نــــل دالة لا تمـــرة حتمذـــؽ بدوال  ، 559)*( صلفحة ل أ صلوَة لدوال مخخوفة، ا ن المبُر

ية من ثلول لن صلـوبة ثـَين   صلوَة:ال  وال الدبـض ول ا يجبد ظرق حساب  ــــيحس  ُذا مِذا في درس يب  ةصلوَال  وال الدمكن ُبثَ المبُر

لى درس الاش خلــبامضبو بق، بامرحوع  ا لى امبب  ال ول ـــــــهلاحغ أ ن ثـرًف الدالة ال صلوَة ًـتمد كلَب ؿلى لفِوم الاش خل *    بق ــــط ا 

 عموَبت ؿوََ وسرد: لش خق بـض الدوال  المأ موفة، و  و اؾتمـبدا ؿلى

 اؾتمادا ؿلى المخـــــــعط امخبلي )لثلا(: 

 لاحؼيب بالاش خلبق:                                                     

 :الدالة                         
*,nx n                              :1الدالة المش خلةnn x  :لؽ x  

 

 حاب ثـرًف الدالة ال صلوَة:
nx حِرn حدى الدوال ال صلوَة نلدالة ،*لن 1nnا  x ، 

1nxلٍوؿة الدوال ال صلوَة نلدالةو بامخبلي  n x  :هي 
nx x C :حِرn و *لنC (0) ... ؿدد حلِلي. 

 بملاحؼة أ ن: و   لن nحِر nxو بامخبلي يمكن اس خًذبج دوال ال صلوَة نلدالة:

•
 

   1 11
1

1

nnx n x
n

    
 

  

11: الدوال ال صلوَة المعووبة هي  (0)و حاب •

1

nx C
n

 


  ؿدد حلِلي،  Cحِر:  

 و بعرًلة لشببهة نجد:

  f  ؿلى المجبل لـرفةدالةI و ،F دالةـــــــــــــــــــــة أ صلوَةّ  نوـــــــــدامf  بلـــــــــــــؿلى المجI:    

  f x   F x المجبلI: 

a a x C  (0... )                           ؿلى 

x   21 2 x C (5... )                            ؿلى 

nx ،حِرn لن*
    11 1 nn x C  (5... )                            ؿلى 

1

x
 2 x C ؿلى *

                         ( ...5) 

1

x
 

ln x C (2... )                           * ؿلى 

1
nx

  *لن n، حِر 
  1

1 1

1 n
C

n x 
 


 

 (5)...                            *ؿلى

cos( )x sin( )x C (5... )                            ؿلى 

sin( )x cos( )x C  (2... )                            ؿلى 

2

2

1
1 ( )

cos ( )
tg x

x
  

( )tg x ؿلى:
 

;
2 2

k k
 

 
 
   
 

k لؽ   ( ...9)                                               

xe 
xe (01... )                           ؿلى 
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  للاحــــــؼة:

 المفِوم حِدا.  لاسدِـببالجدول و ُذا ؿبدة ظرًلة الاؾتماد ؿلى الاش خلبق مخـَين الدوال ال صلوَة الموضحة با  معبمب ًيصح ا

 

 امــ: ىكذبَبت ؿوََ امواردة في امفصل ال ول، عمو  بدا نذلك ؿلى الاش خلبق وــاؾتم

  

ية     :المبُر

,g f  ؿلى المجبل ـرفذبنل خبندامI، 

 

   1/F وG  دامخبن أ صلوَخبن مـــf  وg ؿلى المجبلI،  :ذن F ا  G  ِّة نلدالة ـدالة أ صلوf g ؿلى المجبلI  

   2/ F دالة أ صلوَةّ نلدالةf ؿلى المجبلI، ٌَو لk F  ِّة مــــــــــــدالة أ صلو k fؿلى المجبلI ِر:ـــــح k  

  3/u وv  ن ملاش خلبق ؿلى المجبلبن كببوخبدامخI: 

َّة نلدالة لواالد أ /                    uال صلو u  :21هي

2
u C 

nuنلدالةال صلوَةّ  لواالد  /                    u  :11هي

1

nu C
n

 


 nيــــــــــــــــــلن أ خل كل ؿدد ظبِ ،

نلدالةال صلوَةّ  لواالد ج/                   
n

u

u


11 هي: 

1

nu C
n

 


 حِر: nيـلن أ خل كل ظبَـ ،  1n  

uنلدالة ال صلوَةّ  لواالد د/                   

u


2هي:  u C ، لـــــــلن أ ح u  بلب،  ــــــــب تمــــلوحدالة 

uuنلدالةال صلوَةّ  لواالد ه/                    e  ُي: ــue C، 

uنلدالةال صلوَةّ  لواالد  و/                   

u


)lnي: ـُ  )u C، 

نلدالةال صلوَةّ  لواالد ن/                     ( ) ( )v x u v x   : هي  u v x C.   

 ثابت حلِلي C، و لن  nحِر:

رشبد:  ا 

  مثببت.خذ في احسا ببن المـعَبت في كل خبصلة، نحصل ؿلى اال  باس خـلٌل الاش خلبق لؽ 

 

 

 :10 تمبرٍن ثعبَلي

 ،  في كل حبلة لن احسبلات امخبمَة:fنلدالةال صلوَةّ  لواالدؿين 

0 )  2 1f x x   5،     و )  2 4 3f x x x    5،    و )  3 23 5 4f x x x   ، 

5 )  4 3f x x x        2و )  2

4
f x

x
  5،   و)   2 3

1 1
f x

x x
     5و ) 

3
f x

x
، 

2 ) 
1

1
f x

x



  ،9 )  2 2cos sinf x x x  01   ،  و)   3

sin 2

cos

x
f x

x
 .  
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 حل:

  /2ق امــــلاكة ـــيجب أ ن ٍكون لن امواضـح ثعبِــو ثابت حلِلي ُذا بداًة،  C في كل لب ًلً

ية المذهورة في امصفحة اماببلةاؾتما  :دا ؿلى المخعط و المبُر

حِر: fال صلوَة نلدالةالدوال  (0  2 1f x x    :هي  2F x x x C   ؿلى المجبل  

   /1 م ـــــز ( 0و )  (5) قـــــــــــبخعبِ                      

حِر: fالدوال ال صلوَة نلدالة (5  2 4 3f x x x     :هي  3 21
2 3

3
F x x x x C    

 /1م  ـــز(  5و ) ( 0و )  (5) بخعبَق 

الدوال ال صلوَة نلدالة (5  3 23 5 4f x x x      :هي  4 33 5
4

4 3
F x x x x C     

 /1ثم  (  5و ) ( 0و )  (5) قـــبخعبِ                                          

حِر: fالدوال ال صلوَة نلدالة (5  4 3f x x x   هيf :حِر  5 41 1

5 4
F x x x C   

 /1م  ـــــز(  5)  و  (5) قـــــــــبخعبِ                                          

الدوال ال صلوَة نلدالة (2  2

4
f x

x
   هيF حِر :  2 1

1 1 4
4

1 2
F x C

x x

 
      

 
 

   (5) بخعبَق 

حِر: fالدوال ال صلوَة نلدالة (5  2 3

1 1
f x

x x
   هيF حِر : 

   2 1 3 1 2

1 1 1 1 1 1

1 2 1 3 2
F x C

x x x x 
       

 
 

  (5) بخعبَق                                            

حِر: fالدوال ال صلوَة نلدالة (5 
3

f x
x

  هيF حِر :  6F x x C  

 (5) بخعبَق                                                      

حِر: fالدوال ال صلوَة نلدالة (2 
1

1
f x

x



: حِر Fهي    2 1F x x C   

 د/ /3 بخعبَق 

لدًيب (9   2 2cos sin cos 2f x x x x   ةــــــة نلدامــدوال ال صلوِــــــامf هيF :حِر    
1

sin 2
2

F x x C  

 

 sin   :خلاصلة مهمة

 امخاملل الاش خلبق                                  

 

 cos cos 
 

 

 sin 
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ة ــالدوال ال صلوَة نلدام* لن الدائرة المثوثَة اماببلة ًخضح أ ن  cosx ax b  هي   
1

sinx a x b C
a

 ، 

* الدوال ال صلوَة نلدالة   sinx ax b  هي 
1

cosx a x b C
a

  ، 

 ،نـــل b و  *لن a حِر:

 ط:ــــــــــُذا امخباِ لدًيب (01

 
 

 

   

 
 

 

 3 3 2

sin 2 2cos sin sin
2

cos cos cos

x x x x
f x

x x x

 
     

 امـلاكبت المثوثَة                                                                               

f الدوال ال صلوَة نلدالةبامخبلي    
      2 1

1 2
2

cos1 2 cos
F x C C

xx


 
      
  

. 

 / ج/3بخعبَق                                                                                        

 

 

 

  سؤال: 

حدى امـببرات اماببلة مخـَين دوال أ صلوَة؟  لبذا مو لم وا خعؽ جشكِل ا 

 

خببة:  ا 

 ،"المامللة بامخجزئة"رف باسم ـــــــــثن دوال أ صلوَة مبـض الدوال ــــــــسوف هذهر أ داة مخـَِ* 

يجبد ظرق أ خرى حساب  دوال أ صلوَة نخغَير المخغير لثلا أ و ثـرًف دوال أ خرى،  أ ردنا في ُــــبثَ  فلط مكن المجبل لا ٌامح،* يمكن ا 

cosxx:لـــــر ؿلى س بِـــأ صلوَة بدلالة الدوال المأ موفة هذنمِب دوالا يمكن أ ن هصبدف دوال لا يمكن أ ن نجد أ ن هذهر أ هَ  الميبس بة e 

1أ و

ln
x

x
لى امعرق امـددًة.نثير ، ؾيدئذ هوجأ  في... الخ    لن ال حِبن ا 
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 :بللًــــــب  امخكـااحس 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 صلوَة و احساب  امخامللًؾبد الحمَد كواسمَة                                                                                                  الدوال ال  

 55                                                                                                             (امـبلة )س ية أ ولى بَوموحِبامرياضَبت 

 

(Cg)

2

2

3

4

5

6

7

8

0 1

1

x

y

 :امثبمر الدرس

 اس خكشبفي: وشبط

الما خوي لًاو  ا لى لـلم لذـبلد و لذجبوس   ; ,O i j، 

ة ؿلىــــــــالمـرّف fةـــــــــــن الدامـ(  مخك0   0;3 :بــ( ) 2 1f x x  

 ،fأ ( لثل بَبن الدالة             

 حاب المابحة المحصورة بين بَبن الدالة و محور امفواصلل،ا (            

بلــؿلى المج fدالةــنو Fج( ؿيّن دالة أ صلوَةّ            0;3 ، 

(3)بــــــــــحاا( د             (0)F Fج؟ــــ،  لبذا جا خًذ 

)2اهتمثَل امبَبني الملببل نلدالة (5  )g x x ؿلى المجبل 0;3،  10امشكل 

 ؟gنى الدالةـالمحصورة بين لٌح S( ُل جا خعَؽ حاب  المابحةأ     

 

قميب بخلا يم المجبل   :أ ولا (  0;3  ِّــوام ظة أ  ـا لى مجبلات حزئ   ، 0 ِبـــــــ

حاب ا*  
1S  10لــــامشكلٍوع لابحبت الما خعَلات المخلاحلة في  

 

 

 

 

 

 10امشكل    

 

 

 02ل ــــامشك                                                                   

                                                               

حابا*  
2S  5لٍوع لابحبت الما خعَلات المخلاحلة في امشكل، 

 

  

 

 

 

 

 

 15ل ــــامشك                                                             

 

       ، Sأ ؾط حصرا نومابحة*  
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، كاميب المجبلبًِةّ ا يجبد حصر أ دق لن اماببق  ثاهَب: 0;3  لى مجبلات ظول كل لنهب 1ا 

2
، 

 

حاب ا * 
1'S  51امشكل لٍوع لابحبت الما خعَلات المخلاحلة في: 

 

حاب ا*  
2'S 12امشكل  لٍوع لابحبت الما خعَلات المخلاحلة في: 

 

 

 

 

 

 

 51امشكل  

 

 

  

 12امشكل  

  

 

 ،                                     اس خًذج احسصر ال نثر دكة

 .نخب خلاصلة ا( لبذا ثلاحغ ؟ ج

 

 حل امًشبط: 
المـرّفة ؿلى fالدالة (0 0;4 :بــ( ) 2 1f x x   

  :الملببل أ (  تمثَل بَبن الدالة لاحغ امشكل 

 

 :َبن الدالة و محور امفواصللبحة المحصورة بين ب ــــــ ( حاب  الما

ثـعى لابحذَ ؿلى امشكل:  ُذا امشكل ؾببرة ؿلى ش بَ لٌحرف   
 

(7 1) 3
12

2

 
 ،وحدة لابحة 

ؿلى المجبل fج( ثـَين دالة أ صلوَةّ نلدالة 0;3، 

)2يمكن للاحؼة أ ن:  )F x x x  حدى الدوال  ،fصلوَةّ نلدالةال   ا 

(3)د( حاب  :  (0)F F: 

(3) (1) 9 3 1 1 12F F     ِ(3)َ وا خًذج أ ن الملدارـــ، و ؿو (0)F F بمـــ لابحة احسيّّ المحاوبة سببللابو ، 
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2 3

2

3

4

5

6

7

8

0 1

1

x

y

 ؟دولب محلق ُل ُذاسؤال: 

 

)2اهتمثَل امبَبني نلدالة  يأ ؾع (5 )g x x ؿلى المجبل:  0;3 

يجبد كبؿدة ُيدس َةّ حساب  لابحة احسيّّ المحصور بين لٌحنى الدالة  و محور امفواصلل، gأ ( لا يمكن ا 

 م:ــل خل ذم

 

حاب *  أ ولا: ( 
1S  :5 ، ؾيد الاؾتماد ؿلى امشكلت المخلاحلةلٍوع لابحبت الما خعَلا، 

 1 1 1 1 4 1 8 13S        بحة،ــدة لاــوح 

حاب *             
2S:  5،2اؾتمادا ؿلى امشكل 1 0 1 1 1 4 5S        وحدة لابحة، 

5 :لن امشكل أ نوا خًذج  13S ، 

حاب  ثاهَب :
1'S  1 (5: لن امشكل

1 1 1 1 9 1 1 25 1
' 1 4 9 11.38

2 4 2 2 4 2 2 4 2
S              ،وحدة لابحة 

حاب       
2'S 2  (2ل ــــــ: لن امشك

1 1 1 1 1 9 1 1 25
' 0 1 4 6.9

2 2 4 2 2 4 2 2 4
S            وحدة لابحة، 

6.9 أ حان لن اماببق :و بذلك وا خًذج حصرا  11.38S  

ةّ أ و امافوِّ ــــــلات امـوــــبت الما خعِـولا، اكتربت لٍوع لابحـبهت أ ظوال المجبلات الملاّمة، أ كل ظــــكللٌّ ن َ( هلاحغ أ هج لى ـــــوً ة ا 

  :الخلاصلة، و لٌَ Sالمابحة امفـوَةّ

مـــــيـخبر امخلاِم  0 1, ,..., nx x x بلــــنومج 0;3 ، ــح   لنn َر :ــــــ
0ة أ نـــ) يجب للاحؼ  * 10 ... 3nx x x    ) 

ةّــــــــبلِؽ امـوــــــبل المجــــــؾيد اس خـم  :وً       1 0 1 2 1 2 1( ) ... ( )n n nx x g x x x g x x x g x     وزــــ، ميخلِد بامرل: 

1 0 1

2 1 2

1n n n

x x dx

x x dx

x x dx

 

 

 

 :دـــنج   1 1 2 2( ) ... ( )n ng x dx g x dx g x dx   

  ، Sالمابحة لنًلتر  المجموع اماببق فب ن  ًؤول ا لى nو بجـل

لاًبًِتز ؿلى ُذٍ اهنهبًة امرلزكد أ دخل 
3

0

( )g x dx  

)برةـــــأ لب امـب امتي ثـني لٍــوع، ،Summa( نوحرف ال ول نوكلمةSل ممعوط نوحرفــشك) حِر ًدل امرلز )g x dx ِي ـــف

ؿلىكالل  و كد أ ظوق نذلك لاًبًِتز كلمة امشكل امـبم نوحدود المجموؿة،
3

0

( )g x dx  ،لٌتهييلاامبين المجموع الميتهيي و  دف اهتمَيّبه. 

  امشكل:لاحغ 
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 بيبء المـبرف:     

 

 ثـرًف:

المجبللا تمرّة  و لوحبة ؿلى  fمخكن الدالة  ;a bِبن الدالةـ، المابحة المحصورة بين بf 0ور امفواصللـــو محy  ِنــــو الما خليم

x a  وx b،   :ُو امـدد احسلِلي الموحب 

                                         ( )

b

a

f x dx  و ثلرأ : حامللf لنa حتىb  ثفبضل أ و ثغيّرx. 

 

 الدالة ال صلوَةّ باس خـلٌل امخاملل: )هلبل لب ًلً( حاب 

f دالة لا تمرّة ؿلىIو مَكن  ،a ؿدد لنIالدالة ال صلوَةّ اموحِدة ،F امتي ثيـدم ؾيدa  :ثـعى بامـلاكة 

( ) ( )

x

a

F x f t dt . 

 

 حرليّ:

):بــ f مـــ ال صلوَةّ نلدوالز ـــــرلٍ            ) ( )CF x f x dx ز: ــــــــ، امرلCF ق الدالةــــــــمخـوF ببتــــــــــــبامثC.   

 

 

 :10 تمرٍن ثعبَلي

 وال ال صلوَة:الدًلً  حاب في كل ممبا  

 *  2 1
2

2
f x x  

 *  
1

1
f x

x



 

 *  2

2

1

x
f x

x



 

 

 حـل:

 لدًيب:

 *  2 31 2 1
2

2 3 2
F x x dx x x C

 
     

 
 

 * 
1

ln 1
1

F x dx x C
x

 
    

 
 

 *   2

2

2
ln 1

1

x
F x dx x C

x

 
    

 
 

Cحِر:   
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 :51 رٍن ثعبَليتم

 :a الدالة ال صلوَة امتي ثيـدم ؾيدًلً  حاب في كل ممبا  

 *  2 4

x
f x

x



1aحِر:     

 * 
2

2 1

1

x
f x

x x




 
0aحِر:    

 * 
 

 

cos

sin

x
f x

x
 :حِر

2
a


 

 

 حـل:

 *        2 2

2

11

1 1
ln 4 ln 4 ln 5

4 2 2

xx
t

F x dt t x
t


      
 

*   2 2

2 0
0

2 1
2 1 2 1 1

1

x xt
F x dt t t x x

t t

        
 

 

* 
 

 
   

2

2

cos
ln sin ln sin

sin

x
xt

F x d t t x
t





 
     

 
 . 

 

لة عموَةّ    :حساب ظرً

 

xو محور امفواصلل، و الما خليمين  fالمابحة المحصورة بين لٌحنى دالةأ ولا:  a وx b: 

f  دالة لا تمرّة و لوحبة ؿلىI، F :دالة أ صلوَةّ مــf ؿلى المجبلI: ٍكون ، ( ) ( ) ( )

b

a

f x dx F b F a ىكذـــــــــــــــب و: 

                                                              ( ) ( )

bb

a a

f x dx F x  

 ل ن:

f دالة لا تمرّة و لوحبة ؿلىI َّة باس خـلٌل امخاملل "، و بامخبلي حاب  امتي ثيـدم ؾيد Fالدالة ال صلوَةّ  "ثـرًف الدالة ال صلو

)ثـعى بامـلاكة: ) ( )

x

F x f t dt


  :لدًيب ،( ) ( )

a

F a f t dt


   و( ) ( )

b

F b f t dt


  : لؽ a b: ََو ؿو ، 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b a b

a

F b F a f t dt f t dt f t dt
 

     . 
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 ثاهَب: لابحة حيّ محصور بين بَبن دامخين:

لا تمرتان ؿلى  gو fمَكن ;a bحِر ،: ( ) ( )f x g x 

امـدد: ( ) ( )

b

a

f x g x dx  يمثل المابحة المحصورة بين بَبن الدالةf ِبن الدالةــــــو بgينـــــ، و الما خليم:x a  وx b ، 

  بامشكل:نلٌ 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

لذغيّرة الا شبرة ؿلى مجبل  fحاب  المابحة المحصورة بين بَبن دالةب: ــــــثامث ;a b و محور امفواصلل: 
 

    • f دالة سبمبة ؿلى المجبل ;a b : 

 ( )

b

a

S f x dx   وحدة لابحة                             a b     

 S 
      

     •f دالة لذغيرة الا شبرة:                                                      

                                      2S                                      1S 
 

 

                                      a c d b       
 

  1 2 3S S S S   أ ي: ( ) ( ) ( )

c d b

a c d

S f x dx f x dx f x dx                     3S 

 

  للاحؼة:

    المـمول بهب. يجب لراؿبة وحدة المابحة •

a
b

(Cf)

(Cg)

-1

2

3

0 1

1

x

y
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 :10تمرٍن ثعبَلي

 

 أ ولا:

g  نلٌ ًلً:   المـرفة ؿلىامـددًة الدالة   2 1xg x x e  ، 

 ،g/ ادرس ثغيرات الدالة0

بدلةـــــــــــن أ ن نومـــــــــــــــبِ /5  0g x  وينـــــــــح في  و  ِ1,2ر: ــــــــــح 1,1   1,8و 1,9، 

/ اس خًذج ا شبرة5 g x ؿلى، 

 ثاهَب:

f نلٌ ًلً:  الدالة امـددًة المـرفة ؿلى 
1x

x

e
f x

e x





 ، fC الميحنى الممثل نلدالةf  لم ــــــو  ا لى المـــفي الما خوي المًا

المخـبلد و المخجبوس ; ,O i j، 

 فسر اميدِجخين ُيدس َب، ثم و ؾيد ؾيد   fاحاب نهبًة الدالة/  0

x  :ليــــــــــــــن أ خل ؿدد حلِـــــــــ/ بين أ هَ ل5 
 

 
2

x

g x
f x

e x
 


 ثم شكل خدول ثغيراتهب،  fو اس خًذج اتجبٍ ثغير الدالة 

/ بين أ ن: 5 
1

1
f 





و اس خًذج حصرا نوـددٍن  f    و f ، 

/ احاب5 1f  ثم ارسم الميحنى fC، 

2  / 0دد حلِلي أ نبر أ و ٌابوي ـــــــؾ، 

امـدد أ / احاب بدلالة    a   :حِر   
1

1a f x dx



    لبذا تمثل ُبثَ اهنهبًة؟ ، 

 / احاب نهبًة   a  ؾيدلب ًؤول ا لى   . 

 

  حـل:

 أ ولا:       

لدًيب:    2 1xg x x e     وgD  

 : g/ دراسة ثغيرات الدالة0

 اهنهبيات:

*      lim lim 2 1 lim 2 1 1x x x

x x x
g x x e e x e

  
       ، 

 *    lim lim 2 1x

x x
g x x e

 
     

 المش خلة:

: لن  xلن أ خل كل        2 1 1 2 1x x xg x x e x e x e
         ، 

 

 و لٌَ خدول امخغيرات:
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  1  x 
    g x 

                                                    1 1.71e   g x 

 

  1 
 ، ودالة لا تمرة ؿلى g/ لن خدول امخغيرات هلاحغ أ ن الدالة5

* لتزاًدة تمبلب ؿلى المجبل ;1  و   lim 1 0
x

g x g


 ية امليم المخوسعة ًوخد و وحِد و بامخبلي حاب لبُر ;1  

حِر:   0g   و هون   1.2; 1.1 ;1    ٍكفي امخأ ند أ ن   1.2 1.1 0g g  ؟ 

لدًيب     1.21.2 2 1.2 1 0.036 0g e        و    1.11.1 2 1.1 1 0.032 0g e     

و بامخبلي:  1.2; 1.1  . 

*و لذيبكصة تمبلب ؿلى المجبل  1;  و   lim 1 0
x

g x g


 ية امليم المخوسعة ًوح د و وحِدـــو بامخبلي حاب لبُر 1;   

حِر:   0g   و هون   1.8;1.9 1;  ٍكفي امخأ ند أ ن   1.8 1.9 0g g ؟ 

لدًيب     1.81.8 2 1.8 1 0.21 0g e     و    1.91.9 2 1.9 1 0.33 0g e    و بامخبلي تحلق   1.8 1.9 0g g 

و بامخبلي:  1.8;1.9 . 

 :g/ لن خدول امخغيرات وا خًذج و الجوا  اماببق وا خًذج ا شبرة الدالة5

      x 
     شبرة ا  g x 

 ثاهَب:

لدًيب  
1x

x

e
f x

e x





fDو     ، 

 / حاب  اهنهبًخين: 0

 
1 1

lim lim lim 1
1

1

x x

xx x x

x

e e
f x

e x

e

x



  

 
 
 

   
        

  
  
  

 

امخفاير امِيدسي: الميحنى fC 1لـبدمخَ بأ فلِ للبربا ًلبل لا خليماy  في حوار ، 

 

 
1

lim lim 0
x

xx x

e
f x

e x 

 
  

 
و امخفاير امِيدسي: الميحنى  fC َ0ًلبل لا خليم للبر  أ فلي لـبدمخy  في حوار 

 : x/ لن أ خل كل ؿدد حلِلي5

 
 

   

 

 

 

 

2
2 2 2

2 2 2 2

1 2 11 2 1
x x x xx x x x x

x x x x x

e x e e x e g xe e x e e e
f x

e x e x e x e x e x
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  لن الجزء ال ول وا خًذج:

*f دالة لذيبكصة تمبلب ؿلى المجبل   ; ;   ، 

*f دالة لتزاًدة تمبلب ؿلى المجبل ; ، 

     x 
      f x 

  f 
 

0
 

 f x 

 

   

 1            f  

لم أ نـــــهـ/ 5  0g   أ و(  0g   ٍلـيب ))*( ..... 2 1e   :1أ ي

2
e





 ة و لن جهة أ خرى:ـ، ُذا لن جه

 
 

2

1
1

1 1 2 1 12
1 1 2 11

2

e
f

e





 
   




       
   



، 

ونــــــــو ن 1.2; 1.1   ٌ2.2بٍـــلـ 1 2.1   ٍكـــــبفئ 
1 1 1

0.48 0.45
2.1 1 2.2

f 


    


، 

ول ؿلى: ــــــــــن احسصـــــــو لن)*( يمك 
1

1
f 





1.8ق لدًيب ــــــو ممب سب   1.9  :0.8أ ي 1 0.9  :ٌَو ل 

 
1 1 1

1.11 1.25
0.9 1 0.8

f 





، 

/ لدًيب5 1 1f  رسم الميحنى ، fC: 

 

 

2 3 4 5 6 7-1-2-3-4-5-6-7-8

2

3

4

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y
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2 /1 : 

أ / 

     
1 1 1 1 1

1 1
1 1 ln 1 ln 1

1

1

ln 1
1

x x
x

x x

e e e
a f x dx dx dx dx e x

e x e x e

e

e

   




  



       
                           

 
 

  
 

 

   

 

  : / ؾيد المرور بجـل              
1

lim lim ln 1 1 ln 1
1

ea e
e



 




 

  
  

      
   

  

. 

  مهم: ثـمِـــــــــــــــم

f ؿلى دالة لا تمرّة ;a bو ،F حدى ؿلى fنلدالة  الدوال ال صلوَةّ ا  ;a b  

): امـدد احسلِلي ) ( ) ( )

b

a

f x dx F b F a ُو حامللf لنa نحوb ثفبضلx. 

 
 :خواص امخاملل 

,g f دامخبن لا تمرتان ؿلى ;a b: 

 •( ) ( ) ( )

b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx      حِـــر بلـــــــثدؾى ؿلاكة شc  لــــــــن ;a b، 

• 
 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

b b b

a a a

b b

a a

f x g x dx f x dx g x dx

kf x dx k f x dx


  



 



  

 

 ي،ـعــــــلل خــــــــــــبهلول أ ن  امخك   

ذا كان :  • )ا  ) 0f x  : فب ن( ) 0

b

a

f x dx  و ،( ) ( )f x g x  ب نـف:( ) ( )

b b

a a

f x g x ،   

•( ) ( )

b a

a b

f x dx f x dx   . 

 

 :15تمرٍن ثعبَلي 

 امخبمَة: امخاملوينحاب ا

 * 
1

3

1

x x dx


  

*  
2

2

sin x dx






               و
3

2

0

1x dx  . 
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 حـل:

 * 
11

3 4 2

11

1 1 3 3
0

4 2 4 4
x x dx x x




     


  

 *    
2

2

2

2

sin cos 0x dx x












  

* كبل حاب 
3

2

0

1x dx: 

2دراسة اشبرة  1x : 

        1 1    x 

    2 1x  
 و بامخبلي:

   
1 33 1 3

2 2 2 3 3

0 10 0 1

1 1 1 1 22
1 1 1 1 9 3 1

3 3 3 3 3
x dx x dx x dx x x x x

 
                

 
   

 بلي:ـــــــلاحغ امشكل امذ

   
 :خبنللاحــــــــــــــــــــؼ  

امتي حكون فيهب الدالة  تبلاـــــــــثلك احس ثـرفٌب ؿلىو  ةلوحب f الدالة كونحمِذا وضـيب شرط أ ن و المابحة للدار لوحب دولب  •

شبرة لوحبةدائم ذغيّرة الا شبرة، مكن امخاملل مُسبمبة أ و ل ـس  ،ب ذا ا 

 (لاحغ اهتمرٍن امخعبَلي اماببق مخخوفبنامخاملل و المابحبت  لفِوميلاحغ أ ن )

ٌـــغ أ هَ حساـــهلاح • ب في الدروس اماببلة ظركب ـــب  حاملل أ و لابحة حيّ لشكل لن لٌحنى دالة يجب ثـَين دالة أ صلوَة، امتي رأً 

آن أ داة أ خرى حساب  حاملل أ و ثـَين دوال أ صلوَة، ثـرف بــ:  ذهرمخـَُنهب، س ي  ال

Intégrale = 7.33333

2 3 4

2

3

4

5

6

7

-1

0 1

1

x

y
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 المامللة بامخجزئة: 

 f وg  دامخبن كببوخبن ملاش خلبق ؿلى المجبل ;a b ، وf  ،g  لا تمرتان ؿلى المجبل ;a b،  ٌَو ل : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b b
b

a

a a

f x g x dx f x g x f x g x dx    

 

 

 :15 تمرٍن ثعبَلي

 حاب امخامللات امخبمَة: باس خـلٌل المامللة بامخجزئة ا 

 * 
2

1

ln x dx 

 *
1

0

tt e dt . 

 

 حـل:

 مًا خـمل المامللة بامخجزئة حساب  امخاملوين:

     *  هضؽ                       
   

 

 

 

1
ln

1

u x x u x
x

v x
v x x


   

 
   

 و بامخبلي:  

  

     
2 2

2

1
1 1

ln ln 1 2ln 2 1x dx x x dx     

     *  هضؽ                       
 

 

 

 

1

t t

u t t u t

v t e v t e

   
 

    

 و بامخبلي:  

  

 
1 1

1

0
0 0

1 1t t tt e dt t e e dt e e        . 

 

 للاحؼة:

  الميبس بة حساب  امخاملل بامخجزئة:كد لا هوفق في اخذَبر امخوابؽ 

هود حاب 
1

0

tt e dt   بوضؽ  *  هضؽ     
 

 

 

  21

2

t
t u t e

u t e

v t t v t t

   
 

   


 و بامذـــــــــــــــبلي:  

  
11 1 1

2 2 2

00 0 0

1 1 1 1

2 2 2 2

t t t tt e dt t e t e dt e t e dt


   


    ،لاحــــــــغ أ ن امخاملل المحصــــــــل ؿوََ أ ؾلد لن امخاملل اماببق 

 و بامخبلي لم هوفق في اخذَبر امخوابؽ، في حين اس خعـيب ثـَين كيمة امخاملل بالاخذَبر الموضح في حل اهتمرٍن امخعبَلي اماببق. 
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 :بـض ال شامل في حاب  حجوم اس خـلٌل احساب  امخامللً

 

 

  لبدأ  كافب ميري :   
  :امشكل اماببق، ؾيد كعؽ امبَضويجم احس V ب ــــمَكن امشكل الملببل، هود حا

)بالما خوي )P ، ٌحصل ؿلى شكل ثخغيّر لابحذَ بدلالةفz :ؾيدئذ ( )

b

a

V S z dz 
 

 
 

 

 y                                                                           :ُذا المبدا  ؿلى  تمرٍن ثعبَلي
الممثلة ؿلى المجبل و  fمخكن الدالة ;a b  ٌلٌحنى الدالة                :بامشكلنلf ؿلى المجبل ;a b   

ر ُذا امشكل ؿلى محور   ، امفواصلل نحصل ؿلى المجام الملببلؾيد ثدوٍ

 ،و ُدفٌب: حاب  حجمَ

)ويـــــــنوماذوي لواز ــــل اماببق بماذـــــؾيد كعؽ امشك )yoz،                    x     a b 

نحصل ؿلى كرص لابحذَ 
2

( )f x                                                                                            z 

: اماببق نجد ا  و ؾيد ثعبَق المبد   
2

( )

b

a

V f x dx  . 

 

 

  ؾعبء حوول مبـض المـبدلات امخفبضوَة:ُذا امفصل با   مييَ 

)' لن امشكل: امخفبضوَةّ حوول المـبدلة•      ) ( )y x f x:حِر ، f دالة لا تمرة 

): حِر yأ ي fهي الدوال ال صلوَةّ نلدالة ) ( )y x F x C  
)'' امخفبضوَةّ لن امشكل: حوول المـبدلة •    ) ( )y x f x :حِر f رّةــدالة لا تم  

1:حِر yهي 2( ) ( )y x G x C x C  حِر ،: G ال صلوَةّ نلدالةهي الدالةF نلدالة ة أ صلوَةّـــامتي بدورُب دامf  
2y :حِر yول المـبدلة امخفبضوَةّ لن امشكلحو •    y   

1 :هي 2( ) cos( ) sin( )y x c x c x   :1 حِر 2,c c. 

 

مَم امتمارٍن امخبمَة:   ا 
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 :10 تمرٍن 

 بــــ  لىـالمـرفة ؾ مخكن الدالة

 تمثَوِب امبَبني في لا خوي لًاو  ا لى لـلم لذـبلد و لذجبوس، و

 ،درس ثغيرات الدالةا/ 0

 ،لرنز ثيبػر الميحنى / أ زبت أ ن اميلعة5

 ،للبر  مــ الذي لـبدمخَ: / أ زبت أ ن الما خليم5

 ،و درس وضـَة/ ا5

 ،  ثم / أ وشــــــــــــئ2

  و  بت امتي لـبدلاتهب:ـو الما خليم  ن الما خوي المحدد بالميحنىـــــل يّـــــــحاب لابحة احسا/ 5

 ،حِر:  و و

 ، حاب:ا/ 5

 ،بـــ: المـرفة ؿلى / مخكن الدالة2

 تمثَوِب امبَبني، و مَكن

وشبء            ،اهعلاكب لن  أ / بين هَف يمكن ا 

  في المـلم اماببق بوون لغبٍر.  / أ وشئ الميحنى        

 

 حـل:

 :f/ دراسة ثغيرات الدالة0

* لٍوؿة امخـرًف:      ;0 0;1 1;fD      

 * اهنهبيات:

 
1

lim lim ln
2x x

x x
f x

x 

  
     

 
 

 
1

lim lim ln
2x x

x x
f x

x 

  
     

 
 

 
0 0

1
lim lim ln

2x x

x x
f x

x 

  
     

 
 

 
1 1

1
lim lim ln

2x x

x x
f x

x 

  
     

 
 

 

 * المش خق:

 :لن xلن أ خل كل

f * 1 
1

ln
2

x x
f x

x


  

 fC

f

1 1
;

2 4

 

 
 

 fC

 
1

:
2

y x   fC

 fC 

  fC

 S  fC
1

2
y x 2x 

x  1;2

 
1

lim S





g * 1 
1

ln
2 1

x
g x x

x
 



 

  fC

 

 * 1
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22

1 1 1
1 1 1 1 1 1 2

ln
1 112 2 2 2 2 1 2 1

x x x x
xx x x xx xf x

x xxx x x x x

x xx

       
                                  

 

  شبرة المش خلة:ا  ميدرس 

1ميحاب مميّ امباط:   8 9      :1أ ي

1 3
1

2
x

 
  


2و    

1 3
2

2
x

 
 


 

 و بامخبلي الجدول امخبلي: 

                 2           1        0            1         x 

         2 2x x   
 

        1x x  

         f x 

 

 و لٌَ خدول امخغيرات:

                2           1           0            1         x 
             f x 

  1 ln 2     

         f x 

        

                        
1

ln 2
2
 

 

   
1 2 1

1 ln ln 2
2 1 2

f


    


و       
2 1

1 1 ln 1 ln 2
2

f


       

لن  x/ لن أ خل5 * 1  1ٍكون x   لن * 1 لدًيب 

   
1 1 1 1 1 1 1

1 ln ln ln ln 2
2 1 2 2 2 2 2 4

x x x x x x x x
f x f x

x x x x

      
                 

  
 

1أ ي:  1
;

2 4

 
 

 
 ،fلرنز ثيبػر لميحنى الدالة 

/ لدًيب 5 
1 1

lim lim ln 0
2x x

x
f x x

x 

   
     

   
1 الذي لـبدمخَ لن ُبثَ اهنهبًة وا خًذج أ ن الما خليم 

2
y x  بر  ــــلل

 (، و  ا لى  )ٍرلز بــ و  وار لبئل في حـ

 / دراسة اموضؽ امًا بي:5

لدًيب امفرق:  
1 1

ln
2

x
f x

x


  خواص الدالة انووغبرٍتمَة نجد:، مًا خـمل 

*1
ln 0

x

x


   :أ ي 

1
ln ln 1

x

x


   َ1و لٌــ

1
x

x


 ٍلـٌــــب 

1
1;1

x

x


    1)هلاحـــغ أ ن 1

1
x

x x


 :أ ي  ) 
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1

0;2
x
    1و بامخبلي

2
x   :1حِرx :و بامخبلي خدول اموضؽ امًا بي    ،  

  1 1

2
  0         x 

       f x y 

  

  fC  fC  fC    fC :اموضؽ امًا بي 

تحت     تحت  فوق          فوق  

                                                fC 

مـــ كبظؽ   

 

وشبء 2  :ثم / ا 

 
 

/ لن دراسة اموضؽ امًا بي وا خًذج أ ن 5 fC ًلؽ تحت الما خليم    ؿلى المجبل ; 2  :و بامخبلي 

       
2 2 2 2

1 1
ln ln 1 ln

2

x
S f x x dx dx x dx x dx

x
   


    

            
     
    

 بامخجزئة حساب  امخاملوين:مًا خـمل المامللة 

 

  fC

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

3

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y
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بامًا بة مـــ 
2

ln 1x dx


:  

                                  لدًيب:
   

 

 

 

1
ln 1

1
1

u x x u x
x

v x
v x x


    

 
   

 

       
 و بامخبلي ٍكون: 

   
2 2

2

ln 1 ln 1
1

x
x dx x x dx

x
 

      

حاب  امخاملل
2

1

x
dx

x


:  

 لدًيب:

   
2 2 2

21 1 1
1 ln 1 ln 1

1 1 1

x x
dx dx dx x x

x x x 
  

 
   

              
    

 و بامخبلي:           
2 2

2

ln 1 ln 1 ln 1 ln 1 1 ln 1
1

x
x dx x x dx

x
 

                      

و بامًا بة مــ 
2

ln x dx


: 

                                      لدًيب:
   

 

 

 

1
ln

1

u x x u x
x

v x
v x x


   

 
   

 

  
 و بامخبلي ٍكون: 

       

     

2 2
2

ln ln 1 2ln 2 ln 2

1 ln 2 1 ln 2

x dx x x dx


 

  

 

     

   

  

ض نجد:  و بامخـوً

               
2 2

ln 1 ln 1 ln 1 1 ln 2 1 ln 2S x dx x dx
 

                 

5 /               
1 1

lim lim 1 ln 1 1 ln 2 1 ln 2 2 1 ln 2S
 

     
 

          

المـرفة ؿلى          /                                       2 * 1 

أ / لدًيب    
1 1 1

ln ln
2 1 2

x x
g x x x f x

x x

  
        

  
  

أ ي الميحنى    لٌبػر لميحنى الدالة fC ،بامًا بة لمحور امفواصلل 

وشبء  / ا    :في هفس المـلم 

 
1

ln
2 1

x
g x x

x
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(Cg)

(Cf)

2 3-1-2-3-4

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y
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 :51تمرٍن 

 

 أ ولا:
f  المـرفة ؿلى المجبلالدالة امـددًة 0;   :بــ    1 2ln 1 lnf x x x    

 fC دالةـــــــنى الممثل نوــــــــالميحf و  ا لى المـلم المخـبلد و المخجبوســـــــــــفي الما خوي المًا ; ,O i j، 

 ،fأ / ادرس ثغيرات الدالة   

 / انخب لـبدلة الملٌس    نوميحنى fC في اميلعة ذات امفبصللةe حِر(e ،)أ سبس انووغبرًتم اميَبيري 

ج/ ؿين فواصلل هلط ثلبظؽ    fC م ـــــل ثم ارســــــلؽ حبلل محور امفواصل fC 20بلــــــــــؿلى المج;e  ، 

 ثاهَب:

g بلــــلى المجـــــــــــــة ؾــــــالمـرفة ـــــة امـددًـــــالدام 0;   :بـــ  1 lng x x ، 

 gC ،تمثَوِب امبَبني في المـلم اماببق 

 ،gدالةــــــرات امــــــــأ / ادرس ثغِ   

 / ؿين اموضؽ امًا بي نوميحيَين   fC و gC ثم ارسم ، gC 20ؿلى المجبل;e  ، 

 ثامثب:

المجبلالمـرفة ؿلى  hهـخبر الدالة امـددًة 0;   :بـــ      
2

ln 2 ln 2h x x x x x x  ، 

أ / احاب   h x  :و اس خًذج دالة أ صلوَة نلدالة 
2

lnx x ؿلى 0;، 

 / احاب امـدد:       1

e

e

f x g x dx   . 

 

  حـل:

/ لدًيب0    1 2ln 1 lnf x x x      و 0;fD  : 

 :fأ / دراسة ثغيرات الدالة

 اهنهبيات:

 *    
0 0

lim lim 1 2ln 1 ln
x x

f x x x
 

       ،    lim lim 1 2ln 1 ln
x x

f x x x
 

        
 

 المش خلة

لن xلن أ خل كل ؿدد حلِلي 0; : 

         
2 1 1 1

1 ln 1 2ln 2 2ln 1 2ln 1 4lnf x x x x x x
x x x x

   
                

   
 

لدًيب  0f x   ٍ1لـيب
ln

4
x   :أ ي

1

4x e، 

 

أ ي:   
1

4
4

ln lnf x x e
x

 
   

 
 و لٌَ خدول امخغيرات:  
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  1 4e             0  x 
    f x 

   
  f x 

                                                        1 4f e 

 لؽ: 1 4 1 1 3 3 9
1 1

2 4 2 4 8
f e

    
            
    

 

 / لدًيب       : y f e x e f e    لؽ 
3

f e
e

    و  0f e  :ض نجد المـبدلة اهنهبئَة  ، بامخـوً

   
3

: y x e
e

   

لؽ محور امفواصلل أ ي امبحر ؾن حوول المـبدلة fج/ ثـَين فواصلل هلط ثلبظؽ لٌحنى الدالة  0f x  ٍلـيب

  1 2ln 1 ln 0x x    :1أ ي
ln

2
x     ٍ1لـيب 2x e  أ وx e  :ٌَو ل        1 2;0 , ;0fC xx e e  . 

رسم الميحنى fC  20ؿلى المجبل;e   لدًيب : 2 5f e  :و بمراكبة خدول امخغيرات نجد 

 
/ لدًيب 5  1 lng x x   و 0;gD  ، 

 :gأ / دراسة ثغيرات الدالة

 اهنهبيات:

 *   lim lim 1 ln
x x

g x x
 

      * و   
0 0

lim lim 1 ln
x x

g x x
 

   ، 

المش خلة: لن أ خل كل ؿدد حلِلي 0;x   

   
1

1 ln 0g x x
x

     

لذيبكصة ؿلى المجبل gأ ي الدالة 0; ، 

 

 

  امخغيرات:و لٌَ خدول 

2 3 4 5 6 7

2

3

4

-1

-2

-3

0 1

1

x

y
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  0 x 
   g x 

   

  g x 

  

 امًا بي بين الميحيَين: / ثـَين اموضؽ 

لدًيب امفرق: 

              11 2ln 1 ln 1 ln 1 ln 1 2ln 1 2 ln ln ln lnf x g x x x x x x x e x e                

 و لٌَ خدول اموضؽ امًا بي:

  e 1e      0 x 

    ln 1x  

    ln 1x  
                                         ln 1 ln 1x x  

                           fCفوق        fCتحت gC    fC    اموضؽ امًا بي:فوق 

                             gC                               gC 

      fC كبظؽ مــ  gC 

 

رسم  gC الجدول نووضؽ امًا بي و خدول امخغيرات و اموضؽ امًا بي نجد:ؿلى المجبل: بمراكبة 
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/ لدًيب 5   

2
ln 2 ln 2h x x x x x x     و 0;hD   

أ / لدًيب لن أ خل كل 0;x  :

          
2 2 2

ln 2 ln 2 ln 2ln 2 ln 1 2 lnh x x x x x x x x x x


          

دالة أ صلوَة نلدالة hلن عموَة الاش خلبق ُذٍ وا خًذج أ ن 
2

lnx x، 

  / حاب  امخاملل:

     

   

1 1

1

2

2

1 ln 2ln 2 ln 1 ln

1 1 1 1 2 2 8
2 1 ln 2 2 2 2 2 2

e e

e e

e

e

f x g x dx x x x x dx

x dx e h e h e e e e
e e e e e e e

 



            

                                          

 


 

 

 :15 تمرٍن

 

                      :الجزء ال ول

2:  مخكن المـبدلة امخفبضوَةّ ... (1)xy y x e      

2حل المـبدلة امخفبضوَةّ : /0 0 ... (2)y y      ،:لؽy دالة كببلة ملاش خلبق ؿلى   

b,مَكن /5 a  ؿددٍن حلِلِين وu  بــ : رّفة ؿلىــــــالدالة المـ ( ) ( ) xu x ax b e     

b,ؿيّن ( أ        a حتى ٍكونu  (1)نومـبدلة حلا، 

ن أ ن      ذا كان (2)نومـبدلة لاـــــح  v( برُ ذا و فلط ا  uا  v  (1)بدلةـــــ، ثم اس خًذج لٍوؿة حوول المـ(1)بدلة ــــــحل نومـ، 

0xالذي ًيـدم لن أ خل (1)ؿيّن حل المـبدلة / 5  ، 

 

(Cf)

(Cg)
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 : الجزء امثبني

): نلٌ ًلً Rالدالة المـرّفة ؿلى gمخكن    ) 2 2xg x e x         

 ،و أ وشئ خدول ثغيراتهب، gدرس ثغيرات الدالةاثم   ، ،:ؾيد gؿين نهبًة / 0

)المـبدلةهلبل أ ن   /5 ) 0g x ثلبل بامضبط حوين حلِلِين ، : 

آخر بامرلزأ  ُو  1تحلق أ ن   ن أ نحد ُذٍ احسوول، و ىرلز نوحل ال 1.6 :، برُ 1.5   ، ثم ؿيّن حاب كيمx ا شبرةg ، 

 

 الجزء امثبمر:  

)2: نلٌ ًلً بــــ المـرّفة ؿلى fهـخبر الدالة ) ( 1)x xf x e x e   

 

ن أ ن  ، ثم ؾيد ؾيد fؿيّن نهبًة  /0 ثم برُ f x مِب هفس ا شبرة  g x ، ِرات نلدالةـشكل خدول امخغf، 

ن أ ن / 5 برُ
2( 2 )

( )
4

f
 


 

  حِر مــ راــــــــج حصـــ، اس خًذـدد المـرف في الجزء امثبنيامـ( )f ، 

)رسم الميحنىا /  5 )C ل نلدالةـالممثf لــلم لذـــــــبلد و لذجـــــبوس لا خوي لًاــو  ا لى  في ; ,O i jاموحدة( ، :cm 5)، 

 

 الجزء امرابؽ:

 0 /  فسر امخاملل ، ؿدد حلِلي سبمب
0

( )f x dx


  ) ًعوب ثـوَل الا خببة (، 

حابا / 5
0

xx e dx


  و اس خًذجباس خـلٌل المامللة بامخجزئة ،
0

( )f x dx


  حاب اهنهبًةا، ثم:
0

lim ( )f x dx



 . 

 

 حـل:

 

 الجزء ال ول:

)2حل المـبدلة امخفبضوَة ُو / 0  ) xy x C e ، 

b,ثـَين ( أ   / 5 aض : ؾيد ثـوً    xu x ax b e   1 :نجد في المـبدلة و الملبرهةa    1 وb    ، 

uمَكن  (     v ( لـٌــب0ٍنومـبدلة ) حــــــــلا:  ( ) 2 2 2 xu v u v u u v v x e         ، 

2 :ٍامفئ 0v v   أ ي: v ( 5حل نومـبدلة)،  

هي:   (0) حوول المـبدلةأ ن و لٌَ وا خًذج 
  

  21 x xx e C e  حِرC بحلِلِ بثابخ،  
 

)2 :ُو  1( الذي ًيـدم ؾيد 0ـبدلة )حل الم /5 1) x xx e e    

 

 الجزء امثبني:

 :/ حاب  اهنهبيات0    lim , lim
x x

g x g x
 

     

 : دراسة امخغيرات

1       :لدًيب xلن أ خل كل حلِلي
( ) 2

2

xg x e
 

   
 

 



 صلوَة و احساب  امخامللًؾبد الحمَد كواسمَة                                                                                                  الدوال ال  

 22                                                                                                             (امـبلة )س ية أ ولى بَوموحِبامرياضَبت 

 

 خدول امخغيرات: أ ي

  1
ln

2

 
 
 

      x  

    g x 
                

   g x  
 

                                                               
1

ln
2

g
  

  
  

 

 

ية امليم  و ؼة خدول امخغيرات،ـــــــؾيد للاح/ 5 )د أ ن المـبدلةــــــهخأ ن المخوسعةثعبِــــــــــق لبُر ) 0g x  ثلبـل حــــــلا وحِدا  ، 

 :ؿلى gو لٌَ ا شبرة الدالة

  0      x 

 

    اشبرة  g x 

 

 

 الجزء امثبمر:  

lim :/  اهنهبيات0 ( ) 0 , lim ( )
x x

f x f x
 

    

) لدًيب: xلن أ خل كل حلِلي ) ( )xf x e g x  

 امخغيرات:  و لٌَ خدول،   gأ ي ا شبرة المش خلة لن ا شبرة الدالة

  0       x 
     f x 

  f   f x 

 

  0f 
 

 :/  ؾيد للاحؼة أ ن 5  0g    أي
2

2
e  

 و لٌَ نجد ببابظة: 2
( )

4
f

 


 
  

وا خًذج احسصر و بامخبلي 0.11 0.2375f    

 : / امرسم5
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 الجزء امرابؽ:

 : /  امخفاير امِيدسي نوخاملل0

بلـــــبرة الدالة لوحبة تمبلب ؿلى المجـــهون ا ش ;  ، المحصورة بين لٌحنى الدالة بحةــــبلل يمثل الماــــفبمخك f لـــــو محور امفواصل ، 

,   :الذٍن لـبدهتهلٌ و الما خليمين 0x x ، 

:د اس خـلٌل المامللة بامخجزئة نجدؾي /5

0

1xx e dx e e 



     ٌَو ل:  
0

21 1

2 2
f x dx e e 



   

: ؾيد امخلِدّ باموحدة نجد أ ي

0

lim ( ) 2f x dx





 . 
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