Chapitre 3
Vibrations transversales des poutres

1. Equation de mouvement

Considérons une poutre élastique de longueur L avec une section transversale variable S(x).
Les forces agissant sur les sections transversales d'un petit élément de la poutre de longueur dx sont

représentées sur la figure
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La somme des forces appliquées sur 1’élément de la barre, suivant 1’axe z donne :

pSdx % =Q(x,t) — (Q(x,t) + ( 12 dx) + p(x, t)dx 1)
Soit :
0°w(x,t) 00(x,t)

atZ == ax + p(x' t) (2)

Or:
QCen = 200D ®

X
Et:
2

M(x,t) = EI a‘g—g’t) 4)

A partir de (2)-(4), I’équation aux dérivées partielles du mouvement s’écrit :

0° azw(x t) W( )

Et dans le cas d’une section constante :

2*w(x, t) 0*w(x, t)
EIT-F,DST p(x,t) (6)



2. Fréquences et modes propres

En I’absence de forces extérieures, et dans le cas d’une section constante, on a I’équation :

0 (7)

otw(x, t 0%w(x, t
g vt o wen

dx* at?
Pour la résolution de 1’équation (7), on utilise la méthode de séparation des variables.

On pose :
w(x, t) = W(x).T(t) (8)
Qui, reporté dans (8) donne :
d*W(x) d?T(t)
—EIT(t) 5 =pS W (x) s 9)

La division des deux membres de 1’équation par: p S W(x) T(t) conduit a la séparation de la

fonction de la variable d’espace et celle de la variable du temps :

El 1 d'Wkx) 1 d*T()

SWE dxt T dez | cteT e (10)
Ce qui méne aux équations :
d?T(t)
W + wZT(t) =0 (11)
d*w (x) , PS
— w2 = 12
it O pVeI=0 (12)
En posant :
4 _ zé 13
Bt =w? (13)
L’équation (12) s’€écrit :
d*W (x)
T BAW (x) = 0 (14)
La solution de (11) est :
T(t) = Asinwt + B cos wt (15)
Et celle de I’équation (14) est recherchée sous la forme :
W(x) = Ge™ (16)

La substitution de (16) dans (14) mene a 1’équation caractéristique :



T'4 _ 54 — 0 (17)
Qui admet pour solutions :
r = i,B , r = i‘lﬁ (18)

La solution générale de (14) s’écrit donc :

W(x) = Gie 5" + G,eP* + Gze B~ + G e'P* (19)

En utilisant les formules:

etiBx = cos Bx + isin Bx (20)
Et

etP* = cosh Bx + sinh Bx (21)

La solution générale de (7) s’écrit sous la forme :

W(x,t) = (Asinwt + B cos wt)(C sin fx + D cos fx + E sinh fx + F cosh Bx) (22)

Les pulsations de résonance sont déterminées par 1’application des conditions aux limites (C.L).
3. Relations d’orthogonalité

En mouvement libre, en tenant compte de (15), I’équation (7) s’écrit:

> [ d*w ,

Ou: W =W(x)

Puisque cette équation est vérifiée pour les couples w;, W; et w;, W;

> ([ d*w, ,

ﬁ I dx2 = pS w; Wi (24)
dz [ d*W;

e (E1 ) = o5 oW )

Si les extrémités de la barre ont pour abscisses 0 et L, a partir de (24) multipliée par W; et de (25)

multipliée par W; eten intégrantde O a L :

L d2 dZWi " L
LWJW El 2 dx = w; fOpSWindx (26)
L dZ dZVV] 5 L
LWiE El T2 dx = w;j LpSWﬂ/I/}dx (27)



En intégrant par parties les premiers membres de (26) et (27) et en supposant des conditions aux

limites courantes :

e Libre:Q =0, M=0,

. 2
e Encastrée:w =0, % =0,

e Appuyée:w=0, M=0

Il vient :

dx? dx?

L dZW dZW L
fEI : ]dxza)izfpSWindx
0 0

L dZW dZW L
f EI : ]dx=wj2fpSWindx
0 0

dx? dx?
En retranchant (28) et (29), on obtient :

L
(w;? - a)jz)f pSWW;dx =0
0

D’ou pour : w; # wj

L
JpSWiVdex=0
0

Et a partir de (28) ou (29) :

dx=0

JL d*w; d*w;
0 dx? dx?

Les expressions (31) et (32) sont les relations d orthogonalité.

Par ailleurs, en remplagant j par i dans (28) ou (29), il vient :

L dZWi 2 , L ,
EIl | dx = w; pSW# dx
0 dx 0

D’ou:

L dZWl' 2
a).2:f° Bl (dxz) dx:ﬁ
l fOLpSWi2 dx m;

k;et m; : raideurs et masses modales du mode i.

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)



4. Conditions aux limites

Dans le tableau ci-dessous sont présentes les conditions aux limites courantes avec les pulsations et

modes propres correspondants.

Conditions aux

limites Equations aux fréquences Modes Valeurs de B, L
Appuyée- Appuyée B,L =nm
sinB,L =0 W, (x) = sin f,x n=123,..

Libre - Libre
——— 1

cos ;L .coshpB,L =1

W, (x) = sin 8,x + sinh 8,x
+a,,(cos Bp,x + cosh 5, x)
_ sinp,L —sinh 8, L
=" os BnL — cosh B, L

BiL = 4.730041
B,L = 7.853205
BsL = 10.995608
B.L = 14.137165
(BL = 0 pour
modes rigides)

Encastrée - Enca
/]

2

strée

cos B,L.cosh B, L =1

W, (x) = —sin B,x + sinh B, x
+a,(— cos Bpx + cosh 3, x)
sin§,L — sinh 8, L

" cos BpL — cosh B, L

an, =

BiL = 4.730041
B,L = 7.853205
BsL = 10.995608
B.L = 14.137165

Encastrée-Libre

/
§:|

cos S,L.cosh B, L = —1

W,,(x) = sin B,,x — sinh B, x
—ay(cos Bpx — cosh 8, x)
sin §,L + sinh 8, L

n = Cos BnL + cosh B, L

BiL = 1.875104
B,L = 4.694091
BsL = 7.854757
B.L = 10.995541

Encastrée- Appuyée

1

NNNN

tan f,L —tanh 8,L =0

W,,(x) = sin B,,x — sinh B,x
+a,(— cos B,x + cosh 5, x)
_ sinf,L —sinh B, L
In = Cos B,L — cosh B, L

BiL = 3.926602
B,L = 7.068583
BsL = 10.210176
B,L = 13.351768

Appuyée- Libre
)

tan L —tanh 8,L =0

W, (x) = sin B,x + @, sinh B,x
sin 5, L

%n = Sinh BnL

BiL = 3.926602
B,L = 7.068583
BsL =10.210176
BsL = 13.351768
(BL = 0 pour
modes rigides)

D’autres conditions aux limites sont résumées dans les deux cas suivants :

Casl: my ny

x=0
A Dextrémité gauche de la poutre :

2

d 2%w ow d°w
Q(0,t) = &(EIW(O, t)) = —kw(0,t) — C1E(O, t) — m1w(0, t)

Et a son extrémité droite :

Lo =2 Elazw(Lt) w4+ 6, 2 L) + aZW(Lt)
QL) =5 Bl gz (D) | = kow (L, D) + ¢ 7 (L. O) 4 7 (L



Cas?2:

A I’extrémité gauche de la poutre :

2 2 3

M(0,t) = EI (0,t) =k aW(Ot)+ aW(0t)+1 aW(Ot)
) E B Gy O T En G AU T g e Y Tl g g

Et a son extrémité droite :

2 3

e
’ loz 0xot?

Ce2 9xdt (L, t)

d2%w ow
M(L,t) = EI (L t) = —ktza(L, t) —



