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Chapitre 1

Semi-groupe fortement continues a

I’origine (de classe Cj).

1.1 Introduction

Nous avons Considéré des Problémes de Cauchy du type : Trouver u tel que (1) ...%% = au; u(0) =

uo donnée dans un espace fonctionnel £; a donné constante . La solution de (1) est donné par :
u(t) = e™.ug telle que e = i (”k%,)k

Soit le probléme suivant (Zk)_.?.fl—? = Au;u(0) = wuy.Si 'espace E est de dimension finie n, A
est une matrice n x n (bien siir; opérateur borné). La solution de (2) est donnée par u(t) =
exp(At)ug.(noté Sy (t)u).

Pour tout ¢ € R nous avons constaté que Tlensemble des S;(t) : t € R, a les propriétés d'un
Groupe.

Nous avons considéré des exemples avec A opérateur linéaire non bornée; par exemple dans
espace de Banach (E = L?(R")) et constaté que la solution du probléme (2) est donnée par la
formule u(t) = Sa(t)uo(t > 0 ou parfois ¢ € R). Ot Sy(¢) est un opérateur borné dans F, vérifiant

certaines des propriétés de 'exponentielle exp(— At) ci-dessus, et plus précisément :

Sg(t + S) = SQ(t)SQ(S)
S,(0) = I
111%82(15)’1110 = U dans F
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1.2 Semi-groupe fortement continues a ’origine

Définition 1.1 Soit E un espace de Banach, une famille d’opérateurs linéaires bornés. S (t) : £ — E

dépendantes du parameétre t > 0 forment un semi groupe si

{ 1) S(0) =1 21
2)S(t+s) =S(t)S(s);Vt,s >0

Définition 1.2 Semi groupe S(t) est dit fortement continues a Uorigine (ou bien semi groupe de
classe Cy) si
11151+ |S(t)x —z|| =0;Vx € E (2.2)
t—

Définition 1.3 Soit S(t) un semi groupe sur E, le générateur infinitésimal de S(t) est lopérateur
linéaire non borné A défini par
A:D(A)CE—E

D(A) = {x € E telle que ]Eir% %x existe}

O : s
w pour x € D (A) (2.3)

Az = lim
t—0

D (A) est le domaine de A.

Proposition 1.1 Soient {S(t)},5, € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal. Si x € D (A), alors
S(t)z € D (A) et on a Uégalité :
S(t)Ax = AS(t)x; (V) t > 0.

Preuve. Soit x € D (A). Alors pour tout t > 0, nous avons :

. Sh)z —=x

Donc S(t)x € D(A)etona S(t)Ax = AS(t)z; V)t > 0. =

Lemme 1.1 Soit {S(t)},-, un Cy-semi-groupe alors :

li 1
hlil(l)h

/t " S(oyedo = S(t)

Quels que soient x € Fett > 0.
Preuve. On pose S(o) = M' (o). ®

1.2. Semi-groupe fortement continues a I'origine
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Proposition 1.2 Soient {S(t)},5, € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal. Si x € D (A), alors
fotS(J)xda € D (A) et on a l'égalité :
A [ S(0)zdo = S(t)x — x; (V) t > 0.

Théoreme 1.1 Soient {S(t)},5, € SG(M,w) et A son générateur infinitésimal. alors x € D (A) et
Ax = y si et seulement si
Sit)yr —x= fot S(o)ydo; (W)t > 0.

Proposition 1.3 Va € D (A);S (t)z € D (A) et LS(t)x = AS (t) v = S(t) Az

Preuve. Remarquons que

lim S({t+h)x—S(t)x — tim S(t)S(h) — S(t)m
h—0+ h h—0+ h
LSS D)
h—0+ h
B . Sh)y—-1
= S(t) ;}L’%ﬂ — = S(t)Ax
. Sth)—1 B .
;}L%L TS(t)x = AS(t)z;Vt > 0.

D’autre parte

S(t—h)x—S(t)x S{t—h)x—8S{t—h+h)z

hligl+ —h B hIE(% —h
~ m S({t—h)x—S8(t—h)S(h)x
h—0+ —h
L I—S8(h) B

Donc : limy, o+ S(h,B_IS(t —h)zr=AS(t)r. =

Proposition 1.4 D (A) est un sous espace vectorielle dense dans E (D (A) = E> :
Preuve. D (A) sous espace vectorielle vérifie facilement.
D(A)=FE?
Comme
1 t
lim- [ S(o)zdo =z ;Vx € E

t—0 t 0

Donc il suffit de démontrer que

¢
Vee E et Vt > 0;/ S(o)xdo € D (A)?
0

1.2. Semi-groupe fortement continues a I'origine
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En effet
_ t t
Sh) =1 / S(o)zdo = ~ / (S(h+ o)z — S(0)x} do
h 0 h Jo
I 1
= —/ S(h+0)xda——/ S(o)xdo
h ), h ),
1 h+t 1 t
= E/h S(a)xda—ﬁfo S(o)zdo
1 0 1 t+h 1 t
= E/h S(U)IdO'—i—E i S(U)Ida_ﬁ/o S(o)zdo
1 t+h 1 h
= —/ S(O’)l‘dO’——/ S(o)xdo = S(t)xr — x
h Ji h Jo
Dot S 1 [
hlEglJrT/O S(o)zdo = S(t)r — x
D’ott

/tS(U)de € D(A)

On a donc aussi * [ S(o)wdo € D (A)

Et comme x = lim, o L [ S(0)zdo. On en déduit que D (A) = E.
Et Afot S(o)zdo = S(t)x — .

Et en plus fot S(o)Axdo =S(t)xr —z. m

Proposition 1.5 Lopérateur A est fermé.

Preuve. Vz,, € D(A) telle que =, — x et Ax,, — y
Est-ce que x € D (A) et Ax =y?

En effet, supposons que (), -
(), € D(A) et z, —x et Az, —y dans £

D’apres la démonstration précédente

/Ot S(o)ydo = St)z — =

Donc S .

e — 1
lim S -z = lim - [ S(o)ydo
t—0t t t—0+ t 0

On en déduit que = € D (A) et Ax = y. Ainsi Uopérateur A qui fermé. m

1.2. Semi-groupe fortement continues a I'origine
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1.3 Lunicité de 'engendrement

Théoreme 1.2 Soient deux Cp—semi-groupes {1'(t)},., et {S(t)},, ayant pour générateur infinité-
simal le méme opérateur A. Alors :

T(t)=S8(t);(V)t > 0.

Preuve. Soientt > 0 et = € D (A). Définissons Uapplication :

0,t) 2 s+— U(s)z =T(t —s)S(s)x € D(A).

Alors :
d d d
EU(S)Z‘ = ET(t —35)S(s)z+T(t — S>ES<8)x =—AT(t — s)S(s)x + T(t — s)AS(s)x = 0.

Quel que soit x € D (A). Par suite U(0)z = U(t)x, pour tout x € D (A), dout :

T(t)z = S(t)a; (V) x € D (A) et t > 0.

Puisque D (A) = E et T(t),S(t) € F (E), pour tout t > 0, il résulte que :
T(t)r=8(t)z;(V)t>0etx € E

Oubien T(t) =S(t); (V)t > 0. m

1.4 Propriété de la croissance exponentielle de semi groupe
Lemme 1.2 Soit S(t) un semi groupe fortement continu alors il existe M > 1 et w € R telle que
IS ()] < Me*t; vt > 0 2.4)

Preuve. Considérons le compact [0, 1]
Comme S(t) est fortement continue alors Vx € E; ¢ — S(t)x est continue. Alors du compact [0, 1]
par cette application est borné.
Alors
3 M, telle que ||S(t)x|| < M, ;Vt € [0,1]

D’apres Banach-Steinhauss

J M telle que ||S(t)|| < M ;Vt € [0,1]

1.3. L'unicité de I'engendrement [
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Comme S(0) =1 = M > 1.

Sit ¢ [0,1]; on peut écrire ¢ sous la forme

t=n+oounecNetoel01l]

S(t) = Sh+o)=8mnS0) =81+ ...+ 1)S(0)

= (S

Donc
[S@I =
SO <

n foix

(1)} S(0)

H{SO IS < ISMI" ISl
M"M = Me™oeM — prenw

Donc ||S(t)]| < Me* telle que w = log M. =

Proposition 1.6 Si S(t) est un semi groupe fortement continue a lorigine est la majoration

IS (@) < Me*

Alors S (t) est fortement continue en un point s > 0.

Preuve. Soit S (t) un semi groupe fortement continue a I'origine pour tout

v e B |IS(t)e — x| —0

t——0t

Montrons la continuité forte en un point s > 0?

Montrons que

Ve e E;||S(t+s)x — S(s)z|]| — 0

t—0+

Considérons sont d’abord le cas t > 0

[S(t + )z = S(s)al| = IS(1)S(s)z = S(s)z]| = [SE)y — yl| — 0

Grace a la continuité forte a I'origine. La continuité a droite -1-

Lecast <0

|S(t+ s)x —S(s)z|]| = ||S{t+s)zr—S({t—t+ s)x|

On a

= =St +s) (S(=t)x — )]
< [SE+S)IS(= 1)z =)
< MU |(S(~t)z — a)|

|S(—t)z — x| t—0>+0 (cart < 0 alors —¢ > 0)

Donc la continuité a gauche -2-

D’apres 1 et 2 alors S(t) fortement continue. m

1.4. Propriété de la croissance exponentielle de semi groupe
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1.5 Type d’un semi-groupe
Définition 1.4 On appelle type dun semi groupe S(t) le nombre w, définie par

wo = inf {w € R;IM € R telle que ||S(t)|| < Me** pourt >0
q p

wo = lim log [S(®)]| :infw

t—0+ t t>0 t

(2.5)

On a semi groupe important.
SiVt>0ona ||S(t)]] < M le semi groupe S(t) est dit borné.
SivVt>0onalS(t)| <1 lesemigroupe S(t) est dit contraction.

1.6 La transformée de Laplace d’un Cj-semi-groupe
Dans la suite, pour w > 0 nous désignerons par A, ’ensemble
A, ={ e CA>w>we}
Soit A € A, et {S(t)},5, € SG(M,w) nous avons
ISH)| < Met; vt > 0.

Et on voit que
[eS(t)z]| < e S| |2l < Me=* " |z ; ¥z € B

Définissons I'application R, : ¥ — E Par

R,\LEZ/ e MS(t)xdt
0

Il est clair que R, est un opérateur linéaire. De plus on a

Rall < [ e S0l di < T2l v € £
0

A—w
D’ou il résulte que R, est un opérateur linéaire borné.
Définition 1.5 Lopérateur R : A, — F (E)

R(\) = / " e MS(t)dt (2.6)
0

S’appelle la transformée de Laplace du semi groupe {S(t)}, -

1.5. Type d'un semi-groupe E
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Théoreme 1.3 Si ) est telle que
1
R
t—0+ t
Alors \ € p(A) et lintégrale [~ e MS(t)dt existe. Et :
/ NS (t)zdt = R(M, A)
0
Preuve. Siwy <w < Aona ||[T(t)]| < Me+*
[Tevswal < [Clevsana= [T s
0 0

0
+o0 o)
= M/ e_A‘tGWtdt:M/ e Nt dt
0 0

Ainsi si wy < A alors l'intégrale [;* e *S(t)dt existe.

Notons par R (\) I'opérateur définit pour chaque = € F par
+0o0
R(\)z = / e MS(t)wdt
0
Tout d’abord on va montrer que
Vee E;R(N)x e D(A)?
En effet Vx € F on a
S (h) >
0

o /0+oo NS (t)rdt = 5 / e [S(t+ ) — S(t)a] dt

On pose t + h = ¢ alors on a

h)—1 [T 1 [t 1 [t
&/ e MS(t)xdt = —/ eA(”h)S(a)xda——/ e S (0)zdo
h 0 h Jh h Jo
A oo 1 rh
= - /0 e S(0)zdo — ﬁ/o e NN S (o) xdo
M —1

h
= . R()\)x—e’\h%/o e S(0)xdo

Si h — 0; on obtient
ARMNz=ARNzx—xz=AN—-A)RNrx=x;Ve € E

Alors R (\) est I'inverse a gauche de 'opérateur (A — A).

1.6. La transformée de Laplace d'un Cy-semi-groupe
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Linverse a droite ?
Pour montrer que c’est un inverse a droite de (A] — A) il suffit de montrer que AR (\) = R(\) A
On aeneffet. Siz € D(A);ona

+o0 _ +oo
ARNz = A/ e MS(t)xdt = lim %/ e MS(t)zdt
0 0

h—07F
too -1 too -1
= lim e_’\t%S(t)xdt = lim e_’\tS(t)%xdt
h—0t 0 h—0+ 0 h/
+o0o h) — 1T +oo
= / e MS(t) lim &xdt = / e MS(t) Azdt
0 h— 0+ h 0

+oo
_ / NS (t)dt Az — R (N) Ax.
0

Ainsi on a déduire que R (A\) (M — A)x ==z
Dot R(\) = (A — A)~". Cest-a-dire R(\) = R(\,A). m

1.7 Etude de la croissance de la Résolvante

On a que VX € R telle que A > w > wy.

+

Lintégrale [" e *S(t)xdt est convergente.

e M| S(t)z|| < ||z|| MeeTA0 ) ot e > 0

De cette maniere on peut définit 'opérateur borné
R\ :E— E:RNx= [ e MS(t)xdt telle que A > wy + &.

—Jo
Et que
q RO < 3o
T A—wy—¢€
D’autre partona o (A) C {A € Ry A <wp}.
Et en générale p (A) D {A € R; A > wo} .

Eton a
M,

)\—wo.

—+00
R()\,A):/ e MS(t)dt et |R(M A)| <
0

Proposition 1.7

+oo
(R A))" = — ; / LS (1)t @2.7)
- JO

(n—1
Preuve. Tout d’abord on remarque que
Lona R(\A)— R(u, A) = (up—A) R\ A) R (p, A) identité des résolvante de Hilbert (a démontrer

facile).
R(\A) - R(p,A)

A—p

=-—R(\A)R(u, A)

1.7. Etude de la croissance de la Résolvante
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R A) — R(p, A)

— Jim TSI i (<R (L A) R (1.4)
d 2
— A)=— A
SR A) =~ (R(\A))
Pour récurrence on peut démontrer facilement que
RO A) = (1)l (R (A, )"
Alors :
" 1 dnfl
(RN A))" = — —R()\ A)
(=) (n—1)ldA
+oo
(ROLA)" = — / ML (4t YA € p(A)
(n =1 Jo
Donc :

M Foo
HR<)\,A)nH < (n 1)' / e*(/\*&))ttnfldt
-1 J,

On obtient : |[R (X, A)"|| < % ]

1.8 Lapproximation généralise de Yosida

Lemme 1.3 Soit A: D (A) C E — E un opérateur linéaire vérifiant les propriétés suivantes

¢ A est un opérateur fermé et D (A) = E.
¢ llexistew > 0et M > 1tel que A, C p(A) et pour A € A,;ona

IR (XA < 7;vn € N*

M
(A —w)
Alors pour tout A € A,; nous avons limy .o AR (A, A)z = x;Vx € E
De plus : N\AR (M, A) € F(X)
Et:limy oo NMAR (N, A) x = Ax;Vz € D (A)

Remarque 1.1 On peut dire que les opérateurs bornés NAR (A, A) sont des approximations pour

lopérateur non borné A. C’est le motif pour lequel on introduit le théoréme suivant.
Théoreme 1.4 La famille {Ax}, ., C F (E); ol

Ay = RN A) = NR(M\A) = I (2.8)
S’appelle Uapproximation généralisée de Yosida de Uopérateur A.

Preuve. Ona (M — A)(M —A) ' =T = (M - AR\ A) =1
—= AR(MA) —ARMA) =1 = NR(\A) — MR\ A) =\
— NR(NA) =AM =)R(N\A)=A,. =

1.8. L'approximation généralise de Yosida
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1.9 Théoreme de Hille-Yosida

Théoreéme 1.5 Un opérateur linéaire A : D (A) C E — FE est le générateur infinitésimal d’'un semi
groupe S(t);>0 € SG (M, w) si et seulement si :

(i) A est un opérateur fermé et D (A) = E.

(i) Il existe w > 0 et M > 1 tel que A, C p(A) et pour A € A,;ona

M _Vn € N* (2.9)

IO =7 < 5=

Preuve. (=) Sa démontre déja.

(<=) Dans ce but introduisant tout d’abord la notion d’approchante yosida m

Définition 1.6 pour \ > w on définit les approchant yosida de A par :
Ay =NR(\A) =M = AR(NA).

Lemme 1.4 Ona

A1115{1 Ayx = Az Ve € D (A).

Preuve. soit x € D(A) : [AR(N, A)x — z|| = [|[AR(\, A)z||

= [RO, AAz] <[RS A)- [[Az] < 355 [Aw] =0
D’aprés Banach-Steinhauss :

AR(N, A)x )\:>+90;Vx € D(A)

Or: D(A) = B : |R(L A < 22 <o

Alors d’aprés Banach-Steinhauss: AR\, A)z — z:Vx € E
Ainsi : Ayx — Ax ;Yo € D(A)

{Ayz = AR\, A)Az — Az} m

Lemme 1.5 Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés telle que
ACBetp(A)Np(B)=¢.
Alors A = B.

Preuve. soit z € D(B) et A\ € p(A) N p(B) posons : Br— \g=y etz=(A—XI) 'y
— 2z € D(A) etdeplus Az— Nz =y

—z2€D(B): Bz— Mz =y

= z2=(B—XI)'y=(B—=XI) " (B= XDz =1z

=z € D(A)

Ainsi D(A)=D(B) = A=B

Ainsi le lemme est démontré. m

1.9. Théoréme de Hille-Yosida
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Démonstration de la Suffisance de théoréme de Hille -Yosida :

Pour chaque A > w : soit Ay = A*(A[ — A)~' — \[ = A, € L(E); on peut alors construire le

Semi-groupe :

S} — Art _ eAQ.t.(M—A)*l—At
= =

A At (A"
S =eM=e Z (M — A)7!

n!
n=0

On va montrer que la limite de Semi-groupe S} existe quand A — +oo et que de Semi-groupe

chercher S;.

Notons que :

IN

00 12
) M

‘ Z nl (A —w)r
Awt
A—w

IS

n=0

= M.exp(+—)

Il facile de voir que : Ay.A, = A, . Ay (vue que : R(\, A).R(p, A) = R(p, A).R(\, A)) est que :

A8 =S A)
Soit x € D(A) ona :

S}z — Stz = / dd (S! . SMxds
= /S A,)S}xds
- / SISMAx - A,)ads
— ||S}e — St < M. exp( )H (A — A,)z]) . / exp(—— Ay
— w)()\ —w)

Choisi : A > p

HS’\I - S“x“ < M? exp(—+— A ) q.-||(Ax — A,z
M= T
(Puisque Ayz — Ax car A\, u — o)
Donc S}z converge fortement vers une limite qu’on note par : S;x.

Il reste que S; est un C°-Semi-groupe dans le générateur infinitésimal A.

1.9. Théoréme de Hille-Yosida
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¢S 0= /\lirgo Shr = /\1220 S}Srr = 8,8,z ;Yo € E;Vt, s >0
080$:/\1LI£108(3\$:Ix:$:>80:I

¢ la continuité forte est une conséquence directe de la continuité uniforme sur le compacte.
A est le générateur infinitésimal de S, ?

Soit z € D(A)

t

t
St)x —z = lim (e™'z — z) = lim M Ayds = / S(s)Axds
0

A—00 A—00 0

Soit B le générateur de S(¢) etsoit z € D(A)

— 1 rt
= Sz —w =lim —. [ S(s)Axds
t t—0 t 0
= xz € D(B);Br = Az
— BDA

Si A >w on’atoutdabord A € p(A) et A € p(B) d’apres de condition nécessaire de Hille-Yosida
alors d’apres le lemme précédente : A = B.

Ainsi le théoreme est démontré.

1.9. Théoréme de Hille-Yosida
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