I. Introduction aux équations différenticlles
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Une équation différentielle est une relation entre une variable réelle x ou t, une fonction qui dépend
de cette variable f et un certain nombre de ses dérivées successives [, f*, f1...

Résoudre une telle équation signifie déterminer toutes les fonctions qui satisfont cette relation.
Exemple : On cherche a résoudre I'équation différentielle v'(x) = 3x?,

Grice 4 la notion de primitive, on sait que ¥{x) = x® + ¢ oil ¢ est une constante réelle.
On remargue qu'il y a une infinité de solutions, dépendantes de la constante ¢.

Si on impose la contrainte du type y(0) = 1 (condition initiale), on obtient :

y{0) =07+ ¢ = c. Or y(0) = 1 donc par identification ¢ = 1.
Dans le cas d'équation differentielle et condition initiale, il v a une unique solution ¥(x) = x* + 1.

Remargue : Dans la suite, on écrira la solution £ plutot que y.




I. Equation difféventielle du type y' + ay = b

A. Solution genérale de "équation differenticlle ¥ +ay =0

Lroprigig -

On considére 1" équation différentielle y* + ay = 0 (appelée équation différentielle linéaire
homogene d"ordre | 4 coefficient constant) ot @ est un réel et ¥ une fonction dérivable de la varable
x définie sur B

Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions définies par :

fix)=ke™ cikeR

Demopstration :
On considere une fonetion f quelcongue définie et dérvable sur B tel que [ est solution de (E).
On pose la fonction g définte et dérivable par produit sur B par g{x) = flx)e®".

g'lxd = flx)e™ + af(x)e™ = (f'(x) + af (x) )™ pour tout x € R
Or la fonction f est solution de (E'). donc f'{x) + af(x) = 0, ainsi g"(x) = 0 pour tout x € R.

On en déduit que g'(x) = 0 et donc g{x) = k pour tout x € B (o0 k est une constante),
Or g{z) = f(x)e™, d'on f{x)e™ = k et donc f(x) = ke ™™ pour toul x E B

On a montré que toutes les solutions de (£) sont nécessairement de la forme flx) = ke ™ vx e R

Exemple 1 : Résoudre |"équation différentielle : y' — 3y =10
Les solutions sont de la forme f(x) = ke™ ol k est une constanie réelle.

Execmple 2 : Résoudre | équation différentielle : 2y = -5y

Cette équation différentielle s'écrie y' +=y = 0.
: o .
Les solutions sont de la forme f(x) = ke ™% ou k est une constante réelle.

B. Solution pénérale de I"éguation différentielle y' +ay = b

Propriété :

On considére |'equation différentiefle v' 4 ay = b [appelée équation différentizlle linéaire d ordre |
i coefficient constant) ol a = 0 est un réel et ¥ une fonction dérivable da la variable x définie sur R

Les solutions de cette équation différenticlle sont les fonctions définies par :

f&]:ke““+g ol k € R

Exempls - Résoudre | équation différentielle ; y' + 2y = 4
Les solutions sont de la forme f{x) = ke ™ + % = ke ™ 4 2 ou k est une constante réelle,




C. Unlelié de 1a solutlon sous condition inftlale

Fropriété {Cauchv-Lipschitz) :

Soient xp, ¥y @ # 0 et b des réels donnés, "équation différentielle y* + ay = b admet une unique
solution f dérivable sur R vérifiant f{x,) = yp.

Exemple - Résoudre " équation différentielle y' —éy = 2 dont la solution f veérifie f{0) = L

- Les solutions de |"éguation différentielle sont de la forme f(x) = keit't — 4 ol k est une
constanie réel,

O obtient une infinité de solution. en fonction de k. dont en voici quelques représentations :
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Parmi toutes ces courbes, une seule passe par la point de coordonnées (0; 1) correspondant a
la condition initiale f{0) =1
1
flll=1=keT"'—4=1
=k-4=1
=k=5
Dol f(x) = 5" — 4 pour tout t € R.
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AL Solution pénérale

Propriété :

On considére |'équation différentielle " + @y = 0 ol w = 0 est un réel et y une fonction deux
fois dénvable de la variable x défmie sur B

Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions définies par :
fix) = A cos{wx) + psinfwx) ol LpeR

Exemple 1 : Résoudre | équation différentielle ; y" + 4y =10

L’équation peut s"écrire y"' + 2%y =0, on a donc w = 2.

Les soluticns sont de la forme f(x) = A cos(2x) 4 psin{2x) od 4 et g sonl des constantes réelles.
Exemple 2 : Résoudre I"équation différentielle : 27y" 4+ 3y =10

L équation peut s"écrire y*' + %}r = 0 ou encore y"' + (%le =0, onadonc w = %

Les salutions sent de la forme f(x) = Acos Gr) + jusin G_r:] oil 4 et @ sont des constantes réelles,
Remargue : 1l peut amver qu'il soit néeessaire de transformer "acriture de la solution.

fix) = A cos(awx) + psin{wx) en f{x) = Acos(wx + ¢) ou f(x) = Asin(wx + ¢)

Pour cela. on utiliséra les formules de trigonométrie suivantes :

cos(a 4+ b) = cos(a) cos(b) —sin(a)sin(b) et sin(a+ b) = cos{a)sin(b) + sin{a) cos(h)

Exemple : Soit f la fonction définie sur B par f(x) = V3 cos {E]I + sin {i:l on peut transformer f
de maniére a n"avoir que des cosinus ou des sinus

fix) =2 (gcus {%} -i-%sin (%])
flx)=2 {cns [:%} cos (%} + sin (%) sin [:%))
f(x)=2cos (r_;_.;}

(hu encore

f=2(Fe )70 )
flx)=2 |I:Sin [%) Ensg) + cos @) sin (%)J

£Ue) = 2 i {%+§)




4. Unlclié de la solutlon sous condition inftlale

Propriété { Canchy-Lipschitz) :

L'équation différentielle y" + w2y = 0 admet une unigue solution f définie sur B vérifiant deux
conditions inttiales dommées,

Remargue : En général les conditions initiales sont de la forme
[(xo) =yo . (Fl%) =0
f'x)=n flx) =y

1N '.'5
Exemple - Résoudre 4y” + m°y = 0 dont la solution f verifie { 1)
=0
l. Résolution de I'équation différentielle générale -
L'équation (E') peut se mettre sous la forme v + (21)' y=0.
Done les solutions sont sous fa forme !

1 i L
flx) = Acos (Ex) + psin {E.r]l
2. Unlisation de la premiére condition :

f(;) Ams(li}-i-psm[::—) A¥+pv‘?! =¥H +u)

Sachant que f(ﬂ - g onobtient A +p =1,
3. Utilisation de [a seconde condition :
I S
fiix)= 2}15“‘] {21} EFCDS i J

2z ]
rg)=-Fism () +guem () = Fa 4wy =T+

Sachant que {%}I =0, cnobtient —A 4+ u=10

4. Résolution du systéme :

A+p=1 Adp=1_ A=

A+p=0"1 2u=1

il == ] -

|u =

5, On en conclut que la solution est f(x) =ém5 (ij} +%s[n {%x) pour tout x € B,

On peut demander ensuite de metire £ sous la forme f(x) = cos G + %x} ou flx] = sin {% + El}
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