MECA-FLU Il : DYNAMIQUE DESFLUIDES
PARFAITSET INCOMPRESSBLES

Dans ce dapitre, les fluides éudiés ont une viscosité null e, et une masse volumique « p »

constante (ce qui peut étrele ca des gaz lorsque leur vitesse d’ éoulement est inférieure 20,3
foislavitess du son).

Il varessortir de cechapitre, deux relations particuli érement importantes pour le régleur :

- larelation ce ontinuité

- I"équation de Bernouli

QUELQUES RAPPELS::

Ladescription dun émulement de fluide se fait dans le cadre de la description « eul érienne ».
Rappelons les principaux points de cete description:

- les grandeurs cinématiques et dynamiques ( o,V ,...) sont asciées aux points de
I’ espace.
C'est adirequ elles sont fonctions du pant de |’ espace wnsidéré, et non e la cdlule de
fluide envisagée

- une cdlule defluide arivant en uncertain pant de I’ espace posde les caradéristiques
cinématiques et dynamiques de cepant

- leslignesde courant (L.C.) sont les courbes partout tangentes aux vedeurs vitesses des
points de cdteligne

- on d&init un tube de curant (T.C.) par I’ensemble des L.C. s’ appuyant sur un contour
fermé

Un émulement tres utili sé dans la pratique est cdui pou lequel |es grandeurs masse
volumique (p), presson( p), et vitese (V ) sont INDEPENDANTES DU TEMPS on @rle

alorsd ECOULEMENT STATIONNAIRE ou PERMANENT.

ATTENTION : encore unefois, répétons bien que céa ne signifie pasquelefluidea une
vitese mnstante partout, mais sulement quela vitese du fluide en un point donné est
la méme a chaque instant. L e fluide peut subir une accdération entre deux points.........

Nous distinguerons dans le prochain chapitre, les régimes laminaires et les régimes turbulents.
Mais ladistinction re s'impaose pasici, pusque les fluides traités ont suppcsés parfaits, ¢’ est
adire que les cell ules de fluides glisent sans frottement les unes aur les autres. Par
consequent, les L.C. ne peuvent pas & uper.

Les différents principes de conservation ce la Physique vont nous donrer des équations tres
importantes. Le principe de mnservation:

e delaMASSE débouche sur 'EQUATION DE CONTINUITE

 delaQUANTITE DE MOUVEMENT débowchesur le THEOREME D’'EULER
 del’ENERGIE débouche sur le THEOREME DE BERNOULL |
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| L’EQUATION DE CONTINUITE
1) Profil devitesse

Le profil devitessesdomelanormedelavitese en
fonction eI’ éloignement de la paroi, oual’intérieur
dunT.C.:

/t\vitesse

Pour desfluidesrédls, lavitesse est quasi-nulle sur la
paroi et maximale au centre.

bord | bord Tvnesse

centre

Pour des fluides parfaits, lavitesse est constante sur toute
lasedion.

N
bord centre bord

Dans la plupart des cas, on peut définir une vitesse moyenne sur la sedion, et considérer que
cete vitese moyenne est cdle en tout point de lasedion. Cette fagcon de raisonner, quand elle
est rédisable, est bien pratique : en effet, I’écoulement est alors UNIDIMENSIONNEL, ¢’ est
adire, qu'il 'y apasde variation transversale (ou dt autrement I’écoulement améme
propriété gorés une rotation autour de I’ axe de la canali sation).

Les émulements unidimensionrels ront les uls abordés dans ce ours.

EXEMPLE : cdculons lavitesse moyenne pou un profil de >

vitesses parabolique. Lavitesse pou un pant €loignédel’ axe Rl . —

d’ une distance «r » S exprime par : rT —

r2 S—

v(r) = Vo(l_ﬁ) —

Lavitesse moyenne est donréepar la somme de toutes les vitesses S—
pou un«r » alant de0 a « R » rayon dela canalisation dvisée —> Vmoyenne

par la section (le nombre de valeurs prises en compte...)

On déampose lasedion cela canali sation en surfaces élémentaires
« dS » suffisamment petites pour considérer que sur ces surfaces dS
lavites®e et laméme partout.

» lasurfacedSaune are: dS=2.7r.dr

* lasomme desvitesses ur dSvaut donc: 2.7zr.dr.v(r)

* il nereste plus qu & sommer sur toutesles dS :

R
VioTale = IO 2.7tr v(r).dr
cequi donre pou lamoyenne:
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1 R O O
Vinoy = —I 2.7tNv(r).r.dr = — ]O =—
TT.R? Jo 2 4 R? 2
2) Débits
En appelant « dV » et « dm » respedivement le volume démentaire & lamasse élémentaire
traversant une sedion donrme S pendant le temps é émentaire « dt », on définit :
* ledébit volumique:

Q (jj_\t/ = Sd_i“ = S% expresson dans laquell e on reconreit lavitesse, d ou :

Q, =Sv,,

* ledébit masdque:
dm _ pdV . .
— = —— qu permet d écrire:
Qn = at at qu p

Q,=pQ, =p.Sv,,

Reprenors I’ exemple de natre profil parabolique din de montrer I'intérét de lavitesse
moyenne:
- cdculonsdirectement le débit atraversune sedion cerayon «R »:
on ceoompaose amme précedemment la section en petites diondS pou lesguellesle
deébit est, par définition dQ, =dSv(r) = 2mr.dr.v(r) ledebit total est lasomme de tous

ces débits é émentaires, soit :

:J'dqV :J':Zn.r.v(r).dr = nR2.V?°

- en uili sant lavitesse moyenne:

v, . . A
Q, =SV, = n.RZ.EO cequi donre bien le méme résultat. .. .......

3) Conservation de la masse
Raisonnors sur un T.C. élémentaire limité par sa section dentrée dS,, sasedion ce sortie

dS, et sasedionlatérde dS :

S entre dS et dS, il 'y ani
acawmulation de matiére (pas de
condensation, évaporation...) ni apparition
de matiéere (pas de tuyau raccordé...),
aors:

P =

Odt Qg Odt O,

ds;

Laquestion re se pose pas pou lasurfacelatérale, pusqu el e est formée des lignes de
courant.
Ains :
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dl,

dl
dS.~L=p,dS,.—2
pdg q P S p

s0it encore:

p1dS v, = p,.dS, v,

et enintrodusant le débit massque:

de,l = de,Z

qui donre grésintégration pou tous les tubes de murant traversant lasedion S, et
abouissant sur lasedion S, :

Qm,l = Qm,z soit : pl'%.'vl = pZ'SZ'VZ

DANSLE CASPARTICULIER DESFLUIDESINCOMPRESSBLES:

Lamass volumique en (1) est laméme que cdle en (2), alors p, = p, et dans ce ca&, e débit
volumique est auss conserve:

Qu=Q: | =

ATTENTION::
Le débit massque est conservé, mais e débit volumique nel’est que si lefluide est

INCOMPRESSIBLE........

I EQUATIOND'EULER ET THEOREME DE BERNOULL |
1) Démonstration

’
7’

Cette démonstration repose sur larelation ! 2 COURANT
fondamentale de la dynamique (ou 2™ loi de Newton) zh /s

z I:ext_ = maG . o o - I__sz

Nous all ons appli quer cette relation a une particule de ;’f;_

fluide, de dimensions trés petite « dx », « dy », et s

«dz » et Situé e un pant de WOrdonNrées « X », «y » Soorh

et «z ». y | S
Le volume de cette particule est donc dV = dx.dy.dz R -
Le fluide mntenant cette particule de fluide est dansle x /... Thy

champ de gravitation terrestre (considéré ammme CV _[dx
uniforme> @) : 2arTad
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Une démonstration similaire dars le as d’ un fluide imnobile nous avait permis d’ obtenir la
relation fondamentale de la dynamique. Rappelons le résultat obtenu dors :
@.dxzo ; @.dyzo ; @.dz:—p.g.dz

0X oy 0z
Lesforces a prendre en compte sont les forces de presson exercées aur les 6 facesde la
cdlule, ains que le poids. LaR.F.D. éant unerelation vectoriell e, projetons cette relation sur
chaaun des 3 axes.
» sdonl’axeOx: facesen«x»eten«x+dx»

- p(x+dxy, 2).dydz+ p(x, Y, z).dydz= p.dxdydz dthx

ou v, estlavitesedela cdlule selon Ox, et bien sir, p.dxdy.dz est lamasse de cette cdlule
Lasimplification ce cdte éuation donre:
dv,
dt
_ p(x+dxy,2) - p(xy,2) _ 0. dv,

dx dt
dans le membre de gauche, onreconreit la définition de la dérivée de lafonction px,y,z) par
rappat alavariable « x ». Mais, comme lafonction p(X,y,z) dépend auss d’ autres variables
(y €t z), cette dérivée et qualifiéede « partielle » et est notée & « d-rond » :

_Op_ _dv

L X

ox . (B

- p(x+dx,y,2)+ p(x,y,2) = pdx

ouencore:

+ selonl’axeOy: facesen «y»eten«y+dy»
dv.
- p(x, y+dy, z).dxdz+ p(x, Y, z).dxdz= p.dxdy.dzd—ty

méme remarque que d-desaus...., et on oldient cette fois |’ équation(E,) :

e sdonl’axeOz:
ici, lepaidsintervient et I’ équation s’ écrit :

- p.dxdydzg - p(x,y, z+d2).dxdy+ p(x, Y, z).dxdy = p.dxdy.dz dd\iz

qui donre:

—pg-P=p I
= 9z dt (&)

» expresson deladifférentielletotale dela presson :

lapresson est une fonction des 3 variables « X », «y », et «z ». Parler de dérivée dela
presson naplus de sensici, ¢’ est pourqua onaintrodut lanation ce dérivée partielle (on
dérive par rapport a une seule des variables, les autres étant considérées comme fixées...).
Par contre, onpeut se demander comment varie la presson lorsque chaaune des variables
varie |égerement, c’'est a dire lorsque x varie de dx, y de dy et z de dz.
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L’ impact de ces petites variations aur lafonction est appelé « la différentielle » de lafonction
et notéepar «d ». Ainsi :

«dp » est ladifférentielle de lafonction presson « p »
et lelien avecles dérivées partielles est :

dp:%.dx+@.dy+@.dz
X

oy 0z
commentons sucdnctement cette expresson:
-> gp est letaux devariation celapresson dansladirection «x » (idemen «y » et «z»)
X

> ?.dx est dorclavaeur delavariation celapresson dansladirection « x » lorsque la
X

variable « x » varie d' une petite quantité « dx » (idemen«y» et «z»...)
- cdte expresson nows donre « simplement » la petite variation « dp » qui résulte des petites
variations de ses 3 variables (x, y et )

A |’ aide des 3 équations (Ei) (E). et (E,) :

y)dy+( p.9-p. Z)dz

qui peut se réécrire:

dx dy dz
dp=-p.dv,.— - dv — - dz- p.dv,.—
p=-—p.dv, at p. p.g. P. at

soit :
dp=-puv,.dv, —pv,.dv, —pv,.dv, - p.g.dz

on s approche de I’ équation cherchée, et en remarquant que

V, dv,
Vv, dvidv, v.av =v,.dv +v,.dv, +v,.dv, =v.dv
v, dv,

aors:
dp=-pv.dv-p.g.dz

Victoire, ¢ est I’ équation cherchée.....

dp+ p.v.dv+ p.gdz=0

EQUATION D'EULER
Cette equation d Euler aune gplicationimmédiate : le théoreme de Bernouli .

2) Lethéoréeme de Bernoulli

Il suffit d'intégrer I’ équation d' Euler entre 2 pants de

laveinedefluide:

» lepaint (1) oulapresson vaut p, lavitesse v, et
I’atitude z,

* lepant (2) oulapresson vaut p, lavitesse v, et
I’dtitude z,
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2 (2) ) V2 2

Euler donre [dp+pvdv+p.gdz=0= J’dp+pJ’vdV+ng’dz

1) 1)

s (P15 + 5 120 + pgl2)% =

d ou lethéoreme de Bernoulli pour un fluide parfait, incompressible:

P 2 P

P+ PG = P+, + 092,

C’est lerésultat de base de tout étudiant de CIRA qui serespecte.........

Son oldention est immeédiate depuis |’ équation d’ Euler, mais on peut auss |’ obtenir par un
bilan en énergie.

Nous ne ferons pas cette démonstration, par contre, il est fondamental de savoir interpréter ce
théoréme d’un pant de vue éergétique, en termes de hauteurs ou encore en termes de
pressons.

L es documents constructeurs (pompes, machines, abaques, pertes de charge....) utili sent
notamment les deux derniéres interprétations.

I | NTERPRETATIONSDU THEOREME DE BERNOULL |

1) Bilan énergétigue
On peut éaire ce théoreme dnsi :

pl+:L + —p2+ +
P 2V 0.z ) 2V 0.z,

Lestermes présents us cette forme peuvent bien étre interprétés en énergie:

- leterme %.vz est unterme d énergie dnétique PAR kg DE FLUIDE (expresson cel’ E.

dansle caou m=1Kkg)

- letermeg.z est unterme d’ énergie potentiell e de pesanteur, 1a encore PAR kg DE
FLUIDE (expresson ce|’E, dans le cas ou m = 1 kg)

- letermep/p est auss unterme d’ énergie PAR kg DE FLUIDE

Lethéoréme de Bernoulli peut étre écit comme un bilan énergétique par kilogramme de
fluide.

2) Bilan des pressions
C’est la présentation duthéoreme tel qu’ obtenu dans la démonstration :

Py §V1+szi P+ sz+PQZz

En particulier, onappelle:

cours CIRA 1°® année 7 PASCAL BIGOT



- pression statique: leterme P+ 0.9.Z natée p*
- pression dynamique: leterme gvz

énergie_ Puissanct
volume debit

- relation entre pression et énergie: Pressiorr

REMARQUE:
Les pressons exprimées dans le théoréme de Bernouli sont des pressons absolues! ! !

3) Bilan des hauteurs
Laderniere écriture possble de cethéoréme et :

PP ey,
p.g 29 p.g 29

On nanme::

- hauteur manométrique: Ietermep—pg

- hauteur piézométrique: leterme p—pg +7

- hauteur capable: leterme Zi.v2
9

- altitude: leterme «z »
- lasomme destroistermes est |a char ge totale, ouencore la hauteur
manomeétrique éuivalente

Le bilan en hauteurs permet la
construction dun dagramme, bl

. e
! :
| i
| ]
auteur ! |
ST h [ :
le diagramme decharge ) _, i
piézométrique: | (2.2 ;
T i
] ! :
I e
e T
N o1 |
: ! :
| I 1
PR e

E l ) E position

I l 1 >
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4) Premiere application : la sonde de Pitot

C’est uninstrument de mesure trés employeé. || permet d’ accéler alavitesse du fluide
(aéonautigue) ou encore, si I’on conreit la section de passage du fluide, au débit de fluide
(procédés industriels).

Nous en reparlerons dans le cours d instrumentation.

a- notion depression d arrét :

En présence d’un otstacle, lesL.C.
contournent I’obstade, maisil y ena au
I\ moins une qui s arréte en un pont de cet

OBSTACLE obstade (point M sur le dessn).

1 \

En cepoint M appelé point d’arrét :
v, =0

la charge totale, exprimée @ pressonest :
Protalem = Pw +0-9-Zy = Py
tandis gu en un pont N, en amont de M et sur lamémeL.C. :
_ 1 -,_ -~ 1 5
ptotale,N = Pn +p'g'ZN +§p'VN = Pu +EP-VN

par différence, on oltient (dansle casou z, =z, ) puisquelelong d'ureL.C. la dhargetotale
est constante :

— 2
Pv = P +§p'VN qu représente « lapresson darrét »

II'y adonc une passhilit € de mesurer une vitesse de fluide. C'est cequi est mis en pratique
dansla sonce de Pitot.

b- dispositif de Pitot :

On dispose 2 tubes de prises de presson dans la
"""" canalisation ck I’ écoulement. Une prise de presson
hI donre aces alapresson statique (point N) et une

| |---- . prise de presson qu permet I’ obtention de la presson

d arrét (point M).

| | ) Pu = Py +%p.vfl d une part

Pu = Py T 0.0.n  dautre part

d’ ou I’expresson ce lavitesse dufluide dans|a canalisation:
v=,2.0.h

c- exemplederéalisation :
On utili se dorc une sondke qui asouvent laforme représentée ¢-desous:
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En suppasant lespressonsen M’ et
M tresvoisinesde cdle em N, on a:

— 1 2 1 2
Pu = Pn +Ep'VN = Pwm: +§p-v

pM = pM' +pman0'g'h

V: 2'pman0'g'h
\ Jo)

5) Deuxiéme application : le tube de Venturi

C’est un agane déprimogene la encore tres utili sé dans les procédeés.

Son principe repose sur |’ effet Venturi, autrement dit sur le fait que la presson est plus basse
laou lasedionest plusfable.

Cet effet ne dait plus nous étonner maintenant que nous avons vu le théoréme de Bernouli,
puisque cequi est « gagné » d’un coté est « repris» del’autre, a savoir une vitesse de fluide
plus élevéelaou lasedionest plusfaible...........

Le schématype d un debitmétre de Venturi est le suivant :

Cest adire:

h
|
lf\: VA | =Jl WB
-~ — — ___(:f\,_iﬁ_ _____ __(\_j,_-:%,._

+ théorémedeBernouli : p, - pg :%.p.(vé -v2)

* hydrostatique: p,— pg = p.0.h
» déefinition du @it : Q, =S,.v, =S;.v,

cequi permet d’ écrire :

c'est adire:

D’un pant de vue pratique, les edions ne sont fonctions que du dspositif, si bien quela
relation seretient sous laforme::
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Q = kVENTURI'\/ 2.9.h

le débit est propartionnel alaracine arrée de la hauteur de dénivelé

|lV_LE THEOREME D'EULER RELATIFA LA QUANTITE
DE MOUVEMENT

Attention, il S'agit ici duthéoréme d’Euler, et non msdel’ équation d’ Euler, vue d-desaus.
Que cesoit |’ éguation d Euler, oule théoréme de Bernouli qui en découle, cesrelations ne
nous permettent pas de comprendre pourqua untuyau d arrosage se met a se tortill er
lorsqu on ouvre le robinet, ouencore d’ avoir une idée des forces que subissent les
canaisations lors du passage d'unfluide.

Lethéoreme d’ Euler va nous permettre de tels cdculs. || concerne les systémes ouverts.
Prédsons cequ est un systéme ouvert : ¢’ est un systéme pouvant échanger del’ énergie, mais
auss delamatiére avec I’ extérieur. |l est délimité par une surfacefermée suppaéerigideici,
appelée« surface de antrole »,et est constitué par le mntenu matériel de cette surfacede
controle.

Ainsi, untuyau d arrosage, ou pgutét untrongon ce cetuyau est un systeme échangeant du
fluide avecl’ extérieur (méme s'il contient en régime permanent la méme masse de fluide a
chague instant, ce ne sont pas |les mémes particules de fluide.....).

Le systeme ouvert est le contenu ddlimité par une « frontiere » (par la penséeou nan).

1) Enoncédu théoremed Euler

section de sortie Nous I’ énongons uniguement dans le ca d’ unrégime
Ss — —

STATIONNAIRE (dorc Qe = Qpns =Qm).

Lasurfacede ontrole est constituéed’ une surface

section d'entrée

A\ d'entrée S,, o une surfacede sortie S, et d'une
) S
section latérale surface laterale O

Qu(Ve=Ve) = S Foy

systeme
2) Exemple d un changement de section
section d'entrée
L Se
Il semble sz évident que lors d’ un changement brusque section de sortie
de sedionlelong d’ une canalisation, le fluide transporté a Ss
I"intérieur « pouse » la canali sation. Exprimons cette AW B -___“ (\) .
powseal’aide duthéoreme d Euler : =4
L e systéme ouvert contient I’ épaulement et est délimité par Su !
une sedion dentrée unpeu en amont, ure sedion de sortie section latérale

un peu en ava et lasedion latérale qui est la candli sation elle méme...
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Nous nous plagons dorc dans le calre d’ un régime stationraire, et Nous NOUs propasons de

déterminer laforce exercée par le fluide sur la canalisation Fige . canalisaton -

Considérons |e systéme owvert délimité par lasurfacede ontrole{ S,+ S+ S, } et constitué
par les particules de fluide présentes a |’ intérieur de cette surfacede wntréle.

Ce systéme est soumis & son pads, aux forces de pressonsur lessedions S, et S, ains

qu’ alaforce e(erCéepar la condute sur lefluide Fcanalisatbnﬁ fluide ( =" I:ﬂuideacanalisatbn )
Faisons |’ hypothése d’ un pads négligeable devant les autres forces :

Qu(V,-V,)=P+F +F +F

pressantes canalisatbn - fluide

pressantee
soit, dorc :

Qm (Vs - Ve) = I:pressantee + I:pressantm + I:canalisatbnﬂ fluide

Projetons ir unaxe (O,1) horizonta :

F =p,.S.i ; F =-p.S.i ; V.=V,

pressantge pressantes
cequi donre:

I:canalisatbn—» fluide = [Qm'(vs _Ve) + ps'Ss - pe'se]'i
et dorc, d aprés|1a3°™ loi de Newton':

I:fluide—>canalisatbn = _[Qm'(vs _Ve) + ps'Ss - pe'Se]'r

N’oulions pas que lapresson et lasedion al’ entréesont supérieures alapressonet la
sedion alasortie, cequi fait que le terme entre aochets a de grandes chances d’ étre négatif,

' est adire quelaforcedue aifluide est selon +i ........

3) Exemple d' une conduite coudée horizontale

/\JO( (S\S J Onsintéreseici aunéément de mndute mudée

horizontale. Le schéma d-contre est une vue de desaus.

Lasurfacede ontrole est encore:

Sp
|
it {S,+S+S}

On cherchelaauss Fyge.. canaiisaton » € 0N réglige le poids de ce systéme ouvert.
Lasedion dentrée et identique alasedion cesortie: S, =S, =S.
Danslerepére (O, ]) :

p,.S.cosx " P..S IF

. =
H ’ t 1] -
pe.S.Slna pressantes 0 canalisaton- fluide Fy

F

pressantg
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\7v.cosa v \Y
®lv.sina ' sl Qn=pSV
cequi donre:
F, = (pv2+ p).S.(1-cosn)
E F, ==(pv2+ p).Ssina
onen déduit :

((cosr —1).S.(p.v2 + p)
sina.S.(p+ p.v?)

F

fluide - canalisaton
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