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Introduction

Ce cours décrit quelques outils pour 1’étude des équations aux dérivées partielles (EDP). Ces outils sont utili-
sés pour obtenir des résultats d’existence (et souvent d’unicité) pour quelques exemples de problemes d’EDP de
natures diverses (elliptique, parabolique ou hyperbolique) linéaires ou non linéaires.



Chapitre 1

Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ! sont des espaces fonctionnels, c’est-a-dire des espaces dont les élements sont des fonc-
tions, et ces fonctions sont telles que leurs puissances et les puissances de leurs dérivées (au sens de la transposi-
tion, ou au sens faible, que nous allons préciser) sont intégrables au sense de Lebesque. Tout comme les espaces
de Lebesgue, ces espaces sont des espaces de Banach 2. Le fait que les espaces de Sobolev sont complets est trés
important pour démontrer 1’existence de solutions aux équations aux dérivées partielles.

1.1 Dérivées faibles

La notion de dérivée faible apparait déja dans un article célebre de Jean Leray? paru en 1934, sur les équations
de Navier-Stokes ; dans cette article, elle apparait sous le nom de “quasi-dérivée” ([7] page 205). Cette notion est
fondamentale pour I’étude de 1’existence des solutions des équations aux dérivées partielles elliptiques.

Dans toute la suite, 2 désigne un ouvert de RrRY , N > 1, et on note C'°(2) I’ensemble des fonctions de classe
C° et a support compact sur {2 c’est-a-dire

CX(Q) ={ue C>®(Q);3IK C Q, K compact ;u = 0 sur K°}.

De plus, I’ouvert 2 sera toujours muni de la tribu de Borel (ou tribu borélienne), notée B({2), et de la mesure de
Lebesgue, notée A si NV = let Ay si IV > 1. Les intégrales seront toujours par rapport a cette mesure de Lebesgue,
sauf indication contraire.

Le lemme suivant est absolument fondamental, car il permet de confondre f € L[ () avec 1’application linéaire
Ty : C(Q) — IR définie par ¢ € C°(Q) = Ty (p) = [, f(x)p(z) dz.

On rappelle que f € L () si, pour tout sous—ensemble compact K de (2, la restriction f|x de f & K est un
élément de L(K).

Lemme 1.1 (Egalité presque partout dans L") Soir Q un ouvert de RY, N > 1, et soient f et g € Li ().
Alors :

[\w e (@), [ Saeto) s = [ glalole) dx] —1f=gppl.

1. Serguei Lvovitch Sobolev, (1908-1989) est un mathématicien et physicien russe.
2. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.
3. Jean Leray, 1906 -1998, est un mathématicien francais ; il a travaillé sur les équations aux dérivées partielles et sur la topologie algébrique.



1.1. DERIVEES FAIBLES CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

Démonstration : La démonstration de ce lemme utilise la régularisation d’une fonction intégrable par la convo-
lution avec une suite de noyaux régularisants : voir [3, Exercice 8.7 page 480]. g

On note D(Q2) I'espace C°(Q2) et D*(2) I'ensemble des formes linéaires sur D(Q2) : on dit que D*(£2) est le
dual algébrique de D(2) (pour le distinguer du dual continu, qui est ’ensemble des formes linéaires continues sur
D(Q), apres avoir muni D(£2) d’une topologie, ce qui sera inutile pour ce cours). Si T € D*(2) et ¢ € D(), le
réel T'(¢p) s’appelle I"“action de T sur ¢ et sera noté (T', ) p+ ()¢ (@) O (T, ©)p+(0),D(0)-

Le lemme 1.1 nous permet de définir la dérivée par transposition d’une fonction L;. de la maniére suivante :

Définition 1.2 (Dérivée par transposition) Soit § un ouvert de RY, N >1.

o Soit f € Li (), on appelle dérivée par transposition de f par rapport a sa i-eme variable la forme linéaire

D, f sur C° () définie par :

(Dif, @>D*(Q),cgo(9) = */Qf dip du

on 0;p désigne la dérivée partielle classique de o par rapport a sa i-eme variable. Donc D, f est un
élément de D* () Noter que si f € C1(Q), alors D; f n’est autre que 0; f car on confond 0 f et Ty, y (qui
est I’élément de D* () induit par 0; f). Il s’agit donc bien d’une généralisation de la notion de dérivée.
Si la forme linéaire D, f peut étre confondue avec une fonction localement intégrable au sens du lemme 1.1,
on dit que f admet une dérivée faible.

e Soit T € D*(Q); on définit la dérivée par transposition D;T de T par :
(DiT, p)p(),coo () = — (T, 0ip) pr (), 0 ()5 Vo € CZ(K2).

La notion de dérivée au sens des distributions est un peu plus délicate a définir car elle demande la définition d’une
topologie sur C'°(£2). Nous n’en aurons pas besoin dans le cadre de ce cours.
Voici un exemple de dérivée par transposition. La fonction de Heaviside #, définie par

lifx >0
H(z) = -7 1.1
@) {O ifz <0, (.0
est localement intégrable. Elle admet donc une dérivée par transposition. Pour calculer cette dérivée, notée D H,
on remarque, pour ¢ € C°(IR),ona:

+oo
- / H(z)y'(x) dz = - / o/ () dz = (0),
R 0

et donc DH est la forme linéaire qui a ¢ associe sa valeur en 0, qu’on appelle aussi “mesure de Dirac en 0" :
DH = §y. Par contre, cette dérivée n’est pas une dérivée faible, car o ne peut pas étre assimilée a une fonction de
Lj... au sens ot il n’existe pas de fonction g € L{, .(IR) telle que d(¢) = [ gy dz pour tout ¢ € C2°(IR) (voir
exercice 1.1).

La définition 1.2 permet de définir des dérivées par transposition d’une fonction L{,. (ou d’un élément de D*((2))
a tous les ordres. Par I’identification d’une fonction LlloC avec 1’élément de D*(2) qu’elle représente, on peut
aussi définir la notion de dérivée faible a tous les ordres. Plus précisément, pour & = («y,...an) € nY , et
u € LL (RY), on définit 1a dérivée faible D{* ... DN u € LL . (R™N), si elle existe, par

loc

/D{fl...D]‘iju(x) o(z) dz = (-1)‘&'/ (@) O .. 0% () da, Ve € C2(RY),
R R

N N

ol |a| = a1 +...+ay et 9 désigne la dérivée partielle (classique) d’ordre «; par rapport a la i-me variable.

4. Oliver Heaviside (1850 - 1925) physicien britannique autodidacte.
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1.2. DEFINITION ET PROPRIETES CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

Remarque 1.3 (Convergence dans D*) Soit {2 un ouvert de RrY (N > 1), (Th)nen une suite déléments de
D*(Q) et T € D*(Q). On dit que T, — T dans D*(2), quand n — +o0, si

(T, &)~ (0),0 () = (T 9)p+(02),0 () pour tout ¢ € C°(€2). (1.2)

11 s’agit donc de la convergence simple dans ’ensemble des applications de C'2°(£2) dans IR.

Lorsque I’on s’intéresse aux distributions, on ajoute une structure topologique a I’espace C'°(£2) (non décrite dans
ce polycopié) et, au lieu de travailler avec D*((2), on travaille avec 1’espace strictement plus petit des applications
linéaires continues de C'2°(f2) dans IR. Cet espace est noté D’(2). Toutefois, méme lorsque 1’on travaille avec
I’espace D’(€2), la notions de convergence est toujours donnée par (1.2).

1.2 Définition et propriétés
Définition 1.4 (Espaces de Sobolev ) Soit 2 un ouvert de RY, N> 1
1. L’espace H*(Q) is defined by :
HY(Q) ={ue L*(Q)tq Diuec L*(Q), Vi=1,...,N}.

Dans cette définition, lorsqu’on écrit Dyu € L%(S2), on sous-entend
39 € L*(Q);{Dsf, 0) pr () () = —/Qgso dz, Ve € C°(Q).
2. L’espace H™(Q)) : For m € IN, we define :
H™(Q) = {u € L*(Q); D € L*(Q)Va € NV;|a| < m}.
3. L’espace W™P(Q) est défini pour 1 < p < oo et m € N, par
W™2(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(Q), Ya € NV ; |a| < m.}
4. Noter que pour m = 0, ’espace WP () est I’espace de Lebesgue LP(2).

On note (- | )72 le produit scalaire dans L2(€2), i.e.

(u]v)re :/uvdw,
Q

et|.||z» la norme dans LP(£2)., i.e.

- / P ).

Proposition 1.5 (Structure d’espace vectoriel) Les espaces H™(Q)) sont des espaces de Hilbert lorqu’on les
munit du produit scalaire

(u|v)gm = Y (Du| D*)e.

|a]<m

Noter que W™2(Q) = H™(Q).

EDP, Télé-enseignement, M2 6



1.2. DEFINITION ET PROPRIETES CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

Une norme naturelle sur WP () est définie par :

1lp
( > |D°‘u|1£p>, sil<p<+oo;

o<[al<m

lwl|wm» = (1.3)
max || DYul| e, sip = +o0.
0<|a|<m
Muni de cette norme W' P(Q) est un espace de Banach. On peut montrer que la norme :
> 1D, 1< p < +oo;
<lal<m
fetflmp = 4 (1.4)
" > ID%ullp=, p=+oc.
0<[al<m

est une norme équivalente a la norme définie par (1.3) : ceci est une conséquence de I’ équivalence entre les normes
dans R? ot ¢ = card({a € NV |a| < m}). Les deux normes sont notées indifféremment ||, ou ||.||wm.».
L’intérét principal de la norme (1.3) est que dans le cas p = 2 elle confére a H™ une structure hilbertienne, ce
qui n’est pas le cas avec la norme définie par (1.4)

Remarque 1.6 (Espaces de Sobolev et continuité) En une dimension d’espace (N = 1), avec a,b € R, a < b,
1 < p < +oo, tout élément de W1 (]a, b[) (qui est donc une classe de fonctions) peut étre assimilé a une fonction
continue, au sens ou il existe un représentant de la classe qui est continu (ce représentant continu est unique, voir
a ce propos I’exercice 1.3). Ceci tient au fait qu’en dimension 1, toute (classe de) fonction(s) de Wl”’(]a7 b[) peut
s’écrire comme I’intégrale de sa dérivée.

u € W (Ja,b]) <= {Hﬁ € C([a,b]) etv € LP(]a,b]);u = a p.p. et a(x) = u(a) + /Iv(s) ds} .

En dimension strictement supérieure a 1, ceci est faux. En particulier H'(Q) ¢ C(£), comme le prouve I’exemple
suivant : soit Q = {z = (z1,22)! € R?, |z;] < 3,7 = 1,2}, etu la fonction définie sur Q par u(z) =
(=1In(|z]))", avec v €]0,1/2[. Alors u € H'(Q) mais u ¢ L>°(£2) (voir exercice 1.5), et donc en particulier,

ué C(Q).

Proposition 1.7 (Séparabilité) Soit Q un ouvert de R™ (N > 1), m € Net1 < p < +00; I'espace W™P(Q)
is espace séparable ( c’est-a-dire un espace vectoriel normé qui contient une partie dénombrable dense).

La preuve de cette proposition fait 1’objet de 1’exercice 1.9, ot I’on montre aussi par un contre-exemple que le
résultat de séparabilité n’est pas vrai pour p = +oc.

La notion de séparabilité est importante, car elle permet d’approcher aussi prés que 1’on veut n’importe quel
élément de 1’espace par un élément d’une famille dénombrable : dans le cadre d’un espace de Hilbert, on peut
montrer que cette propriété est équivalente a 1’existence d’une base hilbertienne (voir par exemple[3, Proposition
6.62]).

Nous rappelons maintenant la notion importante d’espace réflexif.

Définition 1.8 (Espace réflexif) Soit E un espace vectoriel normé réel. On note E' son dual topologique, c’est-
a-dire I’ensemble des formes linéaires continues de E dans R, muni de sa norme naturelle (E' est un espace de
Banach). Pour tout x € E, on définit ’application J,. de E’ dans R par J,(T) = T(x) pour tour T € E’. On a

[ J=(T) = |T(2) < T |lz]| &

EDP, Télé-enseignement, M2 7



1.3. RAPPELS D’ANALYSE CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

et donc J, est une forme linéaire continue sur E', ce qu’on note J,, € E" ou E" est le bidual de E, c’est-a-dire le
dual topologique de E’. On peut montrer par le théoréme de Hahn-Banach qu’on rappelle dans le paragraphe
suivant, que ||Jy||gr = ||z| .

L’application J, définie de E dans E" par J(x) = J, pour tout x € E, est donc une isométrie linéaire de E sur
son image, notée Im(J), et on a évidemment Im(J) C E".

On dit que E est un espace réflexif si Im(J) = E”, ce qui revient a dire que J est surjective.

Notons que tout espace réflexif E est forcément complet puisque le dual d’un espace vectoriel normé quelconque
est toujours complet.

Proposition 1.9 (Réflexivité) Soit Q2 un ouvert de RY, N > 1, et m € N. Pour tout p €1, +o0], 'espace
W™P(Q) est un espace réflexif.

La preuve de ce résultat fait I’objet de I’exercice 1.10.

1.3 Rappels d’analyse fonctionnelle

Commencons par un théoreme fondamental :

Théoreéme 1.10 (Hahn Banach) Soit E un espace vectoriel sur R et p une fonction convexe définie de E dans
IR. Soit F' un sous-espace vectoriel de E, et T une forme linéaire sur F qui vérifie T (z) < p(x) pour tout xz € F.
1l existe alors un une forme linéaire de E dans R, égale a T sur F, qui prolonge T sur l’espace E tout entier, et
qui vérifie encore la condition : T (x) < p(x) pour tout x € E.

Le corollaire suivant est essentiel :

Corollaire 1.11 Soit E un espace normé, F' un sous-espace de E et T une forme linéaire continue sur F. On peut
alors prolonger T en une application continue définie sur E, de méme norme que T

Un résultat bien connu sur les espaces de dimension finie est donné dans le théoréme suivant :

Théoréeme 1.12 (CNS sur la dimension) Un espace de Banach E est de dimension finie si et seulement si sa
boule unité fermée est compacte.

Les notions de convergence faible et faible-x seront fondamentales pour la suite.

Définition 1.13 (Convergence faible et faible-x) Soit E un espace de Banach

1. Convergence faible Soient (uy,)necw C E et u € E. On dit que w,, — u faiblement dans E lorsque n — 0o
si T(un) = T(u) pour tour T € E'.

2. Convergence faible-x Soient (T,,)nen C E' et u € E'. On dit que T,, — T dans E' faible-* si T, (x) —
T(x) pour tout x € E.

Théoréeme 1.14 (Compacité faible-x des bornés du dual d’un espace séparable) Soit E un espace de Banach
séparable, et soit (T),)nc une suite bornée de E' ( ¢’est-a-dire telle qu’il existe C € Ry tel que (|| T, || < C
pour tout n € IN). Alors il existe une sous-suite, encore notée (T,,)nen, et T € E' telle que T,, — T dans E'
faible-.

Une application importante de ce théoréme est la suivante : si £ est un ouvert de RY et (un)new est une suite
bornée de L>°((2), alors il existe une sous-suite encore notée (u,)new et u € L°(Q) tels que fQ upp de —
Jo, we da pour tout ¢ € L'(£2). Ceci découle du fait qu’il existe une isométrie naturelle entre L>°(£2) et le dual de
L(Q) et que L1() est séparable.

EDP, Télé-enseignement, M2 8



1.4. THEOREMES DE DENSITE CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

Théoreme 1.15 (Compacité faible des bornés d’un espace réflexif) Soit F un espace de Banach réflexif, et soit
(un)new une suite bornée de E ( c’est-a-dire telle qu’il existe C € R4 t.q. (||un||g < C pour tout n € IN). Alors
il existe une sous-suite, encore notée (un)necN, et u € E telle que u,, — u dans E faiblement.

Noter qu’un espace de Hilbert est toujours un espace de Banach réflexif.

1.4 Théoremes de densité

Définition 1.16 (Frontiere lipschitzienne) Un ouvert borné Q2 de R™ est dit a frontiere lipschitzienne s'il existe
des ouverts (29,1, ..., 82y, ) de RYN et des applications (¢o, b1, . .., by,) telles que :

1. QC Uy Qet Qo C Q.

2. ¢o: Q0 — Bin = {x € RY 1.q. ||z]| < 1} est bijective et ¢ et ¢y " sont lipschitziennes,

3. Pourtouti > 1,¢; : Q; — By n est bijective et ¢; et 45;1 sont lipschitziennes, et ¢;(Q;NQ) = By n ﬂ]Rf
et $;(:N9Q) = By xN{(0,9),y € R¥-1}. (Avec IRf ={(z,y) e RV;z e R,z > 0ery c RV 7'}

Théoreme 1.17 Soit Q) est un ouvert borné a frontiére lipschitzienne et 1 < p < 400 alors :
1. Sip < +oc, Uensemble C*>(Q) des restrictions & Q des fonctions C°(R™N) est dense dans WP (Q).
2. Il existe une application linéaire continue P : W'P(Q) — WP (IRY) telle que

Yu € WHP(Q), P(u) = u p.p. dans .

Des résultats analogues sont vrais avec W™P(Q) (m > 1) au lieu de W1P(Q) mais demandent plus de régularité
sur €2 (voir [1]). La démonstration se fait par troncature et régularisation. Un cas particulier fait 1’objet de I’exercice
1.16.

On peut montrer aussi que C2°(IR™) est dense dans W™P(R™) si N > 1,m € Net1 < p < +oc. Mais, ceci
est faux si on remplace IR™ par Q avec 2 ouvert borné et m > 0. Par exemple, si {2 est un ouvert borné, I’espace
C°(£2) n’est pas dense dans H*(£2). Son adhérence est un sous espace strict de H*(£2), qu’on note Hga (€2).

Définition 1.18 (Espace H( (Q)) Soir Q un ouvert de R™, N > 1.

— __HY(Q
1. On appelle H}(Q)) I'adhérence de C°(Q) dans H(Q), ce qu’on note aussi : H}(Q) = CgO(Q)H . ).

2. Pourm > 0etl < p < 400, on définit le sous espace W' (Q2) de W™P(Q) comme I’adhérence de

C°(Q) dans WP (Q) :
wer() = o=@

Comme cela a été dit précédemment, si Q@ = R™ ona H}(Q) = H'(Q2) alors que I'inclusion est stricte si  est
un ouvert borné.
1.5 Théoremes de trace

Théoréme 1.19 (Trace) Soir Q@ = RY = {(z,y) € RY;z € R,z > Oety € R "'}, Pour tout p tel
que 1 < p < 400, il existe une unique application linéaire continue ~ de W'?(Q) dans LP (RN ") telle que

yu = u(0,-) p.p sur RN~ (au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle) si u € CCDO(]Rf).

Remarque 1.20 (Lien avec la trace classique.) On suppose que {2 = ]Rf . Alors :

EDP, Télé-enseignement, M2 9



1.6. THEOREMES DE COMPACITE CHAPITRE 1. ESPACES DE SOBOLEV

1. Siu € HY(Q)NC(Q), on aalors yu = u p.p sur O (au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimension-
nelle).

2. Kery = Wy P(RY).

Voir a ce propos I’exercice 1.15.

Théoreme 1.21 Soit Q un ouvert borné a frontiére lipschitzienne et 1 < p < +o0. Alors, il existe une unique
application vy (linéaire continue) définie de W*?(Q) dans LP(09) et tel que

yu = u p.p. sur OQ siu € WHP(Q) N C(Q).

Ici encore, p.p. est a prendre au sens de la mesure de Lebesgue N — 1 dimensionnelle sur 0).
De plus Ker v = W, P ().

Remarquons que si p > N, on peut montrer (voir théoréme 1.26) que WP(Q) C C(Q) et yu est alors la valeur
de u au bord au sens classique.

Le théoreme suivant généralise la propriété d’intégration par parties des fonctions régulieres.
Théoréeme 1.22 (Intégration par parties)

e SiQ= IRf(: {z = (z1,...,2n5)" € RY; 21 > 0}), alors

SlZ<z<N/uDlvdx— /Duvdx Y(u,v) € (HY(Q))?,
Sii=1 / u Dyvdx = / Dyuvdx —1—/ yu(y) yo(y) dy(y), Y(u,v) € (H())?,
Q a0
o si () est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne, alors, pour touti =1, ..., N,
Jubwde=— [ Duvdst [ yul) volny) dr(w). Yuo) € @)
Q Q 0

oul yu désigne la trace de u sur la frontiere O et dv(y) désigne I'intégration par rapport a la mesure adéquate
sur 00 ( c’est-a-dire la mesure de Hausdorff sur ) qu’on peut voir comme une mesure de Lebesque (N — 1)
dimensionnelle), et n. = (nq, . .. ,nN)t est la normale a 0X) extérieure a §).

1.6 Théoremes de compacité

Les théorémes suivants sont une conséquence du théoreme de Kolmogorov (voir [4, Théoréme 8.5]).

Théoréme 1.23 (Rellich) Soir 2 un ouvert borné de RN (N > 1) et 1 < p < +oo. Toute partie bornée de
WP () est relativement compacte dans LP (). Ceci revient a dire que de toute suite bornée de Wy '* (), on
peut extraire une sous-suite qui converge dans LP ().

Le théoréme précédent reste vrai avec WP (£2) a condition de supposer la frontiére lipschitzienne.

Théoréme 1.24 Soit  un ouvert borné de RY (N > 1), a frontiére lipschitzienne, et 1 < p < +oo. Toute
partie bornée de WP (Q) est relativement compacte dans LP (). Ceci revient a dire que de toute suite bornée de
WLP(Q), on peut extraire une sous-suite qui converge dans LP ().
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Nous aurons aussi besoin d’une version du théoréme 1.23 dans les espaces duaux de LP et WO1 P, Comme, pour
p < 400, le dual de LP est identifié a I’espace L4 avec ¢ = p/(p — 1), et que le dual de Wol’p est noté W19, on
obtient le théoreme 1.25.

Théoréme 1.25 Soit Q un ouvert borné de RN (N > 1) et 1 < q < ~+oc. Toute partie bornée de LI(Q) est
relativement compacte dans W~=19((2).

En particulier; pour ¢ = 2, L’espace W ~12(Q) est aussi noté H=1(Q). Toute partie bornée de L?(Q) est donc
relativement compacte dans H=1(Q).

1.7 Injections de Sobolev

Le théoreme suivant donne les injections de Sobolev ; ces injections établissent le fait qu’une fonction dont une cer-
taine puissance d’elle-méme et de sa dérivée est intégrable ( c’est-a-dire u € W1P) est en fait dans un “meilleur”
espace (en terme d’intégration ou de régularité). On distingue trois cas différents, selon que la puissance est infé-
rieure strictement, égale, ou supérieure strictement a la dimension de 1’espace V.

Théoréme 1.26 (Injections de Sobolev) Soit Q un ouvert de R™, N > 1 qui est soit borné a frontiére lipschit-
zienne, soit égal a RY.

N—
existe C' € R (ne dépendant que de p, N et)) tel que

1. Sil1<p< N, alors W'P(Q) C LP"(Q), avec p* = N—pp, et linjection est continue, c’est-a-dire qu’il

Yu € WHP(Q), [[ul| o+ < Cllullwir, ce qu’on note WP (Q) < LP" ();

on a en particulier

Whi(Q) < L™ (Q).
Pour N =1, le cas p = N est autorisé. On a donc aussi
[WEHQ) = L®(Q) si N = 1.

2. Sip> N, alors
Wwhr(Q) c ¢ F(Q)

oit, poura >0, C%%(Q) est I’ensemble des fonctions holdériennes d’exposant o défini par
C%*(Q) = {u e C(R)| 3k € R; |u(x) — u(y)| < k|z —y|* V(z,y) € Q*}. (1.5)

La démonstration de ce résultat fait I’objet de I’exercice 1.13.

3. Dans le cas ou §) est borné a frontiére lipschitzienne, Wl’N(Q) — L9(Q) pour tout q tel que 1 < q¢ < +00
(et le cas ¢ = oo est autorisé si N = 1). Ce résultat est faux dans le cas ou () = RY, voir un contre exemple
a lexercice 1.5.

Si Q est un ouvert borné sans hypothése de régularité sur la frontiére, les trois assertions précédentes restent vraies
si I'on remplace I'espace WP (Q) par I'espace Wy (Q).

Remarque 1.27 Soit 2 un ouvert borné de RY. Une conséquence simple du théoreme d’injection de Sobolev
(théoreme 1.26) et du théoreme de compacité de Rellich (théoreme 1.23) est que I’application u —> est compacte
de W, P(Q) dans LI() si1 <p < Netq < p* = (;yzp.

Sip > N, une conséquence simple de théoreme d’injection de Sobolev (théoréme 1.26) et du théoreme (classique)
d’Ascoli est que I’application u +— est compacte de Wol’p(Q) dans C'(£2).
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1.8 Exercices

Exercice 1.1 (Exemple de dérivée) Corrigé 1.1

Soient N > 1,Q = {z = (z1,...,an)' € RN, |z;) < 1,i=1,...,N}etu: RY — R définie par u(z) = 1

sizeQ etu(z) =0 siz g

1. Pouri = {1,...,N} et € C2(IRY), montrer que Jrw u(m)g—aﬁ(az)dw ne dépend que des valeurs prises par
« sur le bord de €.

Indication — On pourra commencer par le cas N = 1 et utiliser une intégration par parties.

2. Montrer que u ¢ W1 1(IRY).

Indication —  Pour N = 1, la question revient a montrer que la mesure de Dirac ne peut pas étre associée a une

fonction L*. Pour montrer cela, on peut utiliser le résultat d’intégration suivant : si g € Ll(IR,), et si (Ap)nen estune

suite d’ensemble mesurables dont la mesure tend vers O lorsque n — +oo, alors [ 4 9(w)dr — 0 lorsque n — +oo.
v An

Exercice 1.2 ( Une fonction de dérivée nulle est constante) Corrigé 1.2
Soitu € L (]0,1]) telle que Du = 0. Montrer que

loc

Ja € R;u = ap.p..

Indication — On pourra considérer d’abord le cas u € Ll(](), 1[) et procéder, par exemple, par densité. La fonction

. . . . . ) N 11
u peut étre approchée par convolution par des noyaux régularisants p, qu’on prend a support dans | — =, +[. En

n’mn
/ / /
prolongeant u par 0 en dehors de [0, 1], on pose u,, = u* pn. On a alors u,, = u* p,,. Montrer alors que u, (x) = — <
1

Du, pn(z — ) > pour tout x €)1, 1 — L[, et en conclure que w,,(z) = 0 pour tout x €]=,1 — 1|,
Terminer le raisonnement en utilisant le fait que u,, 1] 11 tend vers u dans L*.
n’ n
1 I3 . . P N .
Dans le cas u € Ly,,.(]0, 1[) considérer u. = uli.1_.) et refaire le raisonnement précédent de maniére habile. ..
Le raisonnement donné ici se généralise au cas multidimensionnel (voir I’exercice 1.4 et son corrigé). Une autre méthode,
plus spécifiquement liée au cas unidimensionnel, est donnée dans le corrigé 1.2.

Exercice 1.3 (Espace de Sobolev en 1d) Corrigé 1.3
Soit1 < p < ccetu € WHP(]0, 1]).
1. Soit u € W1P(]0, 1]).

(a) Montrer qu’il existe C € IR t.q. u(z) = C + f: Du(t)dt, pour presque tout x €]0, 1[. En déduire que
u e C([0,1],IR) (au sens qu’il existe v € C([0,1],IR) t.q. w = v p.p. sur |0, 1], en identifiant u et v, on peut
donc dire que W1P(]0,1]) € C([0,1],TR).
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Indication —  Introduire la fonction F(z) = fO Du(t) dt (qui est dans LP), calculer sa dérivée faible et montrer
qu’elle est égale a Du. Pour cela, app/u/um Fubini en mtmzlm‘\am la fonction caratéristique 1|y ) et en notant que
pour z,t € [0,1], 1j0,4)(£) = 1p¢,1)(x).
Montrer alors que F' est continue et conclure grdace a l’exercice 1.2.

(b) Montrer que ||uflco < [[ullwrpqo,1p)-

Indication —  Ecrire u(z) = u(s) + [ Du(t) dt, et intégrer par rapport a s.

(c) Sip > 1, Montrer que u est une fonction holdérienne d’exposant 1 — (1/p).

Indication —  Majorer u(x) — u(y) par I'inégalité de Holder.

2. Soitu € C([0,1],IR). On suppose qu’il existe w € LP(]0, 1]) t.q. u(z +f0 t)dt, pour tout z €]0, 1[.
Montrer que u € W(]0,1[) et Du = w.

Indication — Encore Fubini. ..

Exercice 1.4 (Généralisation de I’exercice 1.2) Corrigé 1.4

Soient N > 1, B={z ¢ R", |z| < 1}etu € L} (B).

1. On suppose que D;u = 0 pour tout i € {1,..., N}. Montrer qu’il existe a € IR t.q. u = a p.p.. (u est donc la
fonction constante égale a a.) [On pourra, par exemple, raisonner ainsi :

loc

Soite €]0,1/2[ et (pp)nen+ une suite de noyaux régularisants, c’est-a-dire :

peCZMRYIR), [ pds =1, p> 0. p(w) = 0sifa] > 1. e
et,pourn € N*, z € RN, p,(z) = n™ p(nz).

On pose u-(x) = usi |z| < 1 — e et ue = 0 sinon. Puis, on pose u. 5, = e * .

Montrer que u.,, € C°(R™ IR) et que, si 1/n < &, u. ,, est constante sur la boule de centre 0 et de rayon
1 — 2¢. Puis, conclure. .. .]

2. On suppose que D;u est une fonction continue, pour tout i € {1,..., N}. Montrer que u € C*(B,IR) (au sens
“il existe v € C1(B,IR) t.q. u = v p.p.”). [On pourra, par exemple, reprendre I’indication de la 1&re question et
raisonner ainsi : Montrer que pour tout x,y € IR™ ona

Uen(Y) — Uen(2) = /01 Ve n(ty + (1= t)a) - (y — z)dt,
et que pour z dans la boule de centre 0 et rayon 1 — 2 eti € {1,...,N}ona
(OUen/0x;) (2 / D;u(Z)pn(z — z)dz.
En déduire que pour presque tout z,y € B, on a, avec Du = {D1u, ..., Dyu}?,
) ~u(e) = [ Dutiy-+ (1 00) (g -

Montrer alors que w est continue et que la formule précédente est vraie pour tout x,y € B. Conclure enfin que
u€ CYB,R).]
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3. On reprend ici la 1&re question en remplacant B par un ouvert quelconque de IR . Montrer que u est constante
sur chaque composante connexe de B. (Comme d’habitude, « constante signifie qu’il existe « € R t.q. u = a

p-p-)

Exercice 1.5 (Non généralisation de I’exercice 1.3) Corrigé 1.5
Soit Q = {z = (z1,22)" € R?, |z] < 1,i=1,2},v €]0,1/2[ et u: Q — IR définie par u(z) = (—In(|z|))".
Montrer que u € H'(Q). En déduire que H*(Q) ¢ C(9Q).

Indication — Montrer que la dérivée par transposition de u est une dérivée faible et que cette dérivée faible est égale
(presque partout) a sa dérivée classique .

Exercice 1.6 (Laplacien d’un élément de [} (2)) Soit Q un ouvert borné de RY (N > 1) etu € H(Q).
1. Montrer que, pour tout ¢ € C2°(£2), on a

(D, ) e (.G () = / w(z) Ap(z)de = - /Q Vu() - Vol(z)dz.

2. On rappelle que Hi () est un s.e.v. fermé de H'(2). Muni de la norme de H'((2), I’espace H3 () est donc
un espace de Hilbert. On note H~*(£2) le dual (topologique) de H} (). Déduire de la question précédente que
Au € H71(Q) ( c’est-a-dire que 1’élément de D*(£2), noté Auw, se prolonge de maniére unique en un élément
de H1(Q), encore notée Au) et que

Aul| -1y < [Vl l|lL2(0)-

NB. En fait, on montrera au chapitre 2 que sur H3 () la norme H* () est équivalente 2 la norme notée || - || HI(Q)
définie par [|ul| g ) = || [Vul [|r2(a)- Avec ce choix de norme sur H{(£2) on obtient || Aul|g-1(q) = llwll 2 -

Exercice 1.7 (Petits pieges...) Pour 2 € IR?\ {0}, on pose G(x) = In(|z|).

1. Montrer que G € C*°(IR? \ {0}) et AG = 0 (au sens classique) dans IR* \ {0}. En déduire que AG = 0 dans
D*(R?) \ {0}. Que vaut AG dans D*(IR?)?

2. Montrer que G € L? _(IR?) pour tout p < 0o et VG € LP (IR?) pour p < 2.

loc loc

3. On prend dans cette question §2 =)0, 1[2. Montrer que
ue LX), Auc H(Q) A ue H(Q).
Montrer que
ve (H1(Q))?, div(v) = 0 dans D*(Q) et rot(v) = 0 dans D*(Q) % v € (L*(Q))%

4. (Singularité éliminable) Soit Q un ouvert de IR? contenant 0. On suppose ici que v € H'(Q) et que Au = 0
dans D*(2\ {0}). Montrer que Au = 0 dans D*(£2). [On pourra utiliser astucieusement la fonction G...].

Exercice 1.8 (Trois applications de Hahn-Banach) Soit F un espace de Banach réel.
1. Soit z € E, z # 0. Montrer qu’il existe T € E' t.q. T(z) = ||z||g et |T ||z = 1.

Indication —  Définir T' sur la droite engendrée par x et prolonger T" par Hahn Banach.
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2. Soient F' un s.e.v de E et x € E. Montrer que z ¢ F si et seulement si il existe T € E’ t.q. T(z) # 0 et
T(y) = 0 pour tout y € F.

Indication —  Sens = : Sens facile.

Sens <= : construire I’application linéaire T sur Rx @ F par T'(x) = 1 et T(y) = 0 pour tout y € F' ; montrer que
T est continue et conclure par Hahn Banach. La continuité de T est le point le plus technique : on peut par exemple
remarquer que si x ¢ I, alors il existe ¢ > 0 tel que B(0,¢) N F = (), et montrer ensuite que T'(z) < L ||z|| pour tout
z € G =Rz & F, ce qui montre la continuité d T sur G. ;

3. Pour z € E, on définit J,, de E’ dans R par J,,(T") = T'(z) pour tout I' € E’. Montrer que J,, € E” pour tout
x € F et que I'application J : z — J, est une isométrie de F sur J(E) C E”. (Définition : On dit que F est
réflexif si J(E) = E”.)

Indication —  La linéarité et la continuité de J sont faciles. Il reste a montrer le caractére isométrique. Soit x € F. 11
est facile de voir que | J (x)| < ||z|| g. Pour montrer I’égalité, considérer I’application T de la premiere question.

Exercice 1.9 (Séparabilité de LP) On désigne par L? ’espace Li; (IR, B(IR), A).
1. Soit 1 < p < oco. Montrer que L? est séparable.

Indication —  On pourra onstruire une famille dénombrable dense de C.(IR) en considérant pour n € IN, I’ensemble
Ay, des fonctions qui sont nulles sur [—n, n]® et qui sont constantes par morceaux et & valeur rationnelles sur tous les
intervalles de la forme [ni ";l [ @ € Z.. Vérifier que les ensembles A, sont dénombrables, et montrer ensuite que

A = UneNA, estdense dans L.

2. Montrer que L*°(IR) n’est pas séparable.

Indication —  Soit B I’ensemble des fonctions constantes sur les intervalles [i,i+ 1], i € ZZ et qui ne prenent que les
valeurs 0 ou 1. Vérifier que B est une partie non dénombrable de L et que si A est une partie dense de L°°(IR) il
existe une injection de A dans B.

Exercice 1.10 (Réflexivité de LP si 1 < p < c0)

Soient (X, 7T, m) un espace mesuré o-fini et 1 < p < oo, montrer que LP(X,T,m) est un espace de Banach
réflexif.

Exercice 1.11 (Séparabilité et réflexivité d’un s.e.v. fermé)

Soient ' un espace de Banach (réel) et F' un s.e.v. fermé de E. Montrer que :

1. E séparable = F' séparable.

2. E réflexif = F réflexif.

Exercice 1.12 (Fonctions lipschitziennes)

Soient Q un ouvert de IRY et u : @ — IR une fonction lipschitzienne. Montrer que D;u € L% () pour tout
ie{l,...,N}.
N.B. : Réciproquement, siu € L} (92) et Dyu € L>(Q) pour touts € {1,..., N}, alors u est lipschitzienne (au

loc
sens : il existe v : 2 — IR lipschitzienne t.q. u = v p.p.).

Exercice 1.13 (Inégalités de Sobolev pour p > N)
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L’objet de cet exercice est de démontrer 1’injection de Sobolev pour p > N.

Siz e RY (N > 1), onnote z = (z1,%), avec 7; € Ret € R~ Onnote H = {(t, (1 — |t|)a), t €] — 1,1],
a € By_1},00 By_1 = {z € RV 7!, |z| < 1}. (On rappelle que | - | désigne toujours la norme euclidienne.)
Soit N < p < 0.

1. Soitu € C’l(]RN, IR). Montrer qu’il existe C; € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

[u(1,0) — u(~1,0)| < Cal[((Vul) o an). (1.7)

[On pourra commencer par écrire u(1,0)—u(0, a) comme une intégrale utilisant convenablement Vu(t, (1—t)a)
pour ¢ €]0, 1], et intégrer pour a € By _1 pour comparer u(1,0) et sa moyenne sur By _1. On pourra se limiter
au cas N = 2, pour éviter des complications inutiles.]

2. Soit u € CH(IR™, IR). Montrer qu’il existe C € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.

[u(@) = u(y)| < Coll (IVul) | Loz =y~ > (1.8)

[Apres, éventuellement, une rotation et une translation, on peut supposer que z = (b,0) et y = (—b,0). Se
ramener alors a (1.7).]

Pour o €]0, 1] et K sous ensemble fermé de IR, on note

C**(K) ={u€ C(K,R), ||lullp=x) <occet  sup M < oo},
syek, oty T =Yl
et,siu € CO%(K),
[u(z) — u(y)|
lullo, = lullpe(ry +  sup  ————==.
z,yeK, x#y |1‘ y‘
Noter que C0 (K), muni de cette norme, est un espace de Banach.
3. Soit u € C}(IRY,IR). Montrer qu’il existe C5 € IR, ne dépendant que de N et p, t.q.
[ull Lo (m vy < Csllullw gy (1.9)

[Cette question est plus délicate. .. Il faut utiliser (1.8) et le fait que u € LP(IR™).]

4. (Injection de Sobolev dans IR™.) Montrer que W'?(R") c C%*(R"), avec v = 1 — %, et qu’il existe
Cy € R, ne dépendant que de NV et p, t.q.

lullco.omny < Callullwre@mn)- (1.10)

5. (Injection de Sobolev dans €2.) Soient {2 un ouvert borné de RY (N > 1), a frontiere lipschitzienne.
Montrer que WP(Q) ¢ C%*(Q),aveca = 1— %, et qu’il existe Cs € IR, ne dépendant que de 2, N et p, t.q.
lull ooy < Csllullwrra)- (1.11)

Exercice 1.14 (Inégalités de Sobolev pour p < N) Corrigé 1.6

L’objet de cet exercice est de démontrer 1’injection de Sobolev pour 1 < p < N.
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1. Soitu € CL(RY).

(a) On suppose ici N = 1. Montrer que |00 < ||2/[]1.

1/N du |1/N
el

(b) Par récurrence sur N, montrer que ||u| n/nv-1) < || %Hl 1
(c) Montrer que ||u||n/(v—1) < || [Vul 1.
(d) Soit 1 < p < N. Montrer qu’il existe C'y,,, ne dépendant que N et p t.q. |[ull, < Cnpll|Vul|lp, avec
p* = (Np)/(N —p).
2. Soit 1 < p < N. Montrer que ||u|[,» < Cy |l |[Vul |, pour tout u € WHP(RY) (Ci, et p* sont donnés a la
question précédente). En déduire que I’injection de W1?(IR™) dans L9(IR") est continue pour tout ¢ € [p, p*].
3. Soit p = N. Montrer que I'injection de W1~ (IR™) dans L?(IR™) est continue pour tout ¢ € [N, o[ (Pour
N =1, le cas ¢ = oo est autorisé).

4. On suppose maintenant que €2 est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne. Pour 1 < p < N, Montrer que
I’injection de W1P(Q) dans L9(€2) est continue pour tout ¢ € [p,p*] (»* = (Np)/(N — p)). Montrer que
I’injection de W™ () dans L9((2) est continue pour tout ¢ € [N, oo[ (Pour N = 1, le cas ¢ = 0o est autorisé).

Exercice 1.15 (Noyau de I’opérateur ““trace”)
Soient 2 = lRf, 1<p<ooety: WhP(Q) — LP(9Q) I’opérateur “trace” (vu en cours).

1. Montrer que Kery = W, ? ().

2. Soit u € WLP(Q) N C(). Montrer que yu = u p.p. (pour la mesure de lebesgue N — 1-dimensionnelle sur
oN).

Exercice 1.16 (Prolongement H?)
Soient N > 1,Q = ]Rf etp € [1,00][.

1. Montrer que C*°(2) est dense dans W?2:P(2) [On pourra s’inspirer de la démonstration de la densité de C*°(€2)
dans W1P(Q)].

2. Montrer qu’il existe un opérateur P linéaire continu de W27 (Q) dans W27 (IR™) tel que Pu = u p.p. dans 2,
pour tout u € W2P(Q) [On pourra chercher P sous la forme Pu(x1,y) = au(—z1,y) + fu(—2z1,y), pour
r1€R_ety e ]RN_l].

3. On prend maintenant p = co. A-t-on C°(Q) est dense dans W2 (Q) ? Existe-t-il un opérateur P linéaire
continu de W2°(Q) dans W2>°(R") tel que Pu = u p.p. dans €2, pour tout u € W2?(Q)? (justifier vos
réponses. . . ).

Exercice 1.17 (Convergence faible et opérateur continu) Soit ' et F' deux espaces de Banach et T" une applica-
tion linéaire continue de F dans F'. Soit (u,,)nenN une suite d’éléments de E et u dans E. On suppose que u,, — u
faiblement dans E quand n — +oco. Montrer que 7'(u,,) — T'(u) faiblement dans F'. On donne maintenant deux
applications de ce résultat.

1. Soit E' et F' deux espaces de Banach. On suppose que E s’injecte continiment dans F', c’est-a-dire que £ C F
et que I’application u — u est continue de F dans F. Soit (u,,),ecn une suite d’éléments de E et u dans E. On
suppose que u,, — u faiblement dans £ quand n — +o00. Montrer que u,, — u faiblement dans F'.

2. Soit Q est un ouvert borné de RY, N > 1, (uy,)nen une suite d’éléments de H{(Q) et u dans H}(£2). On
suppose que u, — u faiblement dans H}(f2) quand n — +oc0. Montrer que D;u,, — D;u faiblement dans
L2(2) quand n — +oo0.
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Exercice 1.18 (Fonction non continue appartenant a /' (IR?) N L°°(IR?)) Dans cet exercice, on construit v
tq. v € HY(R*) N L>®(R?) etv ¢ C(R? IR) ( c’est-a-dire qu’il n’existe pas w € C(IR* R) t.q. v = w
pP-p-)-

Pour cela, on reprend la fonction de I’exercice 1.5.

Soit v €]0,1/2[ et w définie par u(z) = (—In(|z|))? si|z| < letu(x) = 0si|z| > 1.

Pour chaque n € IN*, on définit u,, en posant u,(x) = u(z) —nsin < u(z) < n+ 1etu,(z) = 0 sinon.

1. Montrer que u,, € H'(IR?) pour tout n € IN* et que

D NVl 122(re) < +oo.

n=1

[Utiliser I’exercice 1.5.]
2. Montrer que u,, prend ses valeurs entre 0 et 1 et que le support de u,, est une boule dont le diametre tend vers 0
quand n — +o00.

Pour n € IN*, on pose z,, = (1/n,0) € IR? et on choisit m,, t.q. le support de u,, soit une boule de diamétre
plus petit que (1/2)(1/n —1/(n + 1)) et t.q. la suite (m,,),cn+ soit strictement croissante. Puis on pose, pour
z € R%, v,(2) = U, (2 — ).

3. Montrer que toutes les fonctions v,, ont des supports disjoints.

4.Onposev = Y -+ Un. Montrer que la fonction v appartient 2 H' (IR?)NL>(IR?). Montrer que v est continue
sur IR? \ {0} mais n’est pas continue en 0.

1.9 Corrigés d’exercices

Corrigé 1.1 (Exemple de dérivée)

Soient N > 1,Q = {z = (z1,...,an)' € R, |z < 1,i=1,...,N}etu: R" — IR définie par u(z) = 1
siz € Qetu(x) =0siz g Q.

1.Pouri = {1,...,N}etp € C*(IRY), montrer que Jr~ u(m)%(z)dz ne dépend que des valeurs prises par
¢ sur le bord de (). '

Corrigé — On prend, par exemple, v = 1 (les autres valeurs de i se traitent de maniére similaire). Pour tout ¢ €
c N
CE(RY)ona

Op Op / /‘1 Op
u(z z)dz = z)dz = — (1, y)dz1 ) dy
~/IR—\“' u(‘L)(');L’] (DL)(UL /]71,1['\" f)l‘1 (l>(‘L ]—l,l[!“vfl ( 1 f);l71 (ll'y)(‘m)(y

/ “(-I/')f)i(flf)d-ﬂ:/ ?(Ly)dyf/ o(=1,9)dy.
JRN ozt -1y Jj—1av -1

. . . o . .
eci montre bien qu N W(x) =2 (x)dx ne dépend que des valeurs prises par @ sur le bord de ).
Ceci montre bien que [ n u(x ey 0]

et donc

2. Montrer que v ¢ W1 (IRY).

Corrigé — On raisonne par ’absurde. On suppose que u € W' (IR\) 1l existe alors (en particulier) g € L* (lR\)
1q.

/ U((l?)(()i(l?)dil’ = / g(x)p(x)dx pour tout o € C2°(R™N).
JRN oz JRN

Pourn € IN*, on pose A, =]1 — % 1+ %[X] -1, 1['V71,
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x = (1,y) avecy €] — % %[N*l (une telle fonction p existe). Pour n € IN*, on définit alors @, par on(1+z1,y))

(1 4+ nx1,y) pour tour x1 € R ety € RV (de sorte que p,, = 0 hors de A,,).

On choisit une fonction p € C°(RY) t.q. o(x) > 0 pour tout = € RY, p(x) = 0six & Ay et () = 1si

Pourn € IN*, on a bien ¢, € C° (IRV) et le choix de @, donne
. o . .

/ u(z) Z2 () dx = / wn(l,y)dy — / wn(—1,y)dy > 1

JRN 8.’111 ,],]71[1\"—1 ,]7171[1\‘—1
et

[ s@u@dsl < [ lg(a)ldz.
RN Ay

On a donc fA : |g(x)|dz > 1 pour tout n € IN*, ce qui est impossible car la mesure de Lebesgue (N -dimensionnelle)
de A, tend vers 0 quand n — +oo.

Corrigé 1.2 (Une fonction de dérivée nulle est constante)

1
loc

Soitu € L
égale a a.)

(]0,1]) t.q. Du = 0. Montrer qu’il existe @ € IR t.q. u = a p.p.. (u est donc la fonction constante

Corrigé —  On se donne oo € C°(]0,1]) r.q. fol wo(x)dx = 1.
Pour v € CZ°(]0, 1(), on définit la fonction ¢ par

T "1 T
o(x) = / P(t)dt — </ u)(t)dt) / o (t)dt. pour z €]0,1].
Jo Jo Jo
Avec ce choix de ¢ on a ¢ € C°(]0,1[) et donc, comme Du = 0,
1
0 = (Du,p)p* cee = — / u(z)e' (x)de.
Jo

Comme @' =) — (fol Y (t)dt)po, on a donc

/0 1 u(z)y(z)de — ( /0 lw(t)dt) ( /0 1'u/(w)sao(:L‘)d-'L‘) =0

On pose a = fUl u(x)po(z)dz, on a ainsi

/ u(x)Y(z)dr = / ap(x)dz pour tout p € C°(]0, 1[).

0 0
Le lemme 1.1 donne alors uw = a p.p..

Corrigé 1.3 (Espace de Sobolev en 1d)
Soit1 < p < ccetu € WHP(]0, 1]).
1. Soit u € W12(]0, 1]).
(a) Montrer qu’il existe C € R t.q. u(z) = C + fgc Du(t)dt, pour presque tout z €]0, 1[. En déduire que

u € C([0,1],R) (au sens qu’il existe v € C([0,1],IR) t.q. u = v p.p. sur |0, 1], en identifiant u et v, on peut
donc dire que W1P(]0,1[) c C([0,1],R).

Corrigé— Pour x € [0,1], on pose F(x) = [V Du(t)dt. Comme Du € L"(]0,1[), ona F € C([0,1],IR). On
peut aussi montrer que F est dérivable p.p. et que F' = Du p.p. mais cela est inutile ici. On s’intéresse plutot a la
dérivée par transposition de F, c¢’est-a-dire a DF et on va montrer que DF = Du.
Soit p € C°(]0,1[). Ona
1 1 1
(DF, @)pr coo = — / F(z)¢' (z)dz = — / (/ 1](].I[(t)Du(t)dt> o' (z)dz.

0 0 0
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En remarquant que 1yo ,((t) = 1y, 1((z) pour tout t, x €0, 1] et en utilisant le théoréme de Fubini, on a donc

’ (/01 1 1i(2)! (1)) Du(t)dt = /1 (1) Du(t)dt,

(DF,¢)p+ 000 = */
0

0
ce qui prouve que DI = Du.

On adonc D(u — F) = 0 et I'exercice 1.2 donne alors ’existence de C € R t.q. w — F = C p.p. c’est-a-dire

u(z) =C+ / Du(t)dt pour presque tout x €]0, 1].
0

(b) Montrer que [|ulloo < [[ullw1.rqo,1p)-
Corrigé — On choisit maintenant pour u (qui est une classe de fonctions) son représentant continu. On a alors
pour tout z: € [0, 1]
u(z) = u(0) + / Du(t)dt.
Jo

On a alors aussi pour tout x,y € [0, 1], u(z) = u(y) + [yT Du(t)dt, on en déduit

(@) < u(y)] + / | Du(t)|dt.

0
En intégrant cette inégalité sur [0, 1] (par rapport a y), on obtient pour tout z € [0, 1]

[u(z)] < lullzr + [[Dullr = [ullwia,
et donc, en prenant le max sur x et en utilisant l’inégalité de Holder,
lullze < llullzs + [Dullzs < lullzr + [Dullze = ullwr.s.

(c) Sip > 1, Montrer que u est une fonction holdérienne d’exposant 1 — (1/p).

Corrigé —  On choisit toujours pour u son représentant continu. Soit z,y € [0,1], y > x, on a

u(y) —u(z) = /y Du(t)dt

et donc, en utilisant I'inégalité de Holder,

v B 1 1
fu() — @) < ([ 1Du)Fdt) "1y = a3 < fulhwssly = ol 7.

x

2. Soitu € C([0,1],IR). On suppose qu’il existe w € LP(]0, 1[) t.q. u(z) = u(0) +f(f w(t)dt, pour tout x €]0, 1].
Montrer que u € WP (]0, 1[) et Du = w.
Corrigé — 1l est clair que w € LP g[), 1[). Pour montrer que v € W**(]0,1[) il suffit de montrer que Du = w
c’est-a-dire que (Du, p)p~ oz = [ w(t)p(t)dt pour tout ¢ € C(]0,1]).
Soit p € C(]0,1[). Ona
1 1 t 1 1
(Du, @)oo = —/ u(t)e (t)dt = —/ (/ wa)da ) (t)dt = —/ (/ o,u((2)w(z)dz )¢ (t)dt.

0 0 0 0 0
On utilise une nouvelle fois le thézoréme de Fubini et le fait que 1)g () = 1)51((t) (pour tout z,t €]0,1[). On
obtient

0

-1

Dugporcs == [ ([ e Oat)uie = [ ([ o 0at)uwic= [ o

Jo
Ce qui donne bien Du = w.

Corrigé 1.4 (Généralisation de I’exercice 1.2)
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Soient N > 1, B = {z € R", |z| < 1} etu € L}, .(B).

1.

On suppose que D;u = 0 pour tout ¢ € {1,..., N}. Montrer qu’il existe a € IR t.q. u = a p.p.. (u est donc la
fonction constante égale a a.) [On pourra, par exemple, raisonner ainsi :

Soite €]0,1/2[ et (p,)new+ une suite de noyaux régularisants, c’est-a-dire :

pe CEMNR), [ pd =1, p= 0 RN, pa) =0sifo] > 1
. (1.12)

et,pour n € N*, z € R, p,(z) = nNp(nz).

On pose u-(z) = usi |z| < 1 — e et u. = 0 sinon. Puis, on pose u. , = Ue * .

Montrer que u. , € CZ° (RN, R) et que, si 1/n < ¢, U, est constante sur la boule de centre O et de rayon
1 — 2¢. Puis, conclure. .. .]

Corrigé — Onau. € Ll([R,N). Pour tout n € IN*, la fonction u. ., est donc bien définie sur tout RY. Le fait que
Ue,n, soit de classe C™ est classique et les dérivées de u.  sont égales a la convolution de u. avec les dérivées de
pn. 1l est facile aussi de voir que u. r est une fonction a support compact car . et p, sont des fonctions a support
compact.

Oue n

On note By la boule de centre 0 et de rayon r. On montre maintenant que pour tout i la fonction —5=*
Bi_acsil/n <e.

est nulle sur

T4
Soiti € {1,...,N}etz € RY, ona

E)us,rl o ({)p,l - . (‘)pn B
oas @ = (uer d; )@) = /IRN ue(¥) g, (&~ V).

Sil/n < eetx € Bi_ae, la fonction p,(x — -) appartient a C°(B) et est nulle hors de B1—.. On remarque aussi
que

Opn(x—-) _ _Bf)n (@ =)
Ox; 0x; ’
(La notation 0/ 0z; désigne la dérivée par rapport a la i-éme variable, a ne pas confondre avec la i-éme composante
de x dans la formule précédente. . ..) On obtient ainsi
Ol n Opn
—(x) = ne -(x —y)dy = (D;u, pn(x — +))p*(B).coo(B) = 0.
oz, = [ )5, @ = v)dy = (Dit pa(z =)+ (5).0(5)
On a ainsi montré que pour 1/n < ¢, la fonction % est, pour tout i, nulle sur B1_2.. On en déduit que la fonction
i
Ue,n eSt constante sur B1_oc. En effet, il suffit de remarquer que pour tout x € Bi_2. ona

1
Uen () — ue,n(0) = / Ve (tz) - zdt = 0.
Jo

Comme u. € Ll(IRN), la suite (Ue,n)neN converge dans Ll(IRN) vers u.. En considérant les restrictions de ces
fonctions a la boule By_2. (sur la laquelle u. = w), la suite (ue n)neN converge dans Ll(Bl_gg) vers u. Comme
Ue,, st une fonction constante sur Bi_o. (pour 1/n < ) sa limite (dans Lt ) est donc aussi une fonction constante.
Ceci montre que la fonction u est constante sur B1_s., c’est-a-dire qu’il existe a. € R t.q. u = a. p.p. sur B1_2..
Comme € > 0 est arbitraire, on en déduit que a. ne dépend pas de € et que u est constante sur B.

2. On suppose que D;u est une fonction continue, pour tout i € {1,..., N}. Montrer que u € C*(B,IR) (au sens

“il existe v € C*(B,IR) t.q. u = v p.p.”). [On pourra, par exemple, reprendre I’indication de la 1&re question et
raisonner ainsi : Montrer que pour tout x,y € R"Y ona

1
e () — e (x) = /0 Ve (ty + (1)) - (y — )dt,
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et que pour z dans la boule de centre 0 et rayon 1 —2eeti € {1,...,N}ona

(Oute p/Oi) (2) = /B Dyu(Z)pu(= — 2)dz.

En déduire que pour presque tout ,y € B, on a, avec Du = {Du, ..., Dyu},

u(y) — u(z) = /0 Duty + (1 — t)z) - (y — z)dt.

Montrer alors que u est continue et que la formule précédente est vraie pour tout ,y € B. Conclure enfin que
u e CHB,R).]

Corrigé — Soit e > 0. La fonction u. ,, est de classe C™. On a donc bien, pour tout x,y € RY,

1
e (y) — e () = / Viten(ty + (1 - 1)) - (y — 2)dt. (113)

Dans cette formule Vue ., désigne la fonction vectorielle définie par les dérivées classiques de uc .
Pourz € R™ eti € {l1,...,N}ona
Py = /.R ue(®) 52 — D)z,

Siz € Bi_ac et 1/n < ¢, la fonction pn(z — -) appartient a CZ°(B) et est nulle hors de B1_¢ (et sur Bi—c on a
ue = u). On en déduit

Oue _ o

W(Z) = (Diu, pn(z = ))p(B).cooB) = | Diu(Z)pn(z — 2)dz.

i B
Comme D;(u) est uniformément continue sur Bi_., on déduit de la formule précédente que duc ., /Ox; converge vers
Dju uniformément sur B1_2.. On a donc, pour tout x,y € B1_o.
1 1
Jim / Ve (ty + (1 — 1)) - (y — )dt. = / Du(ty + (1 - £)7) - (y — 2)dt.
Jo Jo

n—-—4oo

La suite (Ue,n)neiN+ converge dans Ll(lRN) vers u.. Aprés extraction éventuelle d’une sous suite, on peut donc
supposer que cette suite converge p.p. vers u. et donc p.p. vers u sur la boule B1_.. En passant a la limite quand
n — +oo dans 1’égalité (1.13), on obtient pour presque tout x,y dans B1_2.

1
u(y) —u(z) = / Du(ty + (1 — t)z) - (y — x)dt. (1.14)
0
Comme € > 0 est arbitraire, la formule (1.14) est valable pour presque tout x,y € B.

Pour conclure, on fixe un point x € B pour lequel (1.14) est vraie pour presque tout y € B et on pose
1
v(y) = u(z) + / Du(ty + (1 — t)z) - (y — x)dt pour tout y € B.
0

La fonction v est de classe C* (car Du est une fonction continue et donc v est dérivable sur tout B et Vv = Du).
Comme u = v p.p., ceci termine la question.

3. On reprend ici la 1ere question en remplagant B par un ouvert quelconque de IR™ . Montrer que u est constante
sur chaque composante connexe de B. (Comme d’habitude, u constante signifie qu’il existe a« € R t.q. u = a

pp-)

Corrigé —  On note S I'ouvert remplacant B. Le raisonnement précédent montre que sur toute boule incluse dans €2,
u est p.p. égale a une constante. Pour que [’égalité soit vraie sur toute la boule (et non seulement p.p.), il suffit de
définir v sur Q) par

1

v(z) = ;LAI(I;,H;IDO m /B(I,h) u(y)dy pour tout x € Q,
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ou B(x, h) désigne la boule de centre x et de rayon h et \q(B(z, h)) la mesure de Lebesgue d-dimensionelle de cette
boule. On a alors u = v p.p. (v est donc un représentant de la classe w) et sur toute boule incluse dans 2, v est égale
a une constante.

La fonction v est donc localement constante. On en déduit que v est constante sur chaque composante connexe de ).
En effet, soit x € Q et U la composante connexe de Q) contenant x. On pose a = v(x). L’ensemble {y € U; v(y) = a}
est un ouvert non vide de U et I'ensemble {y € U; v(y) # a} est aussi un ouvert de U disjoint du précédent. Par
connexité de U ce dernier ensemble est donc vide, ce qui prouve que v = a sur tout U.

Corrigé 1.5 (Non généralisation de I’exercice 1.3)

Soit @ = {z = (z1,72)" € R?, |z;| < 3, i=1,2},v €]0,1/2[ et u: Q — R définie par u(z) = (—In(|]))".

Montrer que u € H'(€). En déduire que H*(Q) ¢ C(Q).
Corrigé —  La fonction u est de classe C*™ sur Q \ {0} (en remarquant que |x| < /2/2 < 1 pour tout x € Q). Les
dérivées classiques de u sont pour x = (z1,x2)" # 0
ou ~—1 Tj .
U Y = (= In(lz]))” Li=1,2.
() = == In(jal)) ™
1l est facile de voir que u € L*(Q) (et méme u € LF(Q) pour tout 1 < p < +o0). Comme v < 1/2, on peut aussi
montrer que les dérivées classiques de u sont dans L2(£2). 11 suffit pour cela de remarquer que, pour a > 0,

dr < +o0.

“ 1
/0 rlIn(r)[20=
Pour montrer que v € H' (2), il suffit donc de montrer que les dérivées par transposition de w sont représentées par les
dérivées classiques, c’est-a-dire que pour tout p € C° () et pouri = 1,2, ona

‘/Qu(:z;) gj (z)dex = — gu (x)p(x)dx. (1.15)

o 0x;

On montre maintenant (1.15) pour i = 1 (bien siir; i = 2 se traite de maniére semblable). Soit p € C°(Q) et 0 < & <
1/2. On pose L. = [—¢, €| x [—1/2,1/2]. En intégrant par parties, on a

. . 1/2
/ u(r)d—@(l‘)dz’ =— / ﬂ(ac)go(a:)d/r 7/ : u(e, x2)(p(e, w2) — p(—&,x2))dxs. (1.16)
JO\L. Oz Jovr. 9z ~1/2
(On a utilisé ici le fait que u(e,x2) = u(—¢, x2).)
Par convergence dominée, on a
lim , u(x)a—(p(m)da? = / u(x)a—(p(:v)da? et lim d—u(r)ga(T)d:L‘ - ﬂ(:Iz)ga(a:)dar
e—0 O\ L. Jr1 Q oxy e—0 Q\Le ox1 Q Oz

1l reste a montrer que le deuxieme terme du membre de droite de (1.16) tend vers 0. Ceci se fait en remarquant que la
Jfonction @ est réguliére, il existe donc C ne dépendant que de o t.q.

1/2
[ e a)(ple,m2) - (- m2))doa) < @) Ce.
J-1/2
On en déduit bien que
"1/2

lim u(e, z2)(p(e, 22) — p(—¢€, x2))dx2 = 0,
e—0 —1/2

ce qui termine la démonstration de (1.15) pour i = 1. Finalement, on a bien ainsi montré que les dérivées par transposi-
tion de u sont représentées par les dérivées classiques et que u € H* (£2).

Corrigé 1.6 (Inégalités de Sobolev pour p < N)
L’objet de cet exercice est de démontrer 1’injection de Sobolev pour 1 < p < N.

La démonstration proposée ici est due a L. Nirenberg. Elle consiste a faire d’abord le cas p = 1, puis a en déduire
lecas 1 < p < N. Historiquement, lacas 1 < p < N a été démontré avant le cas p = 1 (etle cas p = 1 est

longtemps resté un probleme ouvert).
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1. Soit u € CL(RY).
(a) On suppose ici N = 1. Montrer que ||uloo < ||u/]]1-
Corrigé —  Comme u € CL(R) on a, pour x € R, u(z) = JZ . u/(t)dt et done

xT
()| < / ()t < o]
— 00
On en déduit bien ||u|o < ||t/ ||1.

||1/N ||1/N

(b) Par récurrence sur N, montrer que ||u|n/(v—1) < || 2 B |2 ry.

Corrigé — la question précédente permet d’initialiser la récurrence, on a pour tout toute fonction u appartenant a

CHR), Jlulloo < [lu'[]1.
Soit maintenant N > 1. On suppose que pour toute f(mcli()n u appartenant i C (IRN) ona

1/N 1/N
lullnyon—1) <H H/ u—n/ :

Soit u € Ccl(]RNH). Pour z € RN on note x = (xl,y) avecr; € Rety € RY. Pour z1 € R, l’inégalité
de Holder donne

Nyl 1
| @l Fay= [ jute il ) ¥ dy
IRN IRII\\‘Zfl n 1

ey N
<( / fuar, )| ¥1dy) T / fuasy)ldy)
RN RN

On applique I'hypothése de récurrence a la fonction y — w(x1,y) (qui est bien dans C2(IR™)), on obtient

(1.17)

1/N ou

ou 1/N
s, oty vy S gy @0 gy - g @ ) -

D’autre part, en appliquant le cas N = 1 (demontre a la question (a)) a la fonction z — w(z,y) (qui est bien dans
C(R)), on a pour tout y € RN

Ju
lu(z1, )| < ”TM(VZII)HLWIR)‘
et donc, en intégrant par rapport a vy,
[ @ ldy <155 v,
RN
En reportant ces majorations dans (1.17) on obtient pour tout 1 € IR
N1 ou ou 1/N Ou ~
/]RN |u(x1,y)\ N dyg H%(Ilv')”LL(RN) Hax ( )”Ll(]RN)”aixl(‘rlv')H[Jl\l(]RNJrl)'

En intégrant cette inégalité par rapport a 1 et en utilisant une m)uvellef()is l’inégalité de Holder (avec le produit
deN fonctions dans LY, on obtient bien | ‘inégalité désirée, c’est-a-dire

~ ou |1 ou
N+IL < /N 1/N
[l B3 < g Y ol e
ou encore 5 .
u < Qom0 e
Il sga < I Tl

Ce qui termine la récurrence.

(c) Montrer que ||u||N/(N_1) < | |Vul .

Corrigé — La moyenne géométrique de N nombres positifs est plus petite que la moyenne arithmétique de ces
mémes nombres. (Ceci peut se démontrer en utilisant, par exemple, la convexité de la fonction exponentielle.)
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On en déduit que
N
ou |\ 1/N u 1N 1 Ou
; < == == <= :
llull /v —1) < Halel HawNul - N;H(MLHI

ou,

Comme || 52
i

v < || 1Vu| ||1 pour tout i, on a bien

ol v-1) < [Vl [l

(d) Soit 1 < p < N. Montrer qu’il existe C'y,, ne dépendant que N et p t.q. ||ul,» < Cn,pll|[Vul|
p* = (Np)/(N —p).
Corrigé — Pourp =1, on avu que Cn,, = 1 convient. On suppose maintenant 1 < p < N.

N—1
p(Nifp) (de sorte que a%

Comme o > 1 etw € CH(IRY), on a aussi v € CL(RY). On peut donc appliquer le résultat de la question (c) a
la fonction v. On obtient

</]R ) T = (/]R fu(z)|* ¥

Comme |Vv| = a|u|*"|Vul|, inégalité de Holder (avec p et ¢ = p/(p — 1)) donne
a—1 a—1
VoLl = alllu*™" [Vul 1 < afllul* [l [Vl [l
Comme (o — 1)qg = (o« — 1)p/(p — 1) = p*, on a donc

p» AVeC

On pose o = =p)etv=|u*tu

N-—1
N
)T < vl

pt(N=1) ' o Nt p* (p—1)
lull - ¥ = (/ @) T <allul, 9l
JIRN
. p(N —1)
Ce qui donne, avec Cn p = a = ﬁ’

[ullps < Cnpll [Vl [lp-

2. Soit 1 < p < N. Montrer que ||ul|,» < Cn |l |Vl ||, pour tout u € WHP(IR™) (Ciy, et p* sont donnés 2 la

question précédente). En déduire que I'injection de W (IR™) dans L?(IR™) est continue pour tout ¢ € [p, p*].
Corrigé — Soit u € W“’(IRN), il existe une suite (un)ne de fonctions appartenant a C(l,,(IRN) Lg. Un — U
dans W“’(]RN) quand n — +o00. Par la question précédente, cette suite est de Cauchy dans LP . Par unicité de la

limite (par exemple dans L1, . (IRN)) cette limite est nécessairement égale a u. On peut alors passer a la limite quand
n — 400 dans I'inégalité ||un||px < Cn || |Vun| ||p et on obtient ainsi

llullpx < Cnpll [Vl ||, pour tout u € Wl’p(]RN).
Ceci donne l'injection continue de VVLP(]RN) dans LP” (IRV)

L'injection continue de WP (R™) dans LP (RN est immédiate car ||ul|, < ||ully1.p pour tout w € WP (R

N).

Soit maintenant q €]p,p*[. Pour montrer que W' P(IR™) s’injecte continiment dans L*(IR™) il suffir d’utiliser
linégalité classique suivante (qui se démontre avec I'inégalité de Holder) avec p < q < r = p*.
0, 11—0
llullg < llullpllel:™, (1.18)

_ p(r=q)
avec § = £=15 €0, 1[.

3. Soit p = N. Montrer que I'injection de W1~ (IRY) dans L?(IR™) est continue pour tout ¢ € [N, co[ (Pour
N =1, le cas ¢ = oo est autorisé).

Corrigé — Le cas N = 1 est facile. La question 2 donne I’injection continue de W (IR) dans L°°(IR). Comme
WYY (IR) s’injecte aussi continiiment dans L' (IR)), on obtient aussi une injection continu de W' (IR) dans L*(IR)
pour tout q €)1, 4o00[ (en utilisant (1.18) avec r = +oo, p=1et§ = 1/q).
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On suppose maintenant N > 1. On a bien une injection continue de W* (R) dans L™ (IR). Le seul cas a considérer
est donc N < q < +o0. Plusieurs démonstration sont possibles. Une premiére démonstration consiste a utiliser pour
[u|®, avec u € CL(IRYN), l'inégalité démontrée a la question 1 (c), puis a utiliser l'inégalité de Holder (pour faire
apparitre |Nu|™ ) et Uinégalité (1.18). Enfin, on conclut avec la densité de C2(IR™) dans W™ (R™). On donne ci
dessous une démonstration probablement plus longue mais qui utilise de maniere intéressante le caractére homogéene
de la norme. de la norme.

Soit N < q < +o0. Il existe alorsp €]1, N[ t.q. p* = Np/(N —p) = q. On va utiliser la question I avec cette valeur
de p.
On définit ¢ de R dans IR, de classe C*, par :
p(s) =0si|s| <1,
o) = L(lsl - 1P si1< 5] <2,
o(s) =|s| — 2 s5i2<]|s|
Onalp(u)| < 1et|o' (s)] <1 pourtout s € R.
Soitu € CH(IR™) t.q ||ullyr.x = 1. Ona p(u) € CE(IRYN). Par question 1 (et la définition @) on obtient
Il < Crpll 19wl < Oy [
{lul=1}
OnaXa({|lul > 1} < [n [u(z)|Ndx < 1 et iy |Vu(x)|Ndr < 1. On en déduit
o)z < Cnp-

Vu(@)de < Cnpl( [ V@) de) VAal(lul 2 1y F.

Comme |u|? < 2%p(u)? 4 29, on a donc
S u(@)|*dz = f{\u\g} |u(z)|"dz + f{\u\>1} u(z)|*dz
r g
< o (@) ¥+ 27 fyn lp(u(@)[ P + 290 ({u] > 13) < 142905, + 2.

1l existe donc Dy 4 ne dépendant que N et q t.q ||ullq < D g siu € CLIRN) et ||lu||yy1.~ = 1 Gradce au caractére
homogéne de la norme, on a en déduit que ||ullq < D qllullyr,~ gy pour tout u € CL(RN). Enfin, par densité

de CEMRN) dans WHYN (RY) on obtient que WY (RY) C LY(IR™) et
l[ullq < Dn.q

N)'

[ull 1. (mvy pour tout u € WY (R

Ce qui montre bien qu’il y a une injection continue de W'~ (R™) dans L1(IR™).

4. On suppose maintenant que €2 est un ouvert borné a frontiere lipschitzienne. Pour 1 < p < N, Montrer que
I’injection de W1P(Q) dans L9(2) est continue pour tout ¢ € [p,p*] (p* = (Np)/(N — p)). Montrer que
Iinjection de W1V (Q) dans L4(2) est continue pour tout g € [N, oo[ (Pour N = 1, le cas ¢ = 0o est autorisé).

Corrigé—  Cette question consiste seulement a utiliser [’existence d’un opérateur P linéaire continu de WP (Q2) dans
Wl’p(IRN) t.q. Pu = w p.p. dans Q) (opérateur dit de “prolongement” dont I’existence est donnée par le théoreme
1.17). En effet, grdce a cette opérateur, la question 4 est une conséquence des questions précédentes (et de l’inégalité
(1.18)).
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