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Definition des variables et fonctions logiques

&)

L_es opérateurs de base et les portes logiques ®

Les lois fondamentales de I’algebre de Boole



Introduction

Les machines numeriques (ordinateur, tablette, telephone...)
sont constituees d'un ensemble de circuits electroniques.

Chaque circuit fournit une fonction logique bien determineée;
operations logiques ou arithmetiques (addition, soustraction,

comparaison ,.... ).

A F(A.B)
Circuit

La fonction F(A.B) peut étre : la somme de A etB , ou le
resultat de la comparaison de A et B ou une autre fonction

» Une fonction logique de base est realisée a l'aide des portes
logigues gui permettent d'effectuer des opérations
elémentaires.
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Introduction

Ces portes logiques sont aujourd’'hui réalisées a

Ve

I'aide de transistors. I
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Pour concevoir et realiser ce circuit on doit avoir un
modele mathéematique de la fonction réalisée par ce
circuit .

Ce modele doit prendre en considération le systeme
binaire.

Le modele mathématique utilisé est celui de Boole.
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2. Algebre de Boole

George Boole est un mathematicien anglais ( 1815-15864).

|l & fait des travaux dont les quels les fonctions ( eXpressions
) sont constitues par des variables qui peuvent prendre les
valeurs "OUI" ou ‘'NON" _

Ces fravaux ont ete utilises pour faire I'étude des systemes
qui possedent deux &tats s'exclus mutuellement :

— Le systeme peut étre uniquement dans deux etais E1 et
EZ tel que E1 est 'oppose de EZ.

— Le systéme ne peut pas étre dans lI'etat E1 et EZ en méme
temps

Ces travaux sont bien adaptes au Systeme binaire ( 0 et 1 ). :




Exemple de systemes a deux etats

« Un interrupteur est ouvert ou non ouvert ( ferme )
+ Une lampe est allumee ou non allumee ( éteinte )
« Une porte est ouverte ou non ouverte ( fermee )

+ Remarque
On peut utiliser les conventions suivantes :

oUl = VRAI (true)
NON = FAUX ( false)

oul = 1 ({ Niveau Haut )
NON = 0 ( Niveau Bas )

@




3. Definitions et conventions

3.71. Niveau logique : Lorsque on fait I'étude d'un
systeme logique il faut bien preciser le niveau du

travail.

Niveau Logique positive Logique negative

H ( Hight ) haut 1 0

L({(Low) bas 0 1
Exemple :

Logique positive .
lampe allumée : 1
lampe éteinte : 0
Logique negative
lampe allumée -0
lampe eteinte : 1




3.3. Fonction logique

C’est une fonction qui relie N variables logigues avec
un ensemble d'operateurs logiques de base.

Dans I'Algebre de Boole il existe trois opérateurs de
base : NON  ET |, OU.

La valeur d'une fonction logique est egale a 1 ou O
selon les valeurs des variables logiques.

Si une fonction logique possede N variables logiques
- 2" combinaisons - la fonction possede 2" valeurs.

Les 2" combinaisons sont représentées dans une table
qui s'appelle table de verite ( TV ).




Exemple d’une fonction logique
F(A4,B,C)=ABC+ ABC+ ABC+ AB.C
La fonction posséde 3 variables = 23 combinaisons

F(0,0,0)=0.0.0+0.0.0+0.0.0+0.0.0=0
F(0,0,)=00.1+0.0.1+0.0.1+0.0.1=1

F(0..0)=010+0.1.0+010+0.1.0=0

F(0,11)=011+0.1.1+011+0.1.1=1

F(1,0,0)=10.0+10.0+1.0.0+1.0.0=0

F(1,01)=10.1+10.1+1.0.1+1.0.1=1

F(110)=110+11.0+110+1.1.0=0

FOALD=11L1+L1.14111+1.1.1=1

AAAAQQDQ}
a0 lalooco
2| O |olaloao/)

= 0O | =000 M

Une table de vérité/




4. Opérateurs logiques de base
4.1 NON ( négation)

= NON : estun operateur unaire ( une seule variable) qui a
pour role d'inverser la valeur d'une variable .

F(A)= Non A=A
( lire . A barre )

A,

0 1




4.2 ET (AND)

« Le ET est un operateur binaire ( deux variables) , a

pour role de realiser le Produit logique entre deux
variables booleennes.

« Le ET fait la conjonction entre deux variables.

+ Le ET estdefinipar: FIA,B)= A . B

A B A.B
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1




4.3 OU (OR)

« Le OU est un operateur binaire ( deux variables), a pour
role de realiser la somme logique entre deux variables

logiques.
- Le OU fait la disjonction entre deux variables.

« Le OU estdefinipar F(A,B)= A+B (il nefaut pas
confondre avec la somme arithmetique )

A B A+B
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1




4.5 Lois fondamentales de I'Algebre de Boole

- Commutativite « ldempotence
at+b = b+a ata=a
a.b=Dh.a aa=a

- Associativité  Absorption

a+(b+c) = (ath)+c ata.b=a
a.(b.c)=(a.b).c a.(ath)=a

» Distributivite * Involution

a.(b+c) = a.b+a.c a=a
a+(b.c) = (ath).(a+c)




« Elément neutre
a+0 = a
a.1 =a

« Eléement absorbant
a+1 =1
a.0=0

« Inverse
a+a = 1
aa=0

Autres relations utiles
A+(A. By =A
A (A+B)=A
(A+B).(A+B)=A
A+ A B=A4+B



6. Théoreme de DE-MORGANE

La somme logique complimentee de deux variables est
egale au produit des complements des deux variables.

A+B=A_.B

« Le produit logigue complimente de deux variables est
egale au somme logique des complements des deux
variables.

A B=A+B




6.1 Geéneralisation du Theoreme DE-
MORGANE a N variables

ABC....=A+B+C+..........

A+B+CH+.......... =ABC.....




7. Autres opeérateurs logiques
7.1 OU exclusif ( XOR)

F(A.B)=A® B

A | B AGB
AD®B=AB+ AB 0|0 0

N I

L[ 0 I

[ | ] (0




7.2 NAND ( NON ET)

F(A.B)=A B

F(4.B)=A4ATB

el el = =N ==

— e | — | = | 3




7.3 NOR (NON OU )

F(A,B) = A+B
F(4,B)=A.B

A+B

_ | == | = | == | =

_ | = | =




8. Portes logiques

Une porte logique est un circuit électronigue &lementaire qui
Permet de réaliser la fonction d'un opérateur logique de base

A A

Inverseur




B — -/F}’::rriaHﬁ-HEl B ‘s Pore NOR
s N
) T~ 4©®B
|
B - Porte XOR

Remarque :

«Les portes ET , OU , NAND , NOR peuvent avoir plus
que deux entrees

|l n"existe pas de OU exclusif a plus de deux entrées




8.1 Schema d’un circuit logique ( Logigramme)

*C'est la traduction de la fonction logique en un schéma electronique.
e prnincipe consiste a remplacer chaque operateur logique par la porte
logique qui lul correspond.

—
_/

Exemple1 |

F(A.B.C)=AB+BC |

_{ >.3—__\
.C ./




Exemple 2

F(A.B.C.D)=(A+B).(B+C+D).A

O




Définition textuelle d'une fonction
logique , table de vérite , formes
algebriques , simplification
algebrique, table de Karnaugh




Definition textuelle d’'une fonction logique

« (Generalement la definition du fonctionnement d'un
systeme est donnée sous un format textuelle

+ Pour faire I'étude et la realisation d'un tel systeme on
doit avoir son modele mathematique (fonction logique).

« Donc Il faut tirer { deduire ) la fonction logique a partir de
la description textuelle.




Exemple : définition textuelle du fonctionnement
d’'un systeme

Une serrure de securite s'ouvre en fonction de trois cles.
| e fonctionnement de la serrure est définie comme suife

— La serrure est ouverte si au moins deux clés sont
utilisees.

— La serrure reste fermée dans les autres cas .

Donner la schema du circuit qui permet de contréler

lI'ouverture de la serrure 7




Etapes de conception et de réalisation d’un circuit

numerigue

Four famre I'etude et la réalisation d’'un circuit 1l faut
suivre le etapes suivantes :

L e

L

Il faut bien comprendre le fonctionnement du systéme.
Il faut définir les variables d’entrée.

Il faut définir les variables de sortie.

Etablir la table de vérité.

Ecrire les equations algebriques des sorties ( a partir de la
table de vérité ).

Effectuer des simplifications ( algebrique ou par Karnaugh).
Faire le schéma avec un minimum de portes logiques.




Sion reprend I'exemple de la serrure :

— Le systeme possede trois entrees : chaque entree
represente une cle.
— On va comrespondre a chaque clé une variable logique: cle

1=A lacle2= B lacle3=C

= Sila clé 1 est utilisée alors la variable A=1 sinon A =0
= Sila clé 2 est utilisée alors la variable B=1 sinon B =0
= Sila clé 3 est utilisée alors la variable C=1 sinon C =0

— Le systéme possede une seule sortie qui correspond a
I'etat de la serrure ( ouverte ou ferme ).

— On va comrespondre une variable S pour designer la sorfie :
= 5=1 si la serrure est ouverte |

= 5=0 si elle est fermee @




S=F(A,B,C)
F(A.,B,C)= 1 sl au mois deux cles sont introduites
F(A,B,C)=0 si non .

A

S=F(A,B.C)

B Circuit

Remargue :
|l est important de préciser aussi le niveau logique avec lequel on travail

( logigue positive ou negative ). @




ﬂTab\e de vérité ( Rappel )

 Siune fonction logique possede N variables
logiques =2 2" combinaisons - la fonction
possede 2" valeurs.

+ Les 2" combinaisons sont représentees dans
une table qui s'appelle table de verite.




aTable de verite ( Exemple)

A B C S

0 0 0 0 |— A+B+C
o | o | 1 0 b A+B+C
0 | 1 | 0 0 | A+B+C
0 | 1 1 1 |, AB.C
1 0 0 0 — A+B+C
Lol 1 — ABC
S 1 |+ ABC
S 1 — AB.C

. max terme
. max terme
. max terme
. min terme
. max terme
. min terme

- min terme

© min terme

®)




Extraction de la fonction logique a partir
delaT.V

¢ F=somme min termes

F(4,B.C)=A.B.C+ A.B.C +A.B.C+A.B.C

* F = produit des max termes

F(A,B,C)=(A+B+C) (A+B+CO)A+B+C)(A+B+0)




Forme canonique d’une fonction logique

« On appel forme canonique d'une fonction la forme ou
chaque terme de la fonction comportent toutes les

variables.

« Exemple :

F(A,B.C) = ABC + ACB + ABC

Il existent plusieurs formes canoniques : les plus utilisees
sont la premiere et la deuxieme forme .




Premiere forme canonique

« Premiere forme canonigue (forme disjonctive) : somme de
produits

« (C'est|la somme des min termes.
« Une disjonction de conjonctions.

« Exemple :

F(4,B,C)=A.B.C+ A.B.C +A.B.C+A.B.C

*Cette forme est la forme la plus utilisee.




Deuxieme forme canonique

« Deuxieme forme canonique (conjonctive): produit de
sommes

 Le produit des max termes
« (Conjonction de disjonctions
« Exemple:

F(A.B.C)=(A+B+C) (A+B+C)A+B+C)(A+B+0C)

La premiere et la deuxieme forme canonique sont

équivalentes .




Simplification des fonctions
logiques




Simplification des fonctions logiques

+ L'objectif de la simplification des fonctions logiques est de
— réduire le nombre de termes dans une fonction
— et de réduire le nombre de variables dans un terme

+ (Cela afin de reduire le nombre de portes logigues utilisées
- reduire le cout du circuit

» Plusieurs méthodes existent pour la simplification

|a Méthode algeébrique
_es Méethodes graphiques : ( ex : table de karnaugh )

_es méethodes programmables




o Methode algebrique

« Le principe consiste a appliquer les regles de l'algebre de
Boole afin d’eliminer des variables ou des termes.

« Mais il n’y a pas une demarche bien specifique.
« Voici quelgues regles les plus utilisees :

A B+A.B=B
A+A B=A

A+A B=A+B
(A+B)(A+B)=A
A (A+B)=A
A.(A+B)=A.B @




Regles de simplification

+ Regles 1 :regrouper des termes a l'aide des regles
precedentes

+ Exemple

ABC + ABC + ABCD = AB (C+C) + ABCD
— AB + ABCD
— A (B+ B(CD))
— A (B+ CD)
= AB + ACD @




+ Regles 2 : Rajouter un terme deja existant a une expression

+ Exemple :

ABC+ABC+ABC+ABC =

ABC + ABC + ABC +ABC +ABC + ABC =
BC + AC + AB

®




« Regles 3 : il est possible de supprimer un terme
superflu ( un terme en plus ), c'est-a-dire d¢ja
Inclus dans la reunion des autres termes.

« Exemple 1:

F(A.B.C)=AB+BC+AC =AB + BC + AC (B+B)
— AB + BC + ACB + ABC
= AB(1+C)+ BC(1+A)

— AB + BC
’




9 Simplification par |a table de Karnaugh

~___ Les termes adjacents

«Examinons l'expression suivante :

A . B+A.B

Les deux termes possedent les méme variables. La
seule difference est I'etat de la variable B qui change.
Si on applique les regles de simplification on obtient :

AB + AB = A(B+ B)= A

«Ces termes sont dites adjacents.




Exemple de termes adjacents

Ces termessont adjacents
AB +AB =B
ABC+ABC = AC
ABCD+ABCD =ABD




Description de la table de karnaugh

L a methode de Karnaugh se base sur la regle precedente.

» La methode consiste a mettre en evidence par une
methode graphique (un tableaux ) tous les termes qui sont
adjacents (qui ne different que par I'etat d'une seule
variable).

L a methode peut s’appliquer aux fonctions logiques de
2,3,4,5 et 6 variables.

+Un tableau de Karnaugh comportent 2" cases ( N est le
hombre de variables ). @



AB

0 0
1 1
Tableau a 2 variables Tableaux a 3 variables
AB
cD 00 01 1 10
00
01

Tableau a 4 variables

11

10




AB
cD

00

01

11

10

00

01

Tableau a 5 variables

11

10

AB
cb 00 01

11

10

00

01

1

10




Dans un tableau de karnaugh , chaque case possede un certain
nombre de cases adjacentes.

10

Les frois cases bleues sont des
cases adjacentes a la case rouge




Passage de la table de verite a la table de Karnaugh

Exemple :
Al B | C S
0ol ol 0O 0 AR
O |0 | 1 0 00 01 11 10
0o | 1 0 0 0 1
_,.--""
o | 1] 1 1 . ‘,,,—:i*""' ; ;
1 = = |
1 o] o 0 _— —
1 | 0 | 1 1 _
1 1 0 1
1 1 1 1




Meéethode de simplification (Exemple : 3 variables )

*L'idée de base est d'essayer de regrouper (faire des regroupements ) les
cases adjacentes qui comportent des 1 ( rassembler les termes
adjacents ).

*Essayer de faire des regroupements avec le maximum de cases ( 16,8.,4
ou?2)

*Dans notre exemple on peut faire uniguement des regroupements de 2
cases.

AB

C 000 01 1 10
0 [1\ .ABC + ABC = AB
1 1 1 1




Les cases regroupées doivent étre adjacentes c'est a dire qu'une
seule variable change d'une case a l'autre .

Grace au binaire réfléchi c'est le cas pour les cases voisines !

... mais pas seulement !!!!

1 case

2 cases
4 cases

8 cases

TOUJOURS 2" CASES




*Puisque il existent encore des cases qui sont en dehors d'un

regroupement on refait la méme procédure : former des
regroupements.

+Une case peut appartenir a plusieurs regroupements

AB

c 00 01 11 10
0 1 ABC + ABC = 4B
1 1

—ABC + ABC = AC
*)

@




«On s’arréte lorsque il v a plus de 1 en dehors des regroupements
«La fonction final est egale a la réunion ( somme ) des termes apres
simplification.

AB
c 000 01 11 10
0 /1\ »~ ABC+ ABC = 4B
1 L~ ] _
11 ——ABC + ABC = AC

ABC + ABC = BC

F(A,B,C)= AB+ AC + BC




Exemple 1 : 3 variables

F(A B.C)=C+ AB




Exemple 1 : 3 variables

AR

= 00 01 11 10
o 1
1 (‘:1 1 1

F(A.B.C)=C + AB




Exemple 2 : 4 variables

AB
cb 00 01 1 10
00 1
11

10 1

—

¢\

F(A,B,C,D)=C.D+ AB.C+ A.B.C.D




Cas d’une fonction non totalement définie

« Examinons I'exemple suivant :

Une serrure de securité s'ouvre en fonction de quatre cles A, B, C

D. Le fonctionnement de la serrure est définie comme suite :
S(A.B,C,D)=1 si au moins deux clés sont utilisées
S(A,B,C,.D)= 0 sinon

Les clés A et D ne peuvent pas étre utilisées en méme temps.

+On remarqgue que si la clée A et D sont utilisées en méme temps
I'état du systeme n'est pas determine.

+Ces cas sont appelés cas impossibles ou interdites - comment
représenter ces cas dans la table de verite 7. ‘
(&)



*Pour les cas impossibles ou interdites
il faut mettre un X dansla T.V .
*Les cas impossibles sont représentees

aussi par des X dans la table de karnaugh

AB
ch 00 01 11 10
00 1
01 1 X
11 1 1 X
10 1 1 1

n

= =S A S A= =0 0 0 0 0|0 | oo e

el e B e B = = O == I B B B R [ = e o e s R I | |

mlalolala|a|lo|le|a|a|lolalaa|o|le|n

= Q| = O =0 | =0 =0 -0 =0 =0




+ |l est possible d'utiliser les X dans des regroupements :
— Soit les prendre comme etant des
— Ou les prendre comme étant des O

+ |l ne faut pas former des regroupement qui contient uniguement des X

AB
cD
00 01 11 10
00 /]\
01 1 |

X
11 1 1 X

J KR VK




AB

cD

01 11 10
[

00

00

01

11

10

4



AB+CD+ BD
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