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. هــو جــدول أو صــيغة أو رســم بيــاني يصــف قــيم متغــير عشــوائي والاحتمــال المــرتبط �ــذه القــيم توزيــع الاحتمــاليال

 بقيـة هـذا في .، مثـل توزيـع ذو الحـدين، توزيـع بواسـونالتوزيعـات الاحتماليـة المنفصـلةم أهـ في هذا الفصـل سنتناول

  .ة ونخصصها أساسا للتوزيع الطبيعيالمستمر  ات الاحتماليةالتوزيعسندرس الفصل 

        .Binomial Distributionالاحتمالي ذو الحدين التوزيع   -1

 نجـاح :عـدم ظهـور فشـل مثـل أوقـط همـا ظهـور حـدث معــين نجـاح ربـة عشـوائية لهـا نتيجتـان فتجإذا كانـت هنـاك 

 عـدم وصـولها، ظهـور الصـورة أوموعـدها  في�لـف، وصـول طـائرة  أوجيـد  ئـيفشـلة، المصـباح الكهر� أوالطالـب 

 الخ...عدم ظهورها أوقطعة نقود  رميعند 

الـذي يكـون �بتـاً � التجربـة هـو  أن احتمـال نجـاح هـذه �فـتراضو  مـن المـراتnالتجربـة   ــــ و إذا أجريـت هـذه

= � و احتمال فشلها هو . في كل تجربة عشوائية نقوم �ا 1 − + �حيث  �  � =  1 

  .التجربة ذهعدد مرات النجاح له إلىالتجربة و يرمز  هذهالمعرف على  ئيتغير العشواهو الم  xــــ نفرض أن 

  �لمعادلةxf)(نرمز لها �لرمز  تيو ال X ئي العشواتعطى دالة كثافة الاحتمال للمتغير
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10  عدد صحيح موجب،  nحيث   p . 0الشروط واضح أن  هذهتحت)( xf  

  )المتقطعة(التوزيعات الاحتمالية المنفصلة :لاً أو 

(Discrete Probability Distributions) 
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xn: الر�ضية الشهيرة التالية  ةنذكر هنا �لعلاق:ملاحظة
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  .الحدين ذيمفكوك 

                         :دالة كثافة احتمالية إذا تحقق الشرطان" متعلقة بمتغير عشوائي ستكونxf)(قلنا سابقاً أن أي دالة ر�ضية  
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�لشـــرط  أولادالــة كثافــة احتماليـــة، نبــدأ  ن هــي فعـــلاً لر�ضــية المعطــاة لتوزيـــع ذو الحــديادالـــة الأنّ  ســنبرهن لاحقــاً 

  :الأول ثم الشرط الثاني

)(0 أن نــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــبرهن xf ،nxo
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  وأيضــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــا 

xxnxn ppq ,)1(      موجبتـــان لجميـــع قـــيمx    حيـــثnx ....,,2,1,0    و منهـــا نســـتنتج أن)(xf  

  .موجبة

العلاقة، وبعد نشر وتبسيط العبارة الأصلية نصل إلى أن ا�موع لثاني، يكفي البرهنة على صحة هذه الشرط ا

      .يساوي الواحد كما هو موضح أسفل
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ثافـــة المنفصـــل و يطلـــق عليهـــا دالـــة ك X ئيقـــق شـــروط دالـــة كثافـــة الاحتمـــال للمتغـــير العشـــواتح  xf)(أن أي 

 هـي إحصـائيةبمعلمـات ن لحدييتبع توزيع ذو ا X ئيتغير العشواأن الم نقول الحالة هذهو في . الحديين ذواحتمال 

~),(رمز لذلك �لرمز  يُ  الذي يمثل احتمال النجاح، و: �، و العشوائيةالتجارب عدد :  � pnbX.  

  الأمل الر�ضي والتباين لتوزيع ثنائي الحدين
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 موضحة في الجدول أسفل) الأمل الر�ضي والتباين(الم هذا التوزيع الاحتمالي مع

xE)(  الأمل الر�ضي
 

pnxE  لتوزيع ثنائي الحدين  )(  

xV)(  التباين
 

qpnxV  لتوزيع ثنائي الحدين  )( مع العلم أن :pq 1  

  

)()(الر�ضي واحتمال الفشل الأملالتباين هو جداء  أنيمكن استنتاج  إذا xVqxE  هـذه العلاقـة مهمـة ،

 .في حال التمارين التي يكون فيها احد المعالم مجهول والأخر معلوم، الأمر الذي يسهل عملية حل التمرين

  دالة التوزيع الاحتمالية معطاة �لصيغة التالية: الحديين دالة التوزيع التراكمية لتوزيع ذي
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  مثال

ــــا :ملاحظــــة ــــب الأحي ــــة المختلفــــة لحســــاب  الجــــداول الإحصــــائيةن نعتمــــد علــــى في غال للتوزيعــــات الاحتمالي

)()( وهذه الجداول توفر قيم دوال التوزيع الاحتمالية  الاحتمالات، xXPxF    .انظر الملاحق. .
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 20هــاتف نقــال، مــع العلــم أن هنــاك  100في عمليــة مراقبــة مخــزون مؤسســة تجاريــة، لــدينا صــندوق يحتــوي علــى 

الهواتـــف  إرجـــاعمـــع (هواتـــف بطريقـــة عشـــوائية  5، ســـحبنا عينـــة عشـــوائية مـــن )لـــديها خلـــل تقـــني(هواتـــف مُعطلّـــة

ــــيكن ). المســــحوبة ــــة في العXل ــــذي يمثــــل عــــدد الهواتــــف المعطل ينــــة العشــــوائية المســــحوبة مــــن المتغــــير العشــــوائي ال

  وق، المطلوب، الصند

 ما هو القانون الاحتمالي الذي يتبعه هذا المتغير العشوائي؟ 

 جربة العشوائية الواحدة، ما هو مقدار تباين احسب العدد المتوسط للهواتف المعطلة للممكن سحبها في الت

 عدد الهواتف المعطلة المسحوبة؟) تشتت(

  ؟3ما هو احتمال أن يكون عدد الهواتف المعطلة المسحوبة يساوي 

  ؟ 4؟ اكبر أو يساوي 4ما هو احتمال أن يكون عدد الهواتف المعطلة اقل من  

  النموذجي  الحل

 م مـــن معطيـــات التمـــرين، لـــدينا مجموعـــة قـــيXالممكنـــة هـــي:  5,4,3,2,1,0:X5 أيn  واحتمـــال

2.0ســــــحب هــــــاتف مُعطــــــل 
100

20
p ، نرمــــــز بفي هــــــذه الحالــــــة  
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,5~ bX دالــــــة كثافــــــة ل

   المتغير العشوائي، وهي معطاة �لعبارة الر�ضية الاحتمال
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  الأمـــل الر�ضـــيالعـــدد المتوســـط للهواتـــف المعطلـــة يقابـــل )(xE والـــذي يســـاوي جـــداء احتمـــال الفشـــل في ،

)(12.05، �لتعـــويض نجـــد �Xـــال قـــيم المتغـــير n العـــدد الأقصـــى  pnxE أي �لمتوســـط ،

 .هواتف مسحوبة 5عطل واحد من بين سيكون هاتف م
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  التباينqpnxV )(8.08.02.05 :، نعوض القيم المحسوبة نجد)( xV يمكن حسـاب ،

ــــــاري  )(894.08.0الانحــــــراف المعي  xV
X

s ــــــة ــــــف المعطل ، يقــــــدر مقــــــدار تشــــــتت عــــــدد الهوات

 .)الأكبر�لتقريب إلى العدد الصحيح (المسحوبة ب هاتف واحد 

 

nلقانون ثنائي الحدين عند قيم معينة ل ) التراكمية(دالة التوزيع الاحتمالية  :)5(الشكل   pو  

  3()3( :، أي3احتمال أن يكون عدد الهواتف المعطلة المسحوبة يساوي( fXP ، هناك

 طريقتان للإجابة

 في دالة الكثافة للحصول على الاحتمال  3نعوض القيمة يكفي  :الطريقة الأولى
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هـذه الخطـوات،  �تبـاع، لحساب هذا الاحتمال يكون )2الشكل (�ستعمال الجدول الإحصائي  :الثانيةطريقة ال

)()( أن، نحن نعلم أولا xFxXP  1(أن أيضـا، ونعلـم()()(  xFxFxXPمـا  أن أيضـالـم ، ونع

  إذا، xF)(هي قيم  الإحصائيهو موجود في الجدول 
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0512.09421.09933.0)2()3()3(  xFxFXP 

  4(، أي 4احتمال أن يكون عدد الهواتف المعطلة اقل من( XP ر�ضيا هذه المتراجحة ،

 تطابق المساواة

)0()1()2()3()4(  XPXPXPXPXP 

)4(ت الجزئيـــة وجمعهـــا للحصـــول علـــى احتمـــال إذا يكفـــي حســـاب الاحتمـــالا XP كمـــا اجبنـــا في حســـاب ،

وطريقـــــة دالـــــة التوزيـــــع ) وهـــــي متعبـــــة في هــــذا الســـــؤال(الاحتمــــال الأول، هنـــــاك طريقـــــة دالـــــة الكثافــــة الاحتماليـــــة 

  ).وهي أحسن وأسرع طريقة في مثل هذه الأسئلة(الاحتمالية 

في دالـة الكثافـة للحصـول علـى الاحتمـال الكلـي، ونحصـل علـى   0،1،2،3لقيم يكفي نعوض ا :الطريقة الأولى

9933.03277.04096.02048.00512.0)0()1()2()3()4(  ffffXP 

)4(المتراجحة الر�ضـية، الإحصائي�ستعمال دالة التوزيع الاحتمالية في الجدول  :الطريقة الثانية XP  تطـابق

)3(المتراجحة  XP ) ً4()3()3(، ومنـه )ة الأعـداد الطبيعيـةضـمن مجموعـ طبعـا( FXPXP  ،

)3(9933.0من الجدول الإحصائي،  F  

  4(، أي 4احتمـــــال أن يكـــــون عـــــدد الهواتـــــف المعطلـــــة اكـــــبر أو يســـــاوي( XP هـــــذا الحـــــدث ،

دث ، ومنــه نســتعمل خاصــية الحــ)4عــدد الهواتــف اقــل مــن (العشــوائي هــو عكــس الحــدث الســابق 

 :العكســــــي والــــــتي تــــــنص علــــــى انّ مجــــــوع احتمــــــال الحــــــدث وحدثــــــه العكســــــي هــــــو الواحــــــد، ومنــــــه

0067.09933.01)3(1)3(1)4(1)4(  FXPXPXP
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دالــة   جــدأو ) . 4(قم يحمــل الــر  ذيالــ الوجــهنراقــب ظهــور  أننــانفــرض .  أحجــار نــرد مــرة واحــدةســتة  نرمــي  مثــال 

  ) .4(يمثل ظهور الرقم  يالذو   Xكثافة الاحتمال الخاصة �لمتغير 

  الحل 

 6n    ويســــــاوي�بــــــت  4ظهــــــور الــــــرقم احتمــــــال  p
6

  ايضــــــاً  �بــــــت 4عــــــدم ظهــــــور الــــــرقم احتمــــــال . 1

 qp)1(
6

   هيو تكون دالة كثافة الاحتمال  5
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�ســتخدام  حســا�اعــدة احتمــالات كــان مــن الصــعب  يجــادلإاســتخدام دالــة كثافــة الاحتمــال  يمكــن خــلاف ذلــك

ه يمكن الحصـول عليـ) 4(واحد يحمل الرقم   هاحتمال الحصول على وج) 1(. فمثلاً . لية للاحتمالاتو المبادئ الأ

xqpn تعويض قيم دالة كثافة الاحتمال بعد  من ,,, 
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  هـــذا الاحتمـــال يطــــابق الأقــــل عنـــد رمـــي أحجـــار النــــرد، علـــى  ةواحـــدمــــرة  4ظهـــور الـــرقم احتمـــال

)1(حةالمتراج XPومنه الإجابة تكون كما يلي ،: 

)6()5()4()3()2()1()1( ffffffxp   

)1(1)1(1)0(نستعين بخاصية الحدث العكسي ونحصل على   XPXPXP  

66511.03348979.01
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  ــ:تيفأن توزيع زى الحدين �خذ الشكل الآ  N = 1 واحد يساوى المحاولاتإذا كان عدد  ـ:ملاحظة
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  نجد كذلك الصيغة التالية في بعض المراجع أنيمكن 
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  .ريالســويس ضيــفة الر�مكتشـــ إلىنسبة  Bernoulli  Distributionو يطلق علية اسم توزيع برنولى  

  هي "هلظهور الوج"للحدث العشوائي دالة كثافة الاحتمال  مرة واحدة فأن معدنية عملة اءإلقعند  : مثال
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= �الحديين عندما تكون   ذيو معنى هذا أن التوزيع المذكور يعتبر حالة خاصة من توزيع   1  

مـرة  و كانـت   n برنـولى  لـةاو محتكررت  فإذا. الحديين ذيتوزيع برنوللى و توزيع  واضح أن هناك علاقة وثيقة بين

iX لــــةاو المح في ئيالمتغــــير العشــــوا هــــي i  فــــأن المتغــــير iXX  ذيأن توزيــــع  أي. نالحــــدي وذيتبــــع توزيــــع 

و بمعــنى آخــر أذا   . pيتبـع كــل منهـا توزيــع برنــولى بمعلمـة  ئيمتغــير عشــوا n هــو مجمــوع   n, pالحـدين بمعــالم  

nXXXكانت ,..........,, فـأن       p بمعلمـة شوائية يتبع كل منهـا توزيـع برنـولىمتغيرات ع 21 iXX

 .,npيتبع توزيع ذي الحدين بمعالم  ، 
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  Poisson Distributionبواسون  ل الاحتمالي توزيعال -2

الحـوادث  ها شروط توزيـع ذي الحـدين و لكـن هـذينطبق عليه التيما نقابل بعض الظواهر  أحيا�الحياة العملية  في

ة يمكـن القـول يقـترب مـن الصـفر و عليـة فأنـ جـداتكون �درة الوقوع و هذا يعنى أن احتمال النجاح يكـون صـغير 

و . أنــة يقـترب مــن الواحــد أيمقـدار �بــت و بـذلك يكــون احتمـال الفشــل كبـير  هــي حيـث    pn أن 

حسـاب احتمــال  أرد�لـو  فمـثلا جـداســوف تكـون كبـيرة   �نراقـب بعـض حـالات النجـاح فأننـا سـنجد أن  لكـي

منهــا و نحســب عــدد  جــداعــدد كبــير  أوفأننــا ســنقوم بمراقبــة القطــارات  لحديديــةالســكة اخــروج القطــار مــن علــى 

نســتطيع أن نحســب  تىحــ) حققــت فيهــا الحادثــة تيالــ(حــالات النجــاح  أيمــرات خــروج القطــار مــن علــى الشــريط 

  :تيو بذلك تكون شروط هذا التوزيع كالآ.الاحتمال

  الترتيبعلى  �,� و يرمز لهما �لرمز لةاو محكل   فيكون احتمال النجاح �بت و كذلك احتمال الفشل يأن.  

  و يقترب من الصفر و احتمال الفشل يقترب من الواحد الصحيح صغيراأن يكون احتمال النجاح.  

  حيث أن   جدا كبيرا المحاولاتأن تكون عدد pn  مقدار �بت.  

بعــض الظــواهر و و حركــة المــرور،  اتفيــةائل المتعلقــة �لمكالمــات الهســالم فيالتوزيعــات  أهــممــن ســون او يعتــبر توزيــع بو 

صـفحة مـا مـن كتـاب و غـير  فيالمطبعيـة  الأخطـاء، عـدد سـقوط الطـائراتحوادث ق، لزلزال، و الحرائالنادرة مثل ا

  : هيبواسون  و دالة كثافة الاحتمال لتوزيع. ذلك






















,0

...........,3,2,1,0,
!)(

x
x

e

xf

x 
  

  pn  :تحسب كما يلي ، وقيمة تمثل مقدار �بت  e = 2.718حيث  . 
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يلاحــظ أن ، دالــة كثافــة احتمــال أ�ــا إثبــات .ةلا �ايــ مــا إلىمــن الصــفر  اعتبــاراة بــصــحيحة موج قيمــا Xخــذ و �

  المتســــلســـلة 







0

32

!
.........

!3!2
1

x

x

x
e


  

  0حيث  

  xf)(  في  0و حيث أن  

1
!

!
)(

0)(

0

0

0 0


























 

eee
x

e

x

e
xf

xf

x

x

x x

x









  

  .منقطع ئيتحقق شروط دالة كثافة احتمال لمتغير عشوا xf)(الدالة 

  بواســـون دالة التوزيع التراكمية لتوزيع
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  :الر�ضي والتباين لتوزيع بواسونالأمل 

، الر�ضي يساوي التباين الأمل: بواسون هيل الاحتمالي توزيعالفي  أساسيةخاصية  )()( xExV  
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الـتي لم نتطـرق إليهـا (لـة المولـدة للعـزوم يمكن البرهنة على هـذه المسـاواة بـين الأمـل الر�ضـي والتبـاين، �سـتعمال الدا

)()( :، وهــي دالــة ر�ضــية معرفــة كمــا يلــي)في هــذا المســتوى xteEtM الر�ضــي للدالــة  الأمــل تمٌثــل ، وهــي

xte,  حيثRt ،)حتماليـة المشـهورةفي الملاحـق وضـعنا جـدول يحتـوي علـى كـل دوال العـزوم للتوزيعـات الا .(

)()1(: دالـــة العـــزوم �لنســـبة لتوزيـــع بواســـون هـــي
teetM   . نســـتخدم هـــذه الدالـــة لحســـاب الأمـــل الر�ضـــي

 :والتباين كما يلي

  

  

  

  الر�ضي والتباين لتوزيع بواسون كما يلي الأمل�تباع هذه القاعدة الر�ضية، يمكننا حساب 

   xE)(يالر�ض الأمل

)()1()1(: لدالة العزوم الخاصة بتوزيع بواسون هي الأولالمشتق    
tt ette eeetM   الأمـل، ومنه 

الر�ضي  )0()( )(k

k MmxE.  

 xV)(التباين 

: المشــتق الثــاني لدالـــة العــزوم الخاصـــة بتوزيــع بواســون هـــي 
)(

2)(

1

1

)(





t

t
e

tte eeeetM


  ومن���ھ ،

درج��ة الثانی��ة الع��زم م��ن ال
2)2(

2 )0(   Mm ّ2، وذكــر� أن

12 )()( mmxV  ــ  :�لتعــويض نجــدـ

  22)(xV. ومنه تتأكد الخاصية التي ذكر�ها في الصفحة السابقة �ن : )()( xExV  

�عنـــد قيمـــة ) k(لـــة العـــزوم مـــن الرتبـــة مـــا هـــو إلا مشـــتق دا) k(العـــزم مـــن الدرجـــة  = ، ر�ضـــياً العلاقـــة  0

k)()0(، معرفة كما يلي

k Mm  الر�ضي، والتبـاين هـو  الأمليقابل ) 1(العزم من الدرجة  أن، ونعلم

  )الر�ضي الأملأي مربع ( الأولومربع العزم )  2(الفرق بين العزم من الدرجة 
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نســبة  أنالنوعيــة في هــذه المؤسســة  في مؤسســة إنتاجيــة للمصــابيح الكهر�ئيــة، تضــمن تقريــر خــاص لمراقــب  مثــال

. يتبـع توزيـع بواســــون وان عـدد الوحـدات المعيبـة 2% هـيالكهر�ئيـة  صـابيحنـوع مـن الم إنتـاج فيالوحـدات المعيبـة 

  المطلوب. نفرض أننا سحبنا عينة عشوائية من عشرة مصابيح

  .الإحصائي لهذا المتغير الاحتماليالتوزيع  إيجادــ 1

  .ل على مصباح واحد معيبــ احتمال الحصو 2

  .الأكثرعلى  باح معيبــ احتمال الحصول على مص3

  الحل 

كإنتــاج   2 %، تحــت شــرط نســبة "بواســون"يتبــع توزيــع ) عــدد الوحــدات المعيبــة(المتغــير الإحصــائي  أنعلمنــا  إذا

)10()02.0(2.0 إذامعيب،   pn.  

2,1,0,........  هيدالة كثافة الاحتمال  ومنه
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 :، يمكن الاعتماد على دالة الكثافة الاحتمالية لحساب هذا الاحتمالمعيب مصباحاحتمال الحصول على   - 1
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، لحســـاب هـــذا الاحتمـــال يكـــون )3الشـــكل (" بواســـون"لقـــانون �ســـتعمال الجـــدول الإحصـــائي : الطريقـــة الثانيـــة

)()(�تبــــــــــــــــــــــــاع هــــــــــــــــــــــــذه الخطــــــــــــــــــــــــوات، أولا، نحــــــــــــــــــــــــن نعلــــــــــــــــــــــــم أن  xFxXP أيضــــــــــــــــــــــــا أن ، ونعلــــــــــــــــــــــــم

)1()()(  xFxFxXP ونعلم أيضا أن ما هو موجود في الجدول الإحصائي هي قـيم ،)(xF ،إذا ،

)0()1()1( FFXP  2.0، عند قيمة،  
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  )انظر الملاحق(الإحصائي لقانون توزيع بواسون، مستخرج من الجدول  ):6(الشكل 

  أن لتعويض نجد�

1638.08187.09825.0)1( XP  

 .وهي نفس النتيجة عند استعمال دالة الكثافة الاحتمالية

.       احتمال الحصول على وحدة معيبة على الأكثر - 2

 9825.0)2.1(

)2.01(

)2.0(

)2.0()1()1(
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عنـد قيمـة ) 2الشـكل (الطريقة الثانية �ستعمال الجدول الإحصائي، سهلة جـداً وسـريعة، نقـرأ في الجـدول مباشـرة 

2.0 1عنـــد قيمـــة ، وx  نحـــد مباشـــرة أن قيمـــة الاحتمـــال المقابـــل للحصـــول علـــى مصـــباح معيـــب علـــى

)1()1(9825.0:الأكثر هو  FXp   
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eometric DistributionG-The Hyper  

 إلى لــةاو محضــنا أن احتمــال النجــاح �بــت مــن 

و الآن نريـــد أن  جــداكبــير   لاتاو المحـــتوزيـــع بواســـــون أن عــدد 

و هـذا التوزيـع . لا يمكـن أن يكـون كبـير

  

 "الهندســـي -قفـــو " القـــانون الاحتمـــالي

Xpxf r ()(   

1افتراض 

2افتراض 

وحـــدة لهـــا خاصـــية 

وحدة و ليس له هذه الخاصية  

3افتراض 

و كـان الســحب 

فطبيعــي ). الحــوادث غــير مســتقلة

 

eometric Distribution الهندسي-لتوزيع الاحتمالي فوق

ضــنا أن احتمــال النجــاح �بــت مــن افتر ) الحــدين و توزيــع بواســــون ثنــائيتوزيــع (التــوزيعيين الســابقين 

توزيـــع بواســـــون أن عــدد  فيكمــا افترضــنا . أن الأحــداث مســـتقلة

لا يمكـن أن يكـون كبـير لاتاو المحـغير �بـت و عـدد  فيهنتعرف على توزيع يكون احتمال النجاح 

  .دودة عندما يكون السحب بدون إرجاعيصلح للمجتمعات المح

  :ض أنتر للتعرف على دالة هذا التوزيع نف

القـــانون الاحتمـــاليتبـــع ي  xيكـــون المتغـــير الإحصـــائي ) أو الافتراضـــات(

  : التاليةدالة كثافة الاحتمال الخاصة 
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 Nا�تمع محدود 

وحـــدة لهـــا خاصـــية  Mين الأول يتكـــون مـــن ئنفـــرض أن هـــذا ا�تمـــع مقســـم إلى جـــز 

– Nمعينة، و الجزء الثاني مكون من  M   وحدة و ليس له هذه الخاصية

و كـان الســحب  nنفـرض أننـا أخــذ� عينـة بطريقـة عشــوائية مـن هـذا ا�تمــع حجمهـا 

الحــوادث غــير مســتقلة(أو اختيــار مفــردات هــذه العينــة بــدون إرجــاع أي أن 

. أن احتمال النجاح في كل محاولة سوف يختلف

لتوزيع الاحتمالي فوقا -3

التــوزيعيين الســابقين  في 

أن الأحــداث مســـتقلة أي أخــرى

نتعرف على توزيع يكون احتمال النجاح 

يصلح للمجتمعات المح

للتعرف على دالة هذا التوزيع نف 

(تحـــت هـــذه الشـــروط 

دالة كثافة الاحتمال الخاصة  والذي �خذ

n

ا�تمع محدود  حجم•

نفـــرض أن هـــذا ا�تمـــع مقســـم إلى جـــز  •

معينة، و الجزء الثاني مكون من 

نفـرض أننـا أخــذ� عينـة بطريقـة عشــوائية مـن هـذا ا�تمــع حجمهـا  •

أو اختيــار مفــردات هــذه العينــة بــدون إرجــاع أي أن 

أن احتمال النجاح في كل محاولة سوف يختلف
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تلف جزئي لعـدة صـناديق في وحـدة التخـزين،  اكتشف المراقب ة،في مؤسس جو المنتلحالة  دوريةمراقبة  أثناء  :لمثا

عينــة مكونــة  ســحبنانفــرض أننــا  ،)�لفــة( وحــدات معيبــة 10وحــدة منهــا  25يحتــوى علــى  صــندوق كــل أنو 

مـال احت اوجـدالمطلوب . إرجاعكان السحب بدون و الصناديق،  من احدمن خمســة وحدات بطريقة عشوائية 

  .وحدات معيبة) 4(و كذلك احتمال الحصول على وحدات سليمة ) 5(الحصول على 

  الحل 

  : تيتمال �خذ الشكل الآفأن دالة كثافة الاح إرجاعبدون حيث السحب 


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، عـدم الحصـول علـى وحـدات معيبـة احتمـال يطـابق ويسـاويل الحصول علـى خمسـة وحـدات سـليمة احتما و منه

)0( أي Xp هو  
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)4( أي، )�لفة(وحدات معيبة  4الحصول على واحتمال  Xp هو:  
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  الوسط الحسابي و الانحراف المعياري لتوزيع فوق الهندسي 

  :نإف"  دسيالهن-فوق"تتوزع حسب قانون  Xالمتغير العشوائي  كان  ذاإ

  يساوي للمتغير العشوائي الحسابيالوسط: 
N

M
nxE  )(m 

  يساويوالتباين :
1

)(








N

nN

N

MN

N

M
nxVar  

 

xE)(أي أن المتوســـط  
N

M
n  m   ًو الانحـــراف ( .ا�تمـــع فياحتمـــال النجـــاح  فيحجـــم العيـــــنة مضـــرو�

  في ضــــــرو�ً حجــــــم العينــــــة م= التبــــــاين =  2)  ريالمعيــــــا
N

M   في مضــــــرو�ا�تمــــــع  فيو هــــــو احتمــــــال النجــــــاح  








 


N

MN

N

M
ـــل  1   في مضــرو�ا�تمــع  فيو هــو احتمــال الفشـ

1




N

nN  يســاوىو هــو مقــدار 

  .و يطلق علية اسم التصحيح للمجتمعات المحدودة �رجاعالواحد الصحيح عندما يكون السحب 

  انالبره
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الانحــراف المعيــاري لتوزيــع ذي الحــدين   الــذي يســاوي  الهندســي-فــوقع لتوزيــنفــس الأمــر مــع الانحــراف المعيــاري 

 في المقدار ضرو�ً م
1



N

nN ) بمعامل تصحيح ا�تمعات يسمىالذي(  
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  "فوق الهندسي"قانون الاحتمالي لتراكمية لدالة التوزيع ا

nxxXpxF
x

x
N

n

MN

xn

M

x

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
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
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 
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


0)()(

0

  

  يالهندس-فوققريب لتوزيع الحدين كت ذيتقريب 

تكـــون  ألابشـــرط الهندســـي -فـــوقيطبـــق عليهـــا توزيـــع  تيالحـــدين كتقريـــب للحـــالات الـــ ذيكـــن اســـتخدام توزيـــع يم

(N)  إذا كان : ويمكن استعمال العلاقة التالية. جداصغيرة�

�
≤ 0,05 .  

  

  

 

 

وحـدة تحتـوى علـى ) 50(موعـة مكونـة مـن وحدات اختيرت بطريقة عشوائية مـن مج) 5(عينة مكونة من  مثال  

الهندسـي -فـوقالحـدين و التوزيـع  ذيحتــمالات المختلفة  �ســتخدام وحدات معيبة و المطلوب حســاب الا)  5(

  .و المقارنة بينهما

   الحل

ـــحب تم  إذا لاأو  ـــمال النجــاح ســوف يكــون  �رجــاعافترضــنا أن السـ 1.0 مقــدارهو  �بتــافــأن احتـ
50

5
P   و

9.01.01بذلك يكون احتــمال الفشــل   q   هيو تكون دالة التوزيع الاحتــمال لتوزيع زى الحدين  

وضــــــعنا    إذا  ملاحظــــــة
N

M
p    الحســــــابيفــــــأن الوســــــط  pn

N

M
n m   فــــــوق "زيــــــع لتو

  . للوسط الحســابي لتوزيع ذي الحدين يكون مســاو� " الهندسي
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5,4,3,2,1,0,)9.0()1.0()( 5
5









  xxf xx

x

  

  .الجدول فيالموضحة  xf)(المختــلفة نحصل على  xو �لتعويض يقيم   

احتمال النجاح و كذلك احتمـال الفشـــل غـير �بـت و تكـون دالـة كثافـة فأن  إرجاعكان الســحب بدون   إذا ا�ني

)(,5,4,3,2,1,0 هي الهندسي-فوقالاحتــمال لتوزيع 
50
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xxf
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  : تيالمـوضحة �لجدول الآ  xf)(لمختــلفة  نحسـب  ا � و �لتعويض بقــيم

  الهندسي-فوق و ثنائي الحدين ، �ستعمال قانونجدول التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي ):8(الجدول 

X: الهندسي-فوقالاحتمالات �ستعمال توزيع   ثنائي الحدينتمالات �ستعمال توزيع الاح  عدد الوحدات المعيبة  

0  0.5949  0.5766  

1  0.32805  0.35336  

2  0.0729  0.06392  

3  0.0081  0.0005  

4  0.00045  0.00011  

5  0.00001  0.0000015  

  من إعداد الباحث :المصدر                                                                                      
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ع زى الحدين تقريب جيـد لتوزيـع قترب من بعضها و بذلك يمكن اعتبار توزيتتضـح من الجدول أن الاحتــمالات ي

يكـون  �رجـاعحالة الســحب  في أن إلى هو لكن يجل أن ننو . جدا ليسـت صغيرة  nعندما تكون  الهندسي-فوق

-فــوقفــأن توزيــع  إرجــاعحالــة الســـحب بــدون  فييعطــى الاحتـــمال المضــبوط أمــا  ذيالحــدين هــو الــ ثنــائيتوزيــع 

 .يعطى الاحتـمال المضبوط الهندسي
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ـــه في محـــور المتغـــيرات العشـــوائية، ك ـــاً مـــا توصـــف العمليـــات العشـــوائية إمـــا بدالـــة الكثافـــة تـــذكير لمـــا تطرقنـــا إلي غالب

للمتغـير  xf)(وتكـون دالـة الكثافـة الاحتماليـة، المشـار إليهـا هنـا �لعلامـة . الاحتماليةتوزيع الدالة  أوالاحتمالية 

x� خـــــذ المتغـــــير، بحيـــــث أن الاحتمـــــال لكـــــيx الفاصـــــل المتنـــــاهي الصـــــغر بـــــين  قيمـــــة في x و dxx 
 

يكـــــون 

dxxf احتمــال أن �خــذ المتغــير قيمــة أصــغر مــن  xF)(ةالمســما )الاحتماليــة(وتعطــي دالــة التوزيــع التراكميــة. )(

x .أي تكون العلاقة بين الدوال كما يلي: 

 )()( xF
dx

d
xf     أو ،

x

c

ttfxF d)()(  

  .tهي الحد الأدنى للقيم التي يمكن أن �خذها  c :حيث

  التوزيعات الاحتمالية للمتغيرات الكمية المتصلة، أهمنجد 

 التوزيع الطبيعي

(Normal Distribution)  

 توزيع لوغاريتمي طبيعي

(Log-Normal 

Distribution  

  نلبيرسو  2 كاي  توزيع

  

Chi-Squared Distribution  

(***)  

  :توزيع غاما و التوزيع الأسي

Gamma Distribution 

and 

 Exponential 

Distribution  

  .بحول الله 3مقياس الاحصاءيُستعمل أساسا في الاستدلال الإحصائي ونظرية الاختبارات الإحصائية، وسيكون الطالب في حاجة إليه بقوة في :(***)

 قانون التوزيع الطبيعي: القوانين الاحتمالية المتصلة: �نياً 

(Continuos Probability Distributions)  
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، وتبقـى التوزيعـات الاحتماليـة الأخـرى )Normal Distribution(المسـتوى �لتوزيـع الطبيعـي  تم في هـذا�

ولقـد وضـعنا ملخـص لأهـم هـذه التوزيعـات وخصائصـها الشـكل الر�ضـي لـدوالها الاحتماليـة ( من اجتهاد الطالـب

  ).في الملاحق

  istribution D ormalN الطبيعيالتوزيع  -1

، كمـا  Samplingعملية المعاينـة  فيالتوزيعات المتصلة حيث يلعب دوراً أساسياً  من أهم عيعتبر التوزيع الطبييُ 

تحــدث للإنســان  تييســتخدم لوصــف الأنمــاط التكراريــة للعديــد مــن الظــواهر الإحصــائية مثــل التغــيرات الطبيعيــة الــ

المتصلة مثل درجـة الحـرارة  يدرس سلوك المتغيرات العشوائية عيوالتوزيع الطبي. والحيوان والعوامل البيئية بشكل عام 

  . والطول والوزن والدخل والأخطاء العشوائية الناتجة عند تحليل الانحدار

للتوزيــع ، و�خــذ الشــكل  بينجــد أنــه منحــنى متماثــل حــول الوســط الحســا عــيوبدراســة شــكل منحــنى التوزيــع  الطبي

الأفقـى شـيئا فشـيئا دون أن يتماسـا مـع هـذا  الجرسى وله قمة واحـدة ويمتـد طرفـاه إلى مـا لا�ايـة مقتربـين مـن المحـور

وإذا أســقطنا عمــوداً مــن قمــة المنحــنى علــى المحــور الأفقــى فــإن هــذا العمــود يعتــبر محــوراً للتماثــل لأنــه يقســم . المحــور 

ين تمامـاً وينطبـق كـل منهمـا علـى الآخـر تمـام الانطبـاق ومسـاحة كـل قسـم اويالمنحنى إلى قسمين متس تيالمساحة تح

والوسـيط والمنـوال  بيمن المساحة الكلية تحت المنحنى وينتج عن هذا التماثل أن قيم الوسط الحسـا 50%  يو اتس

  . ة اويتكون متس عيللتوزيع الطبي

يعــبر عــن متغــيرات عشــوائية متصــلة فإننــا لا نســتطيع اســتخدام دالــة التوزيــع لــه لإيجــاد  عــيوحيــث أن التوزيــع الطبي

ولكـن يمكـن . صـفراً  ىاو يسـيتبعـه لقيمـة معينـة حيـث أن هـذا الاحتمـال  ذيالـ ئياحتمال أن �خذ المتغير العشـوا

أكثــر مــن قيمــة  أوأقــل مــن قيمــة معينــة  ئيلإيجــاد احتمــال أن �خــذ المتغــير العشــوا عــياســتخدام دالــة التوزيــع الطبي

  . تقع قيمته بين قيمتين معلومتين أومعينة 
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  :  ة وترجع أهمية التوزيع الطبيعي إلى الأسباب الآتي

مثـــل الأطـــوال والأوزان  العملـــييســـتخدم التوزيـــع الطبيعـــي في وصـــف العديـــد مـــن المتغـــيرات العشـــوائية في الواقـــع . 1

�موعة من الأشخاص ، درجات الطلاب في امتحان مقرر معين ، أخطاء القياس الناتجـة مـن تجربـة مـا ، حيـث 

قيمـة مركزيـة هـي قيمـة متوسـط التوزيـع وتقـل هـذه بشكل متماثل حـول ) التكرارات ( تتوزع القياسات المشاهدة 

القياســـات تـــدريجيا كلمـــا ابتعـــد� عـــن هـــذه القيمـــة إلى جهـــة اليمـــين أو إلى جهـــة اليســـار ، حيـــث �خـــذ منحـــنى 

  . التوزيع الشكل الجرسى 

لحــدين وتوزيــع يعتـبر التوزيــع الطبيعــي تقريبــا مفيــدا للعديــد مــن التوزيعـات المتقطعــة وغــير المتقطعــة مثــل توزيــع ذي ا. 2

  . وغيرها  فوق الهندسيبواسون وتوزيع 

  الأساس الر�ضي لقانون التوزيع الطبيعي

)()(:تكــون كثافــة الاحتمــال مــن نمــط. ينطبــق هــذا التوزيــع علــى متغــير مســتمر �ي إشــارة جبريــة xTexf   ،

دالــة متعــددة الحــدود مــن xT)(يــث ح، )Exponential Family(والــتي تُســمى عائلــة التوزيعــات الآســية 

تُكتـــب  xf)(، فـــإن sوالانحـــراف المعيـــاري mفـــإذا اســـتعملنا كمعلمـــات المتوســـط . الدرجـــة الثانيـــة غـــير ســـالبة

  :التالية صيغة الر�ضية�ل
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ا�ال طريق حساب تكامل دالة الكثافة في  عن x,نحصل على صيغة دالة التوزيع الاحتمالية ، )(xF  

 



















s
























s


s


x

mx
t

mt
xF

2
erf1

2

1
d

2

1
exp

2

1
)(

2

 



 

74 

  

حيث 



z

t tz

0

– de
2

)(erf
2

   .، وهي دالة مركبة لمتغير مركب)Error Function(، تمثل دالة الخطأ 
 

  

  

  

  

.  

       Function Probability Density دالة كثافة الاحتمال 

فـإن دالـة كثافـة الاحتمـال  s معيـاريوانحـراف   mبمتوسـط الطبيعـيمتغيرا عشوائيا متصلا يتبع التوزيـع  X  إذا كان

  : تعطى �لعلاقة  X العشوائيللمتغير 

2

2

1

2

1
)(








 


 s

m

s

x

eXf             , -   X   

, -   m             ,  s  0 

لدرجـــة الدالــة لحســـاب الاحتمــالات المختلفـــة تكتنفــه صـــعو�ت ر�ضــية كثـــيرة تعتمــد �وحيــث أن اســتخدام هـــذه 

مـن التوزيعـات  �ـائية علـى أنـه كمـا ذكـر� يوجـد عـدد لا و ، عـلاالر�ضـيالتكامـل  تقنياتلى على معرفة �مة بو الأ

إلى توزيــع  طبيعــيزيــع تو  أيفإنــه لحســن الحــظ يمكــن تحويــل  m  ،sتحــدد كــل منهــا قــيم المعلمتــين   والــتيالطبيعيــة 

لتاليـة صـالحة لمتغـير بـدوال تقريبيـة، فمـثلاً تعتـبر الدالـة ا xF)( لأغراض الحسا�ت العملية، يمكـن تمثيـل :ملاحظة

x مع خطأ نسبي أقل من  موجب(2,8  103):  
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علـم  تيمـ المعيـاري الطبيعـيل المسـاحات تحـت منحـنى التوزيـع و ال خاصـة تعـرف �سـم جـدو الـه جـد قياسـي طبيعي

  ).انظر الملاحق(. المعياريمتوسطه وانحرافه 

    DistributionStandard Normal ي عيار الم الطبيعيالتوزيع  -2

 عــيتتبــع التوزيــع الطبي Zفــإن  s ريوانحــراف معيــا  mبمتوســط  عــيالطبي يتبــع التوزيــع ئيمتغــير عشــوا Xإذا كــان 

  :  الواحد الصحيح حيث يو ايس ريبمتوسط صفر، وانحراف معيا ريالمعيا

s

m


X
Z  

الاحتمـــال المطلـــوب  أوتســـاعد علـــى إيجـــاد المســـاحة  هـــيالدرجـــة المعياريـــة و  أوأيضـــا �لقيمـــة المعياريـــة  Zوتســـمى 

هـذا .  المعيـاري عـيوذلـك �سـتخدام جـدول المسـاحات تحـت منحـنى التوزيـع الطبي عـيمنحـنى توزيـع طبي أيأسفل 

  :  تيالشكل الآ Zدالة كثافة الاحتمال للمتغير  و�خذ 
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eZf
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  , -   Z   

حسـاب جـدول  فيسـتخدمت فقـد ا و�لتـاليومن الجدير �لذكر هنـا أن الدالـة لا تعتمـد علـى معـالم مجهولـة القيمـة 

  . المعياري المشار إليه عيالمساحات تحت منحنى التوزيع الطبي

  المعياري عيخصائص المنحنى الطبي

 يحد الصحيح بحيث يقسم الخط العمودى الواو اتس المعياري عيالمساحة الكلية تحت منحنى التوزيع الطبي 

ين مساحة كل منهما اوياحة إلى قسمين متسالمس) متوسط التوزيع ( الواصل من قمة المنحنى إلى الصفر 

    0.05 يو اتس
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صفر وتفرطحه  ىاو يسفإن التواءه 

. تقريبا من المسـاحة الكليـة تحـت المنحـنى 

 ا مـن المسـاحة الكليـة تحـت المنحـنىتقريب

تقريبـا مـن المسـاحة الكليـة تحـت   % 99.74

  التمثيل البياني لدالة التوزيع الاحتمالية للقانون الطبيعي مع الإشارة لأهم خصائصها

 

فإن التواءه  و�لتاليمتماثل حول متوسطه ،  المعياري عيمنحنى التوزيع الطبي

  

تقريبا من المسـاحة الكليـة تحـت المنحـنى   % 68.26 ىاو تسدرجة معيارية    1المساحة المحصورة بين 

تقريب  % 95.44 ىاو تسدرجة معيارية   2  بين صورة 

 % 99.74 ىاو تسـدرجـات معياريـة   3أمـا المسـاحة المحصـورة بـين 

  :  تيهذا ويمكن التعبير عن ذلك رمز� كالآ

P (  -1  Z  1 ) = 0.6826 

P (  -2  Z  2 ) =  0.9544 

P ( ( -3  Z  3 ) = 0.9974 

  

التمثيل البياني لدالة التوزيع الاحتمالية للقانون الطبيعي مع الإشارة لأهم خصائصها ):

 منحنى التوزيع الطبي

  .  3 ىاو يس

  المساحة المحصورة بين

صورة والمساحة المح

أمـا المسـاحة المحصـورة بـين . 

هذا ويمكن التعبير عن ذلك رمز� كالآ. المنحنى 

  

  

  

  

):7(الشكل 
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   )1( تطبيقي مثـــال

 عـيزيـع الطبيلمشـغل الأقـراص المرنـة والمنـتج بمعرفـة إحـدى شـركات الكمبيـوتر يتبـع التو  ضيالعمر الافتراإذا كان 

فــإذا تم اختيــار وحــدة مشــغل مــن إنتــاج هــذه الشــركة . ســاعة  100 ريســاعة وانحــراف معيــا 1000بمتوســط 

  :  ضيجد احتمال أن يكون عمرها الافتراأو بطريقة عشوائية ، ف

  . ساعة   1150،  1000بين . 1

  . ساعة  930أقل من . 2

  .ساعة  780أكبر من . 3

  .ساعة  1200،  700بين . 4

  .ساعة  850،  750بين  .5

  النموذجي للمثال الحــل 

 m  =1000المتوســط  :لمشــغل الأقــراص المرنــة ، أى أن  ضــييعــبر عــن العمــر الافترا  ئينفــرض أن المتغــير العشــوا

  ساعة  s  =100الانحراف المعياري و ساعة 

    اعةس 1150،  1000لمشغل الأقراص المرنة بين  ضياحتمال أن يكون العمر الافترا. 1
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   ساعة 930لمشغل الأقراص المرنة أقل من  ضياحتمال أن يكون العمر الافترا -2
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   ساعة 780لمشغل الأقراص المرنة أكبر من  ضياحتمال أن يكون العمر الافترا -3
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9861.04861.05.0

)2.2Z0(P5.0





 

  لمشــــــــــــــــــــــــــــغل الأقــــــــــــــــــــــــــــراص المرنــــــــــــــــــــــــــــة  ضــــــــــــــــــــــــــــياحتمــــــــــــــــــــــــــــال أن يكــــــــــــــــــــــــــــون العمــــــــــــــــــــــــــــر الافترا -4

   ساعة 1200،  700بين 
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  لمشــــــــــــــــــــــــــــــغل الأقــــــــــــــــــــــــــــــراص المرنــــــــــــــــــــــــــــــة  ضــــــــــــــــــــــــــــــياحتمــــــــــــــــــــــــــــــال أن يكــــــــــــــــــــــــــــــون العمــــــــــــــــــــــــــــــر الافترا 

   ساعة 850،  750بين 
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يمكن استخدام التوزيع الطبيعي كتقريـب لتوزيـع ذي الحـدين  : التوزيع الطبيعي كتقريب لتوزيع ذي الحدين

  :إذا تحققت الشروط الآتية 

  حجم العينة يكون كبيرا )n  30  (  

 5 يساوىبر من أو المتوسط يكون أك   )m = np  5   (  

  5 يساوىالتباين يكون أكبر من أو  )s
2 = np (1-p)  5   (  
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  )2( تطبيقي مثـــال

 150، فـإذا تم اختيـار عينـة حجمهـا  %15 هـي يبة المنتجة بواسطة إحدى الآلات إذا كانت نسبة الوحدات المع

  : فاحسب احتمال أن تحتوى هذه العينة على . وحدة بطريقة عشوائية من إنتاج هذه الآلة 

  .وحدة معيبة   20أقل من . 1

  .الأقل وحدة معيبة على  20. 2

  .وحدة معيبة  20،  15ما بين . 3

  .وحدة معيبة   18أكثر من . 4

  .وحدة معيبة  28أكثر من . 5

   :النموذجي للمثالالحـــل 

  : الحدين متوفرة حيث أن  ذينلاحظ أن شروط استخدام التوزيع الطبيعة كتقريب لتوزيع 

n = 150  30   m =  np = 150 × 0.15  

    = 22.5  5  

s2 =  np(1 − p) = 150  × 0.15 × 

0.85 = 19.125  5  

يعـــبر عـــن عـــدد الوحـــدات المعيبـــة فـــإن الاحتمـــالات المطلوبـــة يمكـــن حســـا�ا   X ئيوعلـــى فـــرض أن المتغـــير العشـــوا

  :  تيكالآ
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 وحدة معيبة 20احتمال أن تحتوى العينة على أقل من 
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 وحدة معيبة على الأقل 20احتمال أن تحتوى العينة على 
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  وحدة معيبة 20،   15احتمال أن تحتوى العينة على ما بين 
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  وحدة معيبة 18احتمال أن تحتوى العينة على أكثر من 
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  وحدة معيبة 28احتمال أن تحتوى العينة على أكثر من 
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  العامة الخاتمة

في هـــذه المطبوعـــة العلميـــة حاولنـــا قـــدر الإمكـــان تلخـــيص وتبســـيط أهـــم المفـــاهيم الأوليـــة لنظريـــة الاحتمـــالات مـــع 

). المســـتمرة(والمتصــلة ) المتقطعــة(توزيعــات الاحتماليـــة للمتغــيرات العشــوائية المنفصــلة التعــريج علــى دراســة بعــض ال

نرجـــو أن يلـــبي هـــذا الإنتـــاج العلمـــي حاجـــة الطلبـــة في الســـنة الأولى جـــذع مشـــترك علـــوم اقتصـــادية وتجاريـــة وعلـــوم 

  .على وجه الخصوص وكل مهتم �ذه النظرية وتطبيقا�ا عموماً التسيير 

ل في إخــراج هــذه المطبوعــة كــان كبــيراً ومُضــنياً للباحــث، ونرجــوا مــن وراءه الإخــلاص في ســبيل العلــم ا�هــود المبــذو 

 الر�ضــي، والإحصــاءوالعلــم فقــط، ورغــم ذلــك فهــذا الكتيــب العلمــي هــو قطــرة في بحــر علــوم نظريــة الاحتمــالات 

  .املة في هذا الموضوعوالطالب مطالب �لإطلاع والبحث أكثر في أهم المراجع العربية والأجنبية الش

مـــرابط " والـــدكتور" قطـــوش عبـــد الحميـــد: "مـــي هـــذه المطبوعـــة، الـــدكتورلا ننســـى فضـــل الأســـاتذة الأفاضـــل محكّ 

، الذين بدلوا الجهد والوقت من اجل تقديم الملاحظات وتصويب الخطأ وإثـراء المحتـوى فلهـم جزيـل الشـكر "ساعد

  . في علمهم وأوقا�موالامتنان، ونسأل الله أن يتقبل جهدهم ويبارك 

  

  

  

  


