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Chapitre 11

Résolution des systéemes d’équations linéaires

Obijectif du chapitre

)

e Résolution des systéemes linéaires AX = B en utilisant les méthodes directes :
v Méthode (Algorithme) de Gauss pour A quelconque ;
v' Méthode (Algorithme) de Cholesky pour A symétrique définie positive.
e Reésolution des systémes linéaires AX = B en utilisant les méthodes itératives:
v' Méthode (Algorithme) de Jacobi

Introduction
La résolution simultanée de n équations a n inconnus, systéme d’équations A.X = B ; A : Matrice(n,n),
peut se faire en utilisant les méthodes directes telle que la méthode de Gauss ; ou les méthodes itératives telle
gue la méthode de Jacobi.
La méthode directe conduit a la solution en un nombre fini d’étapes et sans erreurs d’arrondi, la solution serait
celle du systeme.
La méthode itérative fait passer d’un estimé X® de la solution & une autre estimé X de cette solution. S’il y a
convergence, la solution ne pourrait étre atteinte qu’aprés un infini d’itérations.
Le choix entre la méthode directe ou la méthode itérative pour résoudre le systéme se fait suivant les
caractéristiques de la matrice A.
v' Matrice A de taille réduite (n < 100) et pleine (comprend peu d’éléments nuls) ; on utilise la méthode
directe.
v' Matrice A de grande taille (n > 100) et éparse (comprend peu d’éléments non nuls) ; on utilise la
méthode itérative.
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I. Méthodes directes
Soit A.X = B ; un systéme d’équations linéaires qui peut s’écrire :

A1 Aip e e Ain xl] b,
I ayq App ... e Qo ”x I bZ
l Apq Apa v e Ann }[xn] bn
Ou encore
( aq1X1 + A12Xo + ... + ApnXy = bl
{I ay1Xq + Arp Xy + ... + AypnXy = b2
k An1X1 + ApaXy + ... + auXxn, = by,

I.1. Systeme linéaire a matrice A particuliére

I.1.1. Systeme a matrice A triangulaire inférieure
Soit le systéme d’ordren AX =B avec A une matrice triangulaire inférieure

| a; a;; 0 .. 0

M
le Ans annJLErJ ) bn

Qui peut s’écrire :

Z;-l:l a;jxj = bi (l =1, n) ou aij= 0 pOUrj >
D’ou

bi = Z;-=1 aiij' = Z;;i al-jxj + a;; X; (l = 1, ...,n)
Si on connait les (i-1) premiers éléments de X, on aura :
1 i— .
X; = a— [bl_ ;-=11aijxj] (l=1,...,n)
142

Exemple :
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1.1.2. Systéme a matrice A triangulaire supérieure
Soit le systeme d’ordre n AX =B avec A une matrice triangulaire supérieure

Qui peut s’écrire :

Yi=1ayx; = b (i=1,..n) ou @a;=0 pourj<i

D’ou
b- = Z} laleJ Z] z+1aleJ + Qi X; (i = 1""’n)
1 n :
Xi= o [ b; — Zj:i+1ai}'x}'] (t=nn-1.1
Exemple :

1.1.3. Systeme a matrice A diagonale
Soit le systéme d’ordren AX =B avec A une matrice diagonale

[an 0 ...... . 0][x1'| b1
|0 Ay 0 oo 0||x2| b, N
\E|= : xl.=a—_‘_ (i=1,..n)
lO 0 .. .. . annJ Xn bn
1.2. Systeme linéaire a matrice A quelconque : Méthode de Gauss
1.2.1. Principe

La méthode de Gauss consiste a transformer le systtme AX = B a matrice A quelconque en un systéme
équivalent A’X =B’ ou A’ est une matrice triangulaire supérieure.
La triangularisation s’effectue en utilisant les transformations élémentaires se basant sur les opérateurs de Perlis.

1.2.2. Description de la méthode
Soit le systeme suivant :

a1 Q12 Qg3 b,
Az1 Az Qs = |b,
az; A3z dsz b,

3l
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Pour simplifier I’algorithme, on forme la matrice augmentée [A , B] ou B devient la 4*™ colonne de A ; on aura

alors :

a;; Q12 413 [*1 Q14 a1 A1z Q43 | Q14
A1 Gz Q3| |X2| = Q24 [A,B] =|G21 Q22 Q23 | Q24
az1 dzz AzzflX3 A34 A3z1 d3zz Q33 | A3y

La méthode comporte (n — 1) étapes ; dans notre cas on aura 2 étapes.

o« 1% Etape Termes sous diagonaux de la 1% colonne nuls
321(1) = as =0
Prémultiplication de [A , B] par E(-az1/ a11)

[A, B] . Ex(-ay/ a;1) — modification de la 2°™ ligne

@ _ azi
a21 —_ a21__a11—0
aq
L _ azy
Az = Q2 —— Qg
) ai;
_ az1
Az3 = QA3 —— Q3
a;
(1) azi
a,;, = Gy —— a
24 24 14

Prémultiplication de [A , B] par Ez(-asi/ a11)

[A, B].Ex(-as:/ a;1) — modification de la 3*™ ligne

@ _ azq
a31 —_ a31 — a11 —_ 0
a1
1 _ asq
A3y = O3z —— Qg2
) a
1 _ asq
Q33 = dzz —— Qi3
a1
o) = g, B,
\ 34 34 a, 14
a1 Q12 g3
™ ® (1)
Onaura: [A,B]®=| 0 ay; ay [ ] A4
1 1 1
0 a o o
o 2°™¢tape : Termes sous diagonaux de la 2°™ colonne nuls
2) _
a3 =0

Prémultiplication de [A , B] Y par Esy(-a™/ a,™)

[A, Bl Y. Ep(-a3" a,®) — modification de la 3°™ ligne

@ _ @ a§12> W _
3y = Q3 — (1) =0
az;
(1)
@ _ (1 _ %2 (1)
1 %3 = d33 ——(y
P
a®
@ _ @ _®32 (1
O34 = A3y o ¢
22

4]
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a;; Q12 Qi3
. 1 1 1e))
Onaura: [A,B]® = [A",B] = |0 aé—? a§3)H l laml
(2) (2)

Ies pivots

La résolution de ce systeme de matrice triangulaire supérieure est telle que :

(2)
o = _ %
37 @
asz3
_ (€] (1)
| x= (1) [azs — az5'%3]
a,
1
X1 = P [a14 — 2%, — a43%5]
11

1.1.3. Algorithme de Gauss pour la résolution d’un systéme linéaire d’ordre n
1. Triangularisation : /4, B] — [A’, B’] en (n-1) étapes
= Gik

aij = aij - Wakj

agk }]=k+1—)n+1}l=k+1 —>n}k=1 >n—1 (akk;éO)

(Colonnes) (Lignes) (Etapes)

2. Résolution du systéme résultant : AX =B’

1 .
Xi = o [bi = Zfeinaaix ] (i=n n-1,.1)
27
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1.3. Systeme a matrice A symétrique définie positive —-Méthode de Cholesky -
Pour résoudre un systeme a matrice A ; A étant une matrice symétrique définie positive, on utilise la
méthode de Cholesky
v’ Aest symétrique : A=A";
v' A symétrique définie positive : tous les déterminants de la matrice A sont strictement positifs, > 0.
(Critere de Sylvester)

1.3.1. Théoréme de Cholesky
Si A est une matrice symétrique définie positive, alors elle peut étre décomposée en A=L L';
avec L : Matrice triangulaire inférieure.

1.3.2. Description de la méthode
Pour résoudre un systeme linéaire AX = B ; A matrice symétrique définie positive on a :

AX=BetA=LL"'
Donc: LL'X=B
OnposeY=L'X - LY =B on aura donc:

{ LY =B ; L:Matrice triangulaire inf - résolution directe pour trouver Y
L'X =Y ; L':Matrice triangulaire sup —» résolution directe pour trouver X

1.3.3. Décomposition de la matrice A

I‘a11 a12 ...... aln'l lll 0 ...... 0 l11 l12 ...... lln
| Az1 QAzz e Ao I [ 121 122 0 0 “ ’70 lzz l23 l2n
ATtE = . |
| any any o . a Vi1, L.l lo o .. . L, |
_ y'min (i.j) P —
aij = Zk=1 lik l]k 1=1—>n
j=1—n

Pour la partie triangulaire supérieure de A, A étant une matrice symétrique, la r*™ ligne s’écrit :
arj = Yie=1lrie Lk j=r—n
Soit

arj = 22_:11 lrk ljk + lrr ljr

S G + I

Ly = Nap — Zz;i lfk
l

1 _ . r=1-n
jr = E [ar]- - Z};:lllrkljk] (] =r+ 1,...,7’l)}

e Algorithme de décomposition de Cholesky A — L L'
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Remarque : si le terme (a,. — Yk=1 1%,) < 0, alors la matrice A n’est pas définie positive.
Ce test est un autre moyen pour Vvérifier si une matrice est définie positive ou non.

1.3.4. Résolution
Aprés décomposition, la résolution de L L' X = B s’écrit :
{ LY =B ; L:Matrice triangulaire inf - résolution directe pour trouver Y
L'X =Y ; L':Matrice triangulaire sup — résolution directe pour trouver X
La résolution est immédiate par les algorithmes ; systémes a matrices triangulaires inférieure et supérieure.

e Algorithme de Cholesky

1. Décomposition A — L L'

2. RésolutiondeLL'X=B
1 j— .
Yi = o [ b; — Z§'=11 lijyj] (i=1,..,n)

1 .
X = o [y — Z?:Hlli}'x}'] (t=nmn-1.1

1. Méthodes itératives

L’idée des méthodes itératives est de construire une suite de vecteurs X® qui converge vers le vecteur X,
solution du systéme AX =B. X = limj,_,, X®
L’intérét des méthodes itératives, comparées aux méthodes directes, est d’étre simples a programmer et de
nécessiter moins de place mémoire. En revanche, le temps de calcul est souvent plus long.

11.1. Méthode de Jacobi
11.1.1. Condition suffisante de convergence

Théoréme : Une condition suffisante pour que la solution X**¥ converge vers la solution du systéme est
que A, matrice du systéme AX = B, soit a diagonale fortement dominante.

11.1.2. Méthode de Jacobi
L e systeme linéaire AX = B est équivalent & :

1 .
X; = a—” [bL — Z?:l (#0) al-jxj] (l = 1, ...,n)

(k+1)

Pour une donnée initiale X choisie, on calcule X par :

k+1 1 k i
A = L b= Doy e 9” ] (= 1)

t aij
Soit
r® = [b; - T e ai}.xj(")] Vecteur résidu
(k+1) LSO
X; peut s’écrire:
(k+1) k) o
xi - xi + A
aij

7l
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I1.1.3. Test d’arrét
Le critére d’arrét des itérations est :

5] _
&
IBI
Ou

Jxcen - )]
. X < ¢
u

[xCD — xB|| < &

11.1.4. Algorithme de Jacobi

1. Initialisation
Etant données A, B, X©, K, &

2. Généralisation

n
r® = | p - Z ayx® ]

j
j=1(=#1) k=0,1,.., knax
y 0
xl.(k+1)=xi()+l— (i=1-n) }
ai;
3. Testd’arrét
Arréter si :
R
< &
Bl
QOu

Jxecen - ]

e S ¢

Ou

||X(k+1)_ X(k)” < ¢




