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Notations

Dans tout ce cours, () désigne un ouvert de R?, k est un entier naturel ou le symbole oo (sauf
précision). On désigne par C°(Q) I'espace des fonctions continues sur Q et par C¥(Q) I'espace
des fonctions k fois dérivables et dont les dérivées k-iémes sont continues sur ().

0.1 Notations multi-indicielles

Un multi-indice a est un d-uplet d’entiers, &« = (ay,...,a4) € IN4. On appelle longueur de «
I'entier
la| =1+ +ay.

On définit la factorielle de a par a! = a1!- - - a4!. Si x € R? on pose aussi x* = x{' - - - x5
Si a et B sont deux multi-indices, on dit que &« < 8 lorsque a; < B; pour touti € {1,...d}. On

pose aussi
( o ) B a!
B/ Bla—p)r

0 \“ 0\

Alors, une fonction ¢ € CF(Q) si pour tout « € IN? tel que |«| < k, la fonction 9%¢ est dans
Co(Q).

Enfin, on pose :

Une formule importante est celle de Leibniz. Soient k > 1, ¢, € CF(Q). Alors, pour tout
multi-indice a de longueur inférieure ou égale a k,

F(p-9p) = ﬁg ( g ) Fy-a* Py

Pour s’en souvenir, pensez a la formule du bindme de Newton.

0.2 Formule de Taylor avec reste intégral

Voici une formule qui nous sera souvent utile dans la suite. Il faut la connaitre au moins a
I'ordre 1 ou 2 et a tout ordre pour d = 1.

Proposition 0.2.1. Soit () un ouvert de RY, n > 1 un entier et ¢ une fonction de classe C" sur ().
Soient x et y deux points de Q) tels que le segment [x, y] soit contenu dans Q). Alors :

o= ¥ L) (x—y) + T e [ gt (- pyar
al<n—1 """ al=n "



TABLE DES MATIERES

Dans le cas de la dimension 1 on obtient la formule suivante :

_ \n—1
o) = & =t + -y [ g+ - e

En dimension d > 1 et a l’ordre n = 1 on obtient

p(x) = oy) + ) (xi — i) /01 gfi(tx + (1 —t)y)dt.

i=1

Ce sont ces deux dernieres formules que ’on utilisera le plus souvent dans la suite.
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Chapitre 1

Espaces de Fréchet

1.1 Definitions

Commengons par donner la définition d"une semi-norme. Dans toute la suite, K désigne IR
ouC.

Définition 1.1.1. Soit E un K-espace vectoriel. Une application p : E — R est une semi-norme sur
E lorsque :

1. p(0g) =0,
2. Vx € E, VA €K, p(Ax) = |Alp(x),

3. Vx,y € E, p(x+y) < p(x) +p(y).
Une famille (p;);c; de semi-normes sur un espace vectoriel E est dite séparante lorsque
Vxe€E, (Viel, pi(x) =0) = (x=0).

La topologie induite sur E par une famille séparante de semi-normes est localement convexe.
On peut en donner une base de voisinages convexes : pour x € E, ¢ > Oeti € I, on pose

Vie(x) ={y € E, | pi(x —y) <e}.

Un voisinage de x dans (E, (p;)ic1) sera alors un sous-ensemble de E qui contient un V; . pour
un certain couple (i,¢). On définit alors les ouverts de (E, (p;)ic;) comme les sous-ensembles
de E qui sont voisinage de chacun de leur points et 'ensemble des ouverts ainsi définis forme
bien une topologie 7 sur E.

On peut alors définir la notion d’espace de Fréchet.

Définition 1.1.2. Un espace de Fréchet est un K-espace vectoriel E muni d'une famille dénombrable et
séparante de semi-normes (p;)icN telle qu’avec la distance

1 pi(x—y)
Vx,y €E d(x,y) =Y -2
! () i§q211+Pi(X—y)

(E, d) est un espace métrique complet.

On remarque que les espaces topologiques (E, T) et (E, d) coincident.
Quitte a remplacer p; par max<; px, on peut toujours supposer la famille dénombrable de semi-
normes croissante. On a alors la proposition suivante.
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Chapitre 1. Espaces de Fréchet

Proposition 1.1.3. Soient (E, (pm)men) et (F, (qn)neN) deux espaces de Fréchet avec des suites crois-
santes de semi-normes. Une application linéaire L : E — F est continue si et seulement si

Vn € N, Im, € N, 3Cy,, >0, Vx € E, gu(L(x)) < Cp, P, (). (1.1)

Démonstration : Pour le sens direct, on raisonne par contraposée. Supposons (1.1) fausse et
montrons que L n’est pas continue en 0. On part de

dneN, Ym € N,VC > 0,3x € E, g,(L(x)) > Cpm(x).

Prenons, pour tout m € IN, C = m. Il existe alors x,, € E, q,(L(xn)) > mpm(xy). Posons

X = iy~ Alors, 4, (L(%n)) = 1. De plus,

)= pm(Xm) 1 .
P (¥m) = qn(L(xm)) < m m—oo

Soit k € IN. Alors, Vm > k, pp(Xm) < pm(%m) — 0. Cela signifie exactement que la
m o0

suite (%,,) tend vers 0 dans (E, (pm)menN)- OF, gu(L(%)) = 1 ne tend pas vers 0 ce qui
contredit la continuité de L.

Réciproquement, soit une application linéaire L : E — F qui vérifie (1.1). Alors, pour
tout n € IN, il existe m,, € N et C,;, > 0 tels que

an(L(x)) < Cy, P, (x).

On peut toujours supposer que Cy, > 1. Soit € > 0 et soit ng € IN tel que

—+o0

1
) 2—”§s.

n=np+1

Soit x € E tel que x € ano, =— pour la famille (pm)men- Alors, en utilisant la croissance
M

de la famille (g,)nen,

L) = L e P T L ity

n=ngp
no —+00 1
<Y @)+ L 5
n=0 n=ng+1
no 1 —+o0 1
< Gy (L(x)) Y ot ) o
n=0 n=ng+1
—+o0
< Cmnopmno(x) Z o +e
<e+e=2¢

D’ot1 la continuité de L en 0 donc en tout point.

a
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1.2 Fonctions localement intégrables

1.2 Fonctions localement intégrables

Commengons par montrer que l'ouvert () peut s’écrire comme une réunion croissante dénombrable
de compacts.

Lemme 1.2.1. II existe une famille (K;);>1 de compacts de Q) telle que
1. pourtouti > 1, K; C I%Z-H,
2. Q=UI%K = UK,
3. pour tout compact K de (), il existe ig > 1 tel que K C K.
Démonstration : (Heuristique.) En effet, pour || - || la norme euclidienne sur IR, on pose :

Ly

K={xeR?: ||x]| <i}n{xcQ :d(xQ) > :

Pour les détails, voir [5, Lemme 1.1, p2].

Une telle famille est appelée une exhaustion de () par des compacts.

Définition 1.2.2. Une fonction f : Q) — K est dite localement intégrable pour la mesure de Lebesgue
lorsqu’elle est intégrable sur tout compact de Q).
On note L (QY) 'espace des fonctions localement intégrables sur Q).

A l'aide d'une exhaustion (K;);>1 de Q) par des compacts, on peut définir les semi-normes
suivantes sur L _(Q) :

Yf € L), pif) = [ If(0)lax

Muni de cette famille de semi-normes, (L]

(Q)), (pi)i>1) est un espace de Fréchet.

1.3 Fonctions de classe C* a support compact

Définition 1.3.1. Le support d’une fonction ¢ € C°(Q) est le sous-ensemble fermé de RY noté supp ¢
et défini par I'une des assertions équivalentes suivantes :

1. supp ¢ = {x € Q| ¢(x) # 0}.
2. (supp @) est le plus grand ouvert oil la fonction ¢ est nulle.

3. xo & supp ¢ si et seulement s'il existe un voisinage Vv, de x tel que : Vx € Vy,, ¢(x) = 0.

On aalors:

1. (supp ¢ = @) < (¢ =0dans Q),

2. supp (¢ - ¢) C supp ¢ Nsupp ¥,

3. si @ € CK(Q), alors, pour tout &« € IN? tel que || < k, supp 3¢ C supp ¢.

Soit K C ) un compact fixé. On notera C(()) 1'ensemble des fonctions ¢ de classe C*®
telles que supp ¢ C K.

Définition 1.3.2. Une suite (@, )nen d'éléments de Cy(Q) tend vers ¢ dans C¥(Q) lorsque, pour
tout & € IN la suite (@n)ne et toutes les suites (3% Q) neN convergent uniformément respectivement
vers ¢ et 0“¢ sur K.

Théorie des Distributions page 5



Chapitre 1. Espaces de Fréchet

Pour K un compact fixé de Q, les espaces Ck (Q) et 'espace C¥ (Q)) sont des espaces de Fréchet.
En effet, soit une exhaustion (K;);>1 de Q) par des compacts. On peut alors définir, pouri > 1,

pi(@) = maxj <k sup,cx [0°¢(x)[, si 9 € CHQ), keN,
pi(@) = maxy<;sup, g, [0*@(x)],  si ¢ € C®(Q).

Chaque p; est une semi-norme sur C¥(Q), k € IN U {co}. Elles induisent par restriction des
semi-normes sur Ck(Q) et C¥(Q). On peut alors définir sur CK(Q), k € IN U {oo} la distance
suivante : .
21 pile—v)
dlo,p) =Y ———1 - _
(#:¥) g211+i’i(€0—¢)
qui par restriction induit une distance sur Ck(Q), k € IN U {oo}. Les espaces (C¥(Q),d) sont
complets. De plus, si K C () est un compact, (CZ((2),d) est complet comme sous-espace fermé
de (C*®(Q),d).
Finalement, (CZ (), (pi)i>1) est bien un espace de Fréchet.

Définition 1.3.3. L'espace C°(Q2), est I'ensemble des fonctions ¢ de classe C™ telles qu’il existe un
compact K C Q), K = supp ¢.

Pour définir la topologie de 'espace C§°(€2) nous allons définir la notion de convergence
des suites d’éléments de cet espace.

Définition 1.3.4. Une suite (¢n)nen d'éléments de C(Q) tend vers ¢ dans C°(Q) lorsque :
1. il existe un compact fixe K C Q) tel que : Yn € IN, supp ¢, C K,

2. la suite (@n)nen et toutes les suites (0%, )ueN convergent uniformément respectivement vers
@ et 0“¢ sur K.

La distance d définie plus haut ne rend pas 'espace (C§°(Q2),d) complet. La distance d ca-
ractérise la convergence dans (Cg(Q2),d), mais pas dans (C5°(Q2),d). En effet, il peut y avoir
des problémes aux bords pour les supports. La distance d ne “contient” pas le point (i) de la
définition de la convergence dans C§°(Q2).

Comme on peut écrire que Cg°(Q2) = U;»1 Cx (Q), la topologie que l'on a définie sur Cg°(Q)
n’est autre que la limite inductive stricte des topologies définies par la distance ci-dessus sur
chaque Cg(Q2). Toutefois, Cg°(€2) n’est pas métrisable, seul chacun des Cy’(Q2) l'est (voir [2],
Proposition 1.5).

Rappelons que la limite inductive des topologies est la topologie la plus fine sur C§°(Q2) qui
rende toutes les injections ix_,n : C¥(Q) — C5°(Q) continues. De maniére équivalente, pour
tout espace topologique (X, 7'), une application f : C§°(Q2) — X est continue si et seulement si
pour tout compact K C (), f o ik est continue.

page 6 Théorie des Distributions



Chapitre 2

La transformation de Fourier dans

S(RY)

La théorie de Fourier classique nous enseigne que, lorsqu'une fonction f, définie sur IR, est
de classe C! et périodique de période T, on peut écrire

Vx eR, f(x) = Y c,e™F @.1)
nez
avec

1 (2 i
VnEZ ¢ = /2% F(£)e ¥ dt.

Lorsque f est quelconque, on ne peut pas, en général, la représenter comme une série de Fou-
rier. Il faut qu’elle soit périodique. On cherche alors une représentation de type intégral. C’est
ce que nous allons faire heuristiquement. Pour cela on remplace c, par son expression intégrale
dans (2.1) :
VxeR, f(x) =2 ¥ / )it
nEZ
Or, la vitesse de convergence vers 0 a 'infini des coeff1c1ents de Fourier est controlée par la

régularité de f. Ainsi, si f est suffisamment réguliere, par exemple de classe C®, ¢, = O(|n|77)
pour tout p > 0. Cela nous amene a négliger, pour T assez grand, les termes dans la somme

o e s T
infinie tels que |n| > &

IS

VxeR, f(x) ~ F(1)en DT gt

1
r L/,

nj<Z "2

Cette somme finie est une somme de Riemann et on obtient, lorsque T tend vers +co,

vxeR, f(x //f )ei2TE (-0 g

ce qui s’écrit encore

VxR, f(x / F(&)e™rdE, avee VE € R, F(2 / F(f)e 2Tt

On retrouve ainsi heuristiquement 1’analogue pour des fonctions non périodiques de la for-
mule de reconstitution du signal pour les fonctions périodiques, une intégrale remplacant la
somme discrete dans (2.1). Cette formule est appelée formule d’inversion de Fourier et 'un
des principaux objectifs de ce cours sera de démontrer une telle formule pour une classe de
fonctions adaptée, puis de I’étendre par dualité a une large classe de distributions.
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Chapitre 2. La transformation de Fourier dans S (]Rd)

2.1 L’espace de Schwartz S(RY)

La transformée de Fourier est définie sur L!(R?) par la formule
v e RY, f(8) = F(f)(¢) = ]Rdf(x)e_ix'gdx

ott x - ¢ désigne le produit scalaire usuel dans R?. Toutefois, 'espace des fonctions intégrables
n’est pas invariant par transformée de Fourier. De méme, C3°(IR?) n’est pas invariant par trans-
formée de Fourier, la transformée de Fourier d"une fonction non identiquement nulle a support
compact n’étant jamais a support compact.

Nous allons donc chercher un espace intermédiaire entre CP(R?) (I'espace des fonctions de
classe C* a support compact) et L' (IRY) qui soit invariant par JF.

Pour obtenir ensuite par dualité 1’espace le plus grand possible, on va essayer de trouver un
espace invariant qui soit le plus petit possible. On commence donc par se restreindre a C* (IRY).
Dans L'(R?), une condition suffisante pour que f soit dérivable est que f et x — xf(x)
soient toutes deux intégrables. Plus généralement, pour avoir f de classe C*, il suffit d’avoir
x — xP f(x) intégrable pour tout p > 0. On veut aussi avoir le méme controle pour toutes les
dérivées de f. Cela conduit a introduire 1’espace de Schwartz.

Définition 2.1.1. L'espace S(IRY), appelé espace de Schwartz, est constitué des fonctions f € C*(IRY)
telles que

Va,p € N?, 3Cup > 0, Vx € RY, [x*0P f(x)| < Cyp. (2.2)
Remarque 2.1.2. Dans la définition 2.1.1, nous aurions pu remplacer (2.2) par la condition

Va, B € N?, lim |x*0Pf(x)| = 0.

‘x‘—)«l»oo

L'espace S(IR?) est naturellement muni d’une structure de C-espace vectoriel (on consideére ici
des fonctions a valeurs complexes).

Exemple 2.1.3. 1. Pour tout compact K C R%, C¥(R?) c S(RY).
2. Pour z € C avec Re z > 0, la fonction x +— e~ est dans S(R?).
3. Toutes les fonctions de la forme x +— P(x)e 2" qvec z € C,Re z > 0 et P une fonction

polynomiale, sont dans S(IR?).

Avant de définir la transformée de Fourier sur S(IRY) nous donnons encore quelques propriétés
de cet espace. Commengons par le munir d’une topologie. Pour cela on défini les semi-normes

Vo, p € N7, Vf € S(RY), pop(f) = sup [+ f(x)]. 23)

xeR4

Muni de cette famille de semi-normes, S(IR?) est un espace de Fréchet.
On a alors les propriétés suivantes.

Proposition 2.1.4. 1. Pour tout & € IN¥, les applications f s x*f et f — 9% f sont continues de
S(RY) dans S(R?).
2. Le produit de deux éléments de S(RY) est un élément de S(R?).
3. Pour tout 1 < p < +o0, S(R?) C LP(IRY).

page 8 Théorie des Distributions



2.2 Transformation de Fourier dans S(IR%)

Démonstration : Pour le premier point, les deux applications sont linéaires en f et laissent stables
f. La continuité est immédiate puisque ces deux opérations ne font qu’opérer un décalage
de « dans respectivement les premier et second indices de la famille de semi-norme que
’on s’est donnée.

Le second point est une conséquence de la formule de Leibniz.

Le dernier point est clair puisque 1'on peut choisir a quelconque et  nul donc on peut
majorer par une fonction de la forme x~*/7 pour x suffisamment loin de 0 et obtenir
'intégrabilité de ce majorant par le critere de Riemann.

2.2 Transformation de Fourier dans S(IRY)

On remarque que, pour f € S(IR?), la fonction x — e *¢f(x) est dans L'(R?) pour tout
¢ € R?. La définition qui suit a donc bien un sens.

Définition 2.2.1. Pour f € S(R?), la transformée de Fourier de f, que I'on note f ou F(f) est la
fonction définie par

Ve eRY, f(&) = F(f)(E) = Rdf(?f)e_ix'gdx
ot pour x = (x1,...,xz) et & = (G1,...,8q), x- & =x181+ - - %484

Commengons par calculer la transformée de Fourier de la Gaussienne. Cet exemple est essentiel
non seulement dans un cadre théorique pour obtenir la formule d’inversion de Fourier, mais
aussi dans diverses applications, comme dans le calcul des probabilités (voir théoreme de Lévy
ou le Théoreme Central Limite).

Exemple 2.2.2. Soit z € C tel que Re z > 0. Soit f : x +— e 2*, Alors f € S(RY) et

[SIEW

_ e

Ve e RY, F(E) = (g) e i 2.4)

Etape 1. On commence par effectuer le calcul dans le cas ott d = 1 et z = A > 0 est réel. Le théoreme
de dérivation sous le signe intégral montre que f est de classe C' sur R et

j];(g) :/IR—ixe_i"ge_)‘xzdx.

L’'usage du théoréme est justifié par domination a I'aide de la fonction x — e~ qui décroit plus vite a
'infini que n’importe quel polyndme et en particulier xe M e [ (R).

_Ay2 a2
Comme xe :—ﬁ%e A ona

df _ i —ixcf,d —Ax?
a9 =3 ./]Re ot W

et une intégration par parties montre que

Théorie des Distributions page 9



Chapitre 2. La transformation de Fourier dans S (]Rd)

Ainsi f est solution de I'équation différentielle j—g = —% f avec comme condition initiale f(0) =

Jr e Mdx = % L’unique solution de ce probleme de Cauchy est bien

Etape 2. On passe au cas ot d > 1 et z = A > 0 est réel. Le résultat est alors une conséquence directe
du théoreme de Fubini :

/ e i 8a—Al g, — </ e—ixlgle_/\x%d)q) (/ e_ixdgde_/\xﬁdxd> ,
R4 R R

ce qui donne, par propriété de morphisme de I’exponentielle, la formule voulue.

Etape 3. La formule s’étend a I'ouvert Q) = {z € C, Re z > 0} par prolongement analytique. En effet,
pour & € RY fixé, on note ® : Q — C la fonction définie par

D(z) :/ e ez gy,
R4

Alors, pour tout x € R?, z e vzl ot holomorphe sur () et si K C () est un compact, il existe
e > 0 tel que pour tout z € K, Re z > eet

‘efix-(jefzbc\z’ < efs|x|2 c Ll(]Rd).

Ainsi, le théoreme d’holomorphie sous le signe intégral s’applique ® est holomorphe sur Q). Or, on sait
que pour z €0, +o0],

Comme le membre de droite de cette égalité est également holomorphe sur (), cette égalité reste vraie pour
tout z € Q).

La formule donnée dans cet exemple se généralise ainsi : soit une matrice réelle symétrique
A € S4(IR) définie positive. Si on considere la densité Gaussienne centrée

¥x € RY, Ga(x) = ! e 1A 5
(2mr)d det(A)

alors G4 € S(R?) et
VE € RY, F(Ga)(Z) = e 2(AC10),

Cela s’obtient a partir de la formule que I'on a démontré en diagonalisant A en base ortho-
normeée.

A Taide de la transformée de Fourier de la Gaussienne, nous pouvons a présent démontrer le
théoréme d’inversion de Fourier dans le cadre de la classe de Schwartz.

Théoreme 2.2.3. La transformation de Fourier F : S (RY) — S(R?) est une application linéaire
bijective, continue et d'inverse continu. Son inverse JF est donnée par

g € S(RY), Vx € RY, F(g)(x) = (2711) . /]R e ig(e)de. 2.5)

page 10 Théorie des Distributions



2.2 Transformation de Fourier dans S(IR%)

Remarque 2.2.4. La formule (2.5) peut s’écrire :

Vg € S(RY), ¥x € RY, F(g)(x) = (271_[)61]-"(g)(—x).

Remarque 2.2.5. Ce théoreme montre en particulier que S(IRY) est bien invariant par transformée de
Fourier, comme nous ’'avons souhaité lors de sa construction.

Démonstration : Montrons tout d’abord que F et F envoient S(IRY) dans S(IR¥). Comme pour
tout ¢ € S(RY) et tout x € RY, F(g)(x) = ﬁ}"(g)(—x), il suffit de le montrer pour F.
Tout d’abord, F(g) € C*si g € S(IRY). En effet, pour x fixé, la fonction ¢ — e *¢g(x)
est de classe C® et pour tout g € N,
95 (e 4g(x))| = |(—ix)Pe g (x)| = [xPg(x)| € L'(RY).

On peut donc appliquer le théoreme de dérivation sous le signe intégral de maniere
récurrente. De plus :

VB € N, Vg € S(RY), V¢ € RY, 9F(g)(€) = / e (—ix)Pg(x)du.
JR
On montre ensuite, par intégrations par parties successives, que pour &, 8 € IN¥,

FAF(R)@) = [ (~De ) (~in)fg(x))dx = [ e IDI(~ix)Pg(x)d

R

ou I'on a utilisé la notation D; = %ax]. et DY = Dy' --- D3. On en déduit que :

Vg e RY, [P F(g)(Q)] < [ IDHxFg(x))ldx < +eo.

Ceci prouve que F(g) € S(IRY) et que l'application g + F(g) est continue de S(IR¥)
dans S(IR¥) par la formule de Leibniz.

Il nous reste & prouver que FFg= gpourtoutg € S (R%). Pour cela il faudrait pouvoir
considérer l'intégrale [, €™ ([pse ¥ ¢g¢(y)dy) d¢. Mais, la fonction (y, ¢) — e¥ e Vg (y)
n’appartient pasa L! (IR;Z X IRg) et on ne peut donc pas intervertir les intégrales par Fubini.
On va procéder par approximation. On remarque que, d’apres le théoréme de conver-
gence dominée,
- ixEo—eltf g — lim [ — / ixg s

Jim o e7eTg(0dE = lim ] = | e™g(5)de.
Or, la fonction (v, &) — e ¢e¢llfe~¥ g (y) appartient a L! (IR; X ]Rg) pour tout e > 0. On
peut donc lui appliquer le théoréme de Fubini et obtenir :

— i(x—y)-¢ —el¢|?
I, = /]Rd </}Rde e dé) <(y)dy.

D’apres la formule (2.4), on a

€ \/E R R4 '

D’apreés le théoreme de convergence dominée,

lim I, = 7927 (x) / el Fdz = 2m)Tg(x).
R

e—0
Dol [pie¥t8(¢)dE = (2m)ig(x) et FF = Idg(re)- On montre de méme que FF =
IdS(]Rd)'
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g

Il est courant de noter § la fonction x — g(—x). Avec cette notation, la relation d’inversion de
Fourier s’écrit :

FFg=(2m).
Nous terminons cette section par un résultat important de densité.

Théoréme 2.2.6. L'espace de Schwartz S(IRY) est dense dans L?(IR%) pour la norme L2.

Démonstration : On considere la famille des fonctions polynomiales de Hermite (Hy,),en définie
par

x2 <2

VneN, Vx € R, Hy(x) = (—=1)"e2 (e~ 7)™,

Cette famille forme une base de R[X] car c’est une famille échelonnée en degré. De plus,

elle est orthogonale dans L?(y) ol j est la mesure absolument continue par rapport a la

XZ

mesure de Lebesgue de dérivée de Radon-Nikodym x — \ﬁ et pour le produit scalaire

(£,8) = 19z = [ Fx)g dex—/f

On note alors V le R-sous-espace vectoriel de L?(j) engendré par la famille (H,),en-
Montrons que V est dense dans L?(u) pour la norme hilbertienne induite par le produit
scalaire ci-dessus. Pour cela, on montre que l'orthogonal V= est réduit au singleton {0}.
Soit donc f € V+. Alors f € L?(u) et pour toute h € V, (fIM) 12y = 0. Par ailleurs,

2
s 14 2 . —x
considérons la transformée de Fourierde g : x +— f(x)e™ 7 :

R — C

e o fte ety

On montre par le théoréme d’holomorphie sous le signe intégral que ¢ s’étend en une
fonction holomorphe sur C. De plus :

2

VneN, Ve e C, g /f _i)iae T e dyx

eten¢ =0,
‘3’(”)(0) = (—i)”/]Rf(x)x”e_gdx =0

car x — x" € V, puisque (H,),en est une base de R[X]. Donc ¢ est holomorphe au voisi-
nage de 0 de série entiere nulle (puisque toutes ses dérivées successives sont nulles en 0),
donc elle est nulle au voisinage de 0. Par prolongement analytique, ¢ est identiquement
nulle sur C. En particulier elle est aussi nulle sur R. On en déduit par inversion de Fourier

x2
que g est identiquement nulle, donc f aussi. Ainsi, V est dense dans L?(y). Puise™ 2V
x2
est dense dans L?(IR,dx). Or,e~ 2V C S(R) C L?(R), donc S(R) est dense dans L?(RR).
On obtient alors le résultat en dimension d > 1 quelconque par produit tensoriel.

a
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2.3 Propriétés de la transformée de Fourier dans S(IRY)

Nous commengons par présenter la propriété fondamentale de la transformée de Fourier :
elle échange la dérivation et la multiplication algébrique. C’est cette propriété qui justifie le role
central de la transformée de Fourier dans I’étude des EDPs & coefficients constants.

Théoreme 2.3.1. Soit f € S(R?). Alors,
1. la fonction F(f) est de classe C' sur R? et, pour tout j € {1,...,d},

vE € RY, 95, F(f)(6) = F(—ix;f) (). (2.6)
2. Pourtoutj e {1,...,d},
VE € RY, F(9x.f)(2) = iGiF (f)(0). (2.7)
Démonstration : La fonction (x,¢&) +— e ¥¢f(x) est de classe C' sur RY x R? et pour tout j €

{1,...,d}, ' .
9g, (€7 f(x))| = | = ije < f(x)| = |x;f (x)]

et x — x;f(x) est dans L'(RY) car f € S(IR?). On peut donc appliquer le théoréme de
dérivation sous le signe intégral pour obtenir

9, F(f)(¢) = /n.zd dg, (e f(x))dx = /IRd —ixje ¢ f(x)dx

ce qui établit le premier point.
Pour montrer le second point, intégrons pas parties par rapport a x; :

Xj:+0°

e o fdy = [ )]~ [ @re ) flx)dy = ig; [ e f(xax,

e
Xj=—00 R

car x; — f.(xl,...,xj,...,xd) tend vers 0 lorsque |x;j| — oo puisque f € S(RY). Puis,
comme |e~1¥¢ Oy, f ()| = [9x,f(x)] et que cette fonction est intégrable sur R?, de méme
que x — e ¥ f(x), on peut intégrer 'égalité issue de l'intégration par parties selon les
variables autres que x; pour obtenir, via Fubini,

/]Rd e_ix‘§8xjf(x)dx = ig; /IRd e W f(x)dx,

ce qui prouve le second point.

g

La transformée de Fourier F échange donc dérivation et multiplication par x. Par conséquent,
F échange régularité et décroissance a l'infini : plus une fonction est dérivable, plus vite sa
transformée de Fourier décroit a 'infini. On retrouve en particulier I'invariance de la classe de
Schwartz par F.

Bien entendu, nous avons toujours Ci°(R) C S(IR). Nous pouvons donc voir ce que 1’on ob-
tient lorsque 1’on applique la transformée de Fourier a une fonction a support compact. La
décroissance a l'infini étant maximale pour une telle distribution, on s’attend & obtenir une
régularité maximale. Plus généralement, soit f € L'(R) ou L?(R) et a support compact. Alors
sa transformée de Fourier définit, par le théoréme d’holomorphie sous le signe intégral, une
fonction analytique sur 'ouvert {z € C, Re z > 0} qui s’étend en une fonction holomorphe sur
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C. En particulier, sa restriction a la droite réelle est analytique. Nous verrons plus en détails ces
questions sur R? lorsque nous aborderons le théoréme de Paley-Wiener.

Passons a présent aux propriétés hilbertiennes de la transformée de Fourier. Le théoreme de
Plancherel qui suit énonce un principe de conservation de I'énergie lorsque ’on passe de l'es-
pace classique a 'espace de Fourier et justifie le fait que du point de vue physique, on ne “perd”
rien a passer dans 1’espace de Fourier.

Théoréme 2.3.2. Soient f et g dans S(R?). Ona

£)dg = [ f(x)g(x)dx (2.8)
et
_ 1
Jou F R = g [ F()2@d 29)
En particulier pour f = g,
1 ,
Jo Y Px = g [ 7@ P 2.10)

Démonstration : Le premier point est une application directe de la définition de la transformée
de Fourier et du théoreme de Fubini. Les fonctions dans l'intégrale double étant dans
S(R?), elles sont intégrables.

On applique alors (2.8) aux fonctions f et h = (2711 - pour obtenir

[ F@n@)de = [ f(x)hx)dx
Par ailleurs,

) = g7 oo EOME = oy [ 92142 = o) = 3(0).

D’ou le résultat.

La derniére identité est alors évidente.

|

Voyons a présent comment la transformée de Fourier se comporte vis-a-vis des translations
avant de voir la relation entre produit de convolution et transformée de Fourier.

Proposition 2.3.3. Soit a € R?. Si 7, : x > x + a, alors pour toute fonction f € S(RY), (1,)+f =
f o T_, a pour transformée de Fourier

¥E € RY, F((1)f)(C) = e " F()(S).
Réciproquement,
vE € RY, F(e"f)(§) = () «(F(F))(E) = F()(E —a).

Démonstration : Pour le premier point, on effectue le changement de variables z = x — a dans
l'intégrale de Fourier

Fw) )@ = [ e flx—ajdr= [ e e f(a)dz = e T (F) (@),

Le second point découle directement de la définition de la transformée de Fourier.

a
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2.4 Transformée de Fourier et convolution

Proposition 2.4.1. Soient f et ¢ dans S(R?). Alors f xg € S(R?) et F(fxg) = F(f) - F(g).
Réciproquement, F (f - §) = ﬁ]‘—(f) * F(8)

Démonstration : Rappelons tout d’abord la définition du produit de convolution pour deux
fonctions, l'une intégrable et ’autre bornée :

vf € LI(RY), g € L*(RY), ¥x € R, (fxg)(x) = [ fy)g(x—y)dy.

Cette définition est licite pour f et ¢ dans S(R?). De plus, a y fixé, la fonction x

f(y)g(x — y) est C* et pour tout p € N, [3L(f(y)g(x —y))| = |f(y)(@Fg)(x —y)| <
Coplf(y)| en reprenant les notations de la définition de S(RY). Or, y — Cop|f(y)] est

intégrable sur R?, donc par dérivation sous le signe intégral, f x ¢ est de classe C™ et
F(fxg) = f* ().
Soit x € N“. Comme x* = (x —y +y)* = L, <, (5)(x —y)"y*~7, on peut écrire

CF(rg) = @) = T (5) 000 x (09

et cette fonction est dans L (R?). D’ott f xg € S(R?). On peut alors appliquer le théoreme
de Fubini a la fonction intégrable (x,y) — f(y)g(x — y) pour obtenir, pour tout & € R,

F(fxg)(C /Rd/]Rd e W f(y)g(x — y)dydx
= | e ¢ (/Rd e i WCo(x — y)dx) dy
= F(HE)F(2)E)-

On a donc obtenu le premier point. Pour le second nous allons utiliser la transformée de
Fourier inverse. On applique le premier pointa ¢ = F(f) ety = F(g). Alors, = (2)4f
et = (271)%¢ d’our :

Flop) = F(f-8) = F(F(f*g)) = (2m)" fxg.
Or, pour tout ¢ € RY,

(@) = (F*)(-8) = [ Fg(=E = mdn = s [ p-mpE-+ ey

= G Jo OMIE =1 = i (0 D(E)

Cela prouve le second point car F est une permutation de S(R?).

2.5 Transformée de Fourier des fonctions a support compact

Comme nous l'avons déja fait remarqué, la transformée de Fourier échange la décroissance
al’infini d’une fonction avec la régularité de sa transformée de Fourier. On ne peut pas décroitre
plus vite a I'infini qu’en étant a support compact, on s’attend donc a une régularité maximale
pour la transformée de Fourier d"une fonction a support compact.

Commengons par donner la définition d"une fonction holomorphe sur C*.
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Définition 2.5.1. Soit QO C C% un ouvert et soit F : Q) — C. On suppose que F est de classe C sur Q
(identifié a un ouvert de R?) en les 2d variables réelles (Re z1,Im z1,...,Re z4,Im z;). On dit alors
que F est holomorphe dans Q) lorsque

VzeQ,Vje{l,...,d}, 9,F(z) =0
0it 9., F = 5(dx; + 19y, ) F.

On retiendra qu'une fonction holomorphe sur C1? est une fonction C! sur R* qui est de plus
holomorphe en chacune de ses variables, les autres étant fixées.

Nous allons & présent caractériser les fonctions holomorphes sur C? qui sont la transformée de
Fourier d"une fonction de C3°(R?).

Théoréme 2.5.2 (Paley-Wiener.). 1. Soit ¢ € CP(RY) telle que supp ¢ C B(0,r) pour un
r > 0. Alors ¢ s'étend en une fonction holomorphe F sur C% qui vérifie

VN e N, ICy >0, Vz € C%, |F(z)| < Cn(1 + |z]) Nerlm=l, (2.11)

2. Réciproquement, si F : C* — C est une fonction holomorphe qui vérifie I'estimation (2.11),
alors il existe ¢ € CF(R?) telle que supp ¢ C B(0,7) et ¢(&) = F(E&) pour tout & € R?,

Remarques. Si ¢ € CP(R?) n’est pas la fonction nulle, sa transformée de Fourier n’est pas a
support compact, puisque, comme c’est la cas en une variable, la seule fonction holomorphe
dans C# a support compact est la fonction nulle.

Siz=¢ € IR, alors (2.11) implique que :
YN EN, (&) =0 ((1+1e)7Y).

Démonstration : 1. Soit ¢ € CF(RY). Le théoreme d’holomorphie sous le signe intégral s’ap-
plique alors pour obtenir que la fonction F : C? — C définie par

Vz e C?, F(z) = /d e " p(x)dx
R

est holomorphe sur C?. En effet, la domination se faisant sur tout compact de C, on peut
majorer directement l'intégrande par une constante ne dépendant que du compact et
celle-ci est intégrable puisque ¢ étant a support compact, l'intégration se fait sur un com-
pact.

De plus, pour « € N%, on a par IPP,

2*F(z) = ./IRd e "2 p(x)dx = /

[ (=DM e )px)dr = [ e (D) p(x)dx.

R4

ou D} = Dfé} e Dfé;’ avec pour tout j, Dx], = %83(],. En effet, ¢ étant a support compact,
tous les crochets d’intégration apparaissant dans les IPPs successives sont nuls. De cette
expression, on en déduit que pour tout N € IN, il existe une constante Cyy > 0, telle que

(1+[2])N|F(z)| < Ce'l™

en utilisant le fait que |e *?| = eM1Im 21 ... e%IM 21 ot ]e fait que le support de ¢ est inclus
dans B(0, ) ce qui borne tous les x; par r.
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2. Réciproquement, supposons a présent F holomorphe sur C? et vérifiant (2.11). Alors
F|ge € L' (R) en choisissant N assez grand, et la fonction ¢ : R? — C définie par

(2711)11 /]Rd et F(g)dg

est de classe C* par le théoréeme de dérivation sous le signe intégral. La encore, 1'hy-
potheése de domination uniforme provient du fait que (2.11) est valable pour tout N € IN.

Vx € RY, g(x) =

Puisque ¢ = F sur R? par inversion de Fourier, il reste & montrer que supp ¢ C B(0,7).
Pour cela, on commence par montrer que pour tout 77 € IRY,

1 s
d _ ix.(E+in) :
Vx e R, 9(x) = g /}Rde F(& + iy)de. 2.12)
Pour z; = {1 + i1 € C, on considere le rectangle dans C donné par [—R, R] x [0,i#]
pour tout R > 0. On oriente le contour g de ce rectangle dans le sens trigonométrique.
Alors g est un lacet orienté dans C. Puisque, pour x’ € [—R, R} etz € C ! fixés, la
fonction g : zy > el #1+X'Z)F(z) 7 est holomorphe dans C, on a :

/ ei(9c1.z1+x’.z’)1:(zllZ/)dz1 —0.
TR

A l'aide de (2.11), on obtient que les intégrales sur les cotés “verticaux” du rectangle
tendent toutes les deux vers 0 lorsque R tend vers +co. Il ne reste donc que les deux
contributions “horizontales”. Celle sur 'axe réel donne ¢(x) et cellesur {z € C, Im z =
171} donne, compte tenu de l'orientation, lorsque R tend vers l'infini,

1
(2

/d e EHIO-0)F(F 4 i(51,0,...,0))dE.
R

Notons ¢; 'opposé de cette intégrale. Alors pour tout x € R, ¢(x) = ¢;(x). On peut
a présent répéter cet argument avec ¢ au lieu ¢ pour obtenir par récurrence la formule
(2.12).

On utilise alors la formule (2.12) en prenant 7 = /\ﬁ pour un A > 0. On a alors x.(¢ +
in) = x.¢ +iA|x| et |[y| = A. Alors pour N = d + 1 dans (2.11), on obtient

€ EHDE(E 4 i) < Coe (14 [x]) e,

Donc pour tout A > 0 et tout x € RY,

dx
< <r—\x|>A/ _ax
[p(x)| < Cae Rt (14 |x|)4+1

ce qui montre que |¢(x)| = 0lorsque |x| > r en faisant alors tendre A vers +oco0. On obtient
bien que supp ¢ C B(0,r).
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Chapitre 3

L'espace S’(R%) des distributions
tempérées

3.1 Définition

Pour pouvoir définir la transformée de Fourier d"une fonction, il nous a fallu contrdler sa
croissance a l'infini. C’est la cas pour une fonction dans L!(R?) ou dans S(IR?). Or, I'espace
S(R?) est par construction invariant par la transformée de Fourier. Par dualité, nous allons
donc pouvoir définir la transformée de Fourier sur le dual topologique de S(IR?), I'espace des
distributions dites tempérées.

Définition 3.1.1. Une distribution tempérée est une forme linéaire continue sur (S(IR?), (p,p) wBENH)-
Plus précisément, une forme linéaire T : S(RY) — C est une distribution tempérée si et seulement si

Ik, 1€ N, 3C,; >0, Vo € S(RY), (T, ¢)| < C, o max lpa,ﬁ(q)) (3.1)
a|<k,|B|<

oil les py g sont définies en (2.3). On note S'(RY) I'espace des distributions tempérées.

Remarque. On retrouve dans (3.1) la caractérisation de la continuité des applications linéaires
entre espaces de Fréchet, avec comme espace d’arrivé, (C, | - |).

3.2 Exemples

3.2.1 Espaces de fonctions classiques

Une des premiéres choses a vérifier est que la théorie des distributions tempérées généralise
bien la théorie des fonctions classiques, typiquement des fonctions intégrables. On va donc
montrer comment les fonctions dans L7 (R?) s’injectent dans S’ (IRY).

Proposition 3.2.1. Soient p € [1,4o0] et f € LP(IRY). On peut associer a f une forme linéaire
continue sur S(R?), notée Ty, telle que

Vo € S(}Rd), <Tf ¢ >= /Rdf(x)(p(x)dx.
Alors, Ty € S'(R?).

Démonstration : Soit g 'exposé conjugué de p, 5 + ; = 1. Soit ¢ € S(R?). Alors ¢ € LT(IRY) et
par l'inégalité de Holder, on a

< Ty > 1= | [ F@etar| < il gl
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Sip = 1etdonc g = +o0, on a terminé, T est bien une distribution tempérée sur R?. Si
p > 1letq < +oo, on écrit pour un entier N > d,

[ Jolidx = [ 1+ [x) N+ x]) Vg (o)l dx

< (fo e ) sup (1 ) Vg1

x€R4

q
§c<sup<1+|x\>%y¢<x>\> :

x€RY
D’ou,
N
gl < Csup ((1+]x]) 7 |o(x)] ) -
xeR4
Ainsi,

< Ty 9> <Clifll sup ((1+|x) 7 [p()))

x€R4
et Tf € S/(IRd).
O

Remarque. Par ailleurs, le lemme de Dubois-Reymond nous permet d’identifier Tra la fonction
f de maniére unique. L'application f + T est une injection de L (R?) dans S'(R?). Dans la
suite nous ferons donc parfois ’abus de langage qui consiste a identifier Ty a f. Nous écrirons
par exemple “soit f la distribution tempérée...”.

Fonctions a croissance au plus polynomiale. En particulier, a toute fonction bornée est as-
sociée une distribution tempérée. Plus généralement, toute fonction mesurable a croissance
polyndmiale définit une distribution tempérée sur R“. En effet, soit f : R? — C mesurable et
telle qu’il existe une fonction polynomiale P telle que :

vx e RY, [f(x)] < |P(x)].

Soit N > d + deg P. Alors, pour toute ¢ € S(IRY),

[ Fx)g()dx

< [ @+ ) NIPE)I+ ) g(x)

|P(x)|dx
< (o (oS ) sup @+ 1) (o).

x€R?
Ainsi, pour une telle fonction f, T € &' (RY).

Un contre-exemple. La distribution définie par la fonction localement intégrable sur R, x — e*
n’est pas tempérée. En effet, soit ¢ € C3°(R) a support dans [0,2] et valant 1 sur [}, 1]. Pour

j=>1letx € R, onpose ¢j(x) =e 2y (%) Alors ¢; € CP(R) C S(RY). Pour tous &, B € N, et

x €R,
B ¥
BY (_1) a3 1 (ﬁ—)<x>
g(v)( 2) ety ! j

B
< Cypsupxte 2 ) sup [P B~ (x)] == M.
XZO ’)/:0 xeR

29! (x)] =
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Or,

2] . j . . .
(Te', @) = / e'e 2y (;C) dx > ﬁ e2dx = Ze%(e% —1) —— +oo.
0 L

] j—r+oo
Donc T, n’est pas tempérée.
De méme, pour tout e > 0, x — etl*l ¢ S’(RY).

Un dernier exemple. Toutefois, pour appartenir a S’(IRY), il n’est pas nécessaire d’étre majoré

par un polyndme. Soit pour x € R, f(x) = e%el®". Alors |f(x)| = e, mais f(x) = 1 Lel et

f € S'(RY) car x — ¢ € L®(R). Intuitivement, ce sont les oscillations rapides de la fonction
qui compensent le comportement exponentiel (donc non tempéré) du module de la fonction.

3.2.2 Distributions de Dirac

Définition 3.2.2. Soit a € Q. La forme linéaire 5, : S(RY) — C définie par
Vo € S(RY), < 6,90 >= ¢(a)

est une distribution tempérée.

Démonstration : Soit ¢ € S(RY). Alors, | < 65,9 > | < 1-||@||es. Donc 8, est une distribution
tempérée.

|
La distribution de Dirac est un nouvel objet de la théorie des distributions. En effet, on peut

montrer qu'il n’existe pas de fonction f € L!(Q) telle que 6, = Ty. Si cela était le cas, puisque
CP(R?) C S(RY), on aurait :

Vg € CF'(RY), supp ¢ C K, <8, 9 >=g(a) = | f(x)g(x)dx.

Alors,sia ¢ supp ¢, [pa f(x)@(x)dx = 0. Donc, pour toute ¢ € C*(R?\ {a}), [a f(x)p(x)dx =
0. Par le lemme de Dubois-Reymond, f = 0 pp sur R? \ {a}, donc sur R?. Mais alors, pour toute
¢ € CP(RY), [pa f(x)@(x)dx = [s0- @(x)dx = 0 = @(a). En choisissant ¢ telle que ¢(a) # 0
on aboutit a une contradiction.

Exemple. Soit (a;)rez une suite a croissance polynomiale, i.e. telle qu'il existe p > 0, ay =
O(|k|?) lorsque k tend vers l'infini. Alors la distribution sur R,

T = 2 akék

keZ

est tempérée. En effet, il existe C > 0 et p > 0 tels que pour tout k € Z, |ax| < C(1+ |k[?).
Alors, si ¢ € S(RY)(R),

(T, @) < ) laello(K)|

kez
<CY (1+K7) gkl
kez
1 2 2 2p+2
< p p+
_Ck§1+k2(1+k + K2 + KT g (k)|
1
<Cl i pio(@)
k§1+k2i§§+z

et C' = Clyez i < +oo.
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3.2.3 Valeur principale de %

La fonction inverse, f : x — % n’est dans aucun L?(R) pour p € [1, +c0]. On ne peut donc pas
définir a partir de cette fonction une distribution comme on l'a fait auparavant. Cependant,
en prenant garde a éviter la singularité en O et en effectuant une intégration “symétrique” par
rapport a 0, on va tout de méme pouvoir associer une distribution a f.

Définition 3.2.3. Soit ¢ € S(R). On pose

1 s ¢(x)
<Vp <x>’¢>_?§5 e x O

Alors vp () est une distribution tempérée sur R.

Démonstration : 1l s’agit tout d’abord de démontrer 1’existence de la limite. Soit ¢ € S(R).

Alors, en posant pour tout e > 0, [ = f| @dx, ona

x|>e
Igz/ gD(x)dx—k/ de = Je+ K.
e<x[<1 X [x[>1 X
Par Taylor a l'ordre 1, pour tout x € R, ¢(x) = ¢(0) + x¢p(x) avec |P(x)| < ||¢'|]«-
Comme par imparité, [, @dx =0,0onal = [ ¢P(x)dx + K. Comme ¢ est

continue sur R, par le théoréme de convergence dominée,

lm I :/ dx + 20) 4.
sli% e x<1 l[J(x) ve H>1 X X

On en déduit que :

wp (1)) < cliollos ([ O ax) sup ot

x xeR

Donc, vp (1) € S'(R).

3.3 Opérations dans S’(IR?)

Voyons a présent les opérations que 1’on peut définir sur les distributions tempérées.

3.3.1 Produit par une fonction de classe C* tempérée

On commence par introduire 'ensemble des fonctions C® tempérées sur IR%. On note :

T(IRd) = {a € C°°(1Rd) VN € N, Jky > 0, 3Cy > 0, max sup |(9a)(x)| < Cn(1+ |x)kN}.

|| <N yeRd
Définition 3.3.1. Soit T € S'(R?) et soit a € T (RY). La forme linéaire aT définie sur S(R?) par :
Vo € S(RY), < aT, ¢ >=<T,ap >

est une distribution tempérée appelée produit de a par T.
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Démonstration : Tout d’abord, on a bien ag € S(IRY) donc le membre de droite est bien défini.
Comme T € S’(IRd), il existe k,I € N et C; > 0 tels que,

Vpe S(RY), [<T,¢>|<Cii Y. pap(e)
o <kIBl<I

Alors,

|<aT,¢>|=|<T,a9>[<Cq Y. paple)
|| <k,|B|<I

Or, par la formule de Leibniz :
14 e n—
*(ap) =) < 8 >8ﬁa-8 Fo.
B<a

Alors, pour tout a de longueur inférieure a / et tout § de longueur inférieure a k,

Bo« < ol b1 . Bob2 —
max |x ag)(x max max |[0”'a(x)|- max max |x p(x) :=C ®),
o d‘ (ap)(x)| < 1B1|< e xe d’ (x)] Bl <] xe d’ (x)] pa,ﬁ( )

d’ott, pep(a9) < Cpap(@) et on a finalement,

| <aT, 9> < (CiC) Y.  puple),
|| <k,|B|<I

ce qui montre que aT est une distribution tempérée sur R¥.

Nous avons facilement les propriétés suivantes. Pour a,b € T (R%) et T, S € S’(RY),
(a4+b)T =aT+bT, (ab)T =a(bT), a(S+T)=aS+aT.
Exemple 3.3.2. Sia € T(R?) et si f € LP(R?) pour un p € [1,+oc0], ona: aTy = Tyy.
Exemple 3.3.3. Sia € T(RY) et si xo € RY, on a : ady, = a(xo)dy,. En particulier dans R, x5y = 0.

3.3.2 Dérivation dans S’'(RY)

Nous allons voir qu’il est possible de donner un sens a la dérivée d"une fonction qui n’est pas
dérivable au sens classique. Il faut se dire que si une fonction classique n’est pas dérivable, cela
signifie simplement que sa dérivée est une distribution qui n’est pas une fonction. La dérivée
usuelle peut laisser échapper 1’essentiel de la “vraie” dérivée, par exemple une masse de Dirac
dans le cas de la fonction de Heaviside. Nous allons aussi voir, et c’est la 1'un des concepts
les plus étonnants de la théorie des distributions, que I’'on peut dériver a n'importe quel ordre
une distribution quelconque et que cette dérivation est une opération continue. La situation est
donc totalement différente du cadre des fonctions dérivables classiques.

Le tout est de trouver “la bonne formule” pour définir la “bonne” notion de dérivée des dis-
tributions. Pour cela, regardons ce qui se passe dans le cas des distributions associées a une
fonction f dans C!(R) et a croissance au plus polyndmiale. Par intégration par parties (le cro-
chet s’annulant pour des raisons de comportement a 1'infini) :

Vo € S(R), < Tp, @ >= /]Rf/(x)q)(x)dx = — /Rf(x)<p’(x)dx =—-<Ty ¢ > .

Bien entendu, notre définition générale de la dérivée d’une distribution doit coincider avec
la notion de dérivée classique dans le cas des fonctions de classe C! et a croissance au plus
polynoémiale, nous allons donc adopter la définition suivante.
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Définition 3.3.4. Soit T € S'(R¥) et soiti € {1,...,d}. La forme linéaire 3, T définie sur S(R?) par
Vo € S(RY), <0, T, ¢ >= — < T,0,¢ >
est une distribution tempéré sur RY, appelée i-ieme dérivée partielle de T.

Le fait que 0y, T soit une distribution tempérée est évident. La définition de d,, T peut étre itérée
autant de fois que voulu, on peut donc définir, pour tout multi-indice « € IN?, 9*T par

Vo € S(RY), < 9*T, ¢ >= (-1)* < T,0% > .
La dérivation se comporte bien vis-a-vis du produit par une fonction dans 7 (R%).
Proposition 3.3.5. Soit a € T (IRY) et soit T € S'(RY). Alors, 9y,(aT) = (9x,a)T + ady,T.
Démonstration : Cela provient directement de la formule de Leibniz.

|

Exemple 3.3.6. La dérivée d’une distribution Ty avec f € CY(R) et a croissance au plus polynomiale
est la distribution Ty. C'est I'objet du calcul fait au début de cette section.

Exemple 3.3.7. La i-ieme dérivée partielle d"une distribution Ty avec f € C'(RY) et a croissance au
plus polynémiale est la distribution Ty, r. Cela résulte de la formule d'intégration par partie multidi-
mensionnelle.

Remarque. Pour tout j € {1,...,d}, aij est dans S’(IR%). Dong, si P est un polynoéme sur R?
eta € N?, Po*T € S'(R?).

Exemple 3.3.8. Soit H la fonction de Heaviside qui vaut 0 sur ] — 00,0[, 3 en 0 et 1 sur |0, +-o0[. Alors,
H' = ¢y. En effet,

Vo e S(RY), <H,p >=— < H, ¢ >= _/o @' (x)dx = ¢(0) =< 6y, ¢ > .

Exemple 3.3.9. La fonction définie pour x # 0 par f(x) = log |x| et une valeur quelconque en 0 est i
croissance au plus polynomiale. On peut donc lui associer une distribution Ty € S’ (RY). On a alors :

(Tp)" = vp (3)-
En effet, pour ¢ € S(R), ona < (Ty), ¢ >= — < Tf, ¢ >= — [glog|x| - ¢'(x)dx. Or, par
intégrabilité du logarithme en 0, on a
— . / — — i . ! — _— i
/]Rlog]x| @' (x)dx lgr(} mzslog\x| ¢'(x)dx : llir(}lg.

Soit ¢ > 0. Alors,
—e o0
I = / log(—x) - ¢'(x)dx +/ log(x) - ¢'(x)dx.
(o] €

On effectue une intégration par partie dans chacune des deux intégrales pour obtenir :
x
L=- 23 4+ p(—e) log(e) — () log(e).
x|ze X

Or, on peut écrire p(x) = ¢(0) + x¢p(x) avec p € C®(R). Donc ¢(—¢) — ¢(e) = —e(P(—¢) +
P(e)), don

== [ P~ clog(e)(p(—e) + (o)

X
Comme glog(e) vy 0, on a finalement
£—

< (T¢)', ¢ >= —lim [, = lim qO(X)dx = <VP <1> '9"> )

e—0 e—0 |x|>e X

D’out le résultat annoncé.
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3.4 Convergence dans S’(IR%)

Nous terminons cette section par la définition de la notion de convergence dans &’ (IR).

Définition 3.4.1. On dit qu’une suite (T, ), de distributions tempérées converge vers T € S'(RY)
lorsque :
Vg € S(RY), (Tu, ¢) —— (T, ¢).

n——+oo

La convergence est compatible avec les opérations de dérivation et de multiplication par une
fonction C* a croissance tempérée.

Proposition 3.4.2. Soient T € S’(R%) et a € T (RY). Soit (a,) >0 une suite qui converge vers a dans

T (R?) et soit (Ty,)n>o une suite qui converge vers T dans S'(R?). On a alors, avec convergence dans
S'(RY),
ay,T —— aT, aT, —— aT e a,T, — aT.
n—»00 n—00 n—oo

Démonstration : Bien entendu, il suffit de montrer le troisieme point. Soit ¢ € S(IR¥). Posons
pour tout 1, ¥, = a,¢. Alors, Py, — a9 dans 7 (R¥) par la formule de Leibniz, donc
n—o00

< ayTy, ¢ >=< Ty, Pn >—< T,ap >=<aT,¢ > .
n—o0
O

La proposition suivante est tout a fait remarquable de simplicité lorsqu’on la compare aux
énoncés équivalents dans le cadre des fonctions classiques qui requiert tous des hypotheses
trés fortes de convergence uniforme.

Proposition 3.4.3. Soit (T,),>0 une suite dans S'(R%) qui converge vers T € S'(IR%). Alors, pour
tout & € N9, (9%T,) >0 converge vers 3*T dans S’ (RY).

Démonstration : Soit ¢ € S(IRY). Pour tout n € N,
< Ty, ¢ >= (-1 < T,,,0% >— (1) < T,0% >=< *T, ¢ > .
n—oo

D’ou le résultat voulu.
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Chapitre 4

La transformée de Fourier dans S’(RY)

4.1 Définition et propriétés
Nous avons déja démontré au théoréme 2.3.2 que pour toute paire de fonctions f et ¢ dans
S(RY),
| F(@g@)4de = [ f)F(@)E)dx

Cette identité nous suggere de définir de maniére analogue la transformée de Fourier d"une
distribution tempérée.

Définition 4.1.1. Soit T € S'(RY). La transformée de Fourier de T, notée FT ou T est la distribution
tempérée définie sur S(R?) par :

Vg € S(RY), (F(T), ¢) = (T, F(¢)).

La transformée de Fourier dans S’(IR?) coincide avec celle dans S(IRY) pour une distribution
tempérée de la forme Ty avec f € S(R?).

On définit de maniere analogue la transformation F.

Appliquer la transformée de Fourier a une distribution tempérée revient a I'appliquer a des
fonctions tests dans S(IR?). Il est donc naturel que toutes les propriétés de la transformée de
Fourier dans S(IR?) se transposent au cadre des distributions dans S’(IR%).

Théoreme 4.1.2. La transformation de Fourier F : S'(RY ) = &' (R?) est une application linéaire,
continue, bijective et de réciproque continue. De plus, F 1 = F.

Démonstration : C’est une conséquence du théoréme 2.2.3. En effet, on a, pour toute T € S’(R%)
et toute ¢ € S(IRY),

(FFT, ) = (FT,F()) = (T, FF(9)) = (T, 9).
Donc FFT = T. Puis, si (T, )n>0 converge vers T dans S’ (R%), alors

(FTu, @) = (Tu, F(9)) ——= (T, F(9)) = (FT, 9).

n——+

De méme pour F, la réciproque de F.

Proposition 4.1.3. Soit T € S’'(R%). Ona:
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1. FFT = (2m)*T, oit pour toute ¢ € S(R?), (T, ) = (T, ¢) et ¢(x) = @(—x) pour tout
x € RY

2. Pour toutj € {1,...,d}, F(oy,T) =i¢;FT.
3. Pourtoutj € {1,...,d}, F(x;T) =1id¢, FT.
4. Pour tout a € RY, en notant 7, : x — x + 4, F(Tot,) =e*¢FT.
5. Pour tout a € R?, F(e **T) = (FT) o 1.
Démonstration : Le premier point est une conséquence immédiate du théoréme 4.1.2. Les deuxiémes

et troisiémes points sont directement obtenus a partir des résultats du théoreme 2.3.1. Les
quatriémes et cinquiémes points sont une conséquence de la proposition 2.3.3.

a

Pour le moment, nous ne traduisons pas dans S’(IR“) les relations entre transformée de Fourier
et convolution données dans S(IRY).

Exemple 4.1.4. 1. Ona Féy = 1. En effet,
Vg € S, (Foog) = (00, Fo) = (Flg))(0) = [ g(x)dx = (1,¢).

2. En combinant avec la translation t,, on obtient, pour tout a € R? et tout & € RY, (F6,)(&) =
e 164, Cette écriture a bien un sens puisque la transformée de Fourier d'une distribution a sup-
port compact est toujours une distribution associée i une fonction de classe C* (et méme analy-
tique).

3. Ona F1 = (2m)%0. En effet, F1 = FFdy = (2)%dy = (271)4p.
4. Soient x € N, a € R? et ¢ € R, Alors :

(F3"30)(§) = (1§)" et (F9"80)(§) = (i{)e 2.

Cela découle directement de la proposition 4.1.3.

5. Soit T = vp (). Calculons T. On part de I'égalité xT = 1. Alors, F(xT) = 27dy soit encore
@ﬁ = 27by. Par intégration, si H désigne la distribution de Heaviside, il existe C € R,
T = —2itH + C. Or, comme T est impaire, " aussi et —2irt + C = —C soit encore C = ir.
On obtient donc

Fvp <91c> = —2intH +irm.

6. On reprend les notations de I'exemple précédent. Alors, FFT = 21T = —27vp ( %) Donc,
—2inFH +in2néy = —27vp (1). On en déduit que

FH= —in (i) + 7'[50.

4.2 Latransformée de Fourier dans L!(R%)

Nous avons déja vu que L'(IR?) et L?(R?) sont contenus dans S'(R%). Voyons les propriétés
particulieres de la transformée de Fourier sur ces deux sous-espaces.
Soit f € L'(IR%). Posons

Ve EeRY, f(g)= [ e f(x)dx,
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Alors f est une fonction continue sur R¢, qui tend vers 0 a I'infini et dont une borne est donnée
par
iz
Ve € R (7 (O] < (111 (re)-

De plus, la distribution T est tempérée et on a :

FTp =T

En effet, si ¢ € S(RY),

FT9) = (1, 7 @) = [, £ ([, e o)y d

Or, la fonction (x,y) — f(x)@(y) est dans L' (R? x R?) donc on peut appliquer le théoréme de
Fubini pour obtenir

19 = [ o) ( f,e i) dy = [ o) w)a,
R R R
d’oul le résultat annoncé.

Par ailleurs, on obtient aussi la formule d’inversion de Fourier dans L' (R%). Si f € L'(IR?) et si
f est aussi dans L' (R?), alors F(f) = (271)¢f presque partout.
En effet, dans S'(RY), FFT; = (27)4Ty et comme f est dans L'(R%), les deux membres sont
des fonctions de L} (IRY), donc I'égalité a lieu presque partout.

4.3 La transformée de Fourier dans L2(R%)

Passons au cas de L?(IR?). Commencons par montrer que si f € L?(IR?), alors FTy est aussi
dans L2(R%).

Soit f € L?(RY). Par densité de S(R?) dans L?(R?), il existe une suite (f,),en de fonctions
de S(R?) qui converge vers f pour la norme de L?(RR?). De plus, pour toute ¢ € S(IRY), par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[(FTp, 9)| = KTy, Fo)| < /md [fa @) (F)@)AE < [|full 2w | F (@)l r2(rey < Cllol]12(ra)
(4.1)
avec C = (2m)? sup,~o ||full12rey < o0, constante déduite de l'utilisation du théoréme de

Plancherel dans S(IR?) (voir théoréme 2.3.2). Le sup sur 7 est bien fini car la suite converge.
Comme (f,)uen converge vers f dans L?(IR?), elle converge aussi dans S'(R?) de sorte que,
par continuité de la transformée de Fourier dans S'(IR?), F Ty, tend vers FTs dans S'(IR?). En
faisant tendre n vers l'infini dans (4.1) on obtient

Vg € S(RY), [(FTy, 9)| < Cllgll2(re)- (42)

Par densité de S(RY) dans L?(IR?), I'inégalité (4.2) s’étend a toute fonction ¢ € L?(IRY). Ainsi,
F Ty se prolonge par continuité en une forme linéaire continue sur L?(R%). Le théoréeme de
représentation de Riesz implique alors I’existence d’un élément f de L2(IR%) tel que

Vo € LX(RY), (FTs, ¢) = (Flo) 2 (rey-

On peut donc identifier 7 T a la fonction f € L2(R?) et ainsi F(L2(RY)) C L2(IR?). Or, d’apres
I'inversion de Fourier pour les distributions tempérées,

L2(RY) = F(F(LA(RY))) € F(LX(RT)),
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d’ou

F(L*(RY)) = L*(RY).
De plus, F induit un automorphisme C-linéaire de L2(IR%).
Enfin, 1’égalité de Plancherel étant valable dans S(IRd), par densité, elle est aussi valable sur
L?(R%). On en déduit que I'application f + (27‘[)_% f est une isométrie de L?(R¥) dans lui-
méme.
Nous pouvons résumer cette discussion par I’énoncé suivant.

Théoreme 4.3.1. L'application

induit une isométrie sur L>(IR%).

Remarque. Il existe des fonctions dans L?(R?) telle que x — e~™*¢ f(x) ne soit intégrable pour
aucun Z. Par exemple en dimension 1 il suffit de prendre f(x) = (1 + |x|)~2. Par contre, pour
tout R > 0, la fonction définie par

(@)= [, e

tend vers f dans L?(IRY) compte tenu du théoréme 4.3.1, puisque fly<g — f dans L*(RY).

On retrouve ainsi presque la formule classique de la transformée de Fourier dans L!(IRY) : si
f € L3(RT),
f(¢) = lim e W f(x)dx.

R—+c0 |x‘§R

4.4 Transformée de Fourier partielle et applications

Dans R” x R?, nous noterons (t,x) ot t € R” et x € R? la variable. Pour ¢ € S(R? x RY),
on définit la transformation de Fourier partielle en x par la formule

F@)e) = [ e ol x)dx. (43)

Alors F définit une bijection de S(R? x RY) dans lui-méme d’inverse

[ e epit e

Vip € S(R? x RY), Flp(t,x) = (271_[)d e

Par dualité, on peut alors définir F sur S’(R” x RY) par
VT € 8'(R” x R?Y), Vg € S(RP x RY), (FT,¢) = (T, F(¢)).

Alors F est un isomorphisme bicontinu (pour la convergence des suites) de S’(R? x RY) dans
lui-méme. De plus, on a les formules

F(D;T) = g FT, (4.4)
avec DY = Dyl - - - Dy et pour tout j, Dy, = %ax].,
F(x"T) = (=D¢)" FT, (4.5)
et
F(DPu) = D Fu. (4.6)
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Exemple 4.4.1. Calculons F S(0,0)- On a pour toute ¢ € S(IRP x RY),

(Foi00, ) = (000, F(9)) = F(9)(0,0) = [ 9(0,2)de.

D’on

f5(0,0) =0 ® 1(;:.

Nous allons voir comment appliquer cela a la recherche de solutions élémentaires d’opérateurs
classiques de la physique.

Opérateur de la chaleur. Soit P = 9; — A, agissant sur S’(R x RY). On cherche a résoudre
dans &'(R x R?) I'équation PE = &y d’inconnue E, avec E a support dans {(t,x) : t > 0}.
Par transformée partielle de Fourier, cela revient a résoudre dans S’(R x RY) (9; + |&|>)E =
Jt=0 ® 1z ot ’'on a posé E = FE.

Hors de t = 0, E est solution de I’équation différentielle (9; + |¢|?)E = 0. Cette équation admet
des solutions de la forme ¢ — a(&)e . On cherche alors une fonction a telle que E(t,¢) =
H(t)a(&)e P soit solution de notre équation initiale, ot H désigne la fonction de Heaviside,
indicatrice de [0, +oo[. Or, on a:

HE(t,8) = —|EPH(t)a(@)e 1 +a(2)e 5o @ 1; = —|PH(t)a(E)e 1 + 5= © a(f).

11 suffit donc de prendre a(¢) = 1, ie. E(t,&) = H(t)e ', Cette formule définie bien un
élément de S'(R x RY) qui appartient a S(R?) pour tout ¢+ > 0. Par inversion de Fourier
(FFT = (27)4T), on obtient (271)7E = H(t) Fe ¢ Par la transformée de Fourier de la Gaus-
sienne dans S(IR?) (voir Exemple 2.4), on a

n)?E = H(t) (f) e i

Alors, E = E et on a finalement,

Opérateur des ondes. On cherche E € S'(R x R?) a support dans {(t,x) : t > 0} telle que
OE = fou O = af — A, est le d’Alembertien dans R; x le. Il est équivalent de résoudre
FOE = F4, soit encore

(0 + |E)E = 6= @ 1¢.

Hors de t = 0, la distribution E est solution de I'équation (9% + |&|?)E = 0. C’est une équation
différentielle en t qui admet des solutions de la forme t — a(¢) cos(t|¢|) + b(¢) sin(¢|¢]). Pour
satisfaire la condition de support, on cherche E sous la forme

E(t,x) = H(t)(a(Z) cos(t|Z]) + b() sin(¢|Z]))-

On a alors

OE = di—o(a(g) cos(t|Z]) + b(¢) sin(t[Z])) + H(t)(—a(Z)|¢| sin(t|Z]) + b(E)[Z] cos(t]Z]))
= H(t)(=a(Z)[Z|sin(t|¢]) + b(Z)[E] cos(t[C])) + bi=0 © a({).

OE = H(t)(—a(Z)[g cos(t[g]) — b(E) 1G] sin(¢g])) + bt=0 © |§]b(E) + b1—0 © a(§).
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Pour que E soit solution de notre équation, il suffit donc de prendre a(&) = 0 et b(¢) = ‘1—| On
obtient alors )
sin(£|¢])

gl
C’est une fonction de classe C* en ¢ et telle que |E(t,&)| < max(t,0), c’est donc un élément
de S’'(R x RY). Par transformée de Fourier inverse on obtient une solution élémentaire E de O

définie par
ot [y sin(tE)
E=F <H(t) H )

E(t,x) = H(t)
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Chapitre 5

Espaces de Sobolev H*(IR%)

5.1 Les espaces de Sobolev H*(IRY)

5.1.1 Définitions et premiers exemples

Nous allons commencer par définir les espaces de Sobolev d'indice m € IN avant de généraliser
a des indices quelconques dans IR.

Définition 5.1.1. L'espace de Sobolev H™ (IR?) est le sous espace de L?(IR?) des distributions tempérées
u telles que, pour tout « € N¥, |a| < m, 0*u € L2(IRY).

On peut alors munir cet espace d’un produit scalaire définit ainsi :

Vu,v € H"(R?), (u|0)pn = Y (9*uld*v) 2.

|a[<m
Ce produit scalaire induit la norme suivante sur H" (IR%) :

1
2
Yu € H"(RY), ||u||gn = ( ) |a”‘u|\%2> .

la|<m
Proposition 5.1.2. L'espace (H™(IR?), (-|-)pm ) est un espace de Hilbert.
Démonstration : C’est un conséquence directe de la complétude de L?(IR?).

|

On peut alors caractériser les espaces de Sobolev a l'aide de la transformée de Fourier dans

S’ (R%).

Proposition 5.1.3. Soit u € L2(R?). Alors, u € H™(R?) si et seulement si
[ @R+ [6P)"dE < +eo.
Démonstration : On se donne u € L2(IR?). On suppose qu’elle vérifie
[ 1@ PA+18P)"dE < +eo.
Or, siu € L2(R%), alors i1 € L? (]Rd). Ainsi on a, pour tout a, || < m
[ 18R < +eo
R4
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car par la formule du binéme, il existe C,, > 0 telle que, pour tout |a| < m,
I_I\CJIZ"" <A+ < Cu ) I_[\éjlz""
la|<m j=1

On en déduit que F(9*u) € L*(RY), soit 0*u € L*(RY), soit encore u € H™(R?). La
réciproque est alors immédiate avec les mémes arguments.

|

On peut alors étendre les espaces de Sobolev a des indices non entiers pour pouvoir considérer
une échelle continue d’espaces.

Définition 5.1.4. Soit s € R. L'espace de Sobolev H*(R?) est le sous-espace de S'(RY) défini par
R = {u e S®Y, [ 0P+ [EPrde < +oo
R

Notons ainsi que pour s > 0, H*(R?) C L*(R?). Ceci n’est plus vrai pour s < 0. L'espace
H*(RY) est muni du produit scalaire

Vi, € H(RY), (ulo)pey = [ (1+ [P 0()002)de.

Cela a bien un sens car on integre le produit dans L?(RR?) de deux distributions de L2(IR%)
égales respectivement a (1 + |&[2)20(&) et (1 + |&[>)30(¢).
On peut alors définir sur H*(IRY) la norme

Vu € H'(RY), HMH?—/ (1+127)°|a(8) *de.

Nous avons les premieres propriétés suivantes.

Proposition 5.1.5. 1. Sisy > sy, alors H' (RY) C H(RY) et I'injection est continue.
2. (H*(R?), (-|-) gs(rey) est un espace de Hilbert.

3. Sis=m € N, H"(R?) comme défini a la définition 5.1.1 et H*(RY) coincident algébriquement
et topologiquement.

Démonstration : Le premier point résulte de I'inégalité (1 + |¢]?)%2 < (1 + |¢|?)*!. Pour le second
point, soit (1)1 une suite de Cauchy dans H*(R). Alors ((1+ |§|2)%ﬁj)j21 est une suite
de Cauchy dans L%(IRY). Elle converge donc vers ¢ € L2(R%). Posons u = F1((1+
1&[>)"2g) € 8'(RY). Alors, par le théoreme de Plancherel, u € H* et

[uj — ul[ s (rey = [|(1 4[] 2)2 i — 8ll2rey — 0.
]—H—oo

/

Le dernier point a été déja été vu a la proposition 5.1.3.

|

Exemple 5.1.6. Ona L'(R?) C H*(R?) pour s < —4. Eneffet, siu € L'(R%), alors it € L®(R?) et
(1+1¢|%)20 € L*(RY) si et seulement si s < 4.

Exemple 5.1.7. Puisque l'espace de Schwartz est invariant par transformée de Fourier, il est clair que
S(RY) ¢ H*(RY) pour tout s € R.

page 34 Théorie des Distributions



5.1 Les espaces de Sobolev H*(IR¥)

Exemple 5.1.8. Pour tout a € RY, la distribution 6, est dans H*(R?) pour s < —%. En effet, on
remarque que 5, (&) = e 1€, ginsi

[ e R+ IgRyas = [+ lefyde.

R R

Cette intégrale est convergente pour s < —%, divergente si s > —%. De méme, pour toute ¢ € S(le),
(F(0x,0a), ) = (axj(sa,@ = _<(5a,axj43> _ i(;:je—iag.

Ainsi on trouve axjéu € H*(R%) pour tout s < —% -1

5.1.2 Densité des fonctions régulieres

Théoreme 5.1.9. Pour tout s € R, S(IRY) est dense dans H*(RY).

Démonstration : Soit u € H*(R?). Alors (1 + |&[>)3# € L?(RY). Puisque S(R?) est dense dans
L2(R?), il existe une suite (v;)j>1 d’éléments de S(RY) qui converge dans L*(RY) vers
(14 |&>)24. Posons pour tout j, up = F 11+ |€|2)_%U]'). Alors u; € S(RY) et par
Plancherel,

A — . 2\5 5
|[uj —ulls = ||v; — (1 + ¢ )ZuHLz(le)mO-

D’ou le résultat voulu.

Corollaire 5.1.10. Pour tout s € R, CP(R?) est dense dans H*(IRY).

Démonstration : 11 suffit de raisonner par troncature et de montrer que C5°(IR?) est dense dans
S(RY) pour la norme || - ||s. Soit & € CF(R?) une fonction plateau valant 1 si [x| < 1 et
0 pour |x| > 2. Posons 6(x) = 0(%) pour tout k > 1. Soit u € S(R?). Soit sy un entier
naturel tel que s < so. Posons pour tout k > 1, uy = 6xu. Alors, u; € CF°(RY) et
ot = ul 3 < [Jug —ul|3, < C Y 110" ((6k — V)| 2 (rey

|| <so

d’apres la proposition 5.1.3. Il suffit alors d’appliquer la formule de Leibniz et le théoréme
de convergence dominée pour montrer que ce majorant tend vers 0 lorsque k tend vers
I'infini.

5.1.3 Opérations sur H°(IR%)
A partir de 'exemple des dérivées du Dirac, on généralise au résultat suivant.

Proposition 5.1.11. Pour touts € R, siu € Hs(le), alors, pour tout o € INY, la distribution 9 u est
dans H*~1*l(R?) et on a
0% ul|s— ) < [uells.

Démonstration : Comme on a démontré que F(9*u) = i*/¢*1 dans S'(IR¥), on en déduit, utili-
sant |¢] < (14 [2%) %, que

[+ Ry gtards < oo
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g

Le résultat suivant sur le produit par une fonction dans S(IRY) permet de définir les espaces de
Sobolev locaux H, _(Q) pour tout ouvert Q C R¥.

Proposition 5.1.12. Soit ¢ € S(IRY), et soit u € H*(R?). Alors pu € H*(R?) et on a

Is|

lgull < 2423 ([ (122 ¥lg(@)ee ) 1l )

Ainsi, pour u € §’(R?%), on dit que u € H; _(Q) si on a, pour tout K C Q, V¢ € CP(RY),

loc
pu € H*(RY).
Démonstration : Par densité, on va commencer par démontrer I'inégalité (5.1) pour ¢ € S(R?)

etu € S(R?). Nous avons défini le produit de convolution dans S(R?) et montré son lien
avec la transformée de Fourier. On a alors gu € S(RR?) et

Ve e R, Gue) = (2m) (gri)(@) = ) [ 9@ -matndy.  62)
Par ailleurs, montrons que I'on a I'inégalité :
VE, € R, Vs € R, (1+(%)° <2811+ 18— 7)1+ [p2). (5.3)

Eneffet, ona|&| < |¢ — 57| + |57|, d’ot par 'inégalité d’ Archimede, |¢|2 < 2(|¢ —77|> + |4]?)
et
(A+1EP) <21+ 18—+ 1?) <20+ 12 = 1)+ [y]?).

Si s > 0, par croissance on obtient bien (5.3). Traitons le cas s < 0. On écrit alors || <
|& — 17| + || et comme dans le premier cas on obtient (1 + |7]%) < 2(1+ |¢ —7]?)(1+ [¢]?)
et puisque s < 0,

A+ <2 +g -7+ )

d’ot encore (5.3) dans ce cas.

En utilisant (5.2) et (5.3), on obtient
gull2 < )220 oo (fpat+1E=nP) 9@ —m A+ — 5%
19— I+ g2 |aty)ldy)” dé.

On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz a I'intégrale en 1 pour obtenir

[lgul[2 < (27r) 22l Jre (JraL+1E =125 102 = 1)) X

(Jia(1+ 18 = 1) E1@(& = (1 + [y2)]a(y) Pl ) de.
Par changement de variable dans la premiére intégrale, il vient
[lgul 2 < (27r) 221 (e 123 [9p) )
(fw e+ 1E= 1P 3 19—+ Inlz)slﬁ(n)lzdndé) :

En utilisant le théoreme de Fubini dans 1'intégrale double on obtient

2

lgulf < @m) 221 ([ @+ ) F gl ) al
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5.2 Théoreme d’injection de Sobolev

ce qui prouve l'inégalité (5.1) pour ¢ et u dans S(IRY).

On suppose a présent u € H*(IR?). Par densité de S(RY) dans H*(RY), soit (u;);>1 une
suite d’éléments de S(R?) qui converge vers u dans H*(IRY) et donc dans S'(R?). En
écrivant (5.1) pour u; — 1, on voit que (gu;)j>1 est de Cauchy dans H*(IR?) qui est com-
plet, donc il existe v € H*(IR?) telle que ¢u; — v dans H*(R?). Or, gu; — ¢u dans S'(RY),
donc par unicité de la limite, pu = v € H*(R?). On écrit alors (5.1) pour uj et on passe a
la limite. On obtient alors (5.1) pour u € H*(RY).

5.2 Théoréme d’injection de Sobolev

Le fait d’étre dans un espace de Sobolev signifie une certaine décroissance a l'infini de la trans-
formée de Fourier d"une distribution tempérée. Cela correspond a une certaine régularité pour
la distribution et les espaces de Sobolev forme ainsi une échelle de régularité. Il se trouve que
pour s suffisament grand, cette régularité correspond a 1’échelle de régularité classique des
fonctions de classe C¥.

Commencons par introduire, pour tout k € IN U {400}, I'espace C¥,;(IR?) des fonctions de
classe C¥ sur R? de limite nulle a I'infini ainsi que toute leurs dérivées, i.e., u € C*, (R?) si et
seulement si u € C(R?) et

Va € N, |a] <k, lim 0u(x) =0.

\x\%—i—oo
On peut munir cet espace de la norme

|u|x = max sup |9%u(x)|.
|a| <k xeR4

Théoreme 5.2.1. Soient k € Net s € Rtels ques > 2 + k. Alors I'espace (H*(R%), || - ||5) est inclus,
avec injection continue, dans 'espace (CX,,(R?), | - |).

Démonstration : Nous allons utiliser la fait que la transformée de Fourier envoie contintiment
l'espace L!(IRY) dans l'espace C°, ,(R?).
Soit u € H*(R?) avec s > 4 + k. Alors 11 est mesurable et, pour tout |a| < k, (—i¢)*il €
L'(IR?). En effet, on peut écrire, pour tout ¢ € R4,

; gl 2 e < LHED? 0 e
&) = =(1+[217)21a(8)] < =(141¢1%)2[a(g)]-
i+ 2P (1+ 2P
Comme 25 — 2k > d, la fonction & — —L— est dans L?(IRY) et le membre de droite

(1+[g)?) 2
dans l'inégalité précédente est le produit de deux fonctions dans L*(IR). Il est donc dans
L'(R?) et par intégration de I'inégalité, il existe C > 0, ||(—i&)%d| lLiwey < Clfulfs.

Alors, 0*u = F~1((—ig)*) € C°((RY). Donc u € Ck,;(R?) eton a

Vi <k, [10%u]| s (ray < [[(=18) A | 2 (ray < Cllulfs.

Corollaire 5.2.2. Ona
M H(RY) € CZ(RY).
s€R
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Remarque. Il faut prendre garde au fait que ce corollaire ne signifie pas que l'intersection de
tous les H*(IR?) est inclus dans S(IRY). En effet, pour d = 1 par exemple, la fonction u : x

14}7’ de transformée de Fourier & +— e~ I¢| est bien dans tous les H*(R), mais n’est pas dans

S(R).
Remarque. Le théoréme d’injection de Sobolev n’est pas vrai pour s = % + k, il faut une
inégalité stricte. Par exemple, pour k = 0, 'espace H 2 (R?) n’est pas inclus dans L®(R?).

5.3 Dualité
Soient s € Retv € H™5(R%). Pour u € H*(R%), ona:
A()o(=8) = (14 [EF)2a(5) 1+ [g[») 20(=¢)

et ce second membre est donc le produit de deux fonctions dans L2(IRY). Donc, & + (&) (—¢)
est une fonction dans L'(R?). On peut donc appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour
obtenir

[ @961 < lull ol 64

Par conséquent, a partir de v € H~*(RR"), on peut définir la forme linéaire L, : H*(RY) — C
par
Vi B (RY), Lo(u) = (27) [ 0(@)0(-2)de = [ (&) Fo(@)de.

R R4
D’apres (5.4), cette forme linéaire est continue et on a

Lol (s (rayy < (270) 7% [0]] s
On peut donc définir une application

H(RY) — (H(R)

L: v = Ly

Théoreme 5.3.1. L'application L est linéaire, bijective et bicontinue. Elle permet d’identifier le dual de

H*(R?) a H5(RY).

Remarque. Pour s = 0 on retrouve la réflexivité de L>(IR¥) via Plancherel car pour u,v €

L2(R?) on obtient L, (1) = g4 u(x)v(x)dx.

Démonstration : Sa linéarité et sa continuité viennent d’étre vues. Voyons tout d’abord son injec-
tivité. Supposons que L, = 0. Alors pour toute ¢ € S(RY), Ly(¢) = [ (&) Fo(¢)de =
0. Comme la transformée de Fourier sur S(IR“) est bijective, on en déduit que pour toute
¢ € S(RY), [ga®(&)Fo(¢)d¢ = 0. Donc, Fv = 0 dans S’(R?) d’ot1 v = 0 car FFv = v
sur &' (IRY). D’ot1 l'injectivité de L.
Montrons la surjectivité de L. Soit T € (H*(RR?))’. Il existe C > 0 telle que

Vo € S(RT), (T, ¢)| < Cllglls.

D’autre part, T € S'(IR%) car la convergence dans S(IRY) implique celle de H*(R?). On
peut alors écrire pour toute ¢ € S’'(IR%),

’<T,§0>’ = |<.7:T,?g0>| = |{(1+ |§|2)_%.7:T, (1+ ’§|2)%?(p>|
< Cllglls < C'I|(1+ &) Fol | 2re)-
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En posant ¢(&) = (1 + |&]?)2 F¢ € S(R?), on obtient donc
vy € S(RY), [(1+ 51 2FT, )| < C'll9ll (o)

Cette inégalité montre que (1 + |- |*)~2FT est une forme linéaire continue sur S(IR¥)
muni de la forme L?. Comme S(RR¥) est dense dans L?(IR?) pour cette méme norme,
cette application linéaire continue se prolonge en une forme linéaire continue sur L?(IR%).
Donc, par le théoréme de représentation de Riesz, il existe w € L?(R?) telle que,

vy € SRY), ((L+ |- P)2FT,9) = (lw) 2(re) = / p(Q)w(8)dS = (@, ).

R4
On en déduit que (1+ |- [2)72FT = @ € L?(IRY), ce qui prouve que T € H~*(R?).
Enfin, pour toute ¢ € S (R%),

(T,¢) = (FT,F(9)) = [ 6@ FT(©)d¢ = L1(p).

Donc T = Lt sur S(R?), donc sur H*(R?) par densité. D’ot1 la surjectivité de L.
Enfin, L™! est continue par le théoréme de I'isomorphisme de Banach.

5.4 Théoréme de trace dans H*(IR%*1)

Considérons I'hyperplan de R*1, {(x,x4,1) € R¥™! | x4,1 = 0}, ot x’ désigne les d

premieres coordonnées. Nous nous intéressons a 1'opérateur trace 7y qui a une fonction rai-
sonnable (x’,x;41) — ¢(x',x4.1) associe la fonction y¢ : x' — ¢(x’,0). Cet opérateur 7 est
bien défini pour des fonctions continues, mais il n’a pas de sens a priori pour des classes de
fonctions localement intégrables, 'hyperplan étant de mesure nulle dans R, D’autre part,
il existe des fonctions de L?(R%*1) qui sont continues pour x;,; # 0 et qui tendent vers +oo
lorsque x;1 tend vers 0. Il parait alors exclu de définir la trace d"une telle fonction.
Nous allons montrer que l'on peut définir yu dés que u € H*(R?) pour s > 1. Hormis en di-
mension 1 (et dans ce cas I'hyperplan considéré est réduit au singleton nul...), une telle condi-
tion n'implique pas la continuité de u. Nous allons donc construire o par prolongement par
continuité de l'opérateur trace usuel.

Théoréme 5.4.1. Sis > %, 'application

S(le‘H) S(]Rd)

. —
v @ = (X — ¢(¥,0))

se prolonge en une application continue v de H*(R™) dans H*~2 (IR?). De plus, ce prolongement

défini une application surjective.

Démonstration : Par densité de S(IRY) dans H*(IRY), il suffit de montrer qu’il existe une constante
Cs > O telle que

VQD S S(Rd+1)r H,)/(PHH%%(IR") < CSH@HHS(]R"H)- (55)

Pour cela, considérons ¢(x') = ¢(x’,0). Ainsi

P& = [ e o, 0)av.
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Notons @(x/, g41) = [g e #18¢1¢(x’, x441)dxg41 la transformée de Fourier partielle de
@ par rapport a x;1. Ainsi, par inversion de Fourier,

1 )
¢(x', x441) = 27T/ P(x, Egpr )81 e, 4
et .
¢(x’) = E/]R(P(X/zgdﬂ)dgdﬂ-
Alors,
~ / 1 _ix/ér/ - / /
@) =50 [ [P0 Er)dgndx
- 217'(/ /d 1e_iXI€/_iXd+]€dH§0(xlf Xg41)dx'dxgy1dEayq
R JRd+
1 R
— o [ 9@ G
On en déduit

2

A

D= |0 [ 9@ Ea) U+ [P+ )31+ R + 8 0) HdEas

27T
Utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve

~

B < ﬁ /IR [9(8, Gas) P+ 18P+ 8341) A /IR (T4 8" + Caa) A,

Dans l'intégrale ne comportant pas ¢, on effectue le changement de variable ¢; 1 = (1 +
&)%) 2. Tl reste

~

1 . 1 _
D@ < 7= [ 10 Ear) PO+ P +E341) dEaa (141172 [ (14+u?)du.
4= Jr R
On remarque que la derniere intégrale converge bien par I'hypothése s > 5. On integre

alors en ¢’ pour obtenir

J PO+ < o [ i [ ] 1020 PO+ P 4 8310) AR

On a alors I'inégalité (5.5) avec C; = nZ Jr i +u2

Cette inégalité implique que + peut étre prolongée par continuité de H*(R**!) dans
H*2(R?) pour s > 1. Pour ce faire, on considere ¢; € S(R?*!) convergeant vers u

au sens de H*(R?™1). La suite y¢; est une suite de Cauchy dans H 2 (R%), qui converge
car I'espace est de Hilbert. La limite ne dépend pas de la suite ¢; choisie ; on la note yu et
cela définit le prolongement par continuité de y a H*(R¥+1).

On remarque d’apres nos calculs que 1’on peut expliciter 7y de la maniere suivante :

_ 1
Yu € HS(Rd+1), YU = fg/l (27_[ /]Rd F§d+1u(§/,§d+1)d§/> , (56)

oll on a mis en indice de la transformée de Fourier la variable concernée.
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Il nous reste a démontrer la surjectivité de ’application y que 1’on vient de construire. Soit

donc v € H"2(RY). Notons & ¢(&") la transformée de Fourier de v et définissons u,
distribution sur R**!, comme la transformée de Fourier inverse de la fonction f suivante,

1+ &N

— (F d+1 _
Ve = (€ 6m) €R™ £Q) = b

(&)

On va choisir les constantes N et ky de sorte que yu = vet u € H*(R!). On veut donc
montrer que

[ A+ ERPIA@) PG < oo 57

o | A€ En)dCais = £(E), 68)

Par définition de f, on a:

[ A+ R IF@PdE <€ [ (+ 12 PVIg(@) g’ [ (141272 MdEr. 69)

La seconde intégrale est finie des lors que 'on choisit N > 5 — %, et elle est égale, apres
changement de variable, a une constante fois (1 + |&'|2)*"2N~2. Le membre de droite de
(5.9) est donc égal a une constante fois [, (1+[¢'|*)?N|g(&")[*d¢’ dont la finitude exprime
précisément I’hypothese v € Hs2 (R%). Nous avons donc établit (5.7) sous la condition
N>35-1

D’apres I'expression de f, on a

/IR F(E, Eain)dEges = kn(1+ |2 2)Ng (&) /R (1+12) N "2dEg1.

L'intégrale de droite est égale a une constante cy 11 = Jr(@+ A?)~N ~2dA multiplié par

(1+ |¢'1?)~N. 1l suffit donc de choisir ky = 27‘[(CN+%)_1 pour avoir (5.8). Cela démontre
la surjectivité de +.
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