COURS : RDM 3™ ANNEE ST DEPARTEMENT DE GENIE CIVIL  A&. LAHMAR

Chapitre 111 : Déplacements des poutres en flexion

111.1) Théoreme de réciprocité des travaux, théoreme de réciprocité des
déplacements :

111.1.1) Travail des forces extérieures :

Soit une pourtre isostatique linéairement déformable soumise a deux forces
concentrées P4 et P, (Fig.l11.1)

a) Appliquons d’abord la charge P4, puis faisons subir a la poutre déformée la

force P,

Py
Aq4 : Déplacement dans la direction de la J{
charge P4 produit par cette méme charge. ’ ],Az: =
A,, : Déplacement dans la direction de la i : Ay T
charge P, produit par cette méme charge. |

P
Aqq et Ay, sont appelés déplacements ll Py
généraux yr

, . AN, C— =5,
A1, . Déplacement dans la direction de la § ~ "
bp T A3z

charge P, produit par la force P, .

Fig.l11.1 (1er mode de sollicitation)

> Le travail de la force P4 sur son déplacement A4, produit par cette méme
force est :

P1Ay (111.1)

> Le travail de la force P, sur son propre déplacement A,, est :

P,A
W,, = 2822 (111.2)

> Le travail auxiliaire de la force P, sur le déplacement A4, dd a la force P,
est :

Wy, = P,A;, (111.3)
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Le travail total réalisé par les forces extérieures suivant le 1" mode de sollicitation
est:

Wy = Wi + Wy + Wi,

b) Chargeons maintenant la poutre dans une autre succession : appliquons
d’abord la force P,, puis la force P4 (Figlll.2)

P,A P,
D,O]:l: WZZ = 2222 (|”4) | l
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Fig.111.1 (2°™ mode de sollicitation)

Le travail total en 2¢™ mode de sollicitation est :

Wi =Wy + Wiy + Wy

Toutefois, le travail des forces ne dépend pas de I’ordre de leur application, par
conséquent W, = W,
D’Oﬁ W12 = WZl ou

PiA1,= P05, (|“.7)

D’ou le théoréme de réciprocité des travaux ou théoreme de Betti, savant italien.

« Le travail produit par une force P; pour un déplacement dii a ['application d 'une
force P, est égal au travail produit par la force la force P, pour un déplacement
dii a ’application de la force P;.»
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111.1.1) Travail des forces intérieures :
D’une fagon analogue, on peut démontrer la réciprocité du travail des forces
intérieures

\

W1i2 = W2i1
Y\ dvs
L ; M My F
Le travail virtuel, par exemple W3, d’un ( w
élément de poutre de longueur dz vaut en —
valeur absolue (Fig.I11.3) ot x| dx
awyi, = Mydv, (111.8) Fig.111.3
: d 1 M M,d
D’aprés le dessin dv, = 2 mais —=—2, Donc, dv, = == ad en
P2 P2 El EI

remplacant cette derniere expression dans 1’équation (I11.8) on obtient :

AWl = M;M,dz
12 — E]
Le travail virtuel W, pour toute la poutre de longueur [ est :

Wi, = f;M# dz (111.9)

Ou M, et M, sont les valeurs courantes des moments fléchissant en premier état
(premiere succession d’application des forces) et en deuxieme ¢€tats (deuxieme
succession d’application des forces).

Remarqgue : Portons notre attention sur le fait que dans cette formule, tout comme
dans celle du travail virtuel des forces exterieures, le facteur %2 ne figure pas.

D’une facon analogue, on peut montrer que le travail des forces intérieures en
deuxiéme état sur les déplacements produits par les forces intérieures du premier
état peut se calculer d’apres la formule :

Wi = [[%22dx (111.10)

-
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En comparant les expressions (111.9) et (111.10), on voit qu’en effet Wi, = W,

puisque
lelMZ dx = flMZMl dx
o EI . EI

Ceci démontre la réciprocité du travail virtuel des forces intérieures.

En utilisant la loi de conservation de 1’énergie, on peut montrer que le travail
supplémentaire des forces extérieures est égal en valeur absolue au travail
supplémentaire des forces intérieures : Wy, = W, .

En effet, lorsque le systeme est soumis a la force P, , les forces extérieures
effectuent le travail :

_ P1Aqq
11 — 2
o : i 1 (L M?
Et les forces intérieures, le travail : Wi = —3Jo Edz

En vertu de la loi de la conservation de 1’énergie, on a :
1

e -2 [
2 T Ty ) B

Pour la sollicitation ultérieure du systéme par la force F, , on a, d’une fagon
analogue, I’égalité :

D’autre part, lorsque le systéme subit la force F, le travail complémentaire réalisé
par la force Fq est :
Wi, = FiAq,

Et par les forces intérieures :

Wi = flMlMZ dx
12 o EI

En vertu de la loi de la conservation de 1’énergie, le travail W, doit étre égal
au travail Wi, :

Wy, = WY, ; d’une fagon analogue W,,; = W} (1.11)
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Ce qui vient d’étre dit implique également

Wi =Wy = W1i2 = Wzil (111.12)

Remarque : ces relations seront utilisées par la suite pour justifier la méthode
générale de la détermination des déplacements.

Le théoréme de la réciprocité des travaux conduit en tant qu’un cas particulier a
un autre théoreme important, celui de la réciprocité des déplacements (théoreme de
Maxwell).

En adoptant P; = P, = 1, on obtient d’apres la formule (II1.7) a partir du
théoreme de Betti
612 == 621 (|||13)

Ici les déplacements produits par les forces €gales a 1’unité (forces unitaires) sont
notés 611 &, ,€tc., aulieu Ay , Ag, , etc., adoptes pour la notation des
déplacements produits par des forces quelconques.

Théoreme de Maxwell :

« Le déplacement du point d’application d’une force unitaire dans le sens de sa
direction, provoque par une deuxieme force unitaire, est égal au déeplacement du
point d’application de la deuxieme force unitaire dans le sens de la direction de
celui-ci, résultant de I’action de la premiere force unitaire. »
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111.2) détermination des déplacements par la méthode de Mohr. Régle de
vérechtchaguine :

Examinons maintenant la méthode générale de détermination des déplacements
pour tout systeme déformé linéairement sous une charge quelconque. Cette
méthode est proposée par le savant éminent Mohr.

Supposons, par exemple, qu’il soit nécessaire de calculer le déplacement vertical
du point B de la poutre représentée sur la figure(l11.4.a). Notons par C I’état de
sollicitation. Choisissons un état auxiliaire de la méme poutre a force unitaire
(adimensionnelle) appliquée au point B dans la direction du déplacement cherché.
Désignons par 1 1’état auxiliaire (fig.I11.4.b).

Calculons le travail des forces extérieures et intérieures de 1’état auxiliaire sur les
déplacements résultants de 1’action des forces de I’¢tat de sollicitation.

Le travail des forces extérieures est égal au produit de la force unitaire par le
déplacement cherche yp :

a) F q
Wic = 17p » IR
et le travail des forces intérieures, a 75;,\“‘“?\3,3—-'—"’ T
’intégrale | : Etat C : Etat de sollicitation
|
l
. . MM
Wi, = Wi, = f 2*1 ¢ dx » l’
0 ¢
. 97 L7 - A 4
Mais, en vertu de I’¢galité (I11.12), on a Etat 1 Etat secondaire
Wic = Wic ou Figl11.4
l
MM, (111.14)
VB fo El x
Remarques :

> L’intégrale (I11.4) est appelée I’intégrale de Mohr qui permet de calculer le
déplacement en un point quelconque d’un systéme déformé linéairement.

> Le produit M, M est positif si les deux moments fléchissant sont de méme
signe, et negatif si M, et M. ont des signes différents.

» Siau lieu d’un déplacement, on devait calculer la rotation au point B, il
faudrait appliquer a I’état 1 un moment égal a 1’unité (adimensionnel).

0 flMch d (111.15)
B), EI

-
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Dans le cas général, I’expression analytique de M, et M peut différer suivant les

trongons différents de la poutre. C’est pourquoi au lieu des équations (111.14) et
(111.15), on utilise des formules plus générales.

fZMCMl *  (11.16)
JZMch X (111.17)

Exemple d’application : déterminer le déplacement et la rotation au point
d’application de la P (point A).

P

L’expression du moment dd a la charge :
M.(x) =—P.x l
A

NN

A
y

L’expression du moment dd a la force :

unitaire : l1

M;(x) =—-1.x %

L’expression du moment du au moment 1

unitaire : ﬁ r
/ J

M;(x) =—-1

Fig.111.5

l

_lec(x)Ml(x)d _jl(—Px)(—x)d _j‘l(PxZ)d _pPx*| PP

YAz ) T EI =T Er YT ), TEr Y T 3EI| T 3EI
0

. _leC(x)Ml(x)d _Jl(—Px)(—l)d _j‘l(Px)d _Px?|t PP

AT ) TE T, B T ) BT T 2EI|, 2EI
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111.3) Méthode de multiplication des diagrammes (régle de Vérechtchaguine) :
Le calcul de I’intégrale de Mohr peut étre remplacé par le mode graho-analytique

ou la méthode de multiplication des diagrammes, ou encore la régle de
Vérechtchaguine.

Considérons deux diagrammes des moments fléchissants, dont 1’un, celui de M,
est d’un contour arbitraire, alors que I’autre, celui de M, est rectiligne (Fig.111.6).

|/ é\-dAc {‘

A Z F B
| tdx
+~|——-<—

Y

| @
a
0 L_-————_/"‘ M, Micoe
- |
\.

e
-
—

Xc

1]

Fig.111.6

Admettons que la section de la barre du trongon AB soit constante.

Dans ce cas,

—jBMCMld = 1JBMMd 111.18

La grandeur M dx est I’aire élémentaire dA, du diagramme de M (hachurée sur
la figure). Ainsi,

B B
j Mchdx ES j MldAC (Illllg)
A A

Mais M; = x tga ; d’ou, ff M dA, = tgaffx dA, (111.20)

ffx dA, : est le moment statique du diagramme de M. par rapport a un
certain axe y passant par le pointo et égal a Acxc .
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[ x dA;=Acxc  (111.21)
Avec A : I’aire du diagramme des moments ;
xc . la distance entre ’axe Y et le centre de gravité du diagramme de M.

En remplagant 1’équation (I11.21) dans 1’équation (I11.20), on obtient
[ MydA, = tga. Ac.xc  (111.22)
La figure (I11.6) montre que : x.tga = M cpe

oU Mcpg : est ’ordonnées du diagramme de M4 sous le centre de gravité du
diagramme de M (sous le point C).

d’ ou I’équation (II1.22) devient :

B
j MldAC B AC MlCDG (“|23)
A

En remplagant cette équation dans 1’¢équation (I11.19) et le résultat dans I’équation
(111.18), on obtient la formule de Vérechtchaguine :

_ AcMicpg (111.24)

Y El

La régle de Vérechtchaguine remplace donc, I’intégrale de Mohr par le produit
de I’aire du diagramme M par I’ordonnée du diagramme rectiligne de M4 Sous
son centre de gravité.

Remarque:

> on admet que la quantité A.M, p; est positive si les deux diagrammes
reposent du méme cOté de la barre, et négative s’ils se trouvent des cotés
differents

> Le résultat positif de la multiplication des diagrammes signifie que la
direction du déplacement coincide avec la direction de la force (ou du
moment) unitaire.

» 1l faut retenir qu’il est de rigueur que le diagramme ou est prise I’ordonnée
M, cp¢ doit étre rectiligne.
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> Pour les barres de sections variables, la régle Vérechtchaguine de la
multiplication des diagrammes est inapplicable du que EI ne peut déja plus
étre sortie du signe d’intégration. Il faut alors exprimer la quantité EI
comme fonction de 1’abscisse de la section et calculer I’intégrale de Mohr.
> Pour accélérer les calculs, on peut utiliser les tableaux pout préts des
produits des diagrammes des tableaux.

Exemple d’application : déterminer le déplacement et la rotation au point
d’application de la force P (point A).

>4 T

o
A

o~
A 4

pl.l 2
_ACMlCDG _ 2 §l pl?
El El 3EI
lZ
0 AcMicpe pT 1 _ PI?
~ EI  EI  2EI

oL

Fig.111.7

-
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111.4) Méthode énergétique de calcul des déplacements : « Théoreme de
Gastigliano » :

On suppose que :

> Les déplacements sont élastiques « loi de Hooke applicable »
> Les forces sont appliquées statiqguement

L’expression générale de I’énergie potentielle d’une barre est :

d +f —dx (Voir cours RDM1)

fO 2GIp 0 2EI, 0 2EI,

Théoreme de Gastigliano (Ingénieur Italien 1847-1884) : la dérivée partielle de
[’énergie potentielle d'un systeme par rapport a la force est égale au deplacement
du point d’application de la force dans la direction de cette force.

» Pour déterminer par exemple le déplacement au point d’application de la force
P;, on dérive I’énergie potentielle de flexion par rapport a la force P;.

U9 le(x)Zd
M =9p, T op ), 2E1

_le(x) M) |
"= TEr e

» Pour déterminer la rotation au point d’application du moment concentré de
flexion M; , on dérive 1’énergie potentielle de flexion par rapport au moment
concentrée M,

91 = dx

ou 0 le(x)z
oM, oM, ), 2EI

, _le(x)aM(x)d
V=) TEr oMy

3
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Exemple _d’application : A 1’aide du théoréme de Gastigliano, déterminer le
déplacement et la rotation au point d’application de la force P (point A).

Calcul du déplacement au point A :

M(x) = —Px =
oM (x) _ ;1 l
0P / l A
fl MG M) | - .
ya = x
o EI 0P Fig.111.8
[N (=Px)(—x) p JlPx2 G = Px3| _ PP
Ya= ) T Er )BT T 3EI| T 3EI

Calcul de la rotation au point A :

Au point A le moment concentré n’existe pas. Pour appliquer cette méthode, on
suppose un moment concentré fictif au point A, qu’on annulera aprés calcul.

M(x)=—-Px—M

OM(x) _ ;) P
oM y —> M
LM (x) M (%) / A
A jo El oM a >
Fig.111.9
. _fl(—Px—M)(—l)d flPx+Md _ Px*+Mx| PP Vo
A=) EI Yo TE T T 2Er | T 2E YT T

E



