Chapitre 2

Elasticité linéaire anisotrope

2.1 Introduction

Les champs des déformations et des contraintes dans un milieu sont liées par des lois appe-
lées ’lois de comportement’, caractérisant le comportement mécanique du milieu. Ces lois sont
décrites par des axiomes qui permettent de rendre compte au mieux des phénoménes observés.
Nous allons étudié dans ce chapitre, la fameuse loi de comportement régie par les relations
contraintes - déformations pour les matériaux anisotropes. Les tenseurs de rigidité et de
souplesse, qui en découlent, seront établis pour les différents cas d’anisotropie, sous forme sym-

bolique. La forme explicite de toutes ces relations sera traitée dans le chapitre tois.

2.2 Relations contraintes - déformations pour les maté-
riaux anisotrope

La loi de comportement régissant une traction simple sur une barre homogéne isotrope

s’écrit :

e=S0 — o appliquée
oubien o=C.e — € appliquée
€ et o sont, respectivement, la déformation et la contrainte ; C' est une rigidité ou constante

élastique et S une fléxibilité ou coefficient de souplesse.

Par la loi de Hook, on cherche a généraliser ces expressions pour avoir :
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055 = fijrt (€xt) (2.1)
La fonction f peut étre linéaire ou non linéaire. L’expérience montre que de nombreux

milieux élastiques déformables ont, pour une température donnée, un comportement élastique

linéaire. Pour un milieu linéaire et élastique, 1’éqaution2.1 s’écrit :

0ij = Cijil €1l

(2.2)
et €5 = Sk on
Avec :
— Cjjp : Tensur de rigidité, d’ordre 4;
— Siji : Tensur de souplesse, d’ordre 4;
Sous forme matricielle, les relations contraintes -déformations s’écrivent :
( 3\ r T ( 3\
o11 Cun Crz Cusz Ciizs Cusr Crie Cusze Cins Crian €11
022 Cootr Cazan Caazz Cogaz Cozzi Caora Cozze Cozz Chaom €22
033 - - —— = == == == == == €33
023 - = = == == == == == == €23
o3 (= | — — = = = == == == == €31
012 - = == == == == == == == €12
032 - = == == == == == == == €32
013 - = = == == == == == == €13
O21 | | Coinn Cone Caizs Corzs Coazr Conz Carze Cons Coin | | €
(2.3)

Sachant que,
oij =05 =  Ciu = Cjin
€l =€k = Sijkl = Sijik
La relation 2.3 comporte six contraintes et six déformations indépendantes, et donc la matrice
de rigidité est de dimension 6 x 6.

La loi de Hook généralisée reliant les contraintes aux déformations peut s’écrire sous la

forme contractée suivante :

O-i:Oijej Z,j:17 ,6 (24)
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Ou les o0, représentent les composantes de contraintes, ¢; les composantes de déformation,
et C;; la matrice de rigidité. Cette notaion contractée est comparée a la notation tensorielle
usuelle dans le tableau 2.1 dans les situations ol les tenseurs de contraintes et de déformations

sont symétriques (situation correspondant aussi a ’absence des forces de volume).

Contraintes Déformations

Notation tensorielle Notation contractée Notation tensorielle Notation contractée

o1 01 €11 €1
022 02 €22 €9
033 03 €33 €3
To3 = 0923 o Vo3 = 2€23 €4
T31 = 031 05 Y31 = 2€31 €5
Ti2 = 012 T6 Y12 = 2€12 €6

TABLE 2.1 — Notation tensorielle et notation contractée pour les contraintes et les déformations

En vertu du tableau 2.1, les déformations sous forme contractée sont définies par :

_ u _ _ ow
" auax dw ’ away du 63 auaz v (2.5)
Y23 =9, 8, V=5 Ta M2=5 ta

Ot u, v et w sont les déplacements dans les directions x, y et z.
Dans I'équation 2.4, la matrice de rigidité, C;; possede 36 constantes élastiques. Tandis que,
le nombre de constantes actuellement indépendantes, dans le domaine élastique, s’avere moins
de 36 et ce en considérant le concept de I’énergie de déformation. Les matériaux élastiques
pour lesquels une énergie potentielle ou une densité d’énergie de déformation existe, posséde

un invgrément de travail par unité de volume qui s’exprime par :

Avec, pour rappel, o; agissant le long des de;. En se servant de la relation 2.4, I'incrément

de travail sera :

dW = CijEjdEi (27)
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Par intégration pour toutes les déformations, le travail par unité de volume s’écrit :
1
W = Ecijeiﬁj (28)

En outre, la loi de Hook, equation 2.4, peut étre dérivée de ’équation 2.8 :

ow
86- = CijEj (29)
et par suite,
oPW
V€
D’une fagon similaire, on peut écrire :
oPW
=C5 2.11
8@-8@ J ( )

L’ordre de différentiation étant indifférent, on obtient :

Ci; = Cy; (2.12)

Alinsi, la matrice de rigidité est symétrique et par conséquent seulement 21 des constantes sont
indépendants.

De la méme maniére, on peut prouver que :

1
W = 551‘]'0'@‘0']' (213)

Avec, §;; la matrice de souplesse définie par 'inverse de la relation contraintes - déformations.

La relation déformations - contraintes suivante :

€ = SijUj i,j=1,---.,6 (2-14)

Un raisonnement analogue a celui des paragraphes précédents, conduit a la conclusion sui-

vante :

Dans laquelle la matrice de souplesse admet aussi 21 constantes indépendantes. Notons,

qu’a ce moment, pour définir les souplesses et les rigidités on utilise une notation symbolique

12



Chapitre 2 : Elasticité linéaire anisotrope

d’usage. Les composantes de rigidité et de souplesse sont communément considérées comme
constantes élastiques.
Avec cette derniére réduction de 36 a 21 constantes indépendantes, les relations contraintes

déformations s’écrivent :

( 01 \ Cu Cr Ciz Cu Ci5 Cig ( €1 \
02 Ciz Cy Coz Coy Cys Cog €2
03 _ Ciz Coz Cs3 O3y O35 Csg €3 (2.16)
T23 Cu Cou Cyy Cu Cui Cu Y23
T31 Cis Cys Cs5 Cys Css Csg V31
[ T2 i Cis Co Cs6 Cus Cse Ceo 1 N2

Actuellement, les relations résultants de I’équation 2.16 caractérisent ’anisotropie compléte
du matériau, c’est - a - dire que dans ces conditions il n’existe aucun plan de symétrie matérielle.
Il s’agit du cas général anisotrope ot les matrices de rigidité [C] et de souplesse [S] possédent

21 constantes indépendantes. Le matériau est dit triclinique.

2.2.1 Symétrie du matériau

Les matériaux composites possédent une architecture interne de symétrie donnée, celle - ci
se retouve dans les propriétés élastiques du matériau. La considération de la symétrie matérielle
affecte directement la nature de la matrice de rigidité, et donc de souplesse, et ce en dimunuant
le nombre de constantes élastiques indépendantes. Ce - ci a permis de ressortir différents cas

de matériaux composites.

Principe : La matrice de rigidité doit conserver les mémes valeurs des coéfficients C;; pour
une rotation de 7 a travers le plan de symétrie considéré. D’aprés la théorie de transformation

- , - . e, / 2
des tenseurs, expliquée en annexe A section A.1.1, le tenseur de rigité C;; sera donné par :

' =T,CT" (2.17)

Avec T,, la matrice de changement de base du tenseur des contraintes. De la méme facon, on

écrit pour le tenseur de souplesse :
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S =T.5T" (2.18)

T, étant la matrice de changement de base du tenseur des déformations.

a- Matériau monoclinique

On démontre que 'existance d’un plan de symétrie, par exemple le plan z = 0, réduit les

relations contraintes déformations & :

( 01 ‘ | Cn Cip Ciz 0 0 Ci 1 €1 \
P Criza Cop Co3 0 0 Co €2
03 _ Ciz Cy Cs3 0 0 Cs €3 { (2.19)
To3 0 0 0 Cyu Ci5 0 V23
731 0 0 0 (i Cs5 0 V31
| T2 | Cis Cos Css 0 0 Ces | | M2

Avec 13 constantes élastiques indépendantes, un tel matériau est dit monoclinique.

b- Matériau orthotrope

Le solide orthotrope posséde 3 plans de symétrie orthogonaux. Les normales a ces plans

sont les directions principales 1, 2 et 3, appelées ausi directions ou axes d’orthotropie.

LA LA

/

1
FIGURE 2.1 — Schématisation d’un matériau orthotrope
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Dans les directions principales, la relation contraintes - déformations s’écrit :

3\ B T ( )
01 Cin Cho C13 0 0 0 €1
02 Cia Cp Ca 0 0 0 €2
\ Cis Cs C! 0 0 0 :
g3 _ 13 23 33 €3 (2'20)
T23 0 0 O C44 O 0 Y23
731 0 0 0 0 055 0 Y31
L T12 i 0 0 0 0 0 066 I\ Y12 )

Dans ces conditions, le matériau est dit orthotrope. IL posséde 9 constantes élastiques
indépendantes.
Notons que d’aprés 'équation 2.19 il n’y a pas de couplage contraintes normales o4, 09, 03 et
les déformations de glissement ou distortions 73, 31, Y12 comme c’est le cas pour les matériaux
completement anisotropes (par la présence, par exemple du coefficient C14). Il en va de méme
pour les contraintes de cisaillement et les déformations normales dans les différents plans.

Remarques :

— une contrainte uniaxiale ne provoquera ni cisaillement ni torsion si elle est appliquée
suivant une direction de symétrie;
— un cisaillement ne provoquera ni allongement ni torsion s’il est appliqué dans un plan de

symeétrie.

c- Matériau isotrope transverse

Le matériau orthotrope présente en plus, un axe de révolution, c’est - a - dire dans 1'un
des plans de symétrie, les propriétés élastiques sont indépendantes de 'orientation considérée.
Le matériau est dit orthotrope de révolution ou isotrope transverse. Si par exemple, le plan
1 — 2 est le plan d’isotropie, dans les coefficeints de rigidité les indices 1, 2 seront interchan-
geables. la relation contraintes - déformations met en évidence seulement 5 constantes élastiques

indépendantes (équation 2.21).
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4 ) B 9 ¢ 3\
01 Cn Cip Ciz3 0 0 0 €1
02 Ci2 Ciy C13 0 0 0 €2
o Cis Ci3 C 0 0 0 €
3 _ 13 13 33 < 3 (2'21)
T23 0 0 0 044 0 0 Y23
731 0 0 0 0 044 0 Y31
L T12 J i 0 0 0 0 0 (CH — 012) /2 1 Y12 J

d- Matériau isotrope

Dans ces conditions, une infinité de plans de symétrie matérielle se présente. les relations
précédentes se simplifient au cas du matériau zsotrope avec seulement 2 constantes élastiques

indépendantes dans la matrice de rigidité (équation 2.22).

3\ B T 3\
01 Cii Ci2 Cio 0 0 0 €1
o) Cia Ci Cho 0 0 0 €2
03 o Cip Cip Ci 0 0 0 €3
T23 0 0 0 (CH — 012) /2 0 0 Y23
731 0 0 0 0 (011 — 012) /2 0 Y31

| 712 00 0 0 0 (Ci1 — Cha) /2 ] M2

(2.22)

On conclu que les relations inverses, c’est - & - dire déformations - contraintes pour les cinq

cas de symétrie matérielle sont représentées dans les équations 2.23, 2.24, 2.25, 2.26 et 2.27.

Anisotrope (21 constantes indépendantes)

( €1 \ Su Siz Sz S S5 Sie ( 01
€2 Sz Saz Saz Sas Sas Sae 02
€3 _ S13 S23 S33 Sz Sz Sse 03 (2.23)
723 Sia Soq S34 Sia Sis Sae 723
V31 S5 Sas S35 Sas Sss Sse 731
[ 12 i Si6 Sa6 S36 Sie Ss6 See | T2 )
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Monoclique (13 constantes indépendantes)

(symétrie autour de z =0)

Orthotrope (9 constantes indépendantes)
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Y12
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Isotrope transverse (5 constantes indépendantes)

(Plan de symétrie 1-2)
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Isotrope (2 constantes indépendantes)

o

17

o O o O

Sia
0
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S 0
Ss5 0
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0 0
0 0
0 0
0 0
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0
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T12
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T12

01
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T23
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T12

(2.24)
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€1 \ [ St Sz Sia 0 0 0 1 ( 01 \

€2 S12 S11 Sia 0 0 0 02

€3 _ S S12 S 0 0 0 o3 (2.27)
Y23 0 0 0 2(S11 — Si2) 0 0 To3

Y31 0 0 0 0 2(S11 — S12) 0 T31

gty i 0 0 0 0 0 2(S11 — Sh2) IRty
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