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Chapitre 1

Rappels de théorie de I'intégration

1.1 Mesure de Lebesgue sur R?

Quelles sont les propriétés fondamentales que partagent la longueur d’une partie de R,
l'aire d’une partie de R?, le volume d’une partie de IR? et plus généralement le volume d’une
partie de RY ? Peut-on donner un sens au volume de toute partie de RY ? On attend d’une notion
de longueur, d’aire et de volume d’avoir en commun la positivité et la propriété d’additivité
qui est que, si deux parties A et B de R? sont disjointes, le volume de leur réunion est égal
a la somme de leurs volumes : vol(A U B) = vol(A) + vol(B) lorsque AN B = @. Une autre
propriété attendue du volume est I'invariance par translation. Si x € R et A est une partie
de RY, vol(x + A) = vol(A). Au début du XX¢ siecle, Emile Borel introduit une idée cl¢, celle
qu’une notion de volume doit vérifier une propriété plus forte, I’additivité dénombrable, pour
pouvoir s'intégrer utilement dans les théories modernes d’analyse. Une <« bonne > notion de
volume devra donc vérifier que, pour toute famille dénombrable (A,),cN de parties de RY
deux a deux disjointes,

vol | |J Ap | =) vol(4,).

peN peN

Mais, une telle notion de volume qui associerait a toute partie de R? un réel positif vérifiant
I’additivité dénombrable et I'invariance par translation n’existe pas. C’est Henri Lebesgue qui
en 1902 sera le premier a construire un exemple de mesure sur R qui soit dénombrablement
additive et invariante par translation. Cette mesure correspond a la notion de volume re-
cherchée. Pour cela, Lebesgue introduit la notion de mesure extérieure qui approche <« par au-
dessus > la mesure de toute partie de IR. Puis il définit les parties de R qui seront suffisament
peu irrégulieres pour que l'on puisse leur associer une mesure. Ce sont les parties Lebesgue-
mesurables de R.

1.1.1 Ensembles mesurables et mesure de Lebesgue

Nous commencons par définir les pavés de R? et leur volume. Un pavé P dans R? est un
produit cartésien de d intervalles de R bornés (ouverts, fermés, semi-ouverts ou semi-fermés)

P = (al,bl) X oo X (ad,bd),

ou a; < b; sont des nombres réels, j = 1,...,d. Pour un tel sous-ensemble de RY, la notion
naturelle de volume associée est le produit des longueurs des cotés. On appelle volume d’un
pavé P le réel positif noté |P| défini par

|P| = (b1 —a1) -+ (bg —aq).

3



Chapitre 1. Rappels de théorie de 'intégration

Une union de pavés est dite quasi disjointe si les intérieurs des pavés de 1'union sont disjoints.
Enfin, un cube est un pavé pour lequel by —a; = --- = by — a4. L'intérét de ces cubes et pavés
provient du fait qu’ils approchent bien les ouverts de IR“.

Proposition 1.1.1. Tout ouvert O de R? peut s'’écrire comme union dénombrable de cubes quasi dis-
joints.

Pour définir le volume d"une partie plus compliquée qu'un pavé, nous commencgons par construire
une fonction qui a toute partie de R¥ associe un volume qui généralise le volume des pavés.
L’idée est d’approcher « par au-dessus > tout sous-ensemble de IR? par des cubes. Soit E une
partie de R?. On appelle mesure extérieure de E le réel positif défini par

AS(E) = inf Ci||Vi>1, Cjestun cube ferméetE C | |C; ;.
d il | V] j j
ot

] j=1

Pour les parties simples comme l'ensemble vide, un point ou un cube, la mesure extérieure
correspond bien a notre idée intuitive de volume. La mesure extérieure de IR est infinie.
Toutefois, la mesure extérieure ne vérifie pas I’additivité dénombrable voulue pour définir une
bonne notion de volume. Nous avons seulement I'inégalité suivante : si E = J;2; Ej, alors

On a tout de méme que si E = E; U E; avec d(Ey, Ez) > 0, alors A% (E) = A%(Er) + Aj(E2).
Malgré ces deux propriétés, on ne peut pas conclure en général que, si E; U E; est une union
disjointe de sous-ensembles de R?, A’(E; U E2) = A%(Eq) + A5(Ez). Cette égalité n’aura lieu
que pour des ensembles qui ne sont pas trop pathologiques, les ensembles mesurables.

Définition 1.1.2. Un sous-ensemble E C R® est dit Lebesgue-mesurable, ou plus simplement mesu-
rable, si pour tout ¢ > 0 il existe un ouvert O contenant E tel que

A5(O\E) < e.

On a alors que tout ouvert de R? est mesurable, qu'une union dénombrable d’ensembles me-
surables est mesurable et que le complémentaire d'un ensemble mesurable est mesurable.

Nous pouvons maintenant définir la notion de mesure pour un ensemble mesurable. Si E C
R est mesurable, on définit sa mesure de Lebesgue par A;(E) = A’(E). Alors, la mesure de
Lebesgue vérifie bien la propriété d’additivité dénombrable.

Soit (E;)j>1 une famille dénombrable d’ensembles mesurables et disjoints dans R. Alors leur
réunion E = {J2; E; est mesurable et

On a aussi l'invariance par translation : si E un ensemble mesurable de R4, alors pour tout
x € R% letranslaté x + E = {x +y | y € E} est mesurable et A;(x + E) = A4(E).

On note souvent aussi la mesure de Lebesgue par le symbole dx au lieu de A,.
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1.1 Mesure de Lebesgue sur R4

1.1.2 Espaces mesurés et applications mesurables

On généralise la notion de mesure & un ensemble quelconque en demandant a ce que les prin-
cipales propriétés de stabilité des ensembles mesurables et de la mesure de Lebesgue soient
conservées.

Définition 1.1.3. Soit X un ensemble. Une tribu sur X est un sous-ensemble M de P(X) qui vérifie
les conditions suivantes :

1. XeM;
2. si A € M, son complémentaire A est dans M ;

3. si (Ap)nen est une suite d'éléments de M, UyenAy € M.

Les éléments de M sont appelés ensembles mesurables. Un espace mesurable est un couple (X, M) oit
X est un ensemble et M une tribu sur X.

Exemple 1.1.4. (Tribu de Lebesgue sur R?). L'ensemble des parties de R Lebesgue-mesurables forme
une tribu sur R? que nous noterons Mr (RY).

Exemple 1.1.5. On appelle tribu borélienne de RY la tribu B(R?) engendrée par les ouverts de R?,
c’est-a-dire, la plus petite tribu de R contenant tous les ouverts de R (pour la topologie usuelle).

Une mesure est une fonction définie sur une tribu, a valeurs positives, vérifiant une condition
d’additivité dénombrable. Nous axiomatisons donc la propriété de o-additivité obtenue pour
la mesure de Lebesgue sur R”.

Définition 1.1.6. Soit (X, M) un espace mesurable. Une mesure sur (X, M) est une application de
M dans [0, +o0], telle que u(@) = 0et, si (An)nen est une suite de parties mesurables deux a deux
disjointes,

(U An) = T #(Aw), (0-additivite).
nelN nelN

Si y est une mesure sur (X, M), le triplet (X, M, u) est appelé un espace mesuré.
Exemple 1.1.7. La mesure de Lebesgue est une mesure sur (RY, My (R?)).

Exemple 1.1.8. Les mesures a poids, de la forme du(x) = h(x)dx avec h > 0 et qui vérifient :

V' f mesurable, /Rdf(x)dy(x) = IRdf(x)h(x)dx.

Exemple 1.1.9. Les mesures discretes notées dy =} a;0,, et qui vérifient :

V' f mesurable, /Rd fx)du(x) =Y _aif(a;).

Définition 1.1.10. On appelle mesure de Radon positive sur un ouvert Q de RY une mesure positive
sur la tribu borélienne B(QY) qui est finie sur les compacts :

VK C Q compact, u(K) < +oo.

On appelle mesure de Radon tout combinaison linéaire yy — po +1i(p3 — pa) oil les pj sont des mesures
de Radon positives.

Les trois exemples précédents sont des mesures de Radon positives.

Concluons par un point de terminologie.

Théorie des Distributions page 5



Chapitre 1. Rappels de théorie de 'intégration

Définition 1.1.11. Soit (X, M, i) un espace mesuré et soit P une propriété définie sur X. On dit que
P est vraie p-presque partout si elle est vraie hors d'un ensemble mesurable de mesure nulle. On écrit
aussi P vraie yu-pp. On dit encore que P est vraie pour y-presque tout x dans X.

On termine par la notion de mesurabilité d"une application entre espaces mesurables qui est
analogue a celle de la continuité d"une application entre espaces topologiques et utilise la no-
tion d’image réciproque.

Définition 1.1.12. Soient (X, M) et (Y, N') deux espaces mesurables. Une application f de X dans
Y est dite mesurable lorsque, pour tout ensemble mesurable N € N, son image réciproque f~1(N) est
mesurable, ¢’est-a-dire que f~'(N) C M.

Exemple 1.1.13. (Fonctions caractéristiques). On considere un espace mesurable (X, M) et on mu-
nit R de sa tribu borélienne. Pour une partie A de X, la fonction caractéristique 14 est mesurable si
et seulement si A est mesurable.

1.2 Intégrale de Lebesgue sur R*

1.2.1 Construction de l'intégrale de Lebesgue

On commence par définir 'intégrale de Lebesgue d’une fonction positive. On appelle fonction
étagée toute combinaison linéaire finie d’indicatrices d’ensembles mesurables :

m
Q= Z‘leAj' aj € R, A]- C RR? et mesurable.
j=1

On appelle intégrale de ¢ sur R? la quantité, notée [, pd),, définie par
m
/]Rd god)\d = Zlﬂc])td(A]) S [0, +00]
]:

Pour définir I'intégrale d’une fonction mesurable f : R? — [0, +oc0], on utilise un procédé
d’approximation : on cherche a écrire f sous la forme f = lim,_, . ¢, avec @, : RY — [0, +-o00]
étagée et mesurable pour tout n € IN et on pose ensuite [ps fdAg = lim, oo [Ra @n-

Proposition 1.2.1. Soit f : R? — [0, 4-oc0] une fonction mesurable. Alors il existe une suite (¢, :
R? — [0, +00]) nen de fonctions étagées mesurables telles que
1. 0 < @y < @ui1 < f pourtout n € IN;
2. la suite (¢n)neN converge simplement vers f.
De plus, si f est bornée sur A C X, la suite (¢, )neN converge uniformément vers f sur A.
On peut alors définir 'intégrale d"une fonction mesurable f : R? — [0, +oo] de la fagon sui-

vante. Soit f : RY — [0, +c0] une fonction mesurable. On appelle intégrale de f la quantité,
notée [, fdA4, définie par

/IRd fdAy = sup {/}Rd @d)\y : @ :R? — [0, +-c0[ mesurable étagée et telle que ¢ < f} € [0, +oo].

Si A C RY est une partie mesurable, on pose [, fdAs = [ f1adA4.
Nous pouvons maintenant étendre la définition de I'intégrabilité aux fonctions a valeurs réelles
ou complexes (et ensuite a valeurs dans R? ou C?).

page 6 Théorie des Distributions



1.2 Intégrale de Lebesgue sur R4

Soitf : R? — R une application mesurable. Notons f, et f_ les applications

f+ = max(f,0) et f- = max(—f,0).

Les applications f; et f_ sont mesurables, car f l’est, et sont a valeurs dans [0, +oo[. On a alors
les relations

f=fe—f-etlfl=fi+ [

N

Définition 1.2.2 (Fonction intégrable a valeurs réelles). Une fonction f : R? — R est dite
intégrable par rapport 4 la mesure Ay, ou simplement intégrable, si f est mesurable et si [p, | f|ldAg <
+00. Dans ce cas, on appelle intégrale de f sur R? le nombre réel, noté [, fdA 4, défini par

[fonae [ v [

On note L1 (IR?) I'ensemble des fonctions intégrables a valeurs réelles.

Pour une fonction a valeurs complexes, son intégrale est tout simplement la somme de l'intégrale
de sa partie réelle et de i fois I'intégrale de sa partie imaginaire.

1.2.2 Théoreme de convergence dominée

Nous présentons le théoreme de convergence dominée ou TCD en abrégé. Ce théoreme affirme
que f limy 40 fn = limy— 400 f fn lorsque (fy)nen est une suite simplement convergente de
fonctions intégrables dominée par une fonction positive intégrable ¢ au sens suivant: |f,| < g
pour tout n. Le fait qu’il suffise d’avoir une convergence simple de la suite (f,),en vers f estun
grand progres par rapport aux énoncés qui peuvent étre rencontrés dans le cadre de I'intégrale
de Riemann. D’une maniere générale, le théoreme de convergence dominée est, comme nous
le verrons, d'une grande utilité pratique.

Théoréme 1.2.3 (Théoréme de convergence dominée). Soit (f, : RY — C),eN une suite de
fonctions intégrables. On suppose que

(i) il existe une fonction f : R? — C telle que la suite (f,)neN converge simplement vers f presque
partout sur R

(i) il existe une fonction g : R? — [0, 4-oo] intégrable telle que, pour tout n € N, |f,| < g presque
partout sur RY.

Alors la fonction f est intégrable sur R et on a

i ff =l =0 et [ fo= [N fo= [ F
Dans la pratique, la fonction f est souvent définie presque partout par f(x) = lim, e fu(x)
et prolongée arbitrairement a R?. La fonction f : R? — C est mesurable comme limite simple
presque partout d"une suite de fonctions mesurables. Le fait qu’il soit suffisant, dans 1"énoncé
du TCD, d’avoir une convergence simple presque partout et une domination presque partout
est typique des théoremes d’interversion limite-intégrale dans le cadre de l'intégrale de Le-
besgue.

Exemple 1.2.4. Déterminons la limite lorsque n tend vers l'infini de la suite :

Vn £2\"
Vnzl,un:/ (1—) dt.
0

n

Théorie des Distributions page 7



Chapitre 1. Rappels de théorie de 'intégration

Ona: ,
t
Yn>1, u, = /]RI[O,\/ﬂ(t) (1— n) dt
n
et on pose pour tout t € R, fu(t) = 1 s (t) <1 - %) . Alors pour tout t € R fixé, f,(t) tend vers
2
e*tzl[O,Jroo[(t) lorsque n tend vers +oo. De plus, pour tout n > 1et toutt € R, 1 — % < e*t?, d’onl

2

VEER, Vi > 1, [fu(t)] < e

qui est indépendante de n et intégrable sur R. Donc, on peut appliquer le TCD a (fy)n>1 pour obtenir
—+00
lim u, = / lim f,(t)dt = / e Pdt = ﬁ
n—00 R n—+oo 0 2

1.2.3 Intégrales a parameétre

Le TCD implique les théorémes suivants sur les intégrales a parametres.
Théoréme 1.2.5 (Continuité sous le signe [). Soit a € RP. On considere une fonction f de RP x R?
dans C qui vérifie les conditions suivantes :

1. Pour tout x € RP, I'application partielle f. : y — f(x,y) est mesurable.

2. Pour presque tout y € R?, 'application partielle x — f(x,y) est continue au point a.

3. Il existe une fonction ¢ € L1(R?) telle que |f(x,y)| < g(y), pour tout x € RP et pour presque
tout y € RY.

Alors il est possible de définir une application F : RP — C par F(x) = [pa f(x,y) du(y), et F est
continue au point a.

Exemple 1.2.6. (Transformée de Fourier). Soit n € N*. Si ¢ € L'(IR?), on pose, pour x € RY,

5(x) = ~i(xly)
g(x)—/wg(y)e dy,

ott (x|y) est le produit scalaire euclidien de x et y. Alors § est continue sur RP.
Apres la continuité, nous étudions la dérivabilité d'une fonction définie par une intégrale.
Théoréme 1.2.7 (Dérivabilité sous le signe [). Soit O un ouvert de R¥. On consideére une fonction
f de O x R? dans C qui vérifie les conditions suivantes :

1. Pour tout x € O, I'application partielle f, : y — f(x,y) est intégrable.

2. Pour presque tout y € R?, I'application partielle f, : x — f(x,y) est de classe C' dans O.

3. Il existe une fonction ¢ € L1(R?) telle que

vie{l...,p}, f( y)’ gy)
pour tout x € O et pour presque tout y € RY.
Alors, il est possible de définir une fonction F : O — C par F(x) = [pa f(x,y) dA4(y). Cette fonction

est de classe Ct dans O, et ses dérivées partielles sont donnees par

0= [ ).
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1.2 Intégrale de Lebesgue sur R4

Joint au théoreme de continuité précédent, le théoreme de dérivation permet de montrer qu'une
fonction est de classe C.

Exemple 1.2.8. (Transformée de Laplace). Soit f : Ry — R une fonction intégrable. On appelle
transformée de Laplace de f la fonction définie sur R, par

F:xw— /Oooetxf(t)dt.

On montre que F est bien définie et continue sur R, de classe C* sur RY, et que sa limite en +oo est
nulle.

Nous sommes souvent amenés a démontrer la continuité ou la dérivabilité d"une fonction F
définie par une intégrale sur un intervalle ouvert I. Il arrive alors, comme c’est le cas pour
démontrer la dérivabilité de la transformée de Laplace, que I'hypothése de domination nécessaire
al'application d'un théoréme de régularité sous le signe [ ne soit pas vraie sur tout l'intervalle
I, mais seulement sur des sous-intervalles de I. Dans ce cas, on utilise le fait que la régularité
d’une fonction (sa continuité ou sa dérivabilité) est une notion locale. En effet, si une fonc-
tion est réguliere au voisinage d’un point, elle 1’est aussi en ce point. Si on veut démontrer la
régularité de F en tout point de I, on commence par fixer un point a € I. Alors, comme I est
ouvert, a possede un voisinage |a, B contenu dans I, voisinage sur lequel on peut tenter de
démontrer I'hypothese de domination voulue. Si cela est possible, les théoremes de régularité
sous le signe [ s’appliquent et on démontre que F est réguliere sur |, B[. En particulier, F est
réguliere en a. Le point a étant quelconque dans I, F est réguliere sur I.

Pour étudier des limites aux bords de l'intervalle ouvert ou les théoréemes de régularité sous
le signe [ ne s’appliquent pas, comme la limite en +oo de la transformée de Laplace, on ap-
plique directement le théoreme de convergence dominée ou celui de convergence monotone.
On utilise pour cela la caractérisation séquentielle des limites.

—xt

Exemple 1.2.9. Etudions la transformée de Laplace de la fonction t — Hl—tz Soit f 1 (x,t) —
définie sur |0, +oco[x [0, +o00[. Pour tout x > 0, t — f(x,t) est continue sur [0, +oco| et intégrable car
Fnl <
T 1

Pour tout t > 0, la fonction x — f(x,t) est de classe C* sur |0, +oo| et

e—xt

142

af e—xt anf
e = -] — > _ — — nin
gy (x,1) t1 el et Vn>1, Py (x,t) = (=1)"t

Alors, pour tout n > 1, la fonction 31{ est continue en x et intégrableen tetona,sia > 0,

Vx>a, Vt >0,

9"f —at
axn(x,t)’ < the™”
qui est indépendante de x et intégrable sur [0, +o0o[. Donc, par le théoreme de dérivabilité sous le signe

intégrale, on en déduit que
o e—xt
F:xw— / ——dt
0o 1412

est de classe C* sur [a, +oo[. Soit xg > 0. Il existe a > 0 tel que xo € [a,+oo[. Comme F est de classe
C® sur [a, 40|, elle I'est en xq. Cela étant vrai pour tout xo > 0, F est de classe C* sur |0, +oo].
On remarque que I'on a de plus F”(x) 4+ F(x) = 1 pour tout x > O et on a

o0 1
F(x)| < / e dt = —
0 X

qui tend vers 0 lorsque x tend vers +oo.
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Chapitre 1. Rappels de théorie de 'intégration

1.2.4 Les espaces LV

Soit p € R*.. On note L7 (R?) 'ensemble des fonctions f, mesurables de R? dans C, qui vérifient

/Rd FI7 dAy < +oo.

On appelle espace LP(R?) 1’espace des classes de fonctions égales presque partout qui sont
dans £7(RRY). Plus précisement, on définit la relation d’équivalence ~ sur LF(R?) par :

f~g < f=gpp

et on définit L? (R?) = L£P(R?)/ ~. On identifie ensuite la classe d’équivalence de f € L£F(R?)
qui est un élément de L”(IRY) avec son représentant f.

Pour f € LP(RY), on pose
1
P
17l = ([, lrvana)"

Alors || - ||, est une norme sur LP(R?) pour lequel cet espace est complet.

Dans les espaces L” (1 < p < +400) on a un théoréme de convergence dominée en remplagant
“intégrable” par ¢ € LF et la convergence a alors lieu dans L.

Proposition 1.2.10 (Inégalité de Holder). Soient f et g deux fonctions mesurables de R? dans
[0, +-00]. Alors, pour tout p > 1, si q est I'exposant conjugué de p, i.e. le réel tel que % + % =1,

1

o S (V)8(0)dx < (/Rdf”(x)dx)’l’(/wgq(x)dx)q < too.

Si le second membre est fini, I'égalité a lieu si et seulement s'il existe deux réels <y et 6, non tous deux
nuls, tels que I'égalité «y fP (x) = 6¢7(x) ait lieu presque partout.

Corollaire 1.2.11. Soient p et q deux exposants conjugués. Si f € LP(R?) et ¢ € L1(IRY), le produit
fg est dans L' (IRY), et

£l < [1f1lp [1g]lg-

1.2.5 Théoréme de Fubini

Lorsque l'on calcule l'intégrale d'une fonction f : R? x R? — C de plusieurs variables, le
premier outil auquel on doit penser est le théoreme de Fubini. Celui s’énonce sous la forme
suivante :

Théoréme 1.2.12. Soit f € L'(R%*7). Alors les fonctions suivantes sont définies presques partout
— ,y)d t — / Ly)d
x /Rpf(x ydy ety | flry)dx
et sont respectivement dans L' (R?) et L'(RP). De plus, on la relation :

]Rdﬂf(x,y)dxdy: /]R"’ (/Wf(x,y)dy> dx = /]Rp (/Rdf(x,y)dx> dy.

Remarque 1.2.13. Le théoreme reste vrai pour f non forcément intégrable, mais positive (pour une
fonction a valeurs réelles).
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1.2 Intégrale de Lebesgue sur R4

1.2.6 Théoréeme du changement de variable

L’autre outil essentiel permettant de calculer une intégrale est le théoréme de changement
de variable.

On note pour ¢ une fonction différentiable sur un ouvert U de R? et pour x € U, la Jacobienne
de ¢ en x par J,(x). C’est la matrice de la différentielle de ¢ au point x dans la base canonique
de R¥.

Théoreme 1.2.14. Soit ¢ : U — V = ¢(U) un C'-difféomorphisme entre deux ouverts de R%. Alors,
1. Pour toute fonction g mesurable et positive, g : ¢(U) — [0, +0c0],

/(p(u) g(x)dx = /ug(fp(x))l det(Jy(x))|dx.

2. De plus, une fonction mesurable f : @(U) — C est intégrable sur ¢(U) si et seulement si
(fo@)|det(Jy(-))| est intégrable sur U et on a

/ Flx dx—/f )| det(Jo(x))|dx.

Les changements de variable qui interviennent le plus souvent sont les changements en polaire
et les changements de variable linéaires.
Pour le changement de variables en polaire on a :

/ f(x,y)dxdy = f(rcos(6),rsin(0))rdrde.
R? 10,27[x]0,+00[

Cela donne en dimension d :

flxq,...,x5)dxq -+ -dxyg = / g(r,01,...,04_1)r""1drd6; - --d6;_;
RA 5(0,1)x]0,4-00]

N

ou

g(r,01,...,05_1) = f(rcos(61),rsin(61) cos(6z),...,rsin(6y) - - - sin(6;_5) cos(64_1),rsin(0y) - - -sin(6;_») sin(6;_1)).

En effet, le changement en polaire en dimension 2 est donné par le difféomorphisme ¢ :
(r,0) — (rcos(f),rsin()) dont le Jacobien en tout point est donné par :

]qa(rrg) =

cos () —rsin(())‘_
sin(f) rcos(f) |

—+o0

—o0

Exemple 1.2.15. Calculons l'intégrale gaussienne : [ = e *’dx. Pour cela on commence par

utiliser Fubini pour justifier que

12:/ e~ (V) dxdy.
R2

Puis on effectue un changement de variables en polaires :

27 %) 1 o0 1
= / / e rdrdf =2 |—Ze | =27x = =m.
o Jo 2 0 2

Donc: I = /7.
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Chapitre 1. Rappels de théorie de 'intégration

Exemple 1.2.16. Soit « € R. Alors,

1. [, B(0,1) de est convergente si et seulement si a < d.

2. f]Rd\B(o,l) de est convergente si et seulement si a0 > d.

En effet, il suffit d’effectuer un changement de variables en polaires pour se ramener au cas du critere de
Riemann en dimension 1. On a alors, avec dx = ri~1drd6,

1
/ 1 dx:/ /1rd_1drd9.
B(01) [|x[| s1) Jo

La convergence de cette intégrale revient donc a celle de fol rﬁ%,ddr et par le critere de Riemann, elle
converge si et seulement si « +1 —d < 1 donc a < d. Idem pour l'autre cas.

Lorsque 1’on utilise Fubini ou le changement de variable on procéde en général en deux temps :
on applique la version pour les fonctions positives a | f| pour justifier de I'intégrabilité puis on
utilise a nouveau le théoréeme pour faire le calcul effectif de I'intégrale. Rappelons aussi que
ces théoremes, tout comme 1'IPP ne permettent pas de calculer directement une intégrale en
général (sauf cas particuliers) mais permettent juste de se ramener a un calcul de primitive
usuelle.

Pour 'ensemble des démonstrations et plus de précisions sur la théorie de 1'intégrale de Le-
besgue, nous renvoyons a [4].
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Chapitre 2

Introduction a la théorie des
distributions

2.1 Autour du Dirac

2.1.1 Dela“définition” du Dirac

Il est parfois utile, dans la résolution de certains probléemes de la Physique, de considérer
des objets, appelés couramment par abus de langage “fonctions”, mais mal définies comme
représentations ponctuelles. L'exemple le plus célebre en est la mesure de Dirac, qui, si elle est
considérée comme une fonction, est “nulle en dehors de 0, infinie en 0”.

Il est clair que la définition de la mesure de Dirac par la phrase de Dirac n’est pas complete.
En effet, on considere les deux fonctions, qui sont elles bien définies sur R pour toute > 0:la
fonction ¢5 telle que ¢%(x) = 0 pour |x| > ¢, et ¢f(x) = % (e — |x|) pour |x| < ¢, et la fonction
¢5 = 2¢1. Elles vérifient toutes les deux, a la limite, la relation “nulle en dehors de 0, infinie en
0”. En revanche, il faut donner un autre critere pour les différencier.

Le premier critére auquel on pense est intégral : on calcule [ ¢5(x)dx = 1 et [ ¢5(x)dx = 2.
Ceci permet de les différencier.

Ce critere n’est pas suffisant : en effet considérons ¢5(x) la fonction définie par

{ P5(x) = ¢i(x), |x| <&
¢5(x) = —¢5(x — 2¢), |x —2¢| < ¢

On constate que [ ¢5(x)dx = 0. On ne peut donc pas différencier ¢5 de 2¢5.

Il est donc nécessaire d’évaluer plus de quantités que la simple intégrale. En effet on considére
un dernier exemple, ¢4 : x — ¢ (x — ¢). Cette fonction est nulle en 0, et elle tend en tout point x
différent de 0 vers 0, car pour tout x > 0 il existe ¢ tel que x > 2¢, donc ¢4(x) = 0, et pour x < 0,
¢4(x) = 0. Cette fonction ¢4 tend donc simplement vers 0, mais son intégrale totale est 1. On
voit ici qu’on ne peut pas identifier le point de singularité pour cette fonction en considérant
uniquement sa limite et son intégrale.

2.1.2 Mesure de Diracen 0

Nous proposons dans un premier temps 1’analyse de la distribution ¢] en intégrant la dis-
tribution sur [, b], ol a et b sont deux réels distincts, indépendants de ¢. On trouve que, pour
chaque ligne du systeme ci-dessous, il existe €(a,b) tel que, pour € < €(a,b), on ait I'égalité
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Chapitre 2. Introduction a la théorie des distributions

indiquée. Par exemple, dans le premier cas, ¢(a,b) = |b|, dans le deuxiéme cas €(a,b) = a.

I
r—\oo

a<b< O,fab(pl(x
0<a< b,fab(pl(x
a<0< b,fab<p1(x
a= O,fab ¢ (x)dx
b= O,fub¢§(x dx

On en déduit que, si I1(a, b) est la limite lorsque € tend vers 0 de [ ub ¢5(x)dx, on trouve que

||\_/\_/\_/

N\HM\HR >< ><
Il

Si0 €la, b, (a,b) =1, si0¢ [a,b],1(a,b)=0 et[(0,b)=1L(a0) ==

Aux cas particuliers de ab = 0 pres, la limite I(a,b) indique I'appartenance de 0 a [a, b]. C’est
pour cela que 1’on appelle souvent la limite de ¢] la mesure de Dirac de 0.

2.1.3 Notion d'intégrale d’action

Nous allons maintenant évaluer une infinité de quantités pour essayer de mieux appréhender
la masse de Dirac. Définissons

Vi€ {1,2,3), [{(9) = [ #(x)gp(x)dx

ol ¢ est une fonction au moins continue sur R et bornée.
Un simple changement de variable x = ¢t sur [—¢,¢], x —1 = et sur [1 —¢,1+¢|, x = 2e + ¢t
sur [¢, 3¢] conduit aux égalités

= [1, plet) (1 — |t])dt
15<¢> 215(¢) .
B(9) = [1,[p(et) — p(2e +et)] (1 — |t])dt

La fonction t — ¢(et) est bornée, pour ¢ < 1, par le maximum de ¢ sur [—1,1], qui existe
puisque ¢ est continue sur le compact [—1, 1]. Ainsi on peut appliquer le théoréme de la conver-
gence dominée dans les trois intégrales, car la fonction 1 — |¢| est intégrable sur [—1, 1], d’intégrale
1.

La limite de ¢(et), pour chaque ¢, est ¢(0). La limite de ¢(2¢ + €t), pour tout ¢, est ¢(0). Ainsi
on trouve

: e __ : & __ : e __
imIf = ¢(0), limI5 =2¢(0), lmlI5=0.

La, on peut différencier les limites de ¢ ¢5 et ¢5. De plus, les intégrales écrites ci-dessus
vérifient les inégalités, pour e < 1,

E(p) < hax p(x)],
L) < 2xg[1a1xl] ¢ (x)]
et I(p) < Zxé‘[‘af‘u”’( x)|-

On a ainsi, pour touti € {1,2,3} :

[{(¢) = Cmax|p(x)|, C>0.

Lorsqu’on rencontre ce phénomene en Physique, on dit que lim ¢] et lim ¢ sont deux mesures
de Dirac, et “chargent” le point 0 par la valeur 1 ou par la valeur 2.
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2.2 Notion de dérivée

2.2 Notion de dérivée

Un des objectifs du cours est de pouvoir trouver une classe d’objets, appelés distributions, dans
laquelle on puisse dériver des fonctions qui ne sont pas dérivables au sens classique. Etudions
le cas de la fonction de Heaviside, notée ici H, égale a 1 pour x > 0 et a 0 pour x < 0, égale a
% en x = 0, est dérivable. Quel serait le candidat pour cette dérivée ? On voit que, pour xg # 0,
le taux d’accroissement est nul deés que I < |xg|, et pour xp = 0, ce taux d’accroissement est
ﬁ. Il tend ainsi vers +oco quand & tend vers 0, donc un candidat souhaitable pourrait étre la
distribution de Dirac.

Les opérations classiques sur cette classe d’objets doivent étre encore valables, donc on veut
pouvoir calculer les dérivées de la fonction de Heaviside en calculant la dérivée de fonctions

qui I'approchent. Un exemple de suite de fonctions approchant H est donné par

0 si x < —e€
1—@ si 0<x<e
( si —e<x<0
si x >e€

Cette fonction admet pour dérivée ¢5. Elle est donc de classe C! et de plus, He tend vers H au
sens L! car on trouve que [ |He — H|dx = §.
On a une convergence simple vers H, mais la convergence au sens de la norme du sup n’est

pas assurée. En effet, on a

sup [He(x) ~ H(x)| = 5.

x€R
D’apres 'analyse faite précédemment sur la famille (¢ ).~ on constate que, pour tout ¢ conti-
nue et bornée sur R, on a

/ _ 4
| (HY @) = [ 9i(x)g(x)dx — ¢(0).
On peut donc considérer que la dérivée de H est I'impulsion de Dirac en 0. Cela sera formalisé
au chapitre 5.

On peut a présent effectuer la méme analyse que celles faite sur les fonctions ¢j sur les fonc-
tions dérivées de ¢]. Nous essayons donc de construire une dérivée de I'impulsion de Dirac en
0. Considérons la fonction (¢)’. C’est une fonction constante par morceaux, valant e~ pour
—& < x < 0,et —¢2lorsque 0 < x < & On constate que le critere intégral fonctionne et ne
fonctionne pas a la fois : en effet 'intégrale L! de la fonction est égale a 2, qui n’a pas de limite,
en revanche l'intégrale est nulle. L'analyse de cette distribution est trés imprécise. Le critére
précédent conduit au calcul de [ (¢5)’(x)¢(x)dx pour ¢ continue et bornée sur R. On trouve

/]R(ﬁ)/(x)ﬂx)dx = _Og (Pg)dx — /Os qbg)dx = - /01 wdt avec x = et.

s

Sans hypothese supplémentaire sur ¢, on ne peut pas aller plus loin dans I'étude de la limite
lorsque ¢ tend vers 0. On suppose que ¢ est dérivable en 0, plus précisément de classe C.

Alors, une formule de Taylor avec reste intégral donne ¢(+et) = ¢(0) £ et fol ¢’ (L£ebt)do, ce
qui donne

,0 @d’c - /08 (P,E;)dx =" /Olf [/01 ¢'(e0t)d6 + /01 cp/(—th)dG] dt.
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Chapitre 2. Introduction a la théorie des distributions

Une application de la convergence dominée prouve que cette intégrale converge vers

- /01 2t¢' (0)dt = —¢'(0).

On voit ainsi que I'on a dti supposer ¢’ de classe C° et ¢ de classe C! pour obtenir une limite
finie.

Notons que 1'on peut construire un exemple ot la suite d’intégrales ne converge pas si ¢ est
par exemple seulement continue. On introduit la fonction ¢5 définie par ¢s(x) = L (&2 — x2)

€
sur |x| < e et 0 ailleurs. On constate que

1 ” 4
[ #s@pdx = [ plen 1= Byt — Zp(0).

e=0 3

D’autre part, la dérivée de cette fonction est la fonction ¢ définie par ¢4 (x) = —i—;‘ sur [—¢, €]

et 0 ailleurs. On a alors

[ aspixc=-2 [ gleniar

Ainsi, lorsque 'on choisit ¢ : x — pf—' (|x]) 2, cette intégrale vaut

2 1 1 8

e —45—%/ Bt = 21,

g2 J-1 0 3

L'intégrale peut donc diverger si ¢ est supposée seulement de classe C°.

Mais, si on suppose ¢ de classe C! on peut utiliser & nouveau la formule de Taylor avec reste

intégral, ¢(x) = ¢(0) + x fol ¢’ (xt)dt. Alors, de f_ll t¢p(0)dt = 0 par imparité, on déduit

[ gstx)ptxar =2 [ 11 < /0 1 (,b/(stu)du) Pt — —§¢/(0).

Rapprochant ce résultat de [ ¢5(x)¢p(x)dx — 3¢(0), on voit apparaitre une formule de
e—

dérivation qui ressemble a une formule d’intégrations par parties avec en particulier la présence
du signe —.

Dans cette partie, on a donc obtenu un critére suffisant pour obtenir une grande classe de
distributions comme limite de fonctions : il suffit de prendre ¢ de classe C* de fagons a pouvoir
”dériver” des fonctions non dérivables.

2.3 Le peigne de Dirac

On veut construire un réseau périodique infini de charges ponctuelles placées en tout point
entier relatif. C’est un objet naturel dans I'étude du transport électronique dans des réseaux
cristallins. La fonction associée simple est alors

Yerx = ) ¢ (x—n).
nez
Cette fonction, bien qu’elle soit dans L _(R), puisque intégrable sur tout compact, n’est pas
intégrable sur R. On peut en effet vérifier que 1'intégrale sur tout compact est équivalente a la
taille du compact lorsque celle-ci tend vers +-co.
On vérifie aussi que, pour une fonction continue et bornée ¢ donnée,
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2.4 Le Dirac en électrostatique

n—+e
vm,nez,/ ¥ (x) dx—Z/ (1= |))p(p + et)d
m—e
Par le TCD,
' nte p=n
lim Ye(x)p(x)dx = Y ¢(p)
e—=0 Jm—e p=m

Lorsque m tend vers —co et 1 tend vers +oo, cette limite existe lorsque Y l¢(p)| < co. La fonc-
tion¢: x> 5 +| e vérifie pas ce critere alors que ¢ : x — 5 + —— le vérifie.

Pour donner un sens a la somme infinie définissant le peigne de Dirac, la fonction ¢ que l'on
choisit comme fonction test doit étre “suffisamment décroissante a I'infini”. Ce critere est au-
tomatiquement vérifié si la fonction ¢ est a support compact. Nous introduisons ainsi les fonc-
tions test, selon la terminologie inspirée de la mécanique classique, qui sont les fonctions de
classe C* a support compact.

2.4 Le Dirac en électrostatique

Nous expliquons a présent la terminologie que nous avons introduite lorsque nous avons
parlé de notion de mesure “chargeant” 0. L'équation de 1’électrostatique est

AV + P2 =y,
€0
associée au potentiel
_ 1 g’ :(xz_’_yZ_l_ZZ)%‘
4rteg r

On dit que p, est la distribution de charges associée a la charge g, calculée de maniére intégrale.
Calculons AV hors de (x,y,z) = (0,0,0). On trouve

Jd 1 0 1 1 2x x
ox'r 0X (x2 412 4 22)2 2 (x2 42 +22)2 r
9 1 1 xx  3x* 1
ey T et T e @D

On obtient les mémes formules en dérivant par rapport a y puis z et en sommant, hors du point
(0,0,0), A(1) = 0. La “fonction” A(2) est un bon candidat pour étre une distribution de Dirac.

On vérifie, pour s de classe C* a support compact et radiale, que, par intégrations par parties
et utilisant ’expression du Laplacien en coordonnées sphériques, A = r% % (rz%),

Jropse DR)s(r)dxdydz = [ L(As)dmr?dr
= 47'[f [r Z + 2954y
= 47Tf [ (ri) + Eldr

d (
—47e% (e) — 4rs(e).

Remarquons que la premiére égalité doit étre considérée comme une définition. On vérifie que
cette intégrale converge, lorsque ¢ — 0, vers —47s(0). La distribution associée est alors la
distribution —47tdy, par analogie avec la “distribution” notée éy sur R qui fait correspondre a ¢
la valeur ¢(0) et que nous avons déja rencontré plus haut.
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Ainsi on écrira plus loin
1

— 1.9 —
Lorsque V = 73, on trouve AV =

A la charge q placée en r = 0 est associée la distribution de charge gdy selon la terminologie
physique. Ceci explique que 1’on dise que la distribution J “charge” le point 0 avec une charge
1.

_ %%
g "
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Chapitre 3

Fonctions test

Dans tout ce chapitre, () désigne un ouvert de RY, k est un entier naturel ou le symbole oo
(sauf précision). On désigne par C°(Q) I'espace des fonctions continues sur Q) et par CF(Q)
I'espace des fonctions k fois dérivables et dont les dérivées k-iémes sont continues sur ().

3.1 Notations multi-indicielles

Un multi-indice a est un d-uplet d’entiers, & = (a1,...,a5) € N On appelle longueur de «
I'entier
‘IX‘ :[xl_i—..._'_[xd‘

On définit la factorielle de a par a! = a1! - - - a!. Si x € R? on pose aussi x* = xj' -+ - x5
Si « et B sont deux multi-indices, on dit que « < B lorsque «; < B; pour touti € {1,...d}. On

pose aussi
< o ) B ol
B/ Bla—p)

o (2" (2
ax1 axd )
Alors, une fonction ¢ € CK(Q) si pour tout & € IN? tel que |¢| < k, la fonction 9%¢ est dans
Co(Q).

Enfin, on pose :

Une formule importante est celle de Leibniz. Soient k > 1, ¢, ¢ € Ck(Q). Alors, pour tout
multi-indice & de longueur inférieure ou égale a k,

o= (40750

p<a

Pour s’en souvenir, pensez a la formule du bindme de Newton.

3.2 Formule de Taylor avec reste intégral

Voici une formule qui nous sera souvent utile dans la suite. Il faut la connaitre au moins a
I'ordre 1 ou 2 et a tout ordre pour d = 1.
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Chapitre 3. Fonctions test

Proposition 3.2.1. Soit () un ouvert de RY, n > 1 un entier et ¢ une fonction de classe C" sur Q).
Soient x et y deux points de Q) tels que le segment [x,y] soit contenu dans Q). Alors :

|
o] <n—1 & |a|=n

p(x)= ), l'c)"‘q)(y)(x -+ ) %(X -y /01(1 — )" 1% (tx + (1 — t)y)dt.

Dans le cas de la dimension 1 on obtient la formule suivante :

n—1 _ 4\n—1
o) = T gylr= )"0 ) + (x )" [ g e+ (1 nypa

En dimension d > 1 et a l’ordre n = 1 on obtient

o) = 9(0) + Lxi—w) [ (0= D3L (1 - et

Ce sont ces deux dernieres formules que 1’on utilisera le plus souvent dans la suite.

3.3 Fonctions de classe C* a support compact

3.3.1 Support d’une fonction continue

Définition 3.3.1. Le support d'une fonction ¢ € C°(Q) est le sous-ensemble fermé de RY noté supp ¢
et défini par I'une des assertions équivalentes suivantes :

1. supp ¢ = {x € Q[ ¢(x) # 0}.
2. (supp ¢)° est le plus grand ouvert oit la fonction ¢ est nulle.

3. xo & supp ¢ si et seulement s’il existe un voisinage Vy, de x tel que : Vx € Vy,, ¢(x) = 0.

On aalors:
1. (supp ¢ = Q) & (¢ =0dans Q)),

2. supp (¢ §) C supp ¢ Nsupp ¢,
3. si ¢ € CK(Q), alors, pour tout &« € IN? tel que || < k, supp 3¢ C supp ¢.

3.3.2 Espace des fonctions test

Définition 3.3.2. L'espace des fonctions test, noté C5°(Q)), est I'ensemble des fonctions ¢ de classe C®
telles qu’il existe un compact K C ), K = supp ¢.

On notera C¥ (Q)) = {¢ € CF(Q),supp ¢ C K} pour K C Q un compact fixé.

Cet espace n’est pas réduit a la fonction nulle. En effet, nous pouvons construire 1’exemple
suivant qui est en quelque sorte I'exemple canonique a partir duquel nous pourrons construire
les exemples utiles a notre propos. Dans cet exemple, | - | désigne une norme quelconque sur
l'espace IR, disons la norme euclidienne pour fixer les choses.

La fonction a support compact canonique ¢y. On définit la fonction ¢y par

_ P .
Vx € RY, ¢o(x) = exp(—gp) st x| <1,
0 si |x| > 1.

Cette fonction est dans CF(IR?), elle est positive et on a supp ¢ C {x € R? | |x| < 1}. De plus,
Jra Po(x)dx > 0.
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3.3 Fonctions de classe C* a support compact

Démonstration : Pour d = 1 on a une démonstration explicite. Pour tout 7, il existe un polynéme
P, tel que
(M) — _ Pnl(%)
Vx €R, ¢ (x) = m%(x)-

En effet, P, = —2X et P,y1 = —2XP, + P/ (1 — X?)? 4+ 4nX(1 — X?)P,. On vérifie ainsi
que
P,(1—t) 1 __1_

Vt € [—1,1], Vn>1, 4,(()”)(1 _ t) — emﬁe H2+1)

et ces dérivées successives sont nulles hors de [—1, 1]. Pour tout n, la limite de 4>(()n) (1—1)
lorsque t tend vers 0. est 0 car 'exponentielle est dominante en +-c0. Ainsi, on vérifie que
¢, est continue par morceaux, ¢, admet une limite a droite et une limite a gauche, qui sont
égales a 0, aussi bien en x = 1 qu’en x = —1, donc ¢y est dérivable et ¢} est continue. On

démontre ainsi, pour chaque 1, que (;b(()n) est continue. Donc ¢ est indéfiniment dérivable.

On peut justifier du caractere C* en dimension d en utilisant le résultat en dimension 1
et en utilisant la composition des fonctions.

3.3.3 Topologie de C3°(Q))

Pour définir la topologie de 'espace C§°(€2) nous allons définir la notion de convergence
des suites d’éléments de cet espace.
Définition 3.3.3. Une suite (¢, )nen d'éléments de C3(Q) tend vers ¢ dans C5°(Q) lorsque :
1. il existe un compact fixe K C Q) tel que : Vn € IN, supp ¢, C K,
2. la suite (@n)neN et toutes les suites (0%, )ueN convergent uniformément respectivement vers
@ et 0“¢ sur K.

Exemple 3.3.4. Soit ¢ € C3°(R). Posons, pour n € IN,

Vx € R, ¢n(x) :<p<x+ ) —¢(x).

n—+1

Alors ¢, — 0dans CF(R). En effet, si supp ¢ C [—M, M|, alors pour tout n, supp ¢, C [—M —
1, M + 1]. Puis, par le théoreme des accroissements finis, pour tout k € N,

’4;(") <x +

lorsque n tend vers l'infini.

) =000 < e e -0

n+1 n+1

Pour K un compact fixé de ), 'espace C (Q2) est métrisable a I’aide d"une famille dénombrable
de semi-normes. Commencons par montrer que 1'ouvert () peut s’écrire comme une réunion
croissante dénombrable de compacts.

Lemme 3.3.5. II existe une famille (K;);>1 de compacts de Q) telle que
1. pourtouti > 1, K; C Kjyq,

2. Q=U/5K =USK,
3. pour tout compact K de ), il existe ip > 1 tel que K C Kj,.
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Chapitre 3. Fonctions test

Démonstration : (Heuristique.) En effet, pour | - | la norme euclidienne sur IR?, on pose :

Ki={xeR?: |x|<i}n{xecQ:dxQ)>

-}

1
1

Pour les détails, voir [6, Lemme 1.1, p2].

A partir de ces compacts (K;);>1, on peut définir, pour i > 1,

Pr(9) = i<k SUPLek [0°0(x)],  si ¢ € CHQ), keN,
P (@) = Ljaj<iSupycg. [0%@(x)],  si ¢ € C(Q).

Chaque pk. est une semi-norme sur C*(Q), k € IN U {co}. Elles induisent par restriction des
semi-normes sur C£(Q) et CP(Q). On peut alors définir sur chacun de ces espaces la distance

suivante :
+o00

1 pr(p—19)
do,p) =Y - TK\¥T =¥
(9:9) §)211+PK,~(¢—¢)

Les espaces (C¥(Q2), d) sont complets. De plus, si K C Q) est un compact, (CZ(Q)), d) est complet
comme sous-espace fermé de (C*(Q2), d). Toutefois (C°(Q2), ) ne 'est pas (voir exemple 3.3.8).
La distance d caractérise la convergence dans (C¥(Q),d), mais pas dans (C3°(Q2),d). En effet,
il peut y avoir des probléemes aux bords pour les supports. La distance d ne “contient” pas le
point (i) de la définition de la convergence dans C§°(Q2).

Comme on peut écrire que Cg°(Q2) = U;>1 Cx (Q2), la topologie que l'on a définie sur C5°(Q2)
n’est autre que la limite inductive stricte des topologies définies par la distance ci-dessus sur
chaque C¥ (Q2). Toutefois, Ci°(Q2) n’est pas métrisable, seul chacun des Cg (Q2) l'est (voir [2],
Proposition 1.5).

3.3.4 Fonctions “pic” et “plateau”

Fonctions “pic”.

Proposition 3.3.6. Soit xo € Q et soit ¢ > 0 tel que B(xp,€) C Q. Alors, il existe une fonction
p € C(Q) positive, de support inclus dans B(xo, €) et d'intégrale sur R? égale & 1. Une telle fonction
p est appelée fonction pic sur la boule B(xo, €).

Démonstration : En effet, considérons la fonctions définie sur () par

__ po(¥)
Vx € Q), po(x) = W

puis posons

1 X—x
VXGQ,p(x):S‘jp()( - 0>.

La fonction p ainsi définie convient.

a
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3.3 Fonctions de classe C* a support compact

En dimension d = 1 on peut aussi donner une formule explicite pour une fonction pic sur un
intervalle quelconque [, b] non réduit & un singleton. Une fonction C§° dont le support est [a, b]

est ) 2 )
xX—a
14+ ———].
b— acpo < + b—a )
En particulier, une fonction dont le support est [—¢, €] est 1¢(%). On note enfin un résultat que
I'on a déja utilisé au chapitre précédent. Pour tout € > 0 et toute fonction continue et bornée ¢,

/ 4>o dx—/¢0

d’ou la convergence de cette suite, lorsque ¢ tend vers 0, vers ¢(0 f ¢o(t)dt. On utilise ici le
TCD.

Fonctions “plateau”.

On commence par le cas de la dimension d = 1. Tout d’abord, il existe une fonction “marche”
de classe C® qui passe de la valeur O sur | —oo, —1] & 1 sur [1 +oo[. On peut prendre par exemple

ffPo
f¢o

Puis, a partir de cette “marche”, on construit une fonction Cy°, dont le support compact est
[a,b], identiquement égale a 1 sur [¢,d], a < ¢ < d < b et comprise entre 0 et 1. Une telle
fonction peut étre définie par

Po: x

2(x—a) . < ctd
Vx € R, Ip(x) = { Po(=1+ 2(b- “x)) S% t= Cid
Po(—1+ =—*) si > SE.
En effet, sur [c, “5%], la fonction [y est identiquement égale a 1, ainsi que sur [<}4,d], ce qui

implique le caractere C* au point < ed

par [a, b].

. Cette fonction est appelée “plateau” sur [c, d| supporté

Le résultat persiste en dimension d quelconque.

Proposition 3.3.7. Soit K un compact de Q et O un ouvert tel que K C O et O C Q. Il existe alors
X € CP(Q) telleque x = 1sur K, x =0sur Oet0 < x < 1.

Démonstration : (Heuristique.) Soit e > 0. Soit p, une fonction pic sur la boule B(0, ¢). Soit K, =
{x € R? : d(x,K) < ¢}. Posons :

Vx € RY, 0e(x) = /IR ,Pe(x = y) 1k (y)dy.-

Alors 6, est une fonction de classe C® sur RY, telle que0<6,<1,6,=1surKetf. =0
sur K§,. (pour le caractere C®, propriété de convolution). Par ailleurs, il existe gy €]0,1]

tel que K C Ky, C O. Alors la fonction 6, convient. Pour plus de détails, consulter [6,
Théoréme 2.6, p10].

a

Exemple 3.3.8. Soit f : x — e et soit x, une fonction plateau valant 1 sur [—n, n] et O hors de
[—2n,2n]. Alors, la suite (x,f) est de Cauchy dans C§°(R), elle converge vers f simplement, mais
comme f n’est pas dans C§°(R), elle ne converge pas dans C§°(R) vers f. Cela montre au passage que
C&°(R) muni de la distance (ou plutdt de son prolongement) que nous avions définie sur Cy (Q)) n’est
pas complet.
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3.4 Densité par troncature et régularisation

Dans cette partie, nous allons montrer que 1’espace des fonctions test C{°(Q2) est dense dans
I'espace des fonctions continues ou dans les espaces LF. Cela permettra ensuite, lorsque 1'on
voudra démontrer un résultat dans ces espaces, de le démontrer tout d’abord pour des fonc-
tions test puis d’étendre le résultat recherché par un argument de densité (et donc par approxi-
mation).

3.4.1 Troncature

Nous allons montrer ici que le fait de se restreindre, dans un espace de fonctions d"une régularité
donnée, aux fonctions a support compact, n’est pas une restriction importante, dans le sens ot1
on définit alors un sous-espace dense dans I’espace de départ.

Proposition 3.4.1.

1. Pour1 < p < +oo, l'espace LF(Q)) = {u € LP(Q) : u = 0 hors d'un compact } est dense
dans LP(Q)).

2. Pour 0 < k < +o00; CK(Q) est dense dans C*(Q).

o
Démonstration : On commence par décomposer (en () = J;>1 K; avec K; compactet K; C K; 1.
(o]

On consideére la fonction plateau ¢; qui vaut 1 sur K; et 0 dans (Kj;1)°.

1. Soit u € LP(Q). On pose, pour tout i > 1, u; = @;u (troncature). Alors u; € L (Q)
car |u;| > |u| et |u| est nulle en dehors de K;;;. A 'aide du TCD, nous allons montrer
que la suite (1;);>1 converge vers u dans L¥(Q)). Soit x € Q. On a : |u;(x) — u(x)|P =
lu(x)|P|1 — ¢i(x)|P. Il existe iy tel que x € K;, et, sii > iy, alors K;, C K; et ¢;(x) = 1. Donc,
pour presque tout x € O, |u;(x) —u(x)|P — 0 lorsque i tend vers l'infini (cette suite est
méme nulle a partir d’un certain rang). Comme de plus |u;(x) — u(x)|V < |u(x)|? et que
u € LP(Q), on peut appliquer le TCD pour obtenir la convergence voulue dans L7 (()).

2. On reprend la méme idée de troncature et, si u € C*¥(Q), on pose u; = @;u. Alors
u; € CK(Q). Soit I € IN. On montre que p, (u; — u) — 0 lorsque i tend vers l'infini. Par la
formule de Leibniz :

9" (uj —u) = 0"((¢i — Du) = (¢; —1)0"u+ ) _ < g > P ;- av Pu.

p<a,p70
D’ou,
pi(ui—u) =} sup|o*(u; —u)|
<1 ¥€K;
It -
< Y sup|ei—1|sup[0®ul+ ) ) ( 8 ) sup |0P ;| sup |0 Pul.
|| <1 x€K; xek | <I p<a, B0 ek, xek;

[¢]
Or, pouri > [ +1,K; C Kjy1 C Kj et ¢; = 1 sur K. Le sup et le premier terme ci-dessus
sont donc nuls. De plus, comme une constante est de dérivée nulle, on a aussi que oP @; est
nulle sur K; pour  # 0. Ainsi la seconde somme est elle aussi nulle. Donc pouri > [ 41,
pk,(ui — u) = 0 et 'on obtient le résultat voulu.

a
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3.4 Densité par troncature et régularisation

Nous devons maintenant montrer que I’on peut approcher des fonctions d'une régularité donnée
par des fonctions de classe C*. Pour cela nous allons devoir faire des rappels sur la convolu-
tion des fonctions classiques. Ces rappels nous resserviront aussi pour mieux comprendre la
convolution des distributions.

3.4.2 Produit de convolution

On se place dans I'espace mesuré (R?, My (IR%), A4). On veut définir le produit de convolution
de deux fonctions f et g par la formule

Vx e RY (fg)(x) = | flx—=y)s(y)dy.

Dans le cas de fonctions f et g positives, leur mesurabilité suffit pour que cette formule ait un
sens. Sans cette hyptohese de positivité, on peut encore définir le produit de convolution de f
et de g a condition de supposer, en plus de leur mesurabilité, une régularité L?.

Proposition 3.4.2. Soit p € [1,+o0]. Soient f € LP(R?) et ¢ € L'(R?). Pour presque tout x € R,
la fonction y — f(x —y)g(y) est intégrable. Alors le produit de convolution f x g est défini presque
partout, f x ¢ € LP(IR?) et

£ gll, < AFIl, N8l -

Deplus, fxg=g*f.
Démonstration : Voir [4].

|

La dérivée se comporte bien vis-a-vis du produit de convolution. C’est une conséquence du
théoreme de dérivation sous le signe |.

Proposition 3.4.3. Soient f € L*(IRY), g € L'(RY) et k € IN U {co}. On suppose que f est de classe
CF et que ses dérivées partielles de tous ordres sont bornées. Alors f x g est de classe C* et, pour tout

x € N9,
o°(f+g) =(9"f) *g.

Démonstration : Pour presque tout y € R?, la fonction x — f(x — y)g(y) est dans C*(R?). De
plus, pour tout x € RY,

03 (f(x = y)g (W) = [("F)(x = y)gW)] < (10" flleo - [8(¥)]-

Comme ¢ € L'(IRY), on peut appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégral
pour obtenir le résultat.

Proposition 3.4.4. Soient ¢ € CP(R?) et f € LI (R?). Alors ¢ x f € CJ(RY).

Démonstration : Soient A et B deux réels tels que supp ¢ C B(0,A) et f(y) = 0 pour |y| >
B. Soit x € R tel que |x| > A + B. Comme dans l'intégrale qui définie ¢ * f on peut
supposer que x —y € supp ¢, ona |x —y| < A. Alors, [y| > |x|—|x—y| > A+ B—
A = B. Donc f(y) = 0. D'ou, (¢ * f)(x) = 0 pour tout x tel que |x| > A + B. Donc
supp (¢ = f) C B(0, A+ B).
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3.4.3 Régularisation

Nous allons utiliser les résultats précédents pour montrer que 'on peut “régulariser” une fonc-
tion non réguliere en la “convolant” par une fonction réguliere. On commence par considérer
une fonction “pic” p dont le support est inclus dans B(0,1) et dont I'intégrale sur R? vaut 1.
Pour ¢ > 0, on pose : p. = ¢ “p(¢~1-). La suite (p.) est appelée une “approximation de 'unité”.
Proposition 3.4.5.

1. Siu € CE(R?), k € N, pour tout « € IN?, |a| < k, (0%(pe * 1)) converge vers 0*u uni-

formément sur R lorsque e — 0.
2. Siu € LI (RY), (pe * u) converge vers u dans LP (R%) lorsque & — 0, pour tout 1 < p < +co.

Remarque 3.4.6. Pour comprendre, on peut dessiner le “filtre” pe* au voisnage de chaque point x, filtre
qui s’affine de plus en plus lorsque e tend vers 0.

Démonstration : 1. On suppose |a| < k. Comme [ p = 1, on peut écrire

Vr € RY, 9%(pe * u)(x) —0%u(x) = (pe*0%u)(x) — 0%u(x)
= ¢ /]de <x;y) *u(y)dy — 0" u(x)
= /]Rd p(z)0%u(x — ez)dz — 0*u(x)
- /]de(z)(a“u(x — ez) — 0%u(x))dz.

Or, 0*u est continue a support compact car u € C5(IR?) donc elle est uniformément conti-
nue sur R? : V6 > 0, In(a,8) > 0, Vx,x/, |x — x'| < n(a,d) = [0%u(x) — *u(x')| < 4.
Fixons § > 0. Soit & > 0 tel que & < miny, < 17(a,6) = 75. Alors, |x — ez — x| < efz] < 75
sur le support de p (qui est inclus dans B(0,1), d’ott le |z| < 1). Alorsona:

Vx € R, |9%(pe * u) (x) — 0%u(x)| < /dp(z)|a”‘u(x —ez) —d*u(x)|dz <4,
R
toujours car [ p = 1. D’ou la convergence uniforme voulue.
2. Soit g I'exposant associé a p : % +1=1.0na:

v € RY, [(pex ) (x) — u(x)| <

de z)|u(x —ez) —u(x)|dz

(2)Y90(2)YPlu(x — ez) — u(x)|dz

lR”’p

< ([0 )w ([ p@lut—e) - uraz)

= (/]de(z)|u(x —€z) — u(x)\”dz)l/p.

On éléve les deux membres a la puissance p et on intégre en x sur R?. Alors, par Fubini,

loeu(x) = u (N < [, 0 I(- = €2) = ][] o 2.

Comme [z| < letu € LP(R?), on |[u(- —ez) —ul[}, (RY)

classique d’intégration). Comme de plus, p(z)||u(- — ez) —

1/p

— 0 lorsque ¢ — 0 (résultat

uHLp IRd) <2p||u||Lp ]Rd (Z) et

que p est intégrable, on peut appliquer le TCD pour obtenir que

tim [ o) e2) — ull], g dz =0
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3.5 Application : Lemme de Dubois-Reymond

et ainsi ||pe * u(x) — u(x )||Lp Ri) 0. D’ot1 le résultat voulu.

Nous pouvons enfin démontrer le résultat de densité annoncé en introduction.

Théoréme 3.4.7. C5°(Q) est dense dans C*(Q) pour tout k € IN et dans L (Q)) pour tout 1 < p <
0.

Démonstration : Par la proposition 3.4.1, il suffit de montrer que C§°(()) est dense dans les es-
paces C(Q) et LY (QQ). Ecrivons la preuve pour C§(Q), celle pour L (Q) étant exactement
la méme. Soit K un compact de () tel que u = 0 dans K°. Soit i le prolongement de u par
0 a tout R?. Alors i1 € Ck(IR?). Soit ¢ > 0 et posons @l = p, * il. Posons enfin 1, = il¢|q.
On a supp i, C K, = K+ B(0, ¢). Pour ¢ assez petit, K, C Q) et c’est un compact. Alors,
d’apres la proposition 3.4.4, i1, € C3°(Q)) et u, € C5°(Q). Or, par la proposition 3.4.3, (i)
tend vers 7 pour la topologie de C*(R?) : si (K;) est une exhaustion de (), pour tout i,
pk; (il — 1) — 0lorsque ¢ — 0. Or, pour tout i, pg, (ile — 1) = px, (4. — 1), donc (1) tend
vers u dans C§(Q), donc C(Q) est dense dans C5(Q)).

a
3.5 Application : Lemme de Dubois-Reymond
Ce résultat aura son importance théorique dans le prochain chapitre.
Lemme 3.5.1. Soit f € L} (Q). On suppose que, pour toute ¢ € CP(QY), [, f( x)dx = 0. Alors

f = 0 presque partout.

Démonstration : Tout d’abord, on écrit que () est réunion dénombrable d’ouverts w, C () tels
que wy, soit un compact de Q. Il suffit pour cela de prendre :

1
Wy = {xeﬂ Dx| < metd(x, Q) > n}'

Il suffit donc de montrer que f = 0 pp sur un ouvert w C QQ tels que @ soit un compact
de Q. Soit g = f|, € L}(w). Soit ¢ > 0. Par le théoreme 3.4.7, il existe . € C’(w) telle
que ||g — Pel|1(w) < & Onaalors

Vo € G5 (w /wefp / g)<P+/wg¢=/w(lPs—g)<P+0

car [,8¢ = Jo fo. Dot

’/wﬁbs(/’

Soit 6 > 0. On prend pour ¢ la fonction particuliere définie par: ¢ =

g/wm—gr-m < &[[]]oo-

Cy(w).

e
%+ |tpe?
2
Onalp| <lety.p= \/%. Donc,

[yl
wao [ 0L
w /O e
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En appliquant le TCD on peut faire tendre § — 0 pour obtenir [, [¢¢| <. D’ou,

HgHLl(w) < Hg_ lIJeHU(w) + HlIJSHLl(w) <e+4e=2e

Donc [|g[|;1(w) = 0 et g est nulle pp sur w. Par recollement dénombrable on en déduit
que f est nulle pp sur Q).
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Chapitre 4

Distributions sur un ouvert de R?

La théorie des distributions a été introduite par Laurent Schwartz en 1945, posant les idées
qui étaient déja en germe chez Sobolev dans les années 30. La représentation des phénomenes
physiques étendus dans I’espace par des fonctions de plusieurs variables et ’expression des lois
physiques en termes d’équations aux dérivées partielles ont été un grand progres dans 'étude
de ces phénomeénes. Toutefois, cette représentation par une fonction assignant une valeur en
chaque point pose au moins deux problemes d’ordre physique.

Le premier est que les quantités physiques en un point n‘ont pas de sens. Par exemple, la
température est une conséquence du mouvement des molécules. Dans un volume plus petit
que le libre parcours moyen d"une molécule, parler de température en un point précis ne signi-
tie donc rien. Pourtant, I'équation de la chaleur classique donne, a I’échelle macroscopique, des
résultats qui sont conformes aux expériences.

Le second est qu'une valeur ponctuelle pour une quantité physique est impossible a mesurer
avec un appareil de mesure. Ce dernier a nécessairement une certaine étendue spatiale et ne
pourra donc jamais fournir une valeur f(x() d"une fonction f en un point xg. Le mieux que 1’'on
puisse obtenir est une moyenne pondérée [ f(x)¢(x)dx ot ¢ caractérise I'appareil de mesure
et est supportée au voisinage de xp avec une intégrale proche de 1 pour un appareil précis et
bien réglé.

Dans ce chapitre nous allons systématiser I'idée qui consiste a ne plus considérer des fonctions
définies point par point, mais globalement, par des moyennes locales. Nous allons donc sub-
stituer aux fonctions classiques des formes linéaires sur ’espace des fonctions test. Nous avons
déja vu cette idée se dessiner dans le chapitre 2.

Un des buts de cette théorie est d’apporter un sens a des objets abstraits comme 1'impulsion
de Dirac, mais aussi de pouvoir “dériver” des fonctions qui ne sont pas dérivables, comme par
exemple des fonctions L! ou L? ou seulement continues. Nous verrons comment cela peut nous
aider a résoudre des problemes d’EDP qui n’ont pas a priori de solutions classiques simples.

Dans tout ce chapitre, Q) désigne un ouvert de R¥.

4,1 Définitions

Nous allons donner deux définitions équivalentes de la notion de distribution, 1'une fonction-
nelle et théorique dans laquelle la continuité est exprimée topologiquement, une autre effective
dans laquelle la continuité est exprimée directement par des estimations.
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Chapitre 4. Distributions sur un ouvert de R

4.1.1 Définition fonctionnelle

Définition 4.1.1. Une distribution sur I'ouvert () est une forme linéaire T : C§°(Q2) — C continue en
0, i.e. telle que, pour toute suite (@, )neN d'éléments de C5°(Q)) qui converge vers 0, < T, ¢y, >—0.
n—oo

On notera D' (Q)) 'ensemble des distributions sur Q).

Le symbole < T, ¢, > désigne ici un crochet de dualité, il signifie simplement 1’action de T sur
¢n : T(@n). D'(Q)) nest autre que le dual topologique de C°(Q2).

La convergence dans C§°((2) étant une condition trés contraignante, la condition de continuité
vis-a-vis de cette topologie est tres forte et cela impliquera donc de nombreuses propriétés pour
les distributions.

Cette définition abstraite des distributions pourra étre utilisée pour des questions théoriques,
mais pour montrer en pratique qu’une forme linéaire sur C°(Q2) est une distribution, nous lui
préferons la définition qui suit.

4.1.2 Définition par 'ordre

Proposition 4.1.2. Une forme linéaire T sur C§° (QY) est une distribution sur () si et seulement si, pour
tout compact K de Q), il existe m € IN et Cg ,, > 0 tels que, pour toute fonction test ¢ € C5°(Q) telle
que supp ¢ C K,

| <T,¢>|<Cim max max [9%¢(x)]-

Notation. On pourra noter py (@) = max|y <, maxeex [0*@(x)|.

Démonstration : Supposons que T € D'(Q)). Fixons un compact K C Q) sur lequel :
Vm € N,VC > 0,39 € Cx(Q), | < T,¢ > | > Cpu(g).

Prenons, pour toutm € IN, C = m. Il existe alors ¢,, € C¥(Q), | < T, @ > | > mpu(Qm).

Posons g = o Alors, < T, >= 1 etsupp ¢ C K. De plus,

D) = pm(@m) < 1 0

<T,omu> m m—oo
Soit k € IN. Alors, Vin > k, px(&m) < pm(Pm) — 0 Cela signifie exactement que la
suite (@) tend vers 0 dans C°(Q2). Or, < T, ¢, >= 1 ne tend pas vers 0 ce qui contredit
T € D'(Q).

Montrons la réciproque. Soit (¢,) une suite qui converge vers 0 dans C§°(Q2). Soit K un
compact qui contient tous les supp ¢,,. Par définition de la convergence dans Ci°(Q2) on
a, pour tout m € IN, py(¢n) — 0.Alors: | < T,¢n > | < CxmpPm(@n) — 0. Donc

T € D'(Q).
O

Cette caractérisation des distributions sera constamment utilisée par la suite. Elle mene aussi
directement a la notion d’ordre d"une distribution.

4.1.3 Ordre d’une distribution

Dans la définition d’une distribution, I’entier m dépend a priori du choix du compact K. Si on
peut trouver un entier m qui convient pour tous les compacts K de (2, on dira que la distribution
est d’ordre fini.
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4.2 Premiers exemples

Définition 4.1.3. Une forme linéaire T sur C§°(QY) est une distribution d’ordre fini au plus m sur Q
lorsqu’il existe m € IN tel que, pour tout compact K de Q, il existe Cx > 0 telle que, pour toute fonction
test ¢ € C3°(Q), supp ¢ C K,

<T,¢>|<C 0" .
| > < K max r}{lea%! P(x)|

Le plus petit entier m possible est appelé I'ordre de la distribution T.

L'ordre de T est le plus petit nombre de dérivées qu’il nous faut pour contrdler 1’action de T
sur les fonctions test.

Nous allons maintenant donner quelques exemples de distributions en précisant a chaque fois
leur ordre.

4.2 Premiers exemples

4.2.1 Distribution associée a une fonction Lll0 .

Une des premieres choses a vérifier est que la théorie des distributions généralise bien la théorie
des fonctions classiques, typiquement des fonctions intégrables. On va donc montrer comment
les fonctions L] _(Q) s’injectent dans D'(Q)).

Proposition 4.2.1. Soit f € L, (Q)). On peut lui associer une distribution sur Cg°(QY), notée Ty, telle
que

Vo € CF(Q), < Tf, 9 >= /quodx.
Cette distribution est d’ordre 0.

Démonstration : Tout d’abord, on vérifie que, comme f est L] (), sa restriction a tout compact

est L1. Ainsi, sur le support de ¢ € C°(Q), elle est L!. Comme ¢ est bornée, car continue
sur le compact ot elle est supportée, on en déduit que f¢ est L!, et que

‘/quvdx

La forme linéaire ¢ — [ fodx est donc bien une distribution, qui plus est d’ordre au
plus 0, donc d’ordre 0.

< max X / dx.
< max lp(o)l [ 1f

|

Par ailleurs, le lemme de Dubois-Reymond nous permet d’identifier Ty a la fonction f de

maniére unique. L'application f — Ty est une injection de L, (€}) dans D'(€}). Dans la suite

nous ferons donc presque toujours 1’abus de langage qui consiste a identifier Tr a f. Nous
écrirons par exemple “soit f la distribution...”.

4.2.2 Distribution de Dirac

Nous avons déja rencontré cette distribution au chapitre 2. Nous allons maintenant en donner
sa définition précise.

Définition 4.2.2. Soit a € Q). La forme linéaire 5, : C5°(Q) — C définie par
Vo € G (Q), < da, 9 >= ¢(a)

est une distribution sur Q), d’ordre 0.
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Chapitre 4. Distributions sur un ouvert de R

Démonstration : Soit K un compact de Q) et soit ¢ € C(Q)) telle que supp ¢ C K. Alors,
| < 64,9 >| <1-||¢||e- Donc 4, est une distribution d’ordre au plus 0 donc 0 sur Q).

|

La distribution de Dirac est un nouvel objet de la théorie des distributions. En effet, on peut
montrer qu'il n’existe pas de fonction f € L}, (Q) telle que 6, = Ty. Si cela était le cas, en fixant
un compact K C (), on aurait :

Vo € C2(Q)), supp ¢ C K, < 64, ¢ >= g(a) = /K F(x)(x)dx.

Alors, sia ¢ supp ¢, [ f(x)@(x)dx = 0. Donc, pour toute ¢ € C(Q\ {a}), [ f(x)@(x)dx =
0. Par le lemme de Dubois-Reymond, f = 0 pp sur Q \ {a}, donc sur Q). Mais alors, pour toute
¢ € C(Q), [( f(x)p(x)dx = [0 ¢(x)dx = 0 = @(a). En choisissant ¢ telle que ¢(a) # 0 on
aboutit a une contradiction.

4.2.3 Distribution de Dirac dérivée

Nous pouvons aussi définir sur le modéle de la distribution de Dirac une distribution d’ordre
fini de n’importe quel ordre. Soient a € Q) et & € IN“. Posons, pour toute ¢ € CP(Q),

<T,¢ >=09"¢(a).

Montrons que T ainsi définie est une distribution d’ordre exactement |«|. Tout d’abord, il est
clair que c’est bien une distribution d’ordre au plus |«|. En effet, si K est un compact de (), on a

| < T, 9> [=10"0(a)| < [[0°¢||w

Soit k < |a|. Montrons que T n’est pas d’ordre k. On raisonne par l’absurde. Supposons que,
pour tout compact K de (), il existe Cx > 0 telle que :

Vo € CF(Q), supp ¢ C K, [0%¢(a)| < Ck max 110P 9] co-

Soit € > 0 et prenons comme compact K = B(a, ¢). Fixons ¢y € C5°(B(0, ¢)) telle que p(x) =1

pour |x| < e/2.Posons alors (x) = %4y(x). Par la formule de Leibniz, on a 0*(0) = ¢ (0) =

w!

1. Posons enfin ¢(x) = ¢(A(x —a)) ot A > 1. Comme supp ¢ C B(a,5) C B(a,e) C K,ona
bien supp ¢ C K. De plus, 3*¢(a) = A1*19%p(0) = Al*l. Pour |B] < k,

0P g (x)| = API|9Py(A(x —a))| < A¥|[0F |,
Alors, pour tout A > 1, on devrait avoir,

A=k < Cp max [|0P ]| < +o0.
|Bl<k

On aboutit a une contradiction en faisant tendre A vers +oo puisque |¢| —k > 1. Donc T ne
peut pas étre d’ordre k < |a|, donc T est d’ordre exactement |«|.
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4.2 Premiers exemples

4.2.4 Mesures de Radon

Soit ;1 une mesure de Radon sur Q). La forme linéaire ¢ € C§°(Q)) — [ ¢du est une distribution
d’ordre 0 sur Q.

Théoréme 4.2.3. Soit T € D'(Q) d’ordre 0. Alors, il existe une mesure de Radon p sur Q) telle que
Vo e CF(Q), <T,¢ >= /Q dpu.

Démonstration : On admettra ce théoréme. La démonstration se base sur le fait que les mesures
de Radon positives sur () s’identifient aux formes linéaires positives sur Co(Q2) par

p <f€Co<Q) %/Qfdu)

C’est le théoreme de représentation de Riesz.

4.2.5 Distributions positives
On dit qu’une distribution T € D’(Q}) est positive lorsque :

Vo eCP(Q), >0 =<T,p>>0.
Montrons que toute distribution positive est d’ordre 0.

En effet, soit K un compact de Q et soit y € C°(Q)), x = 1surKet0 < x < 1.Si¢ € CF(Q)),
supp ¢ C K et ¢ réelle, alors les fonctions 11 : x — x(x)sup,.x |¢(x)| & ¢(x) sont dans
C(Q) et sont positives. Alors, < T, 1+ >> 0. D’ot,

| <T,¢>|<[<T x> suplp(x)| = Cksup|p(x)],
xeK xeK
ce qui signifie que T est d’ordre au plus 0 donc d’ordre 0.

4.2.6 La valeur principale de %

La fonction inverse, f : x — 1 n’est pas dans L] _(IR), on ne peut donc pas définir a partir de

cette fonction une distribution comme on l'a fait auparavant. Cependant, en prenant garde a
éviter la singularité en 0 et en effectuant une intégration “symétrique” par rapport a 0, on va
tout de méme pouvoir associer une distribution a f.

Définition 4.2.4. Soit ¢ € C{°(R). On pose

1 s ¢(x)
<Vp <x>’¢>_£135 e x O

Alors vp (1) est une distribution sur R d’ordre exactement 1.

Démonstration : Soit K un compact de R et supposons que K C [—a,a] pour a un réel positif.
Soit ¢ € CF°(R) telle que supp ¢ C K. Alors,

1 i ¢(x)
<Vp <x)’(’)> = e<lxj<a X ax
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Chapitre 4. Distributions sur un ouvert de R

Pour “annuler” la singularité en 0, 'idée est de faire un développement de Taylor de ¢
en 0. Par la formule de Taylor avec reste intégral, on peut écrire

Vx € R, ¢(x) = ¢(0) + x¢(x), avec Y(x) = /01 ¢'(tx)dt, p € CT(R) et [p(x)] < [|¢/[]eo-

On écrit alors, pour tout € > 0,

(%) 4, dx B
/€<|x|§u dx = G’)(O)/g + /lega P(x)dx := L + b.

X <|x|<a X
Par imparité de la fonction f et symétrie par rapport a 0 du domaine d’intégration,
I'intégrale I; est nulle. Dans l'intégrale I, la fonction ¢ étant continue en 0, on peut

appliquer le TCD pour obtenir que la limite lorsque ¢ tend vers 0 de I, existe et vaut
f‘x| -, P(x)dx. La définition de vp (1) est donc justifiée, la limite existe et ona:

(o (2)0) - v

’<Vp (i) ,(p>‘ < 2a x sug\q)’(x)|.
xe

On en déduit que vp (1) est une distribution d’ordre au plus 1. Il nous reste a justi-
fier qu’elle ne peut pas étre d’ordre 0. Si elle était d’ordre 0 on aurait ’existence d’une

constante C > 0 telle que :
1
vp <) 9 )| = Cliglle

Pour n > 1, on considére la fonction plateau qui vaut 1 sur le compact [1,1] et qui est

nulle hors de 'ouvert ] -, 2[. Alors, ||¢4||c = 1 et, pour ¢ < 5, on a (par positivité de ¢,)

2 1 1
/ de — / de Z / de = / % = log n.
x|>e X Loox Pox i ¥

Ainsi, pour toutn > 1,

De plus,

Vo € Ci’(R), supp ¢ C K,

1
logn < ‘<Vp <x> §0>‘ < Cllgnllo = C.

D’ou1 la contradiction lorsque n — oo.
O

Comme vp (%) est d’ordre 1 on en déduit en particulier qu’il n’existe pas de fonction f €
1 1y

L},.(Q) telle que vp (1) = Ty.

Cette distribution apparaitra a nouveau plus loin dans le cours et en TDs. Tout comme la dis-

tribution de Dirac, elle constitue un des premiers exemples d’objets nouveaux introduits par la

théorie des distributions.
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4.2 Premiers exemples

4.2.7 Partie finie de x*

On peut chercher a continuer a intégrer des fonctions non intégrables, par exemple x* pour
—2 <a < —letx > 0.On vérifie que

/1Z x*¢(x)dx = /ﬂ x“(0)dx + /gﬂ x¢'(0)dx + ...

€ €
(sans préciser le reste de Taylor). Le premier terme vaut % - %, qui tend vers +-co lorsque
e — 0. Il s’agit de la partie infinie de x*. Plus précisément, on a 1’égalité, valable pour ¢ a
support compact et a € suppg :

a . xachl a a xtx+1 ) eszrl a xzx+1 ,
[ ot = |Fqew] ~ [MEge e = et - [ e
La fonction ff—jll est, quant a elle, intégrable car « +1 > —1, donc définit une distribution. On

voit donc apparaitre la partie finie.

Définition 4.2.5. La partie finie de x*, notée Pf(x") est la distribution définie par

o) Stx—f—l 00 xlx-‘rl
o] o _ 15 o _ /
Vo € C°(R), < Pf(x*), ¢ >= ll_r% (/S x*@(x)dx + g 14)(8)) = /0 17 (x)dx.

On peut définir de méme Pf(x*) pour « €] —n — 1, —n], grace a

[ xtx—‘rn

¢ (x)dx.

< Pf(x%), ¢ >= (—1)”/O (a+1)...(a+n)

Il existe d’autres facons de définir les parties finies. Par exemple, lorsque —n —1 < a < —n,
n > 1, on retranche la partie infinie obtenue en écrivant le développement de Taylor de ¢ a
I'ordre n — 1, soit

n—1 xJ

p(x) =Y SV (0) + "y (x)

=g

et on calcule ainsi la limite, lorsque e — 0, de

= (j+a+1
Cette limite est notée < Pf(x"), ¢ > et définit une distribution d’ordre n. Les cas « = —n
donnent les valeurs principales. Par exemple, pour « = —2, en pensant a intégrer de maniére

symétrique comme pour la valeur principale de %, on obtient

(x) 20(0) [ g1 . )
/|x|>g dx — — —/g /0 (1—t)[@”(xt) + ¢”(—xt)]dt.

x2

Le membre de droite définit, a la limite ¢ — 0, une distribution d’ordre 2, qui est la partie finie
de % en valeur principale.
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Chapitre 4. Distributions sur un ouvert de R

4.2.8 Un exemple de distribution d’ordre infini

Soit T la forme linéaire sur C§°(R) définie par

too
Vo € CP(R), < T, 9 >= Y ¢U())
j:0

Alors, T est une distribution sur R d’ordre infini. On peut reprendre en 1’adaptant légerement
la preuve donné pour la distribution de Dirac dérivée.

Soit [—a,a] C R etsoit ¢ € CF°(R), supp ¢ C [—a,a]. Posons pg = E(a) + 1, oit E(a) est la
partie entiere dea. On a :

| <T,9>]|= pr <ZH¢ o

—+o0
Z (P(j) |

j=0

Donc T € D'(R).

Supposons par 1’absurde que T est d’ordre fini m. Soit 9 € C5°(] —1/2,1/2[), égale a 1 sur
[—1/4,1/4] et positive. Soit A > 1. Posons 9(x) = %l[)o(x) pour x € Ret ¢(x) = ( (x —
(m+1))). On considere le compact K = [m+1/2,m+3/2] C R. Comme A > 1, ¢ est a
support dans K et elle est C*.

D’autre part, par la formule de Leibniz, on a: ("1 (0) = (0) = 1. Puis, comme supp ¢ C K,
ona<T,p >= ¢ (m+1) = A1+ (0) = A™+1 Drautre part, pour j < m,

vx e R, |9t (x)] SMSUH}ZIIIJ( (1) < V[P0 |o.
xe

Or, T est supposée d’ordre m, donc pour K = [m +1/2,m + 3/2], il existe Cx > 0 telle que

|<T¢>\<CKZH¢ oo
j=0

soit ici :
m . .
A< Ck ZNHIP |0 < Ck (Z NHlP(”Hoo> A
j=0 j=0

Or cela conduit a une contradiction lorsque A tend vers 'infini car on a :

A< C YN0 | < oo
]':

Donc T ne peut étre d’ordre fini.

4.3 Convergence des suites de distributions

Nous allons voir que les suites de distributions étant des suites d’applications linéaires conti-
nues, elles se comportent de maniére tres “simple”. Cela est principalement dt au théoréme
de Banach-Steinhaus qui est un résultat d’uniformisation des bornes sur les familles de formes
linéaires continues sur un espace de Banach (voir [4], Chapitre 17). Commengons par donner la
définition de la convergence dans D'(Q)).

Définition 4.3.1. On dit qu'une suite (T, )nen de distributions sur Q) converge vers T € D'(Q))
lorsque, pour toute fonction ¢ € C5°(Q)),

lim < Ty, >=<T,¢p >.

n—00
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4.3 Convergence des suites de distributions

Exemple 4.3.2. La suite de distributions (Ty,),>1 définie par : ¥n > 1, T, = n(61 — _1), converge

dans D' (R) vers —26,. En effet, pour ¢ € C(QY), on peut écrire p(x) = ¢(0) + xip(x) avec p(x) =
fol @' (xu)du. Alors,

<twps=n(o(3)-o(-3))=v(3)+v(-3) =2 2O =200

D’oit le résultat.

Exemple 4.3.3. La suite (T, )n>0 converge vers la distribution nulle dans D' (Q)). I s’agit juste du
lemme de Riemann-Lebesgue.

Proposition 4.3.4. La convergence dans L{, (Q), 1 < p < +oo implique la convergence dans D' (Q2).

p

1oc(Q) qui converge vers f dans

Démonstration : Soit (fn)s>0 une suite de fonctions dans L

L{ (Q).Soit q tel que % + % = 1. Soit K C Q) un compact et soit ¢ € C5°(Q)), supp ¢ C K.
Par I'inégalité de Holder,
| <Tp,9>—<Tpo>| = | <Tf, —Tre>[< /Klfn(x) — f(x)] - [g(x)|dx
< fa = Al el —2 0.

|

Exemple 4.3.5. La convergence presque partout n'implique pas la convergence dans D'(Q). En effet,
considérons la suite de L} _(Q)) définie par f, = x Ve ™ Alors, pour tout x # 0, fu(x) — 0,
mais la suite (T, ),>1 converge dans D'(Q)) vers \/7tdo et non pas vers la distribution nulle. En effet,
sip € CP(Q), onaparle TCD,

< fn,QD >= \/ﬁ/ e*”xqu(x)dx = / €7y2(p <y> dy — ﬁ¢(0> =< \/E(So,(P >
R R Vn n—o0
On a le théoreme suivant dont la démonstration (difficile et basée sur Banach-Steinhaus) est
admise ici (voir [1, C.3.4, p245] ou [6, p58]).

Théoreme 4.3.6 (Admis). Soit (T,)nen une suite de distributions telle que, pour toute ¢ € C5°(Q)),
la suite (< Ty, ¢ >)nen admet une limite dans C. Alors la forme linéaire T définie sur C5°(Q)) par

VoeCr(Q), <T,¢>= lim <T,,¢>

n—+00

est une distribution sur (). De plus, pour tout compact K C ), il existe m € IN et C > 0 tels que,
Vo € Ci(Q), supp ¢ C K, sup| < Ty, ¢ > | < Cpm(e).
nelN
Le point clé ici est le fait que 'on peut trouver une constante C > 0 et un entier m € N
indépendants de n. On a aussi le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.7. Soit (T,)nen une suite de distributions qui converge vers T dans D'(Q)) et soit
(¢n)neN une suite qui converge vers ¢ dans C°(Q)). Alors < Ty, ¢ >—< T, ¢ >.
n—o00

Nous allons montrer au chapitre sur la convolution des distributions que toute distribution est
limite dans D’((}) d’une suite de fonctions dans C§°(Q)).

Nous terminons cette section par un résultat d’approximation de la distribution de Dirac en 0
par des fonctions L.
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Chapitre 4. Distributions sur un ouvert de R

Proposition 4.3.8. Soit (fy)n>0 une suite de fonctions positives dans L' (R?), dont les supports sont
contenus dans des boules centrées a I'origine et de rayon tendant vers 0. Alors

1
>0 d D'(Q).
f]Rdfndxfn noves ans ( )

Démonstration : Soit a, le rayon de la boule, a, — 0. Soit ¢ € CS"(IRd ). En posant x = ayt,
Vi €N, < fo, @ >=al | fn(ant)p(ayt)dt.
t<1

On écrit
<fwo> (0) = a <1 fn(ant)(@(ant) — @(0))dt

< fu, 1> ad <1 f(ant)dt

On utilise ensuite le fait que, pour a, < 1et |t| < 1, par la formule de Taylor avec reste
intégral a 'ordre 1,

|@(ant) — @(0)| < a, maxmax |0 ¢(x)|

la|=1 |x|<1
pour trouver

< fl’ ; > o
< fn,l > q)(O) an Trl‘a)fmi)f |a (P(x)|

D’ot le résultat.
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Chapitre 5

Opérations sur les distributions

5.1 Multiplication par une fonction C*

Définition 5.1.1. Soit T € D'(Q)) et soit a € C®(QY). La forme linéaire aT définie sur C{(Q) par :
Vo € C3(Q), <aT, ¢ >=<T,ap >

est une distribution appelée produit de a par T.

Démonstration : Tout d’abord, on a bien agp € C§°(€Q)) donc le membre de droite est bien défini.
Puis, soit K C (2 un compact : il existe m € IN et C > 0 tels que,

Vo e C(Q), | <T,¢ > | < Cpule).

Alors,
| <aT, ¢ >|=|<T,ap > | < Cpulag).

Or, par la formule de Leibniz :

*(ap) =) < g )8501-8"‘5(;).

p<a
Alors,

o < 9lal B1 . B2 —
max |9%(ag)(x)| < 2 ‘ﬁrﬂgﬁ‘rggﬁa a(x)] ‘gﬂgﬁ‘r&apa ¢(x)] := Cpm(p),

d’ott, pu(ap) < Cpm(¢) et on a finalement,
| <aT, ¢ > | < Cpu(ag) < (CC)pum(9p),

ce qui montre que aT est une distribution sur ).

Nous avons facilement les propriétés suivantes. Pour a,b € C*(Q) et T,S € D'(Q),
(a+b)T =aT+0bT, (ab)T =a(bT), a(S+T)=aS+aT.
De plus, la multiplication par une fonction C* est une opération continue.
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Proposition 5.1.2. Soient T € D'(Q)) et a € C®(Q)). Soit (a,)n>0 une suite qui converge vers a dans
C®(Q) et soit (Ty)n>0 une suite qui converge vers T dans D'(QY). On a alors, avec convergence dans
D'(Q),
ayT —— aT, aT, —— aT et a,T,, — aT.
n—oo n—o0 n—00

Démonstration : Bien entendu, il suffit de montrer le troisieme point. Soit ¢ € C5°(Q2). Posons
pour tout n, P, = a,¢. Alors, P, —0 a9 dans C§°(Q) par la formule de Leibniz, donc
n—oo

< ayTy, ¢ >=< Ty, Pp >——< T,ap >=<aT,¢ > .

Nous avons utilisé ici le corollaire 4.3.7.

Exemple 5.1.3. Sia € C®(Q)etsi f € Li (Q), ona:aTy = T,

Exemple 5.1.4. Sia € C®(Q) et sixg € O, ona: ady, = a(xo)dx,. En particulier dans R, xép = 0.
La vérification est ici immédiate.

Exemple 5.1.5. Ona: xvp (1) = 1. Eneffet, si ¢ € C3(Q), ona

1 _ 1 i X9(*) 4y _ / _
<xvp <x> ,q)> = <Vp <x> ,xq)> = llg% e x dx = llg% e p(x)dx = i p(x)dx =<1,¢ >,

par intégrabilité en O de la fonction continue ¢.

Exemple 5.1.6. Soit —2 < a < —1. Ona xPf(x%) = x**1. En effet

o N ooxﬂé—‘rl
¥g € CF(R), < Pi(x),9 > = — [ T (xg/(x) + g(x))dx
xa+1 ooxvc+2
B _/0 a+1¢( Jdx /0 a1 ? (V)dx
1x+1
- _ a+1“+2
B /0 (x+1 dx-l-/ (X—I—l px)dx
= /0 x* o (x)dx

oit on a utilisé que x**2

e, a].

est dérivable et que I'on peut appliquer la formule d’intégration par parties sur

Remarque. On ne peut pas définir un produit raisonnable entre deux distributions. Par exemple,
une multiplication basique du type “< TS, ¢ >=<T,¢ > - < 5,9 >" ne définie méme pas
une forme linéaire.

Une autre objection est que I’on ne peut pas donner sens au carré de la distribution de Dirac en
0. Par exemple, on consideére la famille de fonctions (¢ ).~ définie par :

1
Ve >0, ¢pe(x) = B si x| < et ¢(x) = 0sinon.

£
2
Soit alors ¢ € C5°(R). On a, en utilisant Taylor avec reste intégral a I’ordre 1,

1 e/2

[ 9@odr == [ plx)dr = L (eg(0) + 0() — 9(0).

—e/2 € e—0
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5.2 Les équations xT = 0, xT = letxT =S

et ainsi on a bien que (¢ )0 converge vers &y dans D’(R). Toutefois, on a aussi :

IR L7 pwar = Lieg(0) + 0(e)

52 —e/2
qui diverge lorsque ¢ tend vers 0. Ainsi, (¢?)¢~o ne converge pas dans D’(RR).

D’un point de vue plus abstrait, on ne peut pas définir un produit entre deux distributions qui
soit commutatif et associatif. Si cela était le cas, on aurait par exemple: & - vp (1) = vp (1) - .
D’ot1, en multipliant les deux membres par x, on aurait d’'une part : x( - vp (1)) = (xdo) -
vp (1) = 0. D'autre part, x(éy - vp (2)) = x(vp (1) - 6o) = (xvp (1)) 6o =16y = dy, d’ott la
contradiction.

Une définition d'un produit de deux distributions reste possible a condition d’utiliser la trans-
formée de Fourier, ce qui conduit a la théorie des opérateurs pseudo-différentiels. Toutefois,
sans aller jusque-la, nous verrons que 1'on peut définir un produit de convolution entre deux
distributions (moyennant des hypotheses sur leurs supports respectifs), ce produit ayant alors
une interprétation physique naturelle.

52 Leséquations xT =0, xT =1etxT =S

Nous allons commencer par étudier ces trois équations pour 4 = 1. Nous donnerons ensuite
un résultat plus général en dimension d quelconque pour le systeme d’équations x;T = 0.

Proposition 5.2.1. Soit T € D'(R). On a alors équivalence entre
1. xT =0.
2. T = Céyoir C € C.

Démonstration : On a déja vu que, si T = Cdy, alors xT = Cxdp = C -0 = 0. D’ol1 une premiére
implication.
Pour l'autre sens, supposons que xT = 0. Pour § € CP(R), 0 =< xT,0 >=< T,x0 >.
Donc T est nulle sur toutes les fonctions de la forme x6, 6 € C5°(R).
Caractérisons ces fonctions. Tout d’abord, si ¢y = x6, 6 € CS"(IR), il est clair que ¥ €
Ci’(R) et que (0) = 0. Réciproquement, soit ¢ € C5°(RR) telle que 1(0) = 0. Supposons
que supp P C [—A, A] Par la formule de Taylor avec reste intégral a l'ordre 1, on peut
écrire que P (x) = ¥(0) + x fo (tx)dt = x0(x) ot O(x fo (tx)dt. Alors, 6 € C*(R)
etsi|x| > A, ona¢/(x) —Odou@( x) = 0.Donc § € C0 (R).
Finalement, T s’annule sur toutes les fonctions i € C°(R) telles que (0) = 0. Fixons
X € CP(R) telle que x(x) = 1 pour |x| < 1. Soit ¢ € CFP(R). Posons ¢ = ¢ — ¢(0)x.
Alors ¢ € C(R) et »(0) = 0. Donc < T, >= 0, soit encore

<T,¢p>=¢0)<T,x>=C<d,¢> avec C=<T,x >.
D’out 'autre implication.
|

On peut alors étudier la méme équation avec un second membre. On commence par regarder
I'équation xT = 1.

Proposition 5.2.2. Les distributions T € D'(R) telles que xT = 1sont dela forme T = vp (1) + Cd,
cecC
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Démonstration : On a déja vu en exemple que xvp (%) = 1. Donc si T est une solution de
I'équation xT = 1, on doit avoir x(T — vp (%)) = 0. Par la proposition précédente,
T—vp (L) =CdavecCeC.

|

On retrouve ici le principe général de résolution des équations linéaires : 'ensemble des so-
lutions est un espace affine dirigé par le noyau de l'application linéaire qui définit I"équation
considérée (soit I'ensemble des solutions de 1’équation homogeéne associée) et passant par une
solution particuliere de I'équation. Nous pouvons en fait résoudre 'équation xT = S pour
n’importe quel second membre S € D'(R).

Proposition 5.2.3. Soit S € D'(R). Alors I'équation xT = S admet une solution T € D'(R).

Démonstration : Soit ¢ € CP(R) et soit x € C(R) telle que x(x) = 1 pour |x| < 1. Posons
$ = ¢ —¢(0)x. Alors $(0) = 0. Il existe donc § € C5°(R) telle que ¢ = x6. On définit la
distribution Tpar <T,¢ >=< 5,0 > Alors < xT,¢ >=<T,xp >=< S,¢ >,d’ou
xT = S. En effet, x¢ = x¢ — (x¢)(0)x = x¢ et dans ce cas, 0 = ¢.

Il ne reste plus qu’a vérifier que la formule < T, >=< 5,0 > définie bien une dis-
tribution T € D'(R). Tout d’abord, si ¢ € C§°(R), on a supp 6 C supp ¢ Usupp x,
donc 6 € CF(R). Puis, comme S € D'(R), | < 5,0 > | < Cspu(0).Or, 0 = fol @' (tx) —
¢(0)x'(tx)dt, donc py () < Cpmi1(@). Ainsi, | < T, ¢ > | < Cs-Cpmyi1(p) et T € D'(R).

|

Plus généralement, on peut prouver le résultat suivant.

Proposition 5.2.4. Soit T € D'(Q) telle que : Vi € {1,...d}, x,T = 0. Alors T = Cég avec C € C.

Démonstration : La démonstration est la méme que dans le cas d = 1 une fois prouvé le lemme
d’Hadamard : supposons que 0 € Q et soit p € C5°(Q) telle que (0) = 0. Alors il existe
des fonctions ¢y, ..., 1, € CF(Q) telles que : Vx € Q, ¢(x) = Y4, x;9;(x). Cela résulte
d’un développement de Taylor a ’ordre 1 et d'un changement de variable.

5.3 Dérivation d’une distribution

Nous avons déja vu dans le chapitre 2, lors de notre étude de I'exemple de la fonction de Hea-
viside, qu’il est possible de donner un sens a la dérivée d'une fonction qui n’est pas dérivable
au sens classique. Nous allons maintenant voir, et c’est 1a 1'un des concepts les plus étonnants
de la théorie des distributions, que 'on peut dériver a n’importe quel ordre une distribution
quelconque et que cette dérivation est une opération continue. La situation est donc totalement
différente du cadre des fonctions dérivables classiques. Il faut se dire que si une fonction clas-
sique n’est pas dérivable, cela signifie simplement que sa dérivée est une distribution qui n’est
pas une fonction. La dérivée usuelle peut laisser échapper 'essentiel de la “vraie” dérivée, par
exemple une masse de Dirac dans le cas de la fonction de Heaviside.

Le tout est de trouver “la bonne formule” pour définir la “bonne” notion de dérivée des dis-
tributions. Pour cela, regardons ce qui se passe dans le cas des distributions associées a une
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5.3 Dérivation d’une distribution

fonction f de classe C! sur R. Par intégration par parties (le crochet s'annulant pour des rai-
sons de support) :

Vo € CF°(R), < Tp, ¢ >= /Rf’(x)q)(x)dx = — /suppq)f(x)go/(x)dx =—<Ts9 >.

Bien entendu, notre définition générale de la dérivée d'une distribution doit coincider avec la
notion de dérivée classique dans le cas des fonctions de classe C!, nous allons donc adopter la
définition suivante.

Définition 5.3.1. Soit T € D'(Q) et soiti € {1,...,d}. La forme linéaire o, T définie sur C5°(Q) par
Vo € Ci(Q), <0x,T, ¢ >=— < T,0y,¢ >
est une distribution sur Q) appelée i-ieme dérivée partielle de T.

Le fait que dy, T soit une distribution est évident. Il est clair aussi que si T est une distribution
d’ordre m donné, alors dy, T est d’ordre m + 1.

La définition de dy, T peut étre itérée autant de fois que voulu, on peut donc définir, pour tout
multi-indice &« € N9, 94T par

Vo € CF(Q), < 0T, ¢ >= (1) < T,0%p > .

La proposition suivante est tout a fait remarquable de simplicité lorsqu’on la compare aux
énoncés équivalents dans le cadre des fonctions classiques qui requiert tous des hypotheses
tres fortes de convergence uniforme. En fait, le caractere uniforme est caché dans le théoréme
4.3.6 basé sur le théoreme d’'uniformisation de Banach-Steinhaus.

Proposition 5.3.2. Soit (T},),>0 une suite dans D' (Q)) qui converge vers T € D'(Q). Alors, pour tout
a € N?, (9%T,) >0 converge vers 9*T dans D'(QY).

Démonstration : Soit ¢ € C3°(Q2). Pour toutn € N,
< Ty, ¢ >= (-1 < T,,0% >— () < T,0% >=< *T, ¢ > .
n—oo

D’ot le résultat voulu.

|
La dérivation se comporte tout aussi bien vis-a-vis du produit par une fonction C*.
Proposition 5.3.3. Soit a € C®(Q) et soit T € D'(Q). Alors, 9y,(aT) = (9x,a)T + ady,T.
Démonstration : Cela provient directement de la formule de Leibniz.

|

Exemple 5.3.4. La dérivée d'une distribution Ty avec f € CY(R) est la distribution Ty C'est I'objet
du calcul fait au début de cette section.

Exemple 5.3.5. La i-ieme dérivée partielle d'une distribution Ty avec f € CY(R?) est la distribution
Ty, r- Cela résultera de la formule d’intégration par partie multidimensionnelle (voir Corollaire 11.4.4
au Chapitre 11).
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Exemple 5.3.6. Soit H la fonction de Heaviside qui vaut 0 sur ] — c0,0[, 1 en 0 et 1 sur |0, +-oo|. Alors,
H' = &y. En effet,

Vo € C¥(R), <H',p >= — < H,¢' >= —/O @' (x)dx = @(0) =< 8o, ¢ > .

Exemple 5.3.7. La fonction définie pour x # 0 par f(x) = log|x| et une valeur quelconque en 0 est
dans L} (IR). On peut donc lui associer une distribution Ty € D'(R). On a alors : (Tf)' = vp (1.

En effet, pour ¢ € CP(R), ona < f,¢ >= — < f,¢' >= — [glog|x|- ¢'(x)dx. Or, par
intégrabilité du logarithme en 0, on a

— . / — — i . ! — i
/]Rlog|x| @' (x)dx Pg& log |x| - ¢'(x)dx : lg%le.

|x|>e
Soit ¢ > 0. Alors,
¢ 0
I = / log(—x) - ¢'(x)dx +/ log(x) - ¢'(x)dx.

On effectue une intégration par partie dans chacune des deux intégrales pour obtenir :

L =— /XZS P 4y 4 p(—e) log(e) — g(e) log(e).

X

Or, on peut écrire p(x) = ¢(0) + x¢p(x) avec p € C®(R). Donc ¢(—¢) — ¢(e) = —e(P(—¢) +
P(e)), don

== /x|>e P00 g - elog(e) (p(—¢) + p(e)).

X

Comme glog(e) — 0, on a finalement
£—

<f,¢ >=—limI, = lim q)(x)dx: <Vp <1),(p>.

e—0 e—0 |x‘28 X X

D’oit le résultat annoncé.

Exemple 5.3.8. Soit u € L _(IR) et posons, pour x € R, v(x) = [; u(t)dt. Alors v est une fonction
continue sur R et v/ = u au sens des distributions.

Commengons par montrer la continuité de v Soit xg € R et soit (x,)u>0 une suite qui converge vers
x0. Ona:¥n >0, v(xy) = [g Lo, (t)u(t)dt. Par le TCD, la suite (v(xy))n>0 converge alors vers
Jr L0,x0) (Hu(t)dt = v(x), d'oit Ia contznuzte de v en xo, donc sur R.

Soit ¢ € C3°(R) et supposons que supp ¢ C [—A, A]. En utilisant Fubini, on a :
A x
<, 9> = —<v,¢’>——/A</ ()dt>(p( x)dx
- / / x)dtdx + / / x)dtdx
A t
= —/ u(t) (/ @ (x)dx) dt+/ u(t) </ q/(x)dx) dt
0 t ~A ~A

A 0
- /0 u(t)¢(t)dt+[Au(t)¢(t)dt:/]Ru(t)q)(t)dt:< o> .
On a bien v' = u dans D' (R).
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5.4 Les équations T’ = 0 et 0,, T = 0.

Exemple 5.3.9. La forme associée a la dérivée n-ieme d'une mesure de Radon y sur (), notée 0*u, est
I'application de C§°(Q)) dans R donnée par :

vg € CP(Q), < g >= [ (~D)a*p(x)an().

C’est une forme linéaire sur Ci°. Si K C () est compact, on a l'inégalité, due au fait que y charge de
maniere finie les compacts :

< p(K) max |9%¢(x)].

xekK

L (=DMap(x)an(x)

En particulier, la notation 0y provient du fait que, si y est une mesure définie par une densité p(x) qui
est de classe C¥, alors du(x) = p(x)dx et on a, pour |a| < k:

L =DM pan(x) = [ (~1)"a*g(x)p(x)dx = [ a*

et ainsi cette forme linéaire est associée a la mesure de densité 0* p. Remarquons que nous avons a nouveau
utilisé le Corollaire 11.4.4 du Chapitre 11.

54 Leséquations T' =0etd,, T =0.

Nous allons commencer par regarder ce qui se passe en dimension d = 1. Nous avons le résultat
suivant :

Proposition 5.4.1. Soit T € D'(R). Ona T’ =0 < T est constante.

Démonstration : Si on suppose que T est constante, il est alors évident que T’ = 0 puisque ¢ est
a support compact.
Réciproquement, supposons que T’ = 0. Alors, si 0 € CF°(R), < T',0 >= — < T,0' >=
0. Donc T s’annule sur toutes les fonctions ¢ € Cy°(R) de la forme ¢ = 6’ o1 6 € C°(R).
Caractérisons ces fonctions. On montre que

(p=0,0eCP(R)) < <¢ € Cy(R) et /]Rlp(x)dx:0>.

Le sens direct est évident puisque 6 est a support compact. Réciproquement, on pose :
= [*_y(t)dt avec supp ¥ C [—M, M]. Il est clair que § € C®(R). Si x < —M,

alors 9( ) = 0 (car ¥ est nulle sur | — oo, x| dans ce cas). Si x > M, alors f;roo P(t)dt =
Jr ¢ (t)dt = 0 par hypothese. Dot

Vx> M, 6(x) :/_xoolp(t)dt—i—OZ/_xoow(t)dt—l—/;oolp(t)dt:/Rgb(t)dt:

donc supp 6 C [-M, M] et 0 € C5°(R). Et bien entendu, on ¢ = ¢’
Nous allons utiliser cette équivalence. Soit x € C°(R) avec [ x(x)dx = 1. Soit ¢ €
Cy(R). Posons :

VreR, p(x) = p(x) - ( /| ¢<t>dt) x(%).

Alors ¢ € C{(R) et [ (t)dt = 0. Par conséquent, il existe § € C§°(RR) telle que ¢ = ¢’
et< T, >= O Alors, par hnearlte de T,

<T,¢>=<T,x> -/Rqo(x)dx:C<1,(p >=<C,¢ >, avecC=<T,x >€C.

Donc T est constante.
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g

Le résultat persiste en dimension supérieure, mais sa démonstration est plus difficile. Nous al-
lons admettre un résultat plus général dont on déduira le résultat voulu immédiatement (pour
une démonstration d"une forme un peu plus faible de ce résultat, voir [6, Corollaire 2.19, p52]).

Théoréme 5.4.2 (Admis). Soit T € D'(Q)). On suppose qu’il existe f1, ... f des fonctions continues
sur Q) telles que, pour tout i € {1,...,d}, 0, T = f;. Alors il existe f de classe C' sur Q) telle que

T=f.

Corollaire 5.4.3. Soit T € D'(Q) et supposons que I"ouvert Q) est connexe. Supposons que, pour tout
ie€{l,...,d}, 05, T =0. Alors T est constante.

Démonstration : 11 suffit d’appliquer le théoréme précédent puis le résultat classique sur les
fonctions de classe C! de dérivées nulles sur un ouvert connexe (résultat basé sur les
accroissements finis).

5.5 Formule des sauts en dimension 1

On se donne une fonction f, qui est de classe C! par morceaux dans [4,b], et qui admet, en
tout point ot elle n’est pas continue, une limite a droite et une limite a gauche. Il existe ainsi
une subdivision de [a,b] en intervalles [a,a1], ]a;, a;11], |ai11, b] telle que f soit de classe C! sur
Jai,a;+1[. On note f(a;") et f(a;) les limites respectives a droite et a gauche au point 4;. Par
convention, les pomts 1nter1eurs a [a b] sont ay,..,a, etonnote ayg = a,a,41 = b. La fonction f
définit une distribution, dont on calcule la dérivée, que nous notons (T)’. Par définition, pour
¢ € CF'(R),

<(Tp), ¢ >=— <Tf,¢'(x) >= — /f

[ fe dx—z/j’“f

Comme f;iﬂ f(x)¢'(x)dx = @(ai1)f(a; ) — @(a f”’“ x)dx, ott la fonction f’
est définie presque partout, on a la relation

Ainsi

[ 19 i = ); X)dx + 2f @) — f(a51)9(ais)-

Soit, en notant Ty la distribution définie par f " sur chaque intervalle |a;, a;11],

n
<(Tp), 9 >=<Tp, 9 > +(fa") ~0) < 80,9 > +(0— F(b7)) <9 > + Y.(f(a}) = F(a)) < du >
i=1
On a ainsi démontré le théoréme suivant.
Théoreme 5.5.1. La distribution (Ts)" est donnée, a partir de Ty et des sauts de f en chaque a;, par
n+1

(Tp)' = Tp + ;}(f(ﬂf) — f(a;))éa;

avec les conventions ay = a,a,41 = b, f(ay) =0, f(a,} ;) = 0.
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Ce résultat s’étend aux dérivées successives, comme pour la dérivée seconde, en considérant
les sauts de f et ceux de sa dérivée :

n+1 n+1
(Tp)" = Tpr+ ) (f(al) = fla; )&, + ) (F(al) = £(a;))éa,-
i=0 i=0
On en déduit aussi la proposition :

Proposition 5.5.2. Soit u une fonction C' définie sur un intervalle [a,b]. On la prolonge par 0 a
Vextérieur de [a, b] et on note ce prolongement u. De méme, on note u’ le prolongement de la fonction u’,
définie par u' sur |a, b[ et par 0 a I'extérieur. Alors

(Ty) = Ty + u(a)d, — u(b)dy,

Cette proposition est le cas particulier ot la fonction u est de classe C! par morceaux d'un
résultat plus général :

Proposition 5.5.3. Soit ¢ € C°(I), telle que sa dérivée au sens des distributions §' vérifie ' € L} (I),
a,b € 1. Alors,

(To1,)" = Tgn,y + 8(a)0a — g(b)dp.

Nous avons ainsi trouvé la dérivée d'un prolongement par 0 en dimension 1.
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Chapitre 6

Convolution des distributions I

Dans ce premier chapitre d’introduction a la notion de produit de convolution de deux
distributions, nous allons le définir non pas par une formule générale, mais par une premiere
formule dans le cas le plus simple puis par les propriétés qu’il doit vérifier. Nous reviendrons
sur la construction théorique du produit de convolution dans la partie avancée de ce cours, au
chapitre 9. Dans tout ce premier chapitre, nous admettrons les résultats que nous démontrerons
au chapitre 9 lorsque nous aurons le cadre adéquat pour le faire.

6.1 Produit de convolution de deux distributions

Nous avons déja défini le produit de convolution de deux fonctions dans L!(RR?). Regardons
le cas particulier du produit de convolution d’une fonction intégrable par une fonction dans
CF(RY).

Soient u € L'(R?) et ¢ € C°(IR). Alors, pour tout x € RY,

(1w 9)(x) = [ u(m)eplx—y)dy = (u] o(x =)

ott (+]-) désigne le produit scalaire dans L?(R?). Par analogie, nous allons poser comme définition
la formule suivante pour le produit de convolution d"une distribution par une fonction test.

Définition 6.1.1. Soient T € D'(R?) et ¢ € CP(R?). Leur produit de convolution est la fonction
définie en chaque point par

Vx € RY, (Tx@)(x) =< T, p(x—-) >.
Alors Tx ¢ € CP(RY).

Le fait que la fonction T % ¢ est bien de classe C* est une conséquence immédiate du théoréme
de dérivation sous le crochet (voir Proposition 9.1.1) que nous verrons au chapitre 9. Par ailleurs,
ce méme résultat de dérivation sous le crochet nous donne le fait que la dérivation se comporte
trés bien par rapport au produit de convolution.

Proposition 6.1.2. Soient T € D'(R%), ¢ € CP(R?) et « € IN?. Alors
" (Tx¢) = (*T)x @ =T * (3“¢).
Plus généralement, pour toute décomposition du multi-indice x = a1 + ap, on a
(T xg) = (3T) » (8 ).
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De la définition “ponctuelle” de la convolution entre une distribution et une fonction test que
nous avons donné, il en résulte une fonction dans C$°(IR). Or, a cette fonction est toujours as-
sociée de maniére unique une distribution puisqu’elle est en particulier dans L] _(IRY). Voyons
comment agit cette distribution associée sur les fonctions tests. Pour cela on introduit tout
d’abord une notation.

A toute fonction f, on associe la fonction f : x — f(—x). On remarque que, si ¢ € CP(R), on
a
<T,¢>=(T*¢9)(0).

Proposition 6.1.3. Soient T € D'(R?), ¢ € CF(R?) et p € CP(R?). Alors,

(Txp)xp=Tx(p*xyp) e <Txp>=<T,px¢p >.

Cette proposition découle de la Proposition 9.1.2. Nous énongons a présent une autre propriété
essentielle du produit de convolution : celui-ci est continu. Ce sera une conséquence des pro-
priétés plus générales de continuité du produit de convolution de deux distributions.

Proposition 6.1.4. 1. Soit (Ty)n>0 une suite qui converge vers T dans D' (R?) et soit ¢ € C*(RY).
Alors (T, % @) >0 converge vers T x ¢ dans D' (RY).
2. Soit (@n)n>0 une suite qui converge vers ¢ dans C° (R?) et soit T € D'(R?). Alors (T x @) n>0
converge vers T x ¢ dans D' (R?).

On peut maintenant se demander comment définir le produit de convolution de deux distribu-
tions. Pour cela nous allons utiliser un résultat de densité qui sera démontré par troncature et
régularisation au Théoréme 9.4.1. Enongons ce résultat sous une premiere forme simple.

Théoréme 6.1.5. Soient Q) un ouvert de RY et T € D'(Q). Il existe alors une suite (@,)n>0 de
fonctions dans C§°(QY) qui converge vers T au sens des distributions.

On peut alors définir le produit de convolution de deux distributions, en rajoutant une hy-
pothese sur les supports de ces distributions que nous détaillerons au chapitre 9, apres avoir
vu la notion de support d"une distribution au chapitre 8.

Soient T € D'(Q)) et S € D'(Q)) a support compact. On approche T par des fonctions ¢,
dans CP(Q). Alors, pour toute ¢ € CF(R?), la suite (< @, xS, 9 >),>0 converge, donc (¢, *
S)n>0 possede une limite dans D’(Q)). Cette limite est notée T * S et on a, par continuité du
produit de convolution, la convergence de (¢, x S),>0 vers T x S dans D’'(Q)). Tout cela sera
justifié proprement au chapitre 9, mais 'idée de la construction reste valide. Nous allons, dans
la prochaine section, énoncer les principales propriétés du produit de convolution.

6.2 Propriétés de la convolution

Commencons par donner les propriétés algébriques de base du produit de convolution.

Proposition 6.2.1. Soient T € D'(R%), S, U € D'(R?) a supports compacts. On a
1. Associativité : T * (S*U) = (T xS) » U.
2. Commutativité : TxS = S« T.
3. Elément neutre: Tx 0y = o+ T = T.

La dérivation se comporte encore trés bien par rapport au produit de convolution de deux
distributions.
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6.3 Interprétation physique de la convolution.

Proposition 6.2.2. Soient T € D'(R?), S € D'(R?) a support compact et « € N*. Alors
0 (T*S) = (0"T) xS =T % (9“S).

En particulier, (0*6y) x T = 0*T.

Enfin, la propriété de continuité du produit de convolution est préservée.

6.3 Interprétation physique de la convolution.

Considérons un systeme physique, que nous nous représenterons comme une “boite noire”,
qui, lorsqu’on I’excite avec un signal s(f) produit une réponse r(t). On fait les hypothéses phy-
siques suivantes :
— Le principe de superposition : si r1 et r, sont les réponses aux signaux sy et sy, alors la
réponse au signal Ays1 + A2s; est A171 + Aprp pour tous réels Aq et Aj.
— L’homogénéité dans le temps : la réponse au signal s décalé de T secondes est la réponse
r décalée de T secondes.
— Une certaine stabilité : des signaux trés voisins ne produisent pas des réponses tres
différentes.
Alors, si on considere I'application de C{°(R) dans C*(IR) qui a s associe r, nos hypothéses
physiques s’interpretent comme le fait que cette application est linéaire, qu’elle commute avec
les translations et qu’elle est continue en un certain sens. Sous ces hypotheses, on peut montrer
qu’il existe une distribution T sur R telle que r = T % s. Ce résultat étant trés général, il explique
en partie le fait que la convolution intervienne trés souvent en physique. Nous en donnerons
un énoncé précis au chapitre 9.

6.4 Comment calculer un produit de convolution

Nous avons vu la définition d’un produit de convolution et les différentes propriétés de ce
produit de convolution. Nous allons maintenant voir comment en pratique on peut calculer le
produit de convolution de deux distributions suivant les situations.

6.4.1 Convolution de deux fonctions dans L} _(RY)

Si f et g sont deux fonctions dans L} _(RY), alors on a Ty x Ty = T, avec
Vx € R, (fxg)(x) = | flx—y)3(y)dy.

6.4.2 Convolution d’une distribution et d’une fonction dans C°(IRY)

Soit T € D'(IRY) et soit ¢ € CP(R?). Alors la distribution T ¢ est donnée par la fonction de
classe C®, x =< T, ¢(x — ) >.

6.4.3 Utilisation des propriétés de la convolution

On peut par exemple utiliser I'approximation d’une des deux distributions par des fonctions
de classe C° et se ramener pour chaque terme de la suite au cas précédent. Parfois la suite
approchante est suffisamment explicite pour permettre cette approche. On passe ensuite a la
limite pour trouver la convolution des deux distributions.
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On peut aussi utiliser les propriétés de dérivation de la convolution. Par exemple en dimension
d =1, si T estla dérivée de T, il peut étre plus simple de calculer d’abord T x S et d"utiliser en-
suite le fait que Tx S = (T % S)’. Si au contraire il est plus simple de calculer T’ x S, on commence
par faire ce calcul et alors on peut retrouver T x S a une constante pres (par primitivation).

Exemple 6.4.1. On veut calculer (56 * (56. On part de 5g * 69 = o et on dérive deux fois en faisant porter
la dérivation une fois sur chaque terme pour obtenir que (56 * 56 = (58 .

page 52 Théorie des Distributions



Chapitre 7

Solutions élémentaires d’EDPs 1

7.1 Théorémes d’existence

7.1.1 Définitions et premieres propriétés

Soit P € C[Xj, ... X,] un polynéme a d variables. Dans la base canonique de C[X3, ... Xy, P se
décompose sous la forme :

P = E%X“, aveca, € C et X*=X"--- X}

o] <m
L’entier m est appelé le degré de P.

Définition 7.1.1. On appelle opérateur différentiel a coefficients constants sur D'(Q)) associé a P €
C[Xy, ... Xy|, Vapplication linéaire notée P(0) et définie par :

pe): D@ — D@
T = P)T = Djyem 0°T

Définition 7.1.2. On appelle équation aux dérivées partielles (EDP en abrégé) linéaire a coefficients

constants, toute équation de la forme P(0)T = F oit P(9) est un opérateur différentiel sur D'(Q}),

F € D'(Q) est donnée et T € D'(Q) est l'inconnue. Le degré m du polyndme P est appelé 'ordre de

I'EDP.

Exemple 7.1.3. Nous donnons une liste d’équations aux dérivées partielles d’ordre 2 a coefficients
constants.

1. L'équation de Laplace (ou de Poisson) de I'électrostatique : AT = F dans D'(IRY) associée au
polynome P = X3 + - - - X2.

2. L'équation des ondes : 04T — AT = F dans D' (R') pour P = X3 — X3 — .- — X2.
3. L'équation de la chaleur : 9;T — AT = F dans D'(R'™?) pour P = Xo — X2 — - - - — X5.
4. L'équation de Schrodinger : i0;T — AT = F dans D'(R'?) pour P = iXg — X3 — - - - — X2

Vocabulaire. La distribution F est appelée second membre de I'EDP. Lorsque F = 0, on dit que
I’EDP est homogene. Enfin, ’équation P(9)T = 0 est appelée équation homogene associée a
P(d)T =F.

Proposition 7.1.4. L'ensemble des solutions de I'équation aux dérivées partielles linéaire a coefficients
constants P(0)T = F est soit I'ensemble vide, soit le sous-espace affine de D' (Q}), Ty + Ker P(9) o Ty
est une solution particuliere de P(9)T = F.
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Démonstration : En effet, il s’agit du résultat général valable pour toute équation linéaire de
la forme u(x) = y ot u est une application linéaire d’un espace vectoriel E dans un es-
pace vectoriel F. On remarque que Ker P(d) n’est autre que 1’ensemble des solutions de
’équation homogene associée a P(0)T = F. Compte tenu du théoréeme de Malgrange-
Ehrenpreis énoncé plus loin, le cas ou 1'ensemble des solutions est vide ne peut se pro-
duire que lorsque P = 0 et F # 0.

|

Ce résultat nous amene a savoir d'une part résoudre I'équation homogene P(9)T = 0, d’autre
part a trouver une solution particuliere de P(9)T = F. Le fait que I'on travaille dans le cadre
des distributions, o1 I'on dispose d"un produit de convolution possédant un élément neutre,
nous permet de simplifier la recherche d’une solution particuliére de P(9)T = F. Pour cela on
utilise la notion de solution élémentaire.

Définition 7.1.5. Soit P € C[Xy,...X4]. On dit qu'une distribution E € D'(Q)) est une solution
élémentaire de P(9) lorsque P(9)E = &.
On parle aussi de “solution fondamentale de P(d)”, ou de “fonction de Green de P(0)”.

On remarque que si E est une solution élémentaire de P(d), on obtient toutes les autres en
ajoutant a E une solution quelconque T de l'équation homogene P(9)T = 0.

7.1.2 Existence de solutions
Nous commengons pas énoncer un théoreme général d’existence de solutions élémentaires.

Théoréme 7.1.6 (Malgrange-Ehrenpreis (1955)). Tout opérateur aux dérivée partielles a coefficients
constants non nul admet une solution élémentaire.

Démonstration : Ce théoreme difficile est admis. Pour une démonstration, on renvoie a [3, Theo-
rem 7.3.10, p189] ou [5, Theorem IX.23, p48]. Dans les deux cas, les démonstrations re-
posent sur des propriétés de la tranformée de Fourier et sur les propriétés des fonctions
holomorphes.

|

Remarque. On peut prouver que si le degré de I'EDP est au moins égal a 1, alors la solution
élémentaire ne peut étre a support compact.

Soit P(0) un opérateur différentiel & coefficients constants. Par le théoreme de Malgrange-
Ehrenpreis, nous savons qu’il posséde une solution élémentaire. Voyons comment construire
alors une solution particuliere de P(9)T = F.

Proposition 7.1.7. Soit E une solution élémentaire de P(0).

1. Pour toute F € D'(Q)) a support compact, il existe au moins une solution de P(d)T = F
appartenant a D' (Q)) et T = E x F en est une.

2. Pour toute F € D'(Q) a support compact, il existe au plus une solution de P(9)T = F apparte-
nant a D' (Q)) et a support compact et, s'il en existe une, c’est E x F.

Démonstration : En effet, d’apres les propriétés du produit de convolution, on peut écrire :

P()(E%F) = (P(3)E)xF = dyx F = F.
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Cela démontre le premier point. Si on suppose ensuite que T est une solution a support
compact, ona:

T=6xT = (P()E)«T = P()(E+T) =Ex(P(@)T) = ExF,

d’ot1 la seconde assertion.

7.2 Théoréme de régularité

Nous allons maintenant énoncer un théoreme de régularité des solutions d’'une EDP a coeffi-
cients constants.

Théoréme 7.2.1. Soit P € C[Xy,...,X,]. Si P(d) posséde une solution élémentaire dans C*(IR% \
{0}) alors, pour tout ouvert QO C R et pour toute f € C*(Q), si T € D'(Q) est une solution de
P(9)T = Ty, il existe u € C*(Q)) telleque T = T,,.

Démonstration : Ce théoreme sera démontré au chapitre 10, au théoreme 10.2.1.

7.3 Exemples de solutions élémentaires

7.3.1 Probleme du laplacien

Le laplacien sur R, A = Y4 a;ixi a pour solution élémentaire, E = xH lorsqued = 1, E =
5 In(|x|) lorsque d = 2 et
1 1

E=-— :
(d—2)S4 1 |x[d-2"

olt S;_; désigne l'aire de la spheére unité S9~! de R, lorsque d > 3. Ces trois fonctions sont
C* sur R\ {0} donc toute solution de Au = f avec f € C* est de classe C™. Il en résulte par
exemple que les distributions harmoniques (i.e. les T € D'(R?) telles que AT = 0) sont des
fonctions C*.

Soit F : R? — R une fonction radiale. Il existe alors f : R + toR telle que pour tout x € R,
F(x) = f(|x]). On remarque que le Laplacien en coordonnées sphériques pour une fonction
radiale est égal a

?f d—1df

dr? rodr

Ainsi, pour d = 2, on vérifie, que, hors de 0,

AF =

dlogr 1 2 1
a7t galosn) =5
et, pourd > 3,
d, 1 d—2 &, 1 (d—1)(d—2)
%(rd—z):_rd—l et ﬁ(rd—z):+ o :

Ainsi 'équation est vérifiée sur RY \ {0} pour d > 2. La fonction x ~ \XI% est dans L}, (R?),

donc définit une distribution d’ordre 0.
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—d+2

On définit, pour d > 3, la fonction p, égale a s“%z pour 0 <r < g etégalear pour r > e.

Cette fonction est continue et % = —(d —2)r*1 pour r > ¢ et est nulle pour r < & On
considere alors la fonction radiale R, : x — p¢(|x]). On applique la formule des sauts, pour
obtenir (utilisant la nullité de Ard%z pour r # 0 et la continuité de p, en ¢)

dng_’_d—l%

ARe = dr? roodr
N N 2
= B+ let) el Do+ (B - ) o
= —(d—2)e %5, _,. (7.1)

Par passage en coordonnées sphériques, on trouve

_ /[ dpe d —1dp: d-1
<ARg, 9> = /0 ~/Sd*1 <dr2 (r) + . dr(r)) @(r,w)r* drdo

® /d?0, d—1dp. _
= /0 ( d:; (r)+ . di(r)) i1 </Sdl qo(r,w)da) dr
= < AR, 11 (/dl qo(r,w)da) >

La relation (7.1) entraine que

< AR, 9> = < AR, 1 /Sd—l ¢(r,w)do >

= < —(d—2)e g, ! /d ¢(r,w)do >

= —(d- 2)8_d+18d_1/ ¢(e, w)do.

Gd—-1
Par le TCD, on vérifie que la derniere intégrale tend vers ¢(0) g4 1 do = Sz_1¢(0).
Nous avons donc, au sens des distributions,

lim ARg = —(d — Z)Sd,léo.
e—0

Ainsi

1
Al - = &p.
( (d—2>sdl|x|d—2> %

Le cas de d = 2 se traite en considérant, de méme, la fonction g, égale a logr pourr > eeta
log e pour 0 < r < e. Ainsi

d ( dpe\

E <i’dr> - (1 - O)(Sr:g,

ce qui permet d’écrire

1d [ dpe o1
<rdr (rdr> ,<p> _/0 £ X E(p(£9)d9 v 27t¢(0).

On a ainsi A(5= log |x|) = &.
Enfin, par la dérivation usuelle des distributions :

(xH)" = (H+xH") = (H +x8y)' = H = 6.
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7.3.2 L’équation des ondes en dimension 1
On considere l'opérateur des ondes en 1D, P(9) = 92, — 92,, associé au polynéme P = X% — X3.

Soit la distribution de D’(IR?) donnée par la fonction intégrable :

1 .
2 _J 3 st t—|x[>0
V(t,x) € R%, E(x,t) { 0 si t—|x]<0°
Alors, E est une solution élémentaire de I'opérateur des ondes.
En effet, soit ¢ € C(R?) et soit A > 0 tel que supp ¢ C [—A, A]%. On a, en utilisant Fubini,

< (a%t - aazcx)Er(P > = (a%t az )P >

/ / 0%¢(x, t)dtdx—i—/ att(p(x f) dtdx—/ / 02, ¢(x,1) dxdt]
—X

_/OA —0rp(x, x)dx + /ﬂq —0rp(x, —x)dx — /0 oxp(t,t) — ax(p(—t,t)dt}

r A A A A
—/ 8tgo(u,u)du—/ quo(u,u)du—/ at(p(—u,u)du—b—/ E)xq)(—u,u)du}
L Jo 0 0 0

A A
~ [ gt = [" ghtan] avec g1(u) = oo, et ga(s) = pl-n0)

[#1(0) + ¢2(0)] = ¢(0,0) =< b90), ¢ > -

NI NI~ NI~ N~ N - /\

On en déduit que
(0F — 9% )E = 8(00)-

De 13, si f € D’'(IR?) est a support compact, une solution de 1’équation des ondes
u — Dett = f

est donnée par u = E x f.
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Deuxieme partie

Notions avancées
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Chapitre 8

Support d’une distribution

Dans tout le chapitre, () désigne un ouvert de R“.

8.1 Partitions de I'unité

Nous commengons par donner un lemme technique qui nous sera trés utile par la suite, il
s’agit du lemme des partitions de I'unité. Ce lemme est un outil permettant de passer du local
au global.

Lemme 8.1.1. Soit K un compact, K C Q et K C U]f;l Q; avec (Q)1<j<p une famille finie d’ouverts
inclus dans Q). Alors, il existe des fonctions (xj)1<j<p dans Cy°(Q) telles que :

p
Vie{l,...,p}, 0<x; <1, supp (x;) CQj, et Vxek, ij(x) =1.
j=1

Démonstration : Tout d’abord, si S est un compact irlclus dans un ouvert U de R?, alors il existe
un ouvert V, S C V tel que V C U avec V compact. En effet, il suffit de construire
V={xelU|d(x,S) <é/2} oud = minycsd(x, U°).

Soit S; = K\ (L U...UQ,). Alors, S est fermé et borné donc compact. De plus, S; C ().
Donc il existe un ouvert V; d’adhérence compacte tel que S; C Vj et Vi C 0. Alors,
KcCSuhUu...Q,dou K C VUM U...Qp. Puis, on pose S = K\ (U3 U
...UQy) C ) et on construit de méme V; un voisinage ouvert d’adhérence compacte
de S tel que V, C (. Alors, K C O UV, UQ3U... U ), d’ott par intersection, K C
ViuV,UQsU...UQ,. On construit donc par récurrence une suite d’ouverts Vi,...V,
d’adhérences compactes tels que pour tout j, K C Vi U...UV;UQ; 1 U...UQ,.

Pour tout j € {1,...,p}, soit ¥; € C(Q) telle que supp §; C Qj, §j = 1sur Vet

0 < X; < 1.Onposeenfin x; = X1, x2 = X1(1 = X2) et x; = x1(1 — X2) - -- (1 — §;)- Les x;
conviennent car on a de plus,
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8.2 Restriction a un ouvert

Définition 8.2.1. Soit w C Q un ouvert et soit T € D'(Q)). Pour ¢ € C§°(w) on définit € CF(Q)
qui est égale i @ sur w et a 0 sur Q \ w. Alors, la forme linéaire T |, définie sur C°(w) par

Vo e CP(w), < Tlw, ¢ >=<T,p >
est une distribution sur w appelée la restriction de T a w.

Il est clair par raccordement, puisque supp ¢ C w C Q est un compact, que ¢ € C5°(Q2). Donc
la définition est bien posée.

Définition 8.2.2. Soit T € D'(Q) et soit w C QO un ouvert. On dit que T est nulle dans w si T|,, = 0.

On a alors un résultat de passage du local au global pour cette notion de nullité locale d"une
distribution.

Lemme 8.2.3. Soit (w;)c; une famille d’ouverts de Q) et soit w leur réunion. Soit T € D'(QY) telle que
pour touti € I, T|y, = 0. Alors T|, = 0.

Démonstration : On doit montrer que, pour toute ¢ € Ci°(w), < T,¢ >= 0. Soit donc ¢ €
Ci’(w) et soit K = supp ¢. Comme K C [J;c; w;, on peut extraire de ce recouvrement
ouvert de K un sous-recouvrement fini indicé par | C I fini (propriété de Borel-Lebesgue).
Soit alors (;)icj une partition de 1'unité relative au recouvrement (w;);c; de K. Alors pour
touti € J, x; € CF°(wi) et Ly xi(x) = 1 pour x € ;e w;. Comme ¢ est a support dans
K C Ujcjwi,ona ¢ =} ic; xi¢ et ainsi

<T,¢>=) <Txip>.
ic]

Or, pour touti € ], xip € C°(w;i) et T|w, =0,donc < T, xj¢ >=0et < T, ¢ >=0.

8.3 Support d'une distribution

Le lemme 8.2.3 nous montre que pour toute distribution T € D’(Q), il existe un plus grand
ouvert olt T est nulle, la réunion de tous les ouverts ot T est nulle. Cela nous conduit a la
définition du support d'une distribution.

Définition 8.3.1. Pour T € D'(Q), on appelle support de T, noté supp T, le complémentaire du plus
grand ouvert oit T est nulle.

Remarque. Comme complémentaire d"un ouvert, supp T est toujours un fermé.

En traduisant la définition, on peut écrire les assertions suivantes :
1. x ¢ supp T < 3V, un voisinage ouvert de xg tel que : Vo € C5°(Vy,), < T,¢ >=0.
2. supp T = {x € Q| T nulle pres de x}°.
3. xo esupp T < VVy,, 39 € CF(Vy,), < T, ¢ >#0.
4. supp T C F < T = 0 dans F°.

Proposition 8.3.2. Soit T € D'(Q) et soit ¢ € C3°(Q) telles que supp T Nsupp ¢ = D. Alors,
<T,¢>=0.
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Démonstration : La démonstration est analogue a celle du lemme 8.2.3, si ce n’est que la pro-
priété de Borel-Lebesgue est cette fois appliquée a un recouvrement ouvert du compact

supp ¢.
O
Nous avons aussi le résultat suivant, utile en pratique.
Proposition 8.3.3. Pour toute distribution T € D'(Q)), supp T =@ < T = 0.
Démonstration : Si T = 0 il est clair par définition que supp T = . Réciproquement, si

supp T = O, alors pour tout x € (), il existe un ouvert w, C () contenant x tel que
T|w, = 0. Par le lemme 8.2.3, T = 0 car U, wx = Q.

Cette proposition a pour corollaire un principe de localisation.

Corollaire 8.3.4. Soit T € D'(Q). On suppose que T est localement une fonction CF pour 0 < k < o,
ie.
Vx € Q, Jwy ouvert, x € wy et Ify € Ck(wx), T|w, = T,

Alors, il existe f € CK(Q) telle que T = T.

Démonstration : En effet, comme Q = (J,cq Wy, on peut choisir pour tout x € Q, f, € C(wy)

telle que T, = Tf,. Or, sur wy Nwy, fr = f, car fo\wmwy = T’wxmwy = Tfy|wxmwyr puis
on utilise la continuité de f, et f, pour en déduire f; = f, partout et pas uniquement
presque partout sur wy M wy,.
Alors, on peut poser légitimement f : O — C définie par f(z) = fx(z) siz € wy. La
fonction f est de classe C* sur Q) car elle est CF au voisinage de tout x € Q et on a :
Vx € Q, (T — Tf)|w, = 0. Par définition du support, supp (T — Tf) = @, donc par la
proposition précédente, T = Tr.

|

On a aussi des résultats qui font le lien entre opérations sur les distributions et support. Tout
d’abord, la multiplication.

Proposition 8.3.5. Soit T € D'(Q) et soit a € C®(Q). Alors : supp (aT) C supp a Nsupp T.

Démonstration : Soit xo € (supp a)° U (supp T). Si xg € (supp a)¢, il existe Vy, voisinage de
xo tel que a(x) = 0 pour tout x € V. Alors si ¢ € C5°(Vy,), on a, pour tout x € Q,
a(x)p(x) =0.Dout < aT,p >=<T,ap >= 0et xy ¢ supp (aT).

Sixg € (supp T)¢, il existe Vy, tel que < T, >= 0 pour ¢ € C5°(Vy,). Soit ¢ € C3°(Vy,).
Alors ap € C5°(Vy,) donc < aT, ¢ >=< T,ap >= 0etxy & supp (aT).

Pour la dérivation le résultat est évident.

Proposition 8.3.6. Soit T € D'(Q). Pour tout « € IN%, supp 9*T C supp T.

Terminons cette section par quelques exemples. D’autres seront détaillés en tds.
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Exemple 8.3.7. Cet exemple est fondamental. Soit f une fonction continue sur Q). Alors supp Ty =
supp f out supp f est le support au sens classique de la fonction continue f.

En effet, si xo & supp f, il existe Vy, voisinage ouvert de xy tel que f(x) = 0 pour x € Vy,. Alors, si
¢ € C°(Vay), @(x)f(x) = 0dans O, donc < Ty, ¢ >= [, f(x)p(x)dx = 0. Donc, xo ¢ supp Ty.
D’oit la premiere inclusion : supp Ty C supp f. Réciproquement, si xo & supp Ty, il existe Vy,
voisinage ouvert de xg tel que Vg € C°(Vy,), [o f(x)@(x)dx = 0. Par le lemme de Dubois-Reymond,
f est nulle presque partout (donc partout puisque f est continue) dans Vy,. Donc, xo & supp f. D’oit
la seconde inclusion.

Exemple 8.3.8. Pour tout a € Q), supp J, = {a}.

En effet, si ¢ € CP(Q2\ {a}), ona < é,,¢ >= ¢(a) =0, donc supp d, C {a}. Réciproquement, soit
V, un voisinage ouvert de a et soit p une fonction pic au voisinage de a, p(a) = 1. Alors, < 64,0 >=
p(a) =1 # 0. Donc a € supp &,. Dot l'inclusion inverse.

Exemple 8.3.9. Onasupp vp (1) =R

En effet, soit xy # 0. Supposons que xo > 0, la démonstration est la méme pour xo < 0. Soit py, une

fonction pic centrée en x, et supportée sur [, 3%] On a, pour tout € > 0 tel quee < 32,

%
x>e X 2

m
'L()(x)dx =/ pxox(x)dx =C>0.
D'oit, < vp (1), px, ># Oet xo € supp vp (1). Donc R* C supp vp () C R. Comme le support

d'une distribution est un fermé, on a nécessairement supp vp (1) = R.

8.4 Distributions a support compact

Définition 8.4.1. On dit que T € D'(Q) est a support compact lorsque supp T est compact. On note
I'ensemble des distributions a support compact £'(Q)).

Proposition 8.4.2. Une distribution de E'(Q)) peut étre prolongée a C*(Q2).

Démonstration : Soit K le support compactde T € £'(Q)). On se donne K’ un compact contenant
K et K” un compact contenant K’ de sorte qu’il existe x une fonction plateau qui soit égale
a 1 sur K’ et qui soit supportée dans K”. On vérifie que, pour ¢ € C5°(Q) :

<T,o>=<T,x¢>+<T,(1—-x)p>.
Comme (1 — x)¢ est supportée dans un compact contenu dans le complémentaire du
supportde T, < T, (1 — x)¢ >=0.Dou: Vo € CF(Q), < T, ¢ >=<T, x¢ > .
On définitalors < T,¢ > pourp € C®par: < T,¢p >=< T, x¢ > .Comme x¢ € C5°(Q)),
< T, x¢ > est bien définie. De plus,
*(x < C max ||0P
1% (x@)l = € max [[0°¢]x
a

On en déduit une définition de la continuité dans C*(Q)) de ¢ —< T, ¢ >. Cette continuité est
caractérisée par une convergence uniforme sur tout compact de la suite (¢, ) >0 et des suites des
dérivées (0*¢,)n>0 respectivement vers ¢ et les dérivées 0*¢. Contrairement a la convergence
associée aux fonctions a support compact, il n'y a pas ici d’hypothese sur les supports.

On peut montrer qu’en fait, on a exactement £'(Q)) = (C*(Q)))’ tout comme on a déja vu que
D'(Q)) = (CF(Q))’ (voir [3, Theorem 2.3.1, p44]).
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Proposition 8.4.3. Toute distribution a support compact est d’ordre fini.

Démonstration : On rappelle I'égalité < T, 9 >=<T,p(1—x) >+ < T,px >=<T, px >, 0ol
@x est supportée dans K”. Il existe alors un entier mg et une constante Cyp, tous les deux
associés a la majoration de < T, ¢ > pour ¢ € C3°(K”), tels que

| < T,¢>| < Cy max max|o*(¢x)|-
|a| <mg x€K”

L'application de la formule de Leibniz donne

’ex)= Y (“)8‘5 937X
ptr=a B

et les majorations uniformes, pour |y| < mo, de 07 x par ||x||m, = maxyck” y<m, (07X ()],

etde) s, ,—, (g) = 2/l permettent d’obtenir une constante C telle que

Cop max max |0* < C max max |0%¢(x
0 |1x|§m0 xeK” ’ (¢X)| - |1X|§H10 xesuppqo| (P( )|

et

<T,¢>|<Cmax max [0“¢p(x)|.
’ ¢ |_ |a‘§mOx€supp(P‘ (P( )’

Cela prouve que T est d’ordre au plus my donc d’ordre fini.

8.5 Distributions a support ponctuel

Nous avons déja vu dans les exemples plus haut que supp J, = {a}. On montre de méme que
le support des dérivées du Dirac est aussi un singleton. En fait, la réciproque est vraie au sens
du théoréme suivant.

Théoreme 8.5.1. Soit T € D'(Q) et soit xg € Q). Supposons que supp T = {xo}. Il existe alors un
entier m et des nombres complexes (ay)|y|< tels que

Vo e CP(Q), <T, ¢ >= ) a,0"¢(xo), \

|| <m

ce qui peut encore s’écrire .
T = Z 440" 0x,, OU g = (—1)"’“51,1.

|a[<m

Démonstration : Pour simplifier les notations et ne conserver que les principales idées de la
preuve, nous allons nous restreindre au cas de la dimension d = 1. Sans perdre en
généralité on peut aussi supposer que xg = 0.

Tout d’abord, comme T est & support compact, T est d’ordre fini. Notons m 'ordre de T.
Soit x une fonction plateau valant 1 dans un voisinage compact de 0 inclus dans | — 1, 1]
etOhorsde | —1,1[. Onnote, pourr > 0 et x € R, x,(x) = x(x/r).

Soit ¢ € CJ°(R). Alors, par la formule de Taylor avec reste intégral :

m - »® (0 m+l 1
Vx eR, ¢(x) =) 2 k'( )xk + xm' / (1—u)" @+ (xu)du.
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En posant, pour tout x € R, {(x) = x::!l fol (1—u)" "+ (xu)du, on définit une fonction

de classe C® eton a i(x) = o(x™) au voisinage de 0.

La fonction x ¢ est a support compact et elle est égale a ¢ au voisinage de 0, donc, comme
supp T = {0}, ona:

9k (0) k
<T,9>=<T,x9p>=) x <T,xx*>+<Tx¢p>.
k=0

Or, xy estdans C3°(R) et (xy)(x) = o(x™) au voisinage de 0. Montrons que cela entraine
que < T, xp >=0.

Notons ¢ = x. Par la formule de Leibniz, on a
Vi <m, (x 175)(1) = Zl: <k>X(l_k)1l}(k)
— 7 r = l r .

Soite > 0. Comme {(x) = o(x™) au voisinage de 0, par unicité du développement limité,

§%) (x) = o(x~). Par ailleurs, pour tout x € R, x'' ¥ (x) = r¥~1x =) (x /7). Alors, pour

r assez petitet |x| <7,
@B @) <P oo = oo < el ]9

Dong,

Comme supp T = {0} et que x, vaut 1 au voisinage de 0,
V>0, <T,p>=<T,x P >.

Comme T est d’ordre m, que x,{ est a support dans [—r, 7] et [—r,7] C [—1,1] qui est un
compact fixe, on a

VO<r<1 [<T,x$>1< Y Cranll(e®) e —

j<m

Dou, | < T, x;9 > | — Oetainsi < T, >= 0.
r—

Finalement,
o) (0) k - (1 k k
<T,p>=3 T <Txx >+0=Z<,<T/Xx >>(p()(0).
= k! = \ k!
D’ot1 le résultat en posant a; = (_kl!)k <T, Xxk >,
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Chapitre 9

Convolution des distributions 11

9.1 Dérivation et intégration sous le crochet

Nous allons commencer par démontrer deux résultats utiles pour la suite qui sont les analogues
dans la théorie des distributions des théoremes classiques de dérivation et d’intégration sous
le signe intégral.

Proposition 9.1.1 (Dérivation sous le crochet). Soit ¢ € C5°(R? x ]R;) et soit Q) un ouvert de R%.
On suppose que pour tout x € R, supp ¢(x,-) C Q. Soit T € D'(Q). On pose, pour x € R,
u(x) =<T,¢(x,-) >. Alors,u € C(R7) et on a

Va € NY, Vx € RY, o*u(x) =< T,d5¢(x,-) >

Démonstration : Soient xg € R et y € R?. Pour h € RY, la formule de Taylor a l'ordre 1 nous

donne :
q

¢(x0 +h,y) = ¢(x0,y) + Y 9,9 (x0,y)hj + R(xo,y, h),
=1

avec
R(xo,y,h —22 / (1 —t)0%¢p(xo + th,y)dt.

|1x|<2

Comme y — R(xo,y,h) est de classe C® a support dans supp ¢(xo,-) et puisque T est
une distribution sur (), il existe C > 0 et m € IN indépendants de x et h tels que

| < T,R(x0,y,h) > | <C Y [|85R(x0, )] co-

|Bl<m
Or, pour |h| <1,

oER(xo,y, )] < 2 Y — / (1 — £)aBap(xo + th, y)dt

\a\<2

ClrP Y sup 9§ (x,y)].
|a|<2 (x,y)€B(0,1) xsupp ¢(x0,")

IN

On en déduit que
| <T,R(xo,y,h) > | = O(|h]*)

et finalement

q
u(xo+h) =u(xo) + Y < T,0x¢(x0,y) > hj+ O(|h]?).
j=1
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Cela prouve que u est différentiable par rapport a x et que l'on a
Bu(x) =< T,359(x,1) > .

Comme cela est valable pour tout i, on en déduit de plus que u est de classe C. On obtient
ensuite le résultat pour & quelconque par récurrence.

|

Proposition 9.1.2 (Intégration sous le crochet). Soit ¢ € CF (R x ]R;l) et soit Q) un ouvert de RY.
On suppose que pour tout x € R, supp ¢(x,-) C Q. Soit T € D'(Q). On pose, pour x € R,
u(x) =<T,¢(x,-) >. Alors,u € C3(R7) et ona

/]un(x)dx = <T,/]Rq<p(x,-)dx>.

Démonstration : On commence par démontrer la proposition dans le cas ot1 ¢ = 1. Soit ¢ €
Ce(RT x ]Rg). On choisit A > 0 et un compact K C Q) de sorte que supp ¢ C [—A, A] x K.
Soit alors ¢ : R x (3 — C définie par:

vy = [ gty

Alors i € C*(R x Q) et, pour tout x fixé, le support de y — (x,y) est inclus dans K.
Alors, par la proposition 9.1.1, la fonction

u: x —»<T,¢p(x,y) >= <T,/ ¢(t,y)dt>
est de classe C*® eton a
Vx €R, u/(x) =< T,0:p(x,y) >=<T,p(x,y) >.

En intégrant cette derniere relation, on obtient :

<T, /_xoo cp(t,y)dt> =u(x) = /_xoo u'(t)dt = /_xoo <T,¢(ty) > dt.

En prenant x = A par exemple, on obtient alors la proposition dans le cas g = 1.

Pour q > 1 on procede par intégrations successives. Soit ¢ € C°(R7 x Q2). Soit A > 0 tel
que supp ¢ C [—A, A]7 x K pour un compact K C ). On définit alors ¢, : R7 x Q — C

par
X
V(¥ x5,y) € RTI X R x Q, ¢, (x,x,,y) = / " (1 y)dt.

Par le résultat pour g = 1,on a

<T,/1R<p(x’, t,y)dt> = /]R < T,¢(x,t,y) > dt.

Puis, on définit ¢, 1 : Ri-1xQ—C par

Xg—
V(¥ x0-1,y) ERTZXR X Q, o 1(x, x0,y) = / " (/ ¢(x, tl,tz,y)dtl) dt,.
00 R
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On a alors,

< T, pp-1(X, x0-1,y) > = / o T,/ ¢(x',t,t1,y)dt; > dt
R

Xg—
_ /q 1/ < T,¢(x,t, 1, y)dt > dt.
—0 R

La fin de la démonstration se fait alors par récurrence.

9.2 Produit tensoriel de deux distributions

Nous commengons par un petit calcul dans le cadre des fonctions classiques. Soient (); et
(), deux ouverts respectivement de R% et R%. Pour j=1,2,soitu; € CO(Qj). On définit alors
la fonction 1y ® up sur g X () par

V(x1,x2) € O X O, (U1 @ up)(x1,x2) = ug(xq)uz(x2).

Alors, u; @ up € CO(Qg x () etsig € Cy (1 x ), on a, par le théoreme de Fubini,

<uUpQup, ¢ > = /]Rdl /]Rdz up (x1)uz(x2) @(x1, x2)dx1dxy

— /]Rdl up(x1) (/]Rdz uz(xz)q>(x1,x2)dx2) dx

= <up,<uy@(xy,) >>.

En particulier, si ¢ est a variables séparées, i.e., il existe pour j = 1,2, ¢; € Cg"(Qj) telles que
¢(x1,x2) = @1(x1)@2(x2), 0on a:

<UQUz, @1 @2 >=< Uy, @1 > - < Uz, 2 > .
Nous allons dans la suite généraliser ce calcul au cas des distributions.

Théoreme 9.2.1. Soient Ty € D'() et Ty € D' (). Il existe une unique distribution T € D' () x
) telle que, pour toutes fonctions ¢; € Cg°(QY), j = 1,2, on ait

<T, g1 Q@ >=<Ty, 01> -<Ta, 2 >.
De plus, pour ¢ € CP (1 x ),
<T,¢>=<T,<Tp,¢(x1,) >>=<Tp, < T, (-, x2) >>.

Si les T; sont de plus a support compact on a les mémes formules pour ¢ € C*(Qq x Q). On écrit
alorsT =T1 ® T, = To ® Ty et T s’appelle le produit tensoriel des distributions Ty et Tp.

Démonstration : Notons ¢ : x1 —< Tp, ¢(x1,-) >. Alors par la dérivation sous le crochet ¢ est
une fonction dans C§° ().
On pose < T, p >=< Ty, > et on prouve que c’est bien une distribution dans D’((); x
(),). En effet, en appliquant sucessivement la caractérisation d’une distribtion a T; puis
T, on obtient pour tout compact K = K; X K C R% x R%, 1’existence de constantes
C1 > 0 et C; > 0 ainsi que d’entiers m; et m; tels que, pour toute ¢ € C°(Qy x ) avec
supp ¢ C K,

|<T,¢>|=|<Ty,¢>]|<C max || < Tp,05¢(x,)||cox < C1C2  max Hagaﬁgo(x,y)Hw.
[ee| <myq |ee| <mq,|B|<mz
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Donc T est bien une distribution dans D’ (€ x ()y). Puis on utilise la densité de C5°(01) ®
C5’(0y) dans C3° (0 x Q)y) pour prouver 1'unicité (voir [6], Chapitre 1, Proposition 3.7).
Enfin on montre I'égalité avec < Ty, @1 > - < Ty, g2 > en utilisant l'unicité puisque cette
autre distribution vérifie aussi la propriété voulue.

Le produit tensoriel se comporte bien vis-a-vis des opérations sur les distributions.

Proposition 9.2.2. Soient Ty € D' () et T € D'(). Soient a € C®(() et b € C®((). Alors :
1. (a@b)(Th®Th) = (aTy) @ (bT3).
2. Pourtoutj € {1,...,d1}, 0{(Ti ® T2) = (9;T1) ® Tz et pour tout j € {d1 +1,...,dy +da},
a]'(Tl X Tz) =T ® (a]'Tz).

Démonstration : Calcul direct dans les deux cas, ot 'on prend ¢ = ¢; ® ¢, puis on utilise la
définition du produit tensoriel.

|

Proposition 9.2.3. Si (T,),>0 converge vers T dans D'(Q) et si (Sp)n>0 converge vers S dans
D'(Q)), alors (T, @ Sp)n>0 converge vers T @ S dans D' (g x ().

Démonstration : Soit ¢ € C3( x ). Soit K = K; x K, un compact de ()1 x ), tel que
supp ¢ C K. Posons, pour toutn € N, ¢, : x —< S, ¢(x,-) >. Alors 9, est de classe C*
sur (); par la dérivation sous le crochet et on a

Va € N%, Vx € Oy, 0%, (x) =< S, 0%(x,-) > .

De plus, pour tout n € IN, supp ¢, C Kj. Posons ¢ : x —< S, ¢(x,-) > et montrons
que pp —— ¢ dans C§°(€)1). Il nous reste donc a prouver que, pour tout &, (0*1P,),>0
n—oo

converge uniformément vers 0*¢ sur Kj.
Soit (x4 ),eN une suite de points de K; qui converge vers x € K;.Ona:

0" Pn(xn) =< Sp, 05@(xpn,-) > et Oyp(xy,-) — 959 (x,-) dans Cy°(0)z).

En effet, supp (05¢(xy,-)) C K, et puisque 858%0 est de classe C! et a support compact,
par les accroissements finis,

iC >0, Vy € Ky, |858§¢(xn,y) - 858§¢(x,y)] < Clxy — x|.

Il vient,
0" P (xn) — 0*P(x) =< Sy, 05p(xy, ) — 5p(x,-) >—— 0.

n—oo

Enfin, comme T}, — T dans D'(Q), on a T,,(¢,) — T(y), ce qui termine notre
n [o0] n—00

démonstration.

Proposition 9.2.4. Soient Ty € D'(()y) et T, € D' (). Alors,

supp (Th ® To) = supp Tq x supp T»
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Démonstration : Soityy ¢ supp T». Il existe un voisinage V de yj tel que, pour toute ¢ € C5°(V),
< T, ¢ >= 0. Alors, pour ¢ € C¥(R™ x V) ona:

<Ti®T,¢>=<T,<T,ex,-)>>=<T1,0>=0,

ce qui démontre que supp (T ® T) C R% x supp T». De méme, on démontre que
supp (T1 ® T) C supp T1 x R%. Ainsi,

supp (Ty ® T») C (supp Tp x R%) N (R% x supp Tz) = supp Ty x supp T.

Pour montrer l'inclusion réciproque, prenons (xo, o) € supp T1 x supp T». Soit W un
voisinage de (xo,1o) et soient U et V des voisinages respectifs de x( et yo tels que U x
V C W. Comme xg € supp T, il existe ¢; € CP(U) telle que < Ty, ¢; ># 0. Comme
yo € supp T», il existe ¢, € C5°(V) telle que < Ty, @ ># 0. Alors, g1 ® ¢ € CF°(W) et
ona:

< T1®T2,§01®§02 >= T1,§01 > < Tz,(pz >7é 0.

On a bien démontré que (xo, yo) € supp (T1 @ T).

Exemple 9.2.5. Soient a1 € () et a; € (). Alors, 6, @ 64, = 5(111,&2).

Exemple 9.2.6. Les mondmes dans RY, x +— x® sont des produits tensoriels. En effet par définition,

L N I~
XT=x @ x;"

Exemple 9.2.7. Soit H la distribution de Heaviside sur R. Soit (x1,...,x4) € R4, Alors,

Oy -+ 0y (H(x1) ® - -+ @ H(xg)) = 030 ® -+ @ bx,=0 = (g, _0)-

9.3 Produit de convolution de deux distributions

Nous avons déja défini le produit de convolution de deux fonctions dans L!(RR?). Soient u et
v deux fonctions dans L!(IR?) et calculons T,. Soit ¢ € CP(R?). Alors la fonction (x,y) —
u(y)o(x — y)p(x) est dans L' (R*) eton a

<uUxv, @ >= /IRd/]Rd dydx—/]Rd/]Rd ¢(y+z)dydz

d’ou,

<u*xv,@>=<uy @v, @y +2z) >,

le crochet de droite étant pris dans D’ (IRY x R?). Nous allons donc poser comme définition de
la convolution cette “formule” pour toutes les distributions. La principale difficulté provient
ici du fait que méme lorsque ¢ est & support compact, en général, (y,z) — @(y + z) ne l'est
pas. Pour éviter ce probleme, dans un premier temps nous allons supposer que 1'une des deux
distributions a convoler est elle a support compact.
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9.3.1 Définition
Définition 9.3.1. Soit T € D'(R?) et soit S € £'(RY) (ou l'inverse). La forme linéaire notée T x S
définie sur C¥ (R?) par

Vo € CP(RY), < TxS>=<T®8S,¢" >

ot 9® : (y,z) — @(y + z), est une distribution appelée convolution des distributions T et S.

Démonstration : Le fait que le membre de droite ait un sens résulte du fait que S est supposée
a support compact. On peut donc multiplier ¢* par une fonction plateau valant 1 sur
le support de S sans changer la valeur du membre de gauche et ainsi se ramener a une
fonction a support compact.

Posons A =< T® S, ¢® >. Comme S appartient a £'(R?), il existe Co > 0, m € N et
K C R¥ un compact tels que, pour toute ¥y € C®(R?) et tout y € R,

| <S,p(y+-)>|<Co ) sup|d*y(y+2z)|

|| <m xeK

D’autre part, T € D'(R?) et la fonction y < S, ¢(y + -) > est dans CP(R?) lorsque
@ € CP(RY). Tl existe donc C; > O etk € N tels que

(A< Y sup | < S,p(y+) > | <G Y sup| < S,fpy+-)>|.
|Bl<kyER? |Bl<kyeR?

par dérivation sous le crochet. De 13, en utilisant la premiere estimation avec ¢ = 9f @, on
trouve

Al<CiC ), ), sup [0 Fe(y+2)| <CiC ). sup[d7e(x).
la|<m |B| <k xeK,yeR¥ 9| <m+k x€R4

Cette derniére inégalité montre bien que T x S est une distribution sur IR¥.

9.3.2 Propriétés de base
Commengons par donner les propriétés algébriques de base du produit de convolution.

Proposition 9.3.2. Soient T € D'(R%), S,U € £&'(R%). Ona
1. Associativité : Tx (SxU) = (T*S) x U.
2. Commutativité : TxS = Sx T.
3. Elément neutre: Tx 6y = S« T = T.
Démonstration : La commutativité provient de 1’égalité montrée dans la définition du produit

tensoriel. Le fait que Jp est élément neutre pour la convolution est un calcul direct. L'as-
sociativité se voit immédiatement en écrivant la formule du produit tensoriel.
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La dérivation se comporte tres bien par rapport au produit de convolution.

Proposition 9.3.3. Soient T € D'(R?), S € &'(RY) et « € N?. Alors
(TxS) = (0*T) xS = T x (9“S).

En particulier, (0*6y) x T = 0*T.
Plus généralement, pour toute décomposition du multi-indice x = a1 + ap, on a

(T xg) = (3T) x ().

Démonstration : On ne démontre que le premier point, les deux autres en découlent. Soit ¢ €
CP(R%).0Ona

<d(T*S),¢>= (-1 < Tx5,0% >= (-1 < T, < S, (8%) (y +2) >> .

Or, (2*¢)(y +2) = 8(p(y +2)) et < 55,2 (p(y +2)) >= (-1 < S, 9(y +) >.
D’ot,

<9 (TxS), ¢ >=<T, < (3°S),,¢(y +2) >>=< Tx(3"S), ¢ >.
L'autre égalité se démontre de méme en utilisant le fait que l'on a aussi (0“¢)(y +z) =
oy (p(y +2)).

|

Remarque. L'associativité s’étend de maniere naturelle au cas du produit de convolution de k
distributions qui est donc définit dés lors qu’au plus une n’est pas a support compact. Cette
hypothése est importante comme le montre I’exemple suivant. Prenons T = 1,5 = d, et U = H
la distribtion de Heaviside. Alors seule S est a support compact, T et U ne le sont pas et on
a(1%8y)*H = 0car1xd, = (1)’ xdy = 0%y = 0 alors que 1% (§y x H) = 1 car dy « H =
SoxH = 8yxdy =dbpetlxdy=1.

Le produit de convolution est continu.

Proposition 9.3.4. 1. Supposons que (Sy)nen tend vers S dans E'(RY) et soit T € D'(R?).
Alors (T x Sy)new converge vers T x S dans D' (R?).

2. Supposons que (T,)nen tend vers T dans D'(R?) et soit S € £'(R?). Alors (T, * S)pen
converge vers T x S dans D' (R?).

Démonstration : Soit ¢ € CP(R?).Ona < T*S,, ¢ >=<S,*T,¢ >=<S,,<T,p(y++) >>.
Comme la fonction y +—< T, (y + ) > est C* on peut passer a la limite dans &’ (IR¥)
pour obtenir que < T+ S,, ¢ > tend vers < 5,< T,¢(y+:) >>=< S*T,¢ >. On
procéde de méme pour le second point.

9.3.3 Convolution et support

Nous avons un premier résultat sur le support du produit de convolution de deux distribu-
tions.

Proposition 9.3.5. Soient T € D'(R?) et S € £'(R?). Alors supp (T *S) C supp T + supp S.
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Démonstration : On introduit 1’application

supp I xsupp S — R

5 (x,y) = x+y

Soit x ¢ supp T + supp S. Puisque supp T + supp S est un fermé, il existe § > 0 tel que
B(x,0) N (supp T +supp S) = @. Alors, pour ¢ € Ci°(B(x,6)),ona

supp ¢* N (supp T x supp S) = s~ (supp ¢) C s 1(B(x,9)) = @.
Ainsi, < T%S, ¢ >=<T®S,¢* >=0etx & supp (T *S).

|

L’inclusion réciproque n’est pas vraie en général. Il suffit de prendre deux fonctions localement
intégrables u et v avec u = 1 et [, v(x)dx = 0.Onaalors uxv = 0d’ousupp T, T, = @
tandis que supp T, + supp T, = R? puisque supp T, = R4.

On peut toutefois esquisser une forme d’inclusion réciproque en se restreignant aux distribu-
tions & support compact et on considérant des enveloppes convexes. Si A C IR, on note C(A)
son enveloppe convexe, cest a dire le plus petit ensemble convexe de RY qui contient A. On a
alors le résultat suivant.

Proposition 9.3.6. Soient T,S € £'(IR%). Alors,
C(supp (T*S)) =C(supp T) + C(supp S).

Pour la démonstration de ce résultat, on renvoie a [3, Theorem 4.3.3, p107].

9.3.4 Convolution et translations

Nous allons montrer que la convolution commute avec les translations, ce qui est une propriété
caractéristique de la convolution. Rappelons que pour a € R?, on définit la translation par a

par:
F(RY,C) — F(RYC)

R S ()
Alors, pour T € D'(R?) et ¢ € C3°(IRY), on pose :
<l ¢ >=<T,15¢>.
On a alors la propriété simple suivante :
Va e RY, VT € D'(R?), 6, T = 1,T.
Proposition 9.3.7. Soient T € D'(R?), S € £'(RY) et a € R?. Alors,
T(T*S) = (1;T) *S = T x (1,5).
Démonstration : Soit ¢ € C3(RY). On a

<T(T*xS),¢> = <TxS,17,¢0>
<T®S,(t.9)" >
<Ty®S;,¢(y+z—a)>
<Ty®S,9(y+(z—a)) >
<Ty®(wS:), 9(y +2) >
= < Tx(1S),¢>.
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On a aussi

<Ty®S,¢y+z—a)> = <T,®S,9((y—a)+z) >
= < (uT,)®S,¢y+z) >
= < (uT)*S,¢>. (9.1)

D’ou la double égalité voulue.

|

Comme dit plus haut, la convolution est caractérisée par cette propriété de commutation. Plus
précisément, on peut énoncer le résultat démontré dans [1, Théoreme 7.3.2, p139].

Théoréme 9.3.8. Soit U une application linéaire de C(R?) dans lui-méme qui commute avec les
translations, i.e.,
Va € RY, Vo € CF(R?), (Uot,)(p) = (t,0U)(g),

et qui vérifie la propriété de continuité suivante : pour tout compact K C R?, pour tout p € IN, il existe
un compact L C RY, il existe g € N et C > 0 tels que

Vo € CF'(RT), sup [o%(Up)(x)| <C- sup [oPg(x)].

xeK|a|<p xeL|Bl<q
Alors, il existe une unique distribution T € £'(R?) telle que

Vo € CP(RY), Up = T * ¢.
Ce théoreme justifie I'interprétation physique de la convolution que nous avions faite au cha-
pitre 6.

9.3.5 Comment calculer un produit de convolution

Nous avons vu la définition d’un produit de convolution et les différentes propriétés de ce
produit de convolution. Nous allons maintenant voir comment en pratique on peut calculer le
produit de convolution de deux distributions suivant les situations.

Convolution de deux fonctions dans L} (R?)

Si f et g sont deux fonctions dans L} _(R?), alors on a Trx Ty = Tp,q avec

Vx e RY (frg)(x) = | flx=y)g(y)dy.

Il s’agit 1a tout simplement du calcul fait en introduction de cette section.

Convolution d’une distribution et d’une fonction dans C3°(IR?)

Soit T € D'(R?) et soit ¢ € CF(R?). Alors en notant aussi (abusivement) ¢ la distribution a
support compact associée a ¢, la distribution T x ¢ est donnée par la fonction de classe C*,
x =< T, p(x—"-)>.

En effet, soit € C(IR?). On a alors par définition du produit de convolution,

R4

<T@, p >=<Ty, < ¢, P(y +2z) >>= <Ty,/ q)(x—y)r,b(x)dx>.
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Comme la fonction (x,y) — ¢(x —y)y(x) estdans C (R? x R?), on peut appliquer le théoréme
d’intégration sous le crochet pour obtenir

<Txe,¢p >= /]Rd <T,p(x—")>ypx)dx =<<T,p(x —-) >, >.

On précise que la fonction x —< T, ¢(x — -) > est de classe C* par le théoréeme de dérivation
sous le crochet.

Remarque. Cette formule s’applique aussi si ¢ est seulement de classe C* en supposant alors
que T € &'(RY).

Utilisation des propriétés de la convolution

On peut par exemple utiliser 'approximation d’une des deux distributions par des fonctions
de classe C* ou C° (comme on va le voir plus bas) et se ramener pour chaque terme de la suite
au cas précédent. Parfois la suite approchante est suffisamment explicite pour permettre cette
approche. On passe ensuite a la limite pour trouver la convolution des deux distributions.

On peut aussi utiliser les propriétés de dérivation de la convolution. Par exemple en dimen-
siond = 1, si T est la dérivée de T, il peut étre plus simple de calculer d’abord T % S et
d’utiliser ensuite le fait que TxS = (T xS)’. Si au contraire il est plus simple de calcu-
ler T' x S, on commence par faire ce calcul et alors on peut retrouver T x S & une constante
preés (par primitivation), constante que 1’on pourra souvent déterminer a 1’aide de la relation

supp (T *S) C supp (T) xsupp (S).

Exemple 9.3.9. On veut calculer 66 * 66. On part de dg * 69 = d¢ et on dérive deux fois en faisant porter
la dérivation une fois sur chaque terme pour obtenir que 5(/) * 0y = (56 .

En désespoir de cause...

Si on est dans aucun des cas précédents, il s’agit alors d’appliquer directement la définition et
de calculer un produit tensoriel.

Exemple 9.3.10. On veut calculer 5(,) * 56. Soit ¢ € C(R). Alors
< By x 8o, @ >=< 8 ® &y, ¢y +2) >=< 3y, —¢'(y) >= ¢"(0) =< &5, 9 > .

9.3.6 Généralisation aux paires convolutives

Il n’est pas indispensable qu'une des deux distributions soit a support compact. En fait, tous
les résultats énoncés sont encore vrais, quitte a en adapter les démonstrations, au cas ou les
supports de T et de S forment une paire convolutive de fermés au sens suivant.
On dit que deux fermés F et G de R? sont convolutifs si, pour tout R > 0, il existe p(R) > 0 tel
que

Vx € F,Vy € G, |x+y| < R = max(|x], |y|]) < p(R).

Cela revient au fait que I'image réciproque de tout compact par 'application continue

FxG — R4
(x,y) — x+y

est un compact. On dit que l'application s est “propre”.
Par exemple, le couple de fermés ([0, +o0[, [0, +o0[) est une paire convolutive (faire un dessin).
Par contre, (] — o0,0], [0, +00[) n’est pas convolutive.
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9.4 Applications du produit tensoriel et de la convolution

9.4.1 Théoréme de densité

Le résultat suivant est un résultat important de la théorie des distributions qui nous dit que
finalement, méme si on peut définir bien plus de distributions que de fonctions classiques, on
peut tout de méme approcher toute distribution par des fonctions test.

Théoréme 9.4.1. L'espace C°(Q) est dense dans D' (Q) et dans E'(QY).

Démonstration : On raisonne par troncature et régularisation. On commence par se donner une
exhaustion de Q) par des compacts (K;);>1, puis des fonctions plateau (;);>1 nulles hors
de l'intérieur de K, et valant 1 sur K;. Soit ensuite § € CP(R?) telle que supp 6 C
B(0,1) et [6 = 1. On pose alors, pour tout i > 1, §; = i"6(i-). Pour i assez grand,
supp (x;) + supp 6; C Q. D’autre part, x;T € £'(Q) C &'(R?). Posons

ViZ'L E”:(KHT)*GL

Le terme x;T est dit de troncature et x6; est le terme de régularisation. Alors T; € C3°(Q2)
pour i assez grand car supp T; C supp x; + supp 0; C Q.

Il nous reste a montrer que (T;);>1 converge vers T dans D’(Q)). Soit ¢ € C5°(Q2). Alors,
Vi>1, <T,¢>=<xiT,<0;,p(y+z) >>.

Or, < 6,9y +2) >= [6:i(2)p(y +2)dz = (6i* ¢)(y) ot 0i(y) = 6:i(—y). De I3, <
T, ¢ >=< T,xi(0; x ) >. Pour terminer de démontrer le théoreme, il suffit donc de
montrer que la suite (x;(6; x ¢));>1 converge vers ¢ dans C3(Q).

Pour ip assez grand, on a, pour tout i > iy,

supp (6; x @) C supp ¢ + B(0,1/i) C supp ¢ + B(0,1/ip) := K

Alors K C () est un compact indépendant de i. Si i est assez grand, 1'un des K; (et donc
les suivants aussi) contient K. D’ot, pour i assez grand, x; = 1 sur K. Ainsi on a

supp (xi(0; x ¢)) C supp (6 x ¢) C K.

Il nous reste & montrer que pour tout & € IN%, (3%(6; x ¢));>1 converge uniformément vers
"¢ sur K. Soiti > ip. On a

Vx € R, (6; % (3%9))(x) — %¢(x) = /Rd 0i(—z)0"p(x —z)dz — </]Rd Hi(—z)dz> "¢ (x).

On pose y = —iz dans les intégrales pour obtenir :

Vi € R (ox @9)(3) - #9(x) = [ 000) (9% (x+ v) ~99p(0) )y

D’oty, par les accroissements finis,

Vx € R, |0k (2%9)) (x) - ()] < zsugkaa(p | [, -y < 5.
=1xeR
Dong, c
sup| (6, (9"9))(x) ~ 2*p(x)| < T 0.
xeK i—o0

La preuve dans le cas ot T € £'(Q) est en tout point analogue.
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9.4.2 Structure locale des distributions

Théoreme 9.4.2. Soit T € D'(Q)). Alors T est une somme localement finie de dérivées de fonctions
continues, i.e., pour tout compact K C (),

3k €N, V]a| <k 3f, € C°(Q), Vo € CF(K), < T,p >= Y. /dfa(x)a”‘(p(x)dx.
JIR

|| <k

Lorsque T est d’ordre fini, l'entier k ne dépend pas du choix du compact K. Enfin, si T € £'(Q), alors T
est une somme finie de dérivées de fonctions continues a support compact dans Q).

Démonstration : On commence par écrire T = ) ;c; x;T avec | fini et ( )(j) jej une partition de
l"unité associé a K. Comme, pour toutj € J, x;T € £ (), elle est d’ordre fini k;. Soit alors

kj-i-l k,'+l
k2 k2 [ x H(x) x;] H(xg)

Alors, E; € Chi(Q) et PiE; = p. D’oti, en posant f; = E; x (x;T),

Pifi = (BEj)  (xjT) = x;T.

Soit encore 9%/ f; = x;T otvaj = (kj +2,...,k;j +2). Comme ;T est compacte d’ordre k; et
que E; € Cki(Q), ona f; € C°(Q)). De plus,

<T,p>=Y (-1l < f,0%¢ >,
j€l

ce qui démontre le résultat voulu.

|

Exemple 9.4.3. On a, dans D'(R), 8y = (xH)". Soit alors x € C{(RR) égale a 1 dans un voisinage de
zéro. On a &y = xdo. Alors, par la formule de Leibniz, pour tout k > 0 et toute T € D'(R), on a

dk k dl
X@T = g@(XlT)/ avec x; € Cg (R).
D’ou
2 dl
0o = x0p = — H).

9.4.3 Le théoreme du noyau de Schwartz

Toute fonction K € C(Q; x )y) définit un operateur intégral }C de Cy(€)2) dans C(();) par
la formule

Vg € Co(), ¥x €, (Kg)(x) = [ K(xy)p(y)dy.

Nous allons voir a présent comment étendre cette définition au cadre des distributions. Tout
d’abord, on remarque que, lorsque K € C(Q); x ),

VY € (), Vo € (3’ (Q2), <Ko, >=K(y @ ¢). ©2)
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Théoreme 9.4.4. Toute distribution K € D'(Qq x Q) définit via (9.2) une application linéaire
K : CP(Q2) — D'(M) qui est continue dans le sens suivant : si Py, — 0 dans C§°()2), alors

/
lCan n~>—oo> 0 dans D (Ql)

Réciproquement, si K : CP(Q2) — D'() est une application linéaire qui est continue au sens
précédent, il existe une unique distribution K € D' (O x Q) telle que (9.2) soit satisfaite. Dans ce cas,
on appelle K le noyau de I'application K.

Pour la démonstration de ce théoreme difficile, on renvoie a [3, Theorem 5.2.1, p128].

Exemple 9.4.5. Le noyau de l'application identité K : CP(Q) — CP(Q) pour Q un ouvert de R? est
la distribution K donnée par :

Ve C(Qx0), <K ¢>= /]R"’ ¢(x,x)dx

dont le support est la diagonale, {(x,x) € Q x Q] x € O }.

Exemple 9.4.6. Plus généralement, si f : (01 — () est une fonction continue, le noyau de I'application

() — ()

Ke ™ s pof

est la distribution K donnée par :

Vo € CS (1 x M), < K, ¢ >= /Rd o(x, f(x))dx

dont le support est le graphe de f.
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Chapitre 10

Solutions élémentaires d’EDPs 11

10.1 Théorémes d’existence

10.1.1 Définition et premieéres propriétés
Définition 10.1.1. Une équation de convolution est une équation de la forme AxT = F oit A et F sont
des distributions données et ont T est une distribution inconnue.
Citons plusieurs exemples de telles équations.
1. Les EDPs linéaires a coefficients constants :
Y 4,0°T =F, a, € C.
la|<m
En effet il suffit de prendre A = Y, |<,,(—1) 2, 0%8.

2. Des équations aux différences finies. Par exemple, en dimension 1, l'équation u(x + 1) —
u(x) = f(x) se met sous la forme voulue avec A =6_;, —dpet T = T, F = Ty.

3. Des équations intégrales du type [ k(x —y)u(y)dy = f(x).

4. Des combinaisons linéaires des cas précédents : EDPs avec retard, équations intégro-
différentielles...

Dans la suite nous allons nous restreindre essentiellement au cas oit A € &'(R?).

Définition 10.1.2. Soit A € &'(R?). On dit qu’une distribution E € D'(IR%) est une solution
élémentaire de A (ou encore une “fonction de Green”) lorsque A x E = &y.

Il n’existe pas toujours de solution élémentaire, par exemple si A € CJ(IRY), A n’en posséde
jamais (pour des questions de régularité).

Si A posséde une solution élémentaire, on obtient toutes les autres en ajoutant a E une solution
quelconque S de I'équation homogeéne A x S = 0.
10.1.2 Existence de solutions

Nous pouvons énoncer tout d’abord un théoreme d’existence de solution pour des équations
de convolution pour des distributions A possédant une solution élémentaire.

Proposition 10.1.3. Soit A € £'(IR?) possédant une solution élémentaire E.

1. Pour toute F € £'(RY), il existe au moins une solution de A x T = F appartenant a D' (R?) et
T = E % F en est une.
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2. Pour tout F € £'(R?), il existe au plus une solution de A x T = F appartenant i &' (R?) et, s'il
en existe une, c’est Ex T.

Démonstration : En effet, les supports de A et de F étant compacts, on peut écrire :
Ax(ExF)=(A*E)*xF=¢6+F=F.

Cela démontre le premier point. Si on suppose ensuite que T est une solution a support
compact, on peut utiliser I’associativité de la convolution pour avoir :

T=(AxE)xT=(ExA)xT=E%x(AxT)=ExF,
d’ot1 la seconde assertion.

|

Pour appliquer le théoréme précédent il nous faut savoir que A possede une solution élémentaire.
Nous avons vu au chapitre 7 que cela est toujours le cas pour les EDPs linéaires a coefficients
constants. C’est le théoreme de Malgrange-Ehrenpreis.

10.2 Théoreme de régularité

Nous allons maintenant démontrer le théoreme de régularité des solutions d’une EDP a coeffi-
cients constants que nous avions admis au chapitre 7.

Théoréme 10.2.1. Soit A = ngm(—l)'”"aaa“&o avec a, € C. Si A possede une solution élémentaire

E qui est dans C®(R? \ {0}) alors, pour tout ouvert QO C R? et pour toute f € C*(Q),si T € D'(Q)
est une solution de A« T = Ty, alors T est associée a une fonction dans C*(Q)).

Démonstration : Soit T € D'(Q)) une solution de Ax T = Ty et soit xo € Q. On veut montrer que
T est de classe C* au voisinage de xg. Soit x € C{°(Q2) une fonction plateau au voisinage
de xg. On a alors xT € &'(Q) et on peut considérer YT comme un élément de &' (R?).
Alors, par associativité du produit de convolution, ona: xT = Ex (A% (xT)). Comme x
vaut 1 au voisinage de xo, par la formule de Leibniz, on a:

Ax (XT) = x(A*xT)+R = xTf +R,
ott R € &'(IRY) est un reste tel que xo ¢ supp R. Le fait que R est a support compact
provient de I'égalité R = A x (xT) — x(A+T) = 0, hors du support de x.
On a alors,
XT = Ex(Ax(xT)) = Ex (xTs) + ExR.

Quitte a considérer par prolongement que xf € CF(R?), ona Ex (xf) € C°(R?) par les

propriétés de régularité de la convolution. Il nous reste a montrer que E x R est de classe

C®™ au voisinage de xo. Soit § € CJ(IRY) une fonction plateau au voisinage de 0. Comme

xo ¢ supp R, on peut choisir 0 de sorte que xo ¢ supp € + supp R. De plus,
ExR=(0E)xR+ ((1—-0)E)xR

et (1—-0)E)xR € C®(R?) puisque (1 — 0)E € C®(R?) puisque par hyptohése, E €
C*(R%\ {0}). Soit enfin ¢ € C°(IRY) dont le support est dans un voisinage suffisamment
proche de xg. Alors,

supp ¢ Nsupp ((PE) xR) C supp ¢ N (supp 6 + supp R) = O,

de telle sorte que (OE) x R = 0 dans un voisinage suffisamment proche de xy. Cela termine
la preuve.

a
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10.3 Exemples de solutions élémentaires
10.3.1 Equation de la chaleur et modele de Black-Scholes-Merton

L’opérateur de la chaleur P = 9y — A, sur R x R? admet pour solution élémentaire

x|2
H(t) i

E= 2\
(47'ct)d/2e

Pour simplifier les notations, nous allons le montrer pour d = 1. Tout d’abord,

H(t) H(t) 1 (2
V(x,t €1R2,0§Ex,t§ et t— —= € L (R").
( ) ( ) 47t At : ( )

DoncE € L{ (IR?) et E définit une distribution sur R? d’ordre 0. Un calcul de dérivées partielles

nous conduit ensuite a 1'égalité
Y(t,x) € R?, &;E(x,t) = 02,E(x,t).

Soit e > 0 et soit ¢ € CF(IR?). Posons :

+00 +oo
I, = —/ / E(x,t)0ip(x,t) dtdx et J.= —/ / E(x,1)02,¢(x,t) dtdx.
R Je R Je

Alors, par IPP a la premiere ligne, en utilisant I'égalité sur les dérivées partielles précédente a
la deuxieme ligne et deux IPP et Fubini a la troisieme ligne, on obtient

I, = —/IR—E(x,s)(p(x,s)dx—k/]R /;wat(E(x,t))q)(x,t) dtdx
_ /IR15(x,s)(p(x,e)01x+/]R /:waix(E(x,t))(p(x,t) dtdx
= /]RE(x,e)q)(x,ez)dx—k/IR /:OOE(x, )92, ¢(x,t) dtdx
= /]RE(x,s)(p(x,e)dx—]g. (10.1)

Dou:

I+ .= /]RE(x,e)go(x,e)dx.

En posanty = -, ona dx = \/edy et

I+]—1/e_%42 (Vey, e)d
€ E_\/E]R @ Y, Y.

2 2
Or, par convergence dominée, applicable puisque e T ¢»(Vey, e) = eJT(p(O,O) lorsque ¢
e

tend vers 0 et

N
S}

Y ¥

< llgllce™ avecy > [lg||lce™ ¥ € L(R),

2
e T p(Vey,e)

GD(O/O)/ o
et e =0 " kS Tdy = ¢(0,0).
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Par ailleurs, puisque

(x,t) — \I/{%eﬁatgo(x,t) € LM(R x Ry)

ona H(t)
XZ
lim I, = —/ e % 3,0(x, t)dtdx.
0 © R2 \/m tq)( )
De méme,

. B H(t) 2.
lim . = —/Rz e 10 p(x )t

Le calcul suivant est a présent parfaitement justifié,

< (at—aix)E/§0> = _<E/(at+aazcx)(P>
H(t) _« 5
- _ e~ 7 (0 + 0%, ) @(x, t)dtdx
/IRZ 47t (9 )(P( )

x2

e
= — 0; +02,)o(x, t)dtdx
/. S CRTATED

= lim T+ ] = ¢(0,0) =< d00), ¢ > -

Donc, dans D'(IR?), (9; — 9%,)E = 9(0,0-

Nous allons maintenant faire le lien entre cette solution élémentaire de la chaleur et le modele
de Black-Scholes-Merton utilisé en mathématiques financieres.
On appelle produit dérivé un contrat financier dont la valeur est basée sur la valeur d"un pro-
duit sous-jacent (en général une action). Typiquement, un produit dérivé donne le droit (mais
pas l'obligation) & son possesseur d’acheter (call) ou de vendre (put) un produit financier a
une date fixée (date de maturité) a un prix pré-déterminé (le strike). Etant donné que 1’option
confere a son possédant un droit sans obligation, elle a une certaine valeur. On pose :
— S la valeur du produit sous-jacent au temps ¢,
— V la valeur du produit dérivé au temps ¢,
— rle taux d’intérét a risque nul, qui est la compensation pour le risque systémique qui ne
peut étre éliminé en détenant un portefeuille diversifié,
— o la volatilité du produit sous-jacent qui est une mesure de I’ampleur des variations du
cours du produit sous-jacent.
Alors, I’équation aux dérivées partielles de Black-Scholes-Merton qui donne V est :

oV + %ﬁszagsv + 7895V — 1V = 0.
Supposons que le produit dérivé est une option “call” (on parle de “call européen” si le sous-
cripteur peut exercer son droit uniquement a la date de maturité et de “ call américain” s’il
peut 'exercer a tout moment avant la date de maturité) - (ce type de produit s’applique a des
sous-jacents dont on anticipe une hausse du prix comme par exemple du kérosene pour une
compagnie aérienne...). La valeur du “call” est notée C, la date de maturité est notée T et le
strike K. On considere les conditions aux bords pour un call européen :

C(5,T) =max(0,S—K), C(0,t) =0, C(S,t)~ SpourS grand.

De méme, pour une option de vente ou “put” on note P la valeur du put et on se donne, pour
un put européen :

P(S,T) = max(0,K — S), P(0,t) =Ke """, P(S,t) — 0 pour S grand.

page 84 Théorie des Distributions
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On effectue un premier changement de variables :

S=Ke*, t=T———

2 C = Ko(x, 7).
2

Alors I'équation de Black-Scholes-Merton devient, avec k = 1 :
2

0.0 = 92,0+ (k—1)d,0 — ko.
Puis, en posant v = e***F7y(x, T) on obtient, poura = —3(k—1) et p = —1(k+1)?,

2
Ol = Oy,

e 1 (ke .
avec comme conditions initiales u(x,0) = up(x) = max(0, ez*+D¥ — e2(k=1)¥) ot comme condi-

tions aux bords : u(x, T) — 0lorsque x — £00. On s’est donc ramené a 1’équation de la chaleur.
Par ailleurs, on sait que 1’on a, en résolvant 1’'équation de la chaleur,

u(x, 7) = up(x) % ! =

En faisant les changements de variables dans le sens inverse pour revenir aux variables (S, t)

on obtient
C(S,t) = SN (dy) — Ke " TN (dy)

ou
N 1,2 —
V=L (10 2 [Fera), g REOTOHOTN

10.3.2 Opérateur 0

L'opérateur d = (9, + id,) définit sur R? admet pour solution élémentaire z — -=. En parti-
culier, les distributions holomorphes (i.e. les T € D’'(IRY) telles que 0T = 0) sont les fonctions
holomorphes usuelles.

Onpose:V(x,y) € R?\ {(0,0)}, f(x,y) = xiiy. On commence par remarquer que f € Li. (R?)

car dans R, x — ||x||~* est intégrable en 0 si et seulement si « < d. Ainsi, on peut légitimement
associer a f une distribution d’ordre 0.
Soit ¢ € C3°(R?).On a

- 1 1
<9df,p> = 5 <8xf,q0>—|—§i<8yf,q0>

= —% < f,0x¢ > —%i < f,0yp >

1
= =5 <f,0:p+idyp >
1 1

= 75 | x+iy(8xfp+lay¢)(x,y)dxdy
1 X0xp + Yoy @ i X0y @ — YoxP
= ey ey g [ S )y

On pose alors §(r,0) = ¢(rcos(0),rsin(f)), x = rcos(f) ety = rsin(f). Ona:

0;¢(r,0) = 9,¢(rcos(f),rsin(f)) = cos 0@ (x,y) +sinbd,p(x,y) = %xaxqo(x,y) + Yoy (x,y)
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et

e @ (r,0) = dg@(rcos(0),rsin(f)) = —rsin0d,¢(x,y) +rcos 00y ¢(x,y) = x3,@(x,y) — Yo, (x,y).

D’ou, par changement de variables en polaires,

0 12ﬂo°18”9dd9i2ﬂ0018~9dd9
< f,q)>——§/0 /Or—zrr(p(r, )rdr —5/0 /Or—zgfp(r, )rdrdo.

Soit ¢ > 0. Alors
—71 o —1 d ¢ 0)rdrd6 = 71 o ¢ 6)do
2/0 /g rzr r (r, )r r 2/0 (8' )

et
i 27 i (1, -
/ —ragq) r,0)rdrdd = —E/ ;(q)(r,Zn) —@(r,0))dr =0.

€

Or, comme f est 1ntégrab1e au voisinage de (0,0),

27 27
< df, ¢ >=lim ——/ / —70,¢(r,0)rdrd6 — —/ / —0p¢(r,0)rdrdo

e—0
et ainsi
- 1 27 1
< df, ¢ >=lim 7/ P(e,0)d f/ = ¢(0,0),
=0 2 2
car on peut appliquer ici le TCD puisque 6 — |¢(¢, 0)| est bornée, donc intégrable sur [0,271],

et ¢(e,0) — ¢(0,0). Finalement,
e—0

< df, ¢ >= me(0,0) =< 7y, ¢ >,

soit encore : 9f = 7ép.

10.4 Support singulier d’une distribution

Définition 10.4.1. Soit T € D'(Q). On dit que x € Q n’est pas dans le support singulier de T lorsqu’il
existe un voisinage V de x tel que T|y soit la distribution associée a une fonction C®. On note le support
singulier de T, suppsing(T). On a donc

suppsing(T) = ({x € Q, 3V € V(x), 3f € C°(V), Tly = T¢}) .

Proposition 10.4.2. Soit T € D'(Q)).

1. Le support singulier d"une distribution est un ensemble fermé.

2. suppsing(T) =@ & If € C*(Q), T = Ty.

3. suppsing(T) C supp T.

4. Soit f € C*(Q)). Alors, suppsing(fT) C suppsing(T) Nsupp f et suppsing(T + T¢) =
suppsing(T).
Pour tout a« € IN%, suppsing(9*T) C suppsing(T).

S

6. En particulier, pour tout P € C[Xj, ... X,], suppsing(P(0)T) C suppsing(T).
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Démonstration : Comme le fait d’étre C* au voisinage d'un point est une notion ouverte, le
complémentaire de suppsing(T) est un ouvert, donc suppsing(T) est un fermé.
Le second point découle directement de la définition et du fait que le caractere C* pour
une fonction est une notion locale.
Sixg ¢ supp T, alors T est nulle au voisinage de xo donc est associée a la fonction nulle
qui est C* et xg ¢ suppsing(T).
Comme f € C*(Q), il est clair que T + Ty est associée a une fonction C* si et seule-
ment si T 'est. D’ol1 la seconde égalité du point 4. Pour la premieére inclusion, soit xy €
suppsing(T)¢ U (supp f)°. Si xg € suppsing(T)° alors T est associée a une fonction g de
classe C* au voisinage de xq et fT est alors associée a la fonction fg qui est de classe
C® au voisinage de x¢. Donc xo € suppsing(fT)°. Si xo € (supp f)¢ alors f est nulle au
voisinage de xo, fT 1’est aussi et on a encore xg € suppsing(fT)°.
Pouri € {1,...,d},si T est associée a une fonction g de classe C® au voisinage de x, alors
dy, T est associée a dy,g qui est encore de classe C* au voisinage de xp, donc en passant au
complémentaire, suppsing(dx,T) C suppsing(T). On en déduit le point 5 par récurrence
et le point 6 par linéarité.

|

L'inclusion réciproque dans 6 est fausse en général comme le montre I'exemple suivant. Soit
Q = R2 et soit P = X auquel est associé P(d) = dy,. Soit T = 1,, ® H ot H est la distribution
de Heaviside. Alors T = 1 pour x; > 0 et T = 0 pour x» < 0. Donc suppsing(T) est exactement
I’axe des abscisses, mais

0y, T = 0y, ) ®H=0® H =0

et suppsing(P(9)T) = @. Donc suppsing(T) ¢ suppsing(P(9)T).

Cette remarque nous conduit a définir les opérateurs différentiels a coefficients constants pour
lesquels l'inclusion inverse dans 6 est vraie.

Définition 10.4.3. Soit P € C[Xy,... X ]. On dit que P(9) est hypoelliptique sur Q) lorsque
VT € D'(Q), suppsing(T) = suppsing(P(9)T).

On remarque que si P(9) est hypoelliptique sur R? et si E € D’(IR¥) est une solution élémentaire
de P(9), alors

suppsing(E) = suppsing(P(9)E) = suppsing(dy) = {0}.
Ainsi, E est associée a une fonction C* sur R? \ {0}. Le théoréme de régularité 7.2.1 vu au

chapitre 7 est essentiellement la réciproque de cette propriété et peut étre écrit de la fagon
suivante.

Proposition 10.4.4. Soit P(9) un opérateur différentiel a coefficients constants sur R?. Si P admet une
solution élémentaire E associée a une fonction dans C*°(IR%\ {0}), alors P(d) est hypoelliptique sur RY.

Démonstration : Soit T € D'(IRY) et soit xo ¢ suppsing(P(d)T). Il existe un voisinage V de xj tel
que la restriction de P(9)T a V soit associée a une fonction C*®. Alors, le Theoréme 7.2.1
affirme que la restriction & V de T est associée a une fonction C* et xg ¢ suppsing(T).
D’ou, suppsing(T) C suppsing(P(9)T).

Le support singulier d’'une convolution vérifie la méme inclusion que pour le support.
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Proposition 10.4.5. Soient Ty et T, dans D'(IR?) dont les supports forment une paire convolutive.
Alors,

suppsing(T; * T) C suppsing(T;) + suppsing(Tz).

Démonstration : Pour simplifier, supposons que T; et T, sont dans £’ (IRY). Alors, comme fermés

inclus dans les supports respectivement de T; et T qui sont compacts, suppsing(T7) et
suppsing(T>) sont des compacts. Il existe donc deux fonctions plateaux ;. € C§° (R?) qui
valent 1 sur suppsing(T;) + B(0,¢/2) et supportées dans suppsing(T;) + B(0, ¢). Alors,

TixTo= ((x16+1—x1)T1) * (X2e + 1= x26)T2) = (X1,6T1) * (X2T2) + R

ol R est associée a une fonction dans C®(R%). De 1a,

suppsing((x1,T1) * (X2 T2))

supp ((x1eT1) * (x2¢T2))

supp (x1T1) +supp (x2.T2)

supp (X1.) +supp (x2.)

suppsing(T1) + B(0, €) + suppsing(T>) + B(0, €)
suppsing(T1) + suppsing(T>) + B(0, 2¢).

suppsing(Ty * T»)

NN N"NNN

On obtient le résultat voulu en faisant tendre ¢ vers 0 et en utilisant le fait que le support
singulier est un fermé.

|

Exemple 10.4.6. Nous reprenons les opérateurs différentiels a coefficients constants classiques de la
physique et nous discutons de leur hypoellipticité.

1

2.
3.

. Le Laplacien admet une solution élémentaire de classe C* sur R? \ {0} donc est hypoelliptique.
L’opérateur de la chaleur I'est aussi pour la méme raison.

L'opérateur 0 I'est aussi et en particulier, les distributions holomorphes (i.e. telles que oT = 0)
sont associées aux fonctions holomorphes usuelles.

4. L'opérateur dy, dans R? n’est pas hypoelliptique.

5. L'opérateur des ondes en 1D n’est pas non plus hypoelliptique. En effet, si f : R — R est

de classe C? mais pas de classe C®, on a alors P(3)(f(t & x)) = 0 donc (x,t) — f(t + x)
est solution de I’équation des ondes sans étre de classe C*°. Pourtant le second membre étant la
fonction nulle, il est bien de classe C*. On retrouve le fait que la solution élémentaire trouvée au
chapitre 7 pour cette EDP n’était pas C* au voisinage de tout point dans {(x,t) € R?, x = |t|}.
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Chapitre 11

Formule des sauts

11.1 Formule des sauts en dimension 1

Avant de traiter le cas compliqué, envisageons le cas de la dimension 1 d’espace. On se donne
ainsi une fonction f, qui est de classe C! par morceaux dans [a, b], et qui admet, en tout point ott
elle n’est pas continue, une limite a droite et une limite a gauche. Il existe ainsi une subdivision
de [a, b] en intervalles [a,a1[, |a;, a; 1], Jais1, b] telle que f soit de classe C! sur ]a;, a;,1[. On note
f(a) et f(a;) les limites respectives a droite et & gauche au point 4;. Par convention, les points
intérieurs a [a, b] sont a3, .., a, et on note ay = a,a,+1 = b. La fonction f définit une distribution,
dont on calcule la dérivée, que nous notons (Ts)’. Par définition, pour ¢ € C§°(R),

b
<(Tf), 9 >=—<Tf, 9" >= —/a f(x)g'(x)dx.

Ainsi

/bf(x)ﬁ’"(x)dx = Zn:/aiﬂf(x)go/(x)dx.
a i=0 74

Comme

/aa;‘+1 f(x)(P,(x)dx _ Qp(aiJrl)f(ai:Ll) — (P(ﬂz)f(a;r) . /;"H f,(x)q)(x)dx,

i

ot la fonction f’ est définie presque partout, on a la relation

- [ F@ s = ¥ [ g+ 1 flaf o) - Fla o).

Soit, en notant Ty la distribution définie par f’ sur chaque intervalle |a;, a; 1]

<(Tp), @ >=<Tp, 9> +(f(a") =0) < ba, ¢ > +(0—f(b7)) <&, ¢ >+ i(f(ﬂf) —fla;7) < a9 >

On a ainsi démontré le théoreme suivant.
Théoréme 11.1.1. La distribution (Ty)" est donnée, a partir de T et des sauts de f, par
n+1
/ —
(T¢) = Tpr + ) (f(a]) — fla;))a,.
i=0

avec les conventions ay = a,a,41 = b, f(ag) =0, f(a,} ;) = 0.
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Ce résultat s’étend aux dérivées successives, comme pour la dérivée seconde, en considérant
les sauts de f et de la dérivée de f :

n+1 n+1
(Ty)" = Tpr+ ) (f(af) = fla; ))&, + ) (F(al) = £(a;))éa,-
i=0 i=0
On en déduit aussi la proposition :

Proposition 11.1.2. Soit u une fonction C' définie sur un intervalle [a,b]. On la prolonge par 0 i
Vextérieur de [a, b] et on note le prolongement u. De méme, on note u' le prolongement de la fonction u’,
défini par u’ sur |a, b| et par 0 a l'extérieur. Alors

(Ty)' = Ty + u(a)d, — u(b)dy.

Cette proposition est le cas particulier o1 la fonction u est de classe C! par morceaux d'un
résultat plus général.

Proposition 11.1.3. Soit I un intervalle de R. Soit g € C(I), telle que sa dérivée au sens des distribu-
tions g’ vérifie g’ € L}OC(I). Sia,be I, a<b,alors:

(Tg1,)" = Tgny,y, +8(a)0a — g(b)dp-

Nous avons ainsi trouvé la dérivée d'un prolongement par 0 en dimension 1.

11.2 Formule des sauts pour un demi-espace

On se donne une fonction u(x’, x;) de classe C! sur R9! x R, et on souhaite calculer la dérivée
de la distribution définie par u qui vaut u sur R9~! x R, et 0 sur R9~! x R_. On trouve ainsi

<Oyl @ >= _/]Rdfl/o u(x’,xd)E)xj(p(x’,xd)dxddx'
pourl <j<d. Lorsquej# d,ona

“+o00

[e%) —+o0
/0 u(x’', x2)0x,¢(x)dxy = axj[/o u(x, xg)p(x', x7)dxy] —/0 Oyt (X', x4) p(x)dxg.

L'intégration du premier terme sur R dans la variable x; donne 0 puisque ¢ est a support
compact, ainsi on trouve, pour j # d

< Oyl @ >=<1y,>00x1, ¢ >

ou on a noté par commodité 1y,>0dyu la distribution associée au prolongement par 0 sur
R*! x R_ de la fonction dy;u définie sur R”"! x R?. Cette distribution est définie par I'ac-
tion de la fonction L}OC(IR"I), égale a iju sur R?-1 x R* etaOsur R?1 x R*, sur la fonction de
L*(R%) égale a 1,509 (x, x4), ¢ € CT(R?).

Lorsque j = d, on trouve

<Oy, > = _/]Rd”/o u(x', x4)0x,¢(x', x4)dx dx’

= / u(x’,0)p(x',0)dx" + Oy, u(x) @ (x)dx.
Ri-1 RI-1xR,

Ainsi on obtient le résultat :
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Proposition 11.2.1. Soit u définie comme ci-dessus. Ses dérivées sont données par

Vi€e{l,...d}, j#d, Oxu = 1y,>00xu

et Ox,u = 1y,>00x,u + u(x',0) ® 8y,—0.
La distribution u(x’,0) ® dy,— s’appelle distribution de simple couche. C’est une distribution

de D'(R?), donnée par

<u(x',0) ® by,—0, ¢ >= /d 1u(x’,O)go(x/,O)cbc’.
Ri-

11.3 Ouverts réguliers dans R”

11.3.1 Définition

Définition 11.3.1. Soit QO C RY un ouvert et soit k € IN* U {co}. On dit que Q) est de classe C* s'il
existe une fonction p € CK(R?,R) telle que

O={xeRY p(x) <0}
et, si 0Q) désigne la frontiere de () et Vp(x) le gradient de p en x, alors
00 = {x € R%, p(x) = 0et Vp(x) # 0}.
Remarque 11.3.2. Il ny a pas a priori, pour un ouvert Q) de classe C¥, unicité du choix de la fonction
0-
Définition 11.3.3. On appelle ouvert régulier de RY tout ouvert O C R? de classe C*.

Cette définition assure en particulier que () est situé localement du méme co6té de sa frontiere,
propriété utile pour définir la normale extérieure a () en chaque point de 9Q).

Exemple 11.3.4. Pour R > 0, Q = {x € RY, |x| < R} est un ouvert régulier. En effet, il suffit de
prendre p(x) = |x|> — R2. Il en est de méme pour Q = {x € R?, |x| > R}.

Exemple 11.3.5. Soit ¢y : R*~1 — R une fonction de classe C¥. Posons
O={x=(x,...,%) €ERY, x> (x1,...,x51)}.

Alors Q) est un ouvert de classe CK avec p((x1,...,%4)) = ¢(x1,...,x3-1) — X4-

11.3.2 Vecteur normal unitaire sortant

Pour un ouvert régulier de IRY, la direction du vecteur Vp(x) pour x € dQ ne dépend pas du
choix de la fonction p pour définir () (voir [6], page 41). Cela conduit a la définition de vecteur
normal unitaire sortant.

Définition 11.3.6. Pour x € 9Q), le vecteur Vp(x) s’appelle le vecteur normal sortant a O3 au point x.
Le vecteur
Vp(x)

) = Mol

s’appelle le vecteur normal unitaire sortant a () au point x € 9.

Théorie des Distributions page 91



Chapitre 11. Formule des sauts

On peut définir une notion de dérivée normale extérieure a () en posant

% = <v(x),aax> = Iévi(x)aaxi'

Exemple 11.3.7. Supposons que Q3 =]0,1[C R. Alors Q) est un ouvert réqulier de R en prenant
p(x) =x(x—1).0na, Q) ={0,1},v(0) = —letv(l) = 1.

Exemple 11.3.8. Pour r > 0, soit Q = {x € RY | |x| < r}. L'ouvert Q est un ouvert régulier et
0Q) = S(0,7), la sphere centrée en 0 de rayon r de R?. Dans ce cas, pour x € S(0,7),

X X Jd
v(x) = (71,...,7’1) et 3= ;ina—xi.

Exemple 11.3.9. Soit ¢ : R*"! — R une fonction de classe C*. Posons
O={x=(x1,...,%3) €ERY, x5 > ¥(x,...,x5-1)}.
Alors Q) est un ouvert régulier de R avec p((x1,...,%4)) = ¢(x1,...,x4_1) — x4. De plus,

E)Q = {X = (xl,...,xd) (S ]Rd, Xg = 1/J(x1,...,xd_1)}

et
9 ()
Vx € 9Q), v(x) = ! :
T+ V()2 | 0y, ,p(x)
-1

oit x' = (x1,...,x5-1) et V' désigne le gradient d — 1 dimensionnel associé aux d — 1 premieres
coordonnées de x, (35,1, ..., 0y, , i) € RY~L. Par ailleurs, on a

0 1

d—1
o wamxg%wf%>

11.3.3 Mesure de surface, exemples

Soit un ouvert régulier O dans IR?. On désigne par 1 la fonction caractéristique de Q). Commengons
par déterminer dans quel ensemble se situe le support de la distribution d,,1q.

Proposition 11.3.10. Pour touti € {1,...,d}, supp (9x,1n) C 9QL.

Démonstration : Soit xg € R\ 9Q). Soit § > 0 tel que

Beo(x0,0) = {x = (x1,...,x4) € RY, max |x;| < (5} C RY\ 9Q).

1<i<d

Soit ¢ € C*(IR?) telle que supp ¢ C Beo(x0,6). On a, pour touti € {1,...,d},

<oyla, ¢ >= — <1, 0y,¢ >= _/ Oy, pdx.
0
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11.3 Ouverts réguliers dans R4

Si xg ¢ ), alors Beo(x9,0) N Q) = D et I'intégrale précédente est nulle. Si xg € (), alors
B (x0,0) C Q et par Fubini-Tonelli,

<ax.11,>=—/ 9. 0d
Ao, ¢ ATRCT

- [ ([ e
= —/-'-/(0—0 ydx' =0,

puisque supp ¢ C B (x0,9). Dans les deux cas, xg ¢ supp (9x,1n). D’ott I'inclusion
voulue par passage au complémentaire.

Cette propriété nous conduit a poser la définition suivante.
Définition 11.3.11. On appelle mesure de surface sur 0C), la mesure de Radon positive do définie par

0

On a alors,

Yo € CP(Q), < do, ¢ >= /a o(x)do ().
[@)

Remarque. Plus généralement, pour ¢ sommable par rapport a do sur 9Q), on définit gdo la
distribution de simple couche par

Vo € C(Q), < gdo, ¢ >= /mg(x)go(x)da(x).

Exemple 11.3.12. On reprend Q) =0, 1[. Alors, comme v(0) = —1etv(l) =1,0na

- 0
Vo e CGi(Q), <do, ¢ > = <—avﬂ]0,1[/€9>

= <y, (ve) >

= [ o) (x)ax

= v(1)e(1) ~v(0)9(0) = (1) + ¢(0) =< 01 +do, ¢ > .
Ainsi, do = &y + &1. C'est une somme de mesures de Dirac portées par {0} et {1}.

Exemple 11.3.13. Soit Q = B(0,r). On a, pour x = (x1,...x4) € S(0,7), v(x) = (3,...,34).
D’oi, 61/ =1 Zd 1 Xi0x,. Or, si ¢ € CS*(IRY), en passant en coordonnées polaires, x = t0 avec t € [0, ]

etf e S1a sphere unité de R?, alors,

to; (@(t0 Ztea (t0) Zxa o(x

i=1
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Utilisons cette expression pour calculer do. On a, pour toute ¢ € CP(R?),

13 1 d
<d0’,(p> = <—;xiaxi]lg,(p>—r<]10,28xi(xigo)>

i=1

1 d
= r<10,2(¢+xiaxi¢)>
= d/ (x)dx + = / Zxa o(x
¥ \x\<r l<r T
= d/ x)dx + — // 19, ((+0)) 4~ 1dtd6
r \x\<r gd—1
d
= - 9 ((t0))t"dt ) do
r/M /S(/ (plio)riat)
- d/ / < (t0) td —/ (p(te)-dt“dt> de
r \X\<r 0
— ﬂ d—1 _a r -1
- r/x<r x)dx + /Sd71¢(79)d9 r/o/sdilq)(tf))t dtd
— d—1
B /5 @(r0)r*-1do. (11.1)

Cette derniere égalité définit la mesure de surface do sur la boule de centre O et de rayon r > 0 :
Vo € CT(RY), < do, ¢ >= /d ) @(r0)ri1de.
i
Exemple 11.3.14. On reprend I'exemple de I’ouvert régulier

Q={x=(x1,...,x4) € RY, x; > P(x1,...,%4-1)}

ot : R*1 — R est une fonction de classe C®. Soit ¢ € CP(R?). Posons D(x') = \/1+ [V'y(x) ]2
Alors,

<do,p>= /Zaxl< 7 (Ox)o ()> x—/and<D(1x,)(p(x)>dx::h—Iz.
Ona
=% [ [0 (e Gpe) ) sy

o Foo 1 r_ 1 / / /
L = /IRH /w(x’) Oy, (D(x,)(p(x)> dxydx’ = /IRH D xl)go(x,l/)(x ))dx’.
Or,pourie {1,...,d—1}et 0 € C3(Q)),

+o0 +o0
A, ( )G(x’,xd)dxd:/( )axﬂ(x’,xd)dxd—(axilp)f)(x’,gb(x’)).
p(x P

On en déduit, en prenant 6 : x — 57— (axgp) (x),

d-1 o
h= Z ./d 1 D ax’¢) ( (X/))dX/ T 1:21: /]Rd—l axi (/IPJ(;,) D(lx/)(axilzb)q)(x// lp(x/))dxd> dx’.

page 94 Théorie des Distributions



11.4 Formule de Stokes

Comme @ est a support compact, elle est nulle pour x; = F-o00, de sorte que le deuxieme terme du membre
de droite est nul. On en déduit :

1
<dog>=h-b= [ e+ V)R, p())dr.

Finalement, on obtient la formule qui donne la mesure de surface sur 9Q) :

<dop>= [ ol B )1+ |Vp)Pdx.

R4-1

11.4 Formule de Stokes

11.4.1 Formule de Stokes

Nous commengons par préciser la proposition 11.3.10.

Proposition 11.4.1. Soit Q) un ouvert régulier de R? et soit v le champ de vecteur normal sortant i Q)
(i.e., 'application x — v(x)). Si do désigne la mesure de surface sur 0Q), alors, pour touti € {1,...d},

VidO' = —8in[0.

Démonstration : Soit x € C*(R) une fonction marche telle que 0 < x <1, x(x) = 1six < —1
et x(x) = 0 pour x > 0. Soit aussi p € C*(IRY) qui définit I'ouvert régulier Q. Pour & > 0,
on pose

Vx € RY, xa(x) = x(ap(x)).
Six ¢ Q,alors xu(x) = 0 puisque p(x) > 0.Six € Q, xu(x) = 1 pour « tel que ap(x) <
—1, ce qui est toujours possible, quitte a choisir « assez grand. De plus, puisque x, < 1,
par le TCD,

Vo € CP (R, /}Rd Xe(X)p(x)dx —— A ¢(x)dx.

a—r+oo

Cela se traduit par le fait que la famille (Ty, ),~0 converge vers 1 dans D’(R?) lorsque a
tend vers l'infini.

Par continuité des opérations de dérivation et de multiplication par une fonction C* dans
D'(RY), on a aussi

d d o)
Vi e {1,. . .,d}, —Vik:X:leaka,x m —Vik:Z:ll/kaxk]lQ =V (—avﬂﬂ) = Vz'dU’

avec convergence dans D'(R?). Soit ¢ € C°(IR?) dont on suppose que le support contient
un voisinage de d(). On a

d d
<—vi Y vk Xas (p> = <— Y vk Xas vz'(p>
k=1 k=1

d
= —u [ X (@p(x)) Y- 8 (x)ue()vi(x) p(x)dlx.
k=1
Or, Ty s, p(x)ue(x) = ||V (x)] |, d'on
= —u

d
<—vik:1v/<8xkxw)> = —w/]Rdx(DCP(X))I\VP(X)HVi(X)(P(X)dx

o X (@0(x))05,0(x) 9 (x)dx

=~ Joe On (e (x))p(x)dx.
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En faisant tendre & vers l'infini dans cette derniére égalité et en utilisant les résultats
précédents, on obtient,
<vdo, @ >= — < dyln, @ > .

En effet, (Ty, )0 converge vers 1o dans D’ (IRY) donc (9x, Ty, Ja>0 = (To,,x. Ja>0 (puisque

Xa est C® donc C') converge vers 1 dans D’(IRY). On a donc bien montré que dans
D'(RY), vido = —9y,1q.

|

Avant d’énoncer le théoréme de Stokes nous donnons une notation qui est justifiée par le
résultat suivant que I’on ne démontre pas.

Proposition 11.4.2. Soient Q) un ouvert régulier de R? borné et soit k € IN' U {oo}. Soit f continue
sur Q). Alors, les deux propriétés sont équivalentes :

1. f est de classe C* dans Q) et les dérivées de f jusqu’a I'ordre k se prolongent continiiment a Q.

2. Tl existe une fonction appartenant @ C*(R%) qui coincide avec f sur Q.
On dit alors que f est de classe C* jusqu’au bord de Q) et on note f € C*(Q) si ces conditions sont
vérifiées.
Pour X = (Xj,...,X4) un champ de vecteur dont les composantes X; € C'(Q), on rappelle la
définition de la divergence :

d
div X = ZaxiXi.
i=1

Théoreme 11.4.3 (Formule de Stokes). Soit Q) un ouvert borné régulier et X un champ de vecteur
défini sur Q) et dont les composantes X; € C1(Q). Alors,

X-vda:/ div X dx,
0Q) QO

oil, en tout point de x € 9Q), X(x) - v(x) désigne le produit scalaire dans R? des deux vecteurs.

Démonstration : D’apres la Proposition 11.4.1, on a

d
<do, X-v> = <d0’,ZU,XZ>

d
= ) <wvdo, X; >
=1
d
= =) <ln X; >
i—1

d
- <HQ/ Zax,'Xi>
i=1

= <lg,div X >.

~.

D’ot la formule de Stokes.

a
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11.4 Formule de Stokes

11.4.2 Intégration par parties multidimensionnelle

Nous déduisons du théoréme de Stokes un théoreme d’intégration par parties multidimension-
nelle.

Corollaire 11.4.4 (IPP). Soient Q) un ouvert régulier et soit u et v dans C'(Q). On a, pour tout
ie{l,...,d},

/Qv(x)axiu(x)dx: /anu(x)v(x)vi(x)da(x)—/Qu(x)ax,.v(x)dx.
Démonstration : 11 suffit d’appliquer la formule de Stokes au champ de vecteur X : x —

u(x)v(x)e; ol ¢; est le i-iéme vecteur de la base canonique de R?.

|
Exemple 11.4.5. Appliquons cette formule a I'ouvert Q =|0, 1[. La mesure de surface de 0Q) est do =
5o + 61. On a alors, pour u et v dans C1(Q)),
1 1
/ o(x)u'(x)dx = <& +6b,u-v-v> —/ o' (x)u(x)dx
0

0
— u(1)o(1) — u(0)0(0) —/'1 o (x)u(x)dx,

0

puisque v(0) = —1 et v(1) = 1. On retrouve exactement la formule d’intégration par parties habituelle
en dimension 1.

11.4.3 Formule de Green pour le laplacien
On peut aussi retrouver la formule de Green pour la Laplacien.
Corollaire 11.4.6. Soient ) un ouvert régulier et soient u et v dans C*(Q)). On a,

v ou
/Q(uAv —vAu)dx = /an <u8v - vav> do.

Démonstration : On applique la formule de Stokes au champ de vecteurs #Vv. On obtient :

/(Vu-VU+uAv)dx:/ u(Vo-v)doe.
Ja a0

Puis on retranche la formule symétrique en u et v pour avoir le résultat.

11.4.4 Formule des sauts multidimensionnelle

Soit Q) un ouvert régulier borné et soit ()¢ le complémentaire de Q). Soit 1 une fonction définie
dans IR¥ telle que ses restricitions u et u¢ a () et QO se prolongent par continuité en des éléments
de C1(Q) et C1(QF). Pour x € 9Q), on notera uint(x) et uext(x) les valeurs respectives de ces
prolongements.

Théoreme 11.4.7 (Formule des sauts). Avec les notations ci-dessus, on a, pour touti € {1,...,d},
Oy, Ty = Taxiu + Taxiuf + (thext — tint) (v(+).€;)do

o1l (Uext — Uint)V(-).e;do est la mesure de Radon dont la densité par rapport a do est x +— (Uext(X) —
Uine(x))v(x).€;.
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Démonstration : Soit ¢ € Cy(R?). Soiti € {1,...,d}. On applique la formule d’intégration par
parties dans () au produit de ¢ par le prolongement par continuité de u a (). On obtient

—/Qg(x)axiq)(x)dx: /Q q)(x)axl.u(x)dx—/a @(x)uine(x)v(x) - e;do.

Q

Puis, on applique la formule d’intégration par parties dans QFf au produit de ¢ par le
prolongement par continuité de u¢ a Q2¢. On obtient

_ /Qcﬂ(x)axi(/)(x)dx = /QC @(x)0y,u’(x)dx — /ao @ () ttext (x) (—v(x)) - e;do.

La somme des membres de gauche vaut par définition < dy, T, ¢ >. La somme des pre-
miers termes des membres de droite donne < Ty _, + T_,c, ¢ > et la somme des termes
restant vaut :

/an @ (%) (text (x) — int(x))v(x) - e;do = ((Uext — Uint)V - €;dT, @) .

11.5 Applications

11.5.1 Les relations de Rankine-Hugoniot

On considere le systeme d’équations d"Euler conservatives, modélisant 1’écoulement instation-
naire d’un fluide de densité ponctuelle p, de vitesse u, de pression p et d’énergie e, qui sont des
“fonctions” de x € R et de t. Ainsi

010 + dx(pu) = 0
{ 9i(pu) + 0x(pu® +p) =0 (11.2)

9:(pe) + 9x(pue + pu) = 0.
On suppose que le fluide est traversé par un choc de vitesse o, c’est-a-dire qu’il y a par exemple,
discontinuité de la densité au travers de la courbe dans R x R x — ot = 0. On désignera par
f* la limite de f(x,t) pour x — ot — 0,x — ot > 0 et par f~ la limite de f(x, t) pour x — ot —
0,x—0ct <O.
On veut trouver des relations entre les valeurs de p, u, ¢, p avant et apres le choc, en fonction de
. On integre contre la fonction 1,¢(sf—¢ 14 I'équation d;p + dx(pu) = 0. On obtient :

ot+e
/ (3¢ + x(p1t) )dx = 0,

t—e¢

Onnote p(X, t) = p(X + ct, t), la densité liée au choc. On trouve

01p = 00xp(X + 0t t) + 01p(X + ot t).

On obtient alors

/S 3i0(X + ot X + olo(ot + ¢, 1) — plot — & £)] = / :5(X + ot )dX.

Ainsi, on obtient

_i 0p(X +ot, t)dX —olp(ct +¢,t) —p(ot —e, t)] + (pu) (ot —¢,t) — (pu) (ot —¢,t) = 0.
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Nous faisons I'hypothese que | * . 0tp(X +ot,t)dX tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0. On en tire,
appliquant ce méme raisonnement pour toutes les équations

o(p™ —p7) = (pu)™ — (ou)~
a((p u) — (pu)™) = (pu* +p)* — (pu> +p)~ (11.3)
a((pe)™ — (pe)™) = (pue + pu)* — (oue + pu)~

Nous pouvons a présent donner une justification plus générale du résultat que 1'on vient
d’énoncer. On suppose que 1’on étudie un systéme conservatif du type :

U + 05 (E(U)) = 0.

On suppose que, dans 1'espace (x, t), il existe une solution de classe Ct pour x — ot < 0 notée
U, et une solution de classe C! pour x — ¢t > 0 notée U,. On peut alors poser :

Vix, t) = Uy (x, t) + (Ua(x, t) — Uy (x,t))H(x — ot).

Cette fonction coincide avec U; pour x < ¢t et avec U, pour x > ot. Ainsi, 0;V + 9, (F(V)) est
nulle pour x # ¢t. On vérifie alors par la formule des sauts que :

0V = 0:Uy + (9:Uy — 0 Uy )H(x — 0t) — 08x—g1—0(Uz(0t, ) — Uy (0t, 1)).
De méme, par la formule des sauts appliquée a F(V),on a :
dx(F(V)) = 0x(F(Un)) + (0x(F(Uz)) — 9x(F(Uh))) H(x — ot) + (F(Uz(ct, t)) — F(Us (01, 1)) )6x—o1=0-
Tl vient ainsi
WV +0,(E(V)) = (F(Ua(ct, 1)) — F(Uy (0, 1)) — o(Un(ct, ) — Uy (0t ) Sx—ot—o-

Si on veut que V soit une solution de 1’équation convervative au sens des distributions, il faut
que F(Uy) — F(Uy) = o(Uy — Uy ) sur la surface de discontinuité x = ot.

11.5.2 Equation des ondes en dimension 3

On note (t,7) = (t,x,y,2) les coordonnées d'un point de 1'espace-temps et [ = 2 — A, le
d’Alembertien.

On note I' la surface du cone d’avenir définie par t = r = \/x2 + y> + z2. Bien que I’ ne soit pas
une surface réguliere a ’origine, on peut tout de méme définir sa mesure de surface par

/rfda - \@/}Rsf(r,?)d?,

pour f définie sur I, continue et a support compact.

Enfin, si on note p = V/#? 4 12, alors la distribution de simple couche 46% est une solution
élémentaire de 1'équation des ondes, [Ju = f. Il s’agit d'une mesure de Radon positive bien

définie : en remarquant que, surI', p = rv/2,0n a:

o do r,7)
V(P S CO (R4), <47‘[p’qo> = o (P4(7Tr)dr

La fonction 1/ étant localement intégrable dans IR?, I'intégrale de droite est finie et la forme
linéaire est bien définie et positive.
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Nous dirons qu'une distribution u sur R* est nulle dans le passé s’il existe Ty € R tel que le
support de u soit inclus dans [Ty, +o0o[xR3. Alors, si f € D’'(IR*) est nulle dans le passé, il
existe une et une seule solution u € D’(IR*) de Ju = f qui soit nulle dans le passé. Il s’agit de

la distribution
u— (99, f
~ \4rmnp '

Le support de u est contenu dans 1’ensemble des (¢,7) tels qu’il existe (o, 7o) € supp f avec
t>thett—tg = ||7—70||
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