|Sﬂlu1:i011 d’exercice 01 : I

vz y)=X{E)Y{)=>XY4+XY =0=232XY=-—XY = il A

on obtient les 2 problémes

X'"=XX=0 0<zx<lL Y '4+AY =0, 0<y<H
(F1) {I{L]:U (P> {1'{U)=U.1'(H]=U

La résolution du probléme de Sturm-Licuwville ( B ) nous donne -

" .|

L

s W iy
H-

Y (y) = ensin (279)

Car -
1 LN =0= Y (y) = decos (v’riy) + esin (»-’Ey)

1'[[}]=U:-d=U_1'{H}=U:~csin(qu)=U_c;éU:>sin('vﬁH) o

a A
nom

=:-sin(xf1‘H) =0= A= e necZ
done -
PR irir_“_!:—;el: Yo (¥) = ¢, sin (%y) necnN

donc la solution du (P;) est -

nmw

XNi (®) = an cosh (% (L — .r]) 4+ b, sinh ( 7 (L — :r}) pour n = 1

Xaill)=0=2a;=0n>21

d’aprés le principe de superposition. n écrivant
nw : nw
a2yl = bnsinh(—L—:r)sin(—")
: (2, y) ; ; 2 (L —2) Y
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u (0,y) = g (y), nous avons :

= an sinh (%L) sin (%y)

n>1
H
by sinh ( 2 / y)d
sin = — sm
H Y
0
. nm . .
car g (y) sin (Fy) fonction paire
donc :
H
2 M
u(r,y) = —= sin Hy /g SlIl ) dy p sinh ( (L — m))
H sin %y
Solution d’exercice 02 : I
Aulz,y) = X@Y ) =XY+XY" =0
" X Y”
= XY=-XY = ——=—F=)\
X Y

( A : constant ) ; Nous obtenons les deux E.D.O suivantes :

X'"—AX =0, O<z<L Y'+AY =0, 0<y<H
(F1) {X’(L)zo et (P2) {Y(O):Y(H)zo '

En travaillant sur (P), on obtient :

he= (0 Yaty) = Cosin () > 1

on retourne a I’équation en X, en utilisant les résultats précédents, il vient :
X, (z) = A, cosh (%T (L — x)) + A, sin (%r (L — a:)) .
La condition X, (L) = 0 implique B, = 0

:>Xn(x):Ancosh<%T(L—x)>,O<x<L,n21

car :
X (z) = _TmAnsinh (% (L—a:))— HB cosh (E (L—a:))
X (z) = %”TB —0= B, =0.

d’apres le principe de superposition nous donne

— ZA” sin (%y) cosh <%T (L — x)) ....... (%)



Dérivons () par rapport a x et posons x = 0, il vient :
ou nmw . /nm nmw
9(y) = O (0,y) = _;EAn sin (E ) cosh ( 7 L>

développons ¢ (y) en séries de Fourier en sinus, il vient :

H
—Z& sin(ﬂ> a —3/ ()sin<@>d
= n ]¥y » On = 7 g\y }{y Y
0

n>1
donc on a :
) H
— nmw . nm nmw
A= 2| s () / g9 (w)sin (ry) dy | sin () cosh (7 (2 )
n= 0

donc la solution générale est :
b) un raisonnement analogue donne :

<P1> {X +AX =0, 0<z<l[L . (P2> {Y -AY =0, O0<y<H ‘

X' (0)=0,X(L)=0 Y' (H)=0

On travaille sur le probléeme de Neumann (Pll), on obtient les valeurs propres

2
Ap = (%T) et les fonctions propres X, (x) = d,, cos (”%x) im0

car :

X"+AX =0= X (z) = dcos (\/Xm) + csin (\/Xx)
= X' (z) = —dV\sin (\/Xw> + eV cos (\/Xx)

X (0) = O:>C\/X:O:>c:0:>X(x):dcos(\/X$>

X' (L) = 0= —dVAsin (\/XL> — 0=\, = (%)2,7161\1

= X, () = d, cos (%x) ,n €N

on déduit la forme de la solution de ( comme suit :

2)
Y, (y) = Acosh( >—|—B smh( (H—y)>

!

Y

n

(H)=0= B, =0, alors :
nm
Yn(y)zAncosh<f(H—y)), O<y<H n>0

de principe de superposition donne :

= ZA" cos (%x) cosh (n% (H — ?/))

n>0



la condition

L

1 O<z<—=

u(z,0) = I 2
0 §<x<0

donne
u(z,0) = ZA" cosh (%H) cos (%x)
n>0
nmw nm
= Ay+ ZA” cosh (TH> cos (fx>
n>1
développons u (x,0) en séries de Fourier en cosinus, on obtient :

. nm
1 2sin ()
, = yn>1
L nmtH
nm cos Ee—

car :

L
1 1 1
aozz/u(x,())dx:z/dx:§
0 0

Solution d’exercice 03 : I

Nous allons couper ce probléme en deux problémes ayant chaun une seule
condition non-homogeéne
tq (u = v 4+ w) ot v est la solution du probléme

() Av=0, O<z<l, 0<y<l1
! v (z,0) =0,v(x,1) =100,v (0,y) = 0,v(1l,y) =0

w est la solution du probléme

(P) Aw=0, 0<zr<l 0<y<l1
Y1 w(z,0)=0,w(z,1) =0,w(0,y) = 0,w(1,y) =100
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v=20
{ v (z,0) =0,v(x,1) =100,v (0,y) =0,v(1,y) =0

" "

" " " " X Y
v(z,y) =X (@)Y (y =XY+XY =0=XY =-XY é—yz?:)\
on obtient les 2 problémes
() X'+ AX =0 ™ Y =AY =0
POY X0 =x1)=0 " 1 v()=0
La résolution du probléme de Sturm-Liouville (p;) nous donne :
A =n?m%, X, () = ¢, sin (nmx)
car :
X "+2X =0= X (z) =dcos (\/Xx) + csin (\/Xx>
X(0) = 0=d=0,X(1) :0;»csin<\/X) —0,c#0
= sin (\/X) —0=\= (nn)>,n € Z".
donc
An = (nm)? et X, (z) = ¢, sin (nwx) ,n € N*
la solution du (p2) est :
Y, (y) = ay cosh (nmwy) + b, sinh (n7y)
Y,(0)=0=a,=0,Vne N
d’apres le principe de superposition, en écrivant :
v(z,y) = ch sin (n7x) sinh (nmy)
n>1
v(z,1) =100 = ch sin (nmz) sinh (n7) = 100
n>1
on pose «,, = ¢, sinh (nm),n € N*.
Alors
ch sin (nmz) sinh (nr) = Zan sin (nwz) = 100
n>1 n>1
2 | 200 b 200
an =7 / 100 sin (n7x) doe = _mr cos (mrm)} i = (1—(=1)")
0
200 200
sinh () = — (1= (=) = ¢y = ——— (1 —(=1)"),n>1
= casinh (n7) mr( (=1)%) = ¢ mrsinh(mr)( (=1)%).n =



R 400
=< "7 2n—1)wsinh ((2n — 1) 7)
Cop — 0

(1-=(=1",n=1

400 <X sin ((2n — 1) 72) sinh ((2n — 1) 7y)
= o(@y) === (2n — 1)sinh (20 — 1))

n=

Aw =10
w(x,0) =0,w (z,1) =0,w(0,y) =0,w(1,y) = 100

1"

0

" 1" " " X Y
w(r,y)=X@)Y(y) =XY+XY =0=XY=-XY :>7:—72A
on obtient les deux problémes suivants :
™ X' —AX =0 () Y 4+ AY =0
POY x0)=0 WYY 1vY(0)=0Y(1)=0
La résolution du probléme de Sturm-Liouville (py) nous donne :
Ao =n27%, Y, (y) = ¢, sin (nmy)
car :
Y 4+ XY =0=Y (y) = dcos (\/Xg) + csin <\/Xy>
Y(0) = 0=d=0,Y(1) :o;»csin<\/i) —0,c#0
= sin (\/X) —0=\=(nm)*,ne 2"
donc
An = (n)* et Y, (y) = ¢, sin (nmy) ,n € N*
la solution du (p;) est :
X, () = a,, cosh (nwx) + b, sinh (n7x)
X, (0)=0=a, =0,Vn € N* = X,, () = b, sinh (n7rz)
d’apres le principe de superposition, en écrivant :
w(x,y) = an sin (nmy) sinh (nmx)
n>1
w(1,y) =100 = > b, sin (nmy) sinh (nr) = 100
n>1
on pose
Y,, = by sinh (nm)
Alors
2 [ 200 b 200
T =1 / 100sin (n7y) dy = —— cos (mry)] =—(@1-(-1D)"),n>1
o N



4100

Y .. W —
T = gy T
40U
I!'hu_ _ = e bq,z,:U, 21
B (2n—1)wsinh((2n - 1)) ~ T
400 =sin ((2n — 1) wy) sinh ((2n — 1) 7z
o (ong) = 20360 (20 = ) )i )

(2n — 1)sinh ((2n — 1) 7)

n=1

En sommant (1) et (2) on a la solution u (x, ).



SOLUTION D'Exercice 4:

Soit p=e¢7", ulp(t), )

—t

Uy = UpPy+ ughy = —e u,, 0:=0

e — s = f ) .
ur = (—eup),=eu,—e " (up), =€ u, — e (upppy + ugebs)

<2 Lig f T v sEiEE

o]
= pu,+ P U,
1 1 1 |
= U = —Up + Ugpy = —Fln + U = 0.

Nous avons alors
Uy + ugg = U

so1t
u(t.f) = XY () =X (Y (B +X(H)Y (8)=0
X'(t) Y (8) \
X Y@

on obtient - ¥ (8) + AY (8) = 0.
Puisque la fonction au bord f(#) est 2m—périodique, on a done

. (8) = a,cos(nd)+b,sin(nd)

. = ot =017
avec cette valeur de A, on résout

X' (t)—n*X(t)=0

sin=0, Xolt)=cpt +do = No(p) = —lnp+do
sin# 0, X;(t)=ce®tde™ = X, (t)=cp™ +do"
on obtient :

ug (p.6) = Xolp = (—colnp 4+ do) ag

U (0,8) = X (p) 15 (0) = (cup™ + a’np”']l (@ cos nf + by, sinnf)

et comme u est fini ( u est bornée lorsque p=0 )alors e, = 0. n=0.1.2._.

= ug (p,0) = dpag. u, (p.8) = d,p" (a, cuosnb + b, sin nd)

par le principe de superposition

w(p.8) = Ao+ » p" (Ancosnb + B, sinnb)

n=1
u(1,8) = Ag+ Y  (Ancusnb + B,sinnb) = f (6)
n=1
En développant f (f) en série de Fourier

M

. - i/f(e) de, A, = —/f{ea}msne..-;fa__ B, = —/f{ﬁ'} sin nfdé
w m am
(1] 0] 0



SOLUTION D'Exercice 5:

un raisonnement analogue donne

ug (p.8) = XoYp = (—coInp+ dg) ap
Un (0,0) = X (p) Yn (8) = (cnp™ + dnp") (@n cusnb + by, sin nd)

et comme u est fini ( u est bornée lorsque p =oc Jalors g =0,d, =0, n=12._.

= ug (p.0) = dpag, un(p,0) =cpp™" (ay cusnb + b, sin nb)

par le principe de superposition

u(p,8) = Ao+ Y p " (Ancosn + By sinnb)

n=1
f(6) =u(1,8) =Ag+ Y (A, cosné + B,sinnb)
n=l

En développant f (f) en série de Fourier

T T

= %/f{a} o, A, = %/ﬂe}mneda B, = [f{ﬁ*}sinn&dﬂ
0 0

0

| | B3

-



SOLUTION D'Exercice 6:

On pose p=e™", u(p(t).6)

U = Upp, + Ughy = —€ Tu,, B=20
up = (—eu,), =eTu, —e " (u,), = e T, — €7 (Upppr + Upebt)
= € tu, — e tuyp = e tu, + e Tu,,
= PUp+ Pitg:
= - - + = ! o : U
—F Uy — —U; T U — Lk — Ugg = .
02 it P PP 02 it 02
alors
g + ugg = 0
soit
u(t,8) = XY (@) =X"BOY @) +X)Y (8)=0
‘Yﬁ' t __.rr
L X0_ YO _,
X (t) Y (@)

de Y () + AY (8) = 0. il vient
Y () = ancos (\/Ie) § Bfi (\/Ie)

les conditions aux limites donnent

sl = 0= X;(p) Y7 =0=2>05{m)=0
d’ou :
0 — Y.(0)=a,. et Y, (5)—1,sin (ﬁﬂ) —0
= VAi=n= N\ =n
d’'ou
¥ (w) = bysm{nf), n-—=1,2, ..
X" (t)—n’X(t)=0
sin=20
_Y[] {t} = cpt + dg = =Yl] [Ip;l ——p lnp—|— dg
sinn>0

X, )= de¥ s X 0 =8 d.p”



Nous avons

w(p,8) =) Xn(p)Ya(8) =) (Cpp™ + Dpp")sinnd

n=l1 n=>1

oOn a
sinf=u(1,0) =) (Cp+ D,)sinnd

=1
C]_"‘D] = l
&t B — D —08

0=u(2,6)=) (Cu2™™+ D,2")sinnd

n=l

LT =125

pour n.= 1 =

Cy
—+ 2D, =0
2
done 1
C’lzi Di=—etCyp=0,D;=0pourn > 2





