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{ s?n (a+p) = s%n () cos () + cos (a) sin (3)
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( D’apres les formules élémentaires de trigonométrie )
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Dans ces conditions 'ensemble orthonormeé est :

L Lsin <7r_:c> Lcos <7T—x> Lcos (27m;) 1 sin (Zm;)
\/ﬂ’\/ﬂ l ,m l ,m ] ’\/ﬂ )

Remarque : n,m € N*.

Solution d’exercice 02 : .

1) Systéme S — L est de la forme

(p(2)y) +(g(x) + 22 (2))y =0, a

ary (a) + azy (a) =0, By (b) + Bay
dans notre cas p(z) =1, q(z) =0,Q(z)=1,a=0,b=1, s = 5, = 1,
ay = 35 = 0 il est donc un systéme de S — L.

2) La solution générale de y” + Ay = 0 est y (z) = Acos <\/Xx> + Bsin <\/Xx>,

d’aprés y (0) =0 = A =0 c-ady = Bsin (\/Xx),

d’aprés y (1) = 0 nous avons B sin (\/X) = 0, B ne peut pas étre nul;

Alors sin (\/X) =0= )= (m7r)2 tq m € Z* sont les valeures propres cherchées ;

Les fonctions propres B,, sin (mm).
3) Les fonctions propres sont orthogonales puisque

(B, sin (mmz)) (B, sin (nmx)) de = B, B, / sin (mnx) sin (nrx) de = {

0



4) Nous avons

1

B2 / B2
/(B,m sin (mrz))? de =1 = Tm / (1 —cos (2mmx))dx = Tm =1,
0 0
donc B,, = /2.
Donc Pensemble v/2sin (mmx), m = 1,2, 3, ...est alors un ensemble orthogonal.
5) Nous devons trouver ces constantes C,, , m = 1,2, 3, ...telles que

f@) =) Cnt, () ot f(z) =1,¢,, (r) = v2sin (mrz)

m>1

par la méthode des séries de Fourier
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Cpn = /f (x) @, (x)dr = /sin (mmz)dr = m\/_ cos (mmx)
T
0 0 0
—V2 V2 m
= —cos (0)] = “= (1 — (~1
V2 feos () — cos (0)] = 2 (1 - (~1)")
Si 0 < x <1, la série de Fourier cherchée est :
2(1— (=)™
1= mzx% sin (mnx)
Solution d’exercice 03 : I
1)
[v @ v@ds=-x [y @ds, y©) =0, y(x) =0
0 0

on pose alors : A = w?, w € R*.
"

y (z) +w?y (z) = 0, sa solution générale est :

y(x) = Acos (wz) + Bsin(wx), A,BER, y(0)=0=A=0, y(r) =0

= Bsin(wr) =0, B#0

et il reste alors
sin(wr) =0=>w=necZ"



donc les fonctions propres

Yn () = By sin (nx), n € N*

™

on pose alors : A = w?, w € R*.

y" (z) +w?y (z) = 0, sa solution générale est :

y () = Acos (wx) + Bsin (wz),

ABER, y(0)=0= A=0,

y/<z> = O:>chos< ;T)—D Bw;«é():>cos< ;T):O

2
= w=2n+1,neZ

donc les fonctions propres : y, (x) = B, sin ((2n + 1) x)

A =wi=02n+1)° neZety,(z)=

Remarque : Si on veut une base orthonormée de L? [O, 5
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(2n+1)z),neN

Bysin((2n+1)z),neN
} il suffit d’écrire :
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y(t) =

d
dx

= 2° y (a:) + 32y (z) + Azy (z) = 0 avec y (1) = 0 et y (e)

(:vy (x )>+)\a:y(x):0avecy(1)20et y(e)=0

c’est une équation d’Euler, effectuons le changement de variable :
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en remplacant dans I’équation (1) on obtient :

1d* 1dy\ 4 9 1dy
S 3 Ay = 0
(a:2 ar a2 dt)m o\ ) T

dzy dy

dt2 +2dt +Ay=0
il vient I’équation caractristique Q2 +2Q + X =0
A =17 - =1-2)\
trois situations se présentent
Cas1:Si0< A<, =—-1—-vV1-X\Q=—-14++v1-2X

) +C 6( 1+\/E)t —

=0 (1)

et (C’le*(m)t + Cge(m)t)

— (0 ( \/1Tt> — Cysh (ﬂt) + Cyeh <mt> + Cysh ((mt»)

Crel1
(
- t<(01+02 ch( Ft) (Cy Cl)sh<\/1Tt>)
_ t(A ( \/Tt>+Bsh(¢1Tt))

T = 1l=e=1=t=0=y(0)=0=>A4A=0

T =

alors y (t) = 0, Vt qui n’est pas une fonction propre donc A ¢ ]0, 1]
=e¢ ' (A+ Bt)
les C' — L imposent : y(t =0)=0=>A=0,y(t=1)=0=B=0

Cas 2:5i A =1ily a un racine double Q = —1 = y ()

Alors y (t) = 0, Vt qui n’est pas une fonction propre donc A # 1
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Cas3:SiA>1,01=—-1—iV1-X\ Qy=—-14+ivV1I-X\
y(t)=e" (Acos (\/mt) + Bsin <\/Ht>> , A BeR

y(tzo)=0:>A:0,y(t:1):0:>sin< )\—1):0

= A, = 1 + n?r? =les fonctions propres y, (t) = B,e 'sin (nwt), n € N*.
Revenant a la variable x, on obtient :

B, .

Yn () = —sin(nmlnz),n € N* B, : cst

X
A = 1+n?7%,n e N*

les fonctions propres y,, (z) sont orthogonales entre elles relativement a la fonction

poids w () = x sur [1,¢].
Remarque : Si on veut une base orthonormée de Lf)(m) [1, €], il suffit d’écrire :
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e e [ 1 cos (2nrt
= Bi/et sin® (n7t) e'dt = Bg/sin2 (nmt) dt:Bi/—COSQ( nr )dt
1 1 /
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donc on choisit par exemple vy, () = —sin (n7Inz), n € N*
T

Solution d'exercice 3 partie 2: il suffit appliquer et réviser les pages 11 et 12 du
support de cours.
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Solution d'exercice 3 partie 2: il suffit appliquer et réviser les pages 11 et 12 du support de cours.




