Chapitre3 Résolution des E.D.P

Chapitre 3 : Résolution des équations aux dérivées partielles

1. Introduction :

Un probléme aux dérivées partielles nécessite la donnée :

° Un domaine D ;

. Une équation aux dérivées partielles (E.D.P) ;

° Des conditions aux limites (pour tous les problemes) ;

. Une condition initiale (pour les problemes d’évolution).

Pour obtenir une approximation numérique de la solution de ce probléme, nous devons approcher
les dérivées partielles de I'E.D.P en chaque nceud du domaine discrétisé (maillage) en utilisant les valeurs

de la variable dépendante en ce nceud et aux nceuds avoisinants.

2. Discrétisation du domaine :

Les calculs par différences finies sont effectués suivant un maillage obtenu par un double réseau
de paralléles aux axes et régulierement espacés. L'intersection de deux droites du maillage définit un
noeud M de coordonnées (X, Y )-

Si les paralléles a I'axe sont espacées de Ax = h et les paralléles a 'axe y de Ay = k, le nceud a

comme coordonnées :

iAx = ih
Et

ym =jhy = jk
Ou d’une maniere condensée (i, ).

Ainsi la fonction f(x,y) prend au point M (xy, yy) la valeur f (iAx, jAy) = f(ih, jk) = f; ;
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3. Méthodes de résolution des E.D.P paraboliques
Il existe essentiellement trois méthodes de base pour la résolution de telles équations :

e Meéthodes explicites ;
e Meéthodes implicites ;
e Meéthodes mixtes (type Crank-Nicholson).

Nous exposons chacune d’elles en prenant I'E.D.P générale de type parabolique :

P =200 ZL+ B0 L+ c).f) + D) )

Conditions aux limites type Dirichlet

fx=a,t) = fa(t)}
fGx=b,t) = f,(0)

flx, t=0) = f,(t) Condition initiale
f est une fonction a deux variables (x, t) .

Afin de résoudre I'équation (1) ; nous divisons 'intervalle [a, b] en (n + 1) intervalles Ax par les

points :
Xo=a; X =A0x; Xy =20X ;.iiiiiiun Xp =NAX ; Xpy1 =Db
Nous choisissons de méme un pas de temps At .

Le maillage est représenté sur la figure suivante :
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On doit déterminer la fonction f aux nceuds internes du maillage.
3.1. Méthodes explicite de résolution

On considére un cas quelconque :

k - ‘(I-l,k) .(I,k) '(|+1,k)
= | k-1
=}

O
3
(]
>
oy
c
S
c
.8
5
©
(7))

On utilise les nceuds connus [(i — 1, k); (i, k); (i + 1, k)] soit par la condition initiale, soit par les

calculs précédents.

e Silindice i repére la variable x et I'indice k repére la variable , I'’équation (1) discrétisée peut
s’écrire en utilisant les différences centrées sur x et les différences a droite sur t.

Premier membre|;;, = Deuxiéme membre|;
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3.2

fiker1 — fik
At

_fi+1,k = 2fix + fi-1k

_, Srone = fioaw
T’

+ B 2Ax

+ Cifirx + D;

Ce qui donne :

fiker = [(Ax)z 2Ax]fi_1'k M [1 e T CiAt] Jur + [(Ax)z E]f”l’k + Dilt

A;At BAt 2A;At AAt + BAt

(2)
On obtient f; a I'instant (k + 1) comme combinaisonde f;_; ; f; ; fi+1 alinstant (k).
On continue ainsi jusqu’a t = M.At

La méthode s’applique sans aucune modification de principe aux équations dont les coefficients A, B,
C, D dépendent non seulement de x mais aussi de t et f ainsi qu’aux fonctions de plusieurs variables
d’espace.

L'inconvénient principal de la méthode explicite est qu’elle nécessite de choisir At suffisamment
petit, si non la solution de I'équation (2) devient instable.

La solution est dite stable (convergente) si :

At - 0; fcalculée - fexacte

Il faut que le coefficient de f;  soit positif.

24;At
[1

24,

On choisit Ax et d’apres cette condition on calcule At. A cause de ce risque d’instabilité, il est
préférable lorsque cela est possible d’utiliser I'une des méthodes suivantes :
Méthodes implicite de résolution

On obtient une équation implicite en écrivant le second membre de I’équation (1) a l'instant ¢;,4 ou
la solution n’est pas connue, ce qui donne :

i-1,k+1) (i i
K1 .(I ,k+l(|,k+1)'(|+1,k+1)
k (i,k)
K *

| k-1

=}

O

3

]

>

c

C

S

C

i)

5

°

wv
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Premier membre|; .1 = Deuxiéme membre|; x4
Par les différences a gauche

firv1 = fir Afi+1,k+1 — 2fik+1 T fi-1h41 + Bfi+1,k+1 — fi-1k+1 4 Cifigas + D,
At - L (Ax)z L ZA_X' L l,k+1 L
Ce qui donne :
A; B; 1 24; A; B; fik
_ P ——+——c-] . +[_+_] . :__'+D.]
[(Ax)2 2Ax] fimtpens [At (Ax)2 fikss (Ax)? ' 2Ax firrpess At
a; Bi Vi Ky
(3)
aifirk+1 + Bifir+1 T Vifirreer = Ki
La discrétisation k = 0
(Aifor + Bifin T+ vifor = Ki noeud (1,1)
! axfi1 + Bafo1 tV2f31 =Kz noeud (2,1)
4 azfo1+ Bafs1 +V3far = Ks noeud (3,1)
lOfnfn—l,l + Bnfui + Ynfnr1a = Kn noeud (n, 1)
On obtient un systéeme d’équation linéaire qui relie les frontiéres fo1; fi1 ;5 fa1 5  coeeeens fn+11-

On a (n+2) inconnus mais nous avons n équations, on remplace donc fy 1 , f+1,1 Par leur valeurs des
conditions aux limites, alors on aura un systeme de n équations a n inconnus.

o On obtient f; comme a I'instant (k) comme combinaison linéaire des f;_4 ; f; ; fi+1 inconnues
al'instant (k + 1).

° L’équation obtenue peut s’appliquer en chaque point aux temps (k + 1). On obtient ainsi un
systéme d’équations linéaires dont la résolution nous donne les valeurs de f au temps (k + 1).

o On procede de la méme maniére pour avoir les valeurs de f au temps (k + 2) ; (k + 3)......

° Un avantage essentiel de cette méthode est qu’elle est universellement stable.

3.3. Méthodes du type Crank-Nicholson
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Dans la méthode explicite, le second membre de I’équation (1) est écrit a I'instant (k).

Dans la méthode implicite, le second membre est écrit a I'instant (k+1).

La méthode de Crank-Nicholson consiste a écrire le 1°" et le 2™ membre au temps (k + E)' Le premier

membre est approché par les différences centrées et le second est exprimé comme la demi somme du
second membre des méthodes implicite et explicite, on obtient alors :

K1 '(i,k+1)
A ¢ .

~ (i,k)
:('U k‘l

>

(o

2

[0}

=}

c

c

3

c

.©

5

3

Premier membre|; .1/, = Deuxiéme membre|;y.1,,

SMyg + S My,

1 Second Membre Second Membre
firv1 = fir —
At 2

17 4 B;
=5 W(fi—l,k+1 — 2fiker + fivrper) + Ax (firrhrr = ficrprr) + Cifigers + D;

17 A B,
+3 [W (fictk = 2fine + fivrn) + Ax (fisrk = ficri) + Cifire + Di]

(4)

Le second crochet de I'’équation (4) étant connu, on voit que I'équation (4) est en fait une équation
implicite, qui se traite exactement comme il a été indiqué au paragraphe précédent.

e [’avantage principal de ce schéma est que pour une valeur donnée de Ax, I'erreur de troncature sur

le terme en At est nettement plus petit que dans les méthodes implicite et explicite.

. . . - A
e La méthode de Crank-Nicholson est inconditionnellement stable et converge quel que soit ot

(ax)?
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4. Méthodes de résolution des E.D.P elliptiques

4.1. Expression a I’aide des différences finies
La mise en équation a 'aide des différences finies comporte les étapes suivantes :

e Définir un maillage couvrant le domaine et sa frontiére ;

e En tout nceud intérieur au domaine, exprimer les dérivées a I'aide des différences finies. ces
termes contiennent des points situés sur la frontiere ;
e Exprimer les valeurs de la fonction en tout point sur la frontiére en tenant compte des conditions

aux limites. On obtient alors un systéeme de n équations a n inconnus dont on résout par l'une des

techniques de résolution.

Exemple :

Déterminer la fonction f(x,y) dans le domaine rectangulaire (0 < x < a,0 <y < b). f satisfait

2 2
I’équation de Laplace % + ZTJ; = 0 avec les conditions aux limites suivantes :
( f(X = O, }’) = fO
f(x =a, y) = fa
flce<x<ay=0)=f, Dirichlet
{0f o
—(x<cy=0)=0 Neumann
dy
af
—(x,y=b)=0
\ ay( y = b)
A
Y d
o _y
dy
® *
fo £
el >
0 of c fa a X
— =0
dy
Probleme elliptique
° On définit un maillage qui coincide avec les frontieres du domaine ;
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. On choisit (n + 1) pas sur x de valeur Ax = n;:l Choisissons Ax sous multiple de a et de

(a — ¢) de fagon que x = ¢ corresponde au p®™® pas sur x . On choisit le maillage de telle facon que :

{ ciAx =a;
c;Ax = (a—0)

Ce qui veut dire une ligne du maillage qui passe par le point c. Si on trouve une discontinuité des

limites, on procede de la méme maniere.

A
Y
m+l p
i+1,k
*
k=0 >
i=0 C a X
p n+1
Maillage
o On choisit (m + 1) pas sur y de valeur Ay = ﬁ. Choisissons Ax sous multiple de a et de

(a — ¢) de fagon que x = ¢ corresponde au p*™® pas sur X ;
° En chaque noeud interne (1 <i<n;1 <k <m), on exprime I'équation aux D.P de

Laplace a 'aide des différences finies (différences centrées), ce qui donne :

fivre — 2fix + fimik + fik+1 = 2fix + fik-1 _

0
Ax? Ay?

L’équation obtenue fait intervenir les points a la frontiere (i = 0;i=n+ 1k =0,k =m+ 1).

Remarque : Lorsque
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k=m, JIIITITIIITITIITT fimen
i=1, TIVITITINIIITTITT T fox
\k=1, THTITTTIITITIIIITN T fio

J i =n, il faut intervenir les valeurs  f, 1

) Il faut maintenant exprimer les conditions aux limites, elle porte sur i = 1;i = n; k =

1k =m.
0k:fo

) On approche les conditions aux limites :

of
— =0 (i<p)
ayl;,
Par les différences a droite d’ordre 2 en h
—3fio t4fi1— fi2 ~0
2Ay

. 4 1
Ontirelfio = fi1 = fiz

Pour i=2p,

af
ay i,m+1

Par les différences a gauche d’ordre 2 en h

3fi,m+1 - 4'fi,m + fi,m—l —
2Ay

0

. 4 1
On tire fim+1 = 5 fim =3 fim-1

Récapitulatif
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Chapitre3
(fivrke — 2fix + fi-1k + fike1 — 2fix + fik-1 ~ 0
Ax? Ay?
fo,k = fo
fn+1,k = fa
< | 4.1
L<p fio :§fi,1_§fi,2
i=2p fi,O = fa
4 1
fi,m+1 = §fi,m - gfi,m—l

A
Y d
% _y
9y |
b u 1
fa
fo
0\ Y Jc f a X
af_o a
ay_

Noeud (1,1):i=1,k=1

1 1
AxZ [f0,1 —2f11 + f2,1] + A_yz [f1,0 —2f11 + f1,2] =0

fo1 et f10 sont tirées des conditions aux limites.

fo,1 = fo
4 1
f1,o = §f1,1 - §f1,2
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On remplace dans I'’équation, on obtient :

1 2 1
m[_zfm + f2,1] - W[fm _f1,2] = _Efo

A
Pour x < c
( i=2, k=1
Pour
I
kl=p—1, k=1 I|(;(1) e >

i=0 i=1 (p-1) P n n+l X

1 1
Ax? [fi+1,1 —2fi1 + fi—1,1] + A_yz [fi,z = 2fi,1 + fi,o] =0

4 1
2fit—3fiz

fio =3 3

On remplace f;o on obtient I'équation :

1 2
A_xz [fi+1,1 - 2fi,1 + fi—1,1] - W [fll - fl2] =0

Pour x = c

Pourp<i<n—1letk=1

1 1
A_xz [fi+1,1 - 2fi,1 + fi—l,l] + A_yz [le - 2fi,1 + fi,o] =0
fi,O = fa
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On remplace fj o on obtient I'équation :

_ 1
x2 [f1+11 2fi1 + fi- 11] [fzz fz1] = _A_yzfa

On est ainsi ramené a la résolution d’un systéme de m X n équation a m X n inconnus. On peut

utiliser pour cela soit une méthode directe ou itérative.
5. Approximation des dérivées aux noeuds avoisinants une frontiére irréguliére :

Lorsque la frontiere rencontre le maillage rectangulaire en des points qui ne sont pas des nceuds du
maillage (voir figure), les formules précédemment utilisées pour approcher les dérivées aux noeuds a
proximité du maillage ne sont pas valables car le pas varie de part et d’autre de ces nceuds. Ce
paragraphe concerne les approximations par les différences finies des dérivées en un point tel que « O »,

proche de la frontiére F sur laquelle les valeurs de f sont supposées connues.

All

12 -
5 /> Frontiére
h
3

Frontiéere irréguliére

Ainsi, pour le cas simple d’un maillage carré de pas h le théoréme de Taylor donne :

_ fO 2f0 3
fA—f0+hala—+ h 6 >+ 0(h°)
2oy 120 4 oy
f3 _fO + ox 2 dx a2 + ( )
L’élimination de E:’Z’ donne:
afo _ 1 1 (1—0:1) 2
ox hlmvanyA ™ a4 JoT (1+ /3| T 00

R e d .
De méme I"élimination de a—];’ meéne a:
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2% fy 1 2 L2
dx2 ~ h? a1(1+a1)fA (1+a1)f3

2
o h| o

Donc, I'équation de Laplace au point « O » s’écrit :

2 2 2 2 5 1 1 _ 0
a1(1+a1)f‘4+a2(1+a2)f3+(1+a1)f3+(1+a2)f4_ (a_1+a_2>f0_

6. Méthodes de résolution des E.D. Hyperboliques

6.1. Introduction: il existe essentiellement deux méthodes de résolution des équations
hyperboliques : la méthode des différences finies et celle des caractéristiques.
La méthode des différences finies peut s’appliquer soit a I'équation du second ordre soit au
systeme du premier ordre équivalent et donne lieu a des résolutions de type explicite ou implicite.
La méthode des caractéristiques est en général la procédure la mieux adaptée et la plus précise.
Cependant pour des équations pas trop compliquées dont les solutions sont continues, on peut
appliquer la méthode des différences. Si par contre, la fonction ou I'une de ses dérivées présente
une discontinuité en un point de la frontiere, on sait que cette discontinuité se propage le long des
caractéristiques passant par ce point : une telle situation peut étre difficilement maitrisée par la
méthode des différences finies et on devra dans ce cas utiliser impérativement la méthode des
caractéristiques.

6.2. Méthode des différences finies :

Soit I'’équation des ondes ou des cordes vibrantes :

( 0°f _10%f
ax2 2 0t2
fl,t=0)=F(x) pour 0<x<a
o’ G(x)
—_— — X
at x,t=0

Choix du maillage : on choisit un maillage de I'espace (x,t) correspondant a des pas Ax et At.

t
e —
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Chapitre3 Résolution des E.D.P

On considere la solution connue jusqu’a l'instant k.

6.2.1. Méthode explicite :

On discrétise I’équation des ondes par les différences centrées au nceud (i, k), ce qui donne :

02f
0x?

_10%f

— 2342
” c? ot

ik

firrk = 2fise + fimik _ 1 firrr = 2fi + fik-1

Ax? T c2 At?
fik+1 = ~fik-1+ 20 = Dfir + A(fixrx + fi-16)
1o g2 At?
- ¢ Ax?
Lorsque k =0
fir==fi-1+ 20 = Dfio + A(fis10 t fi—10) (1)
of
- =G(x
at x,t=0 ( )
of | fia—fi—1
atl,, = 2ac ¢
fi1— fi—-1 = 2At.G(x;) (2)

Pour avoir f; 4

(2) > fi1 = fi—1 + 2At.G; substituant dans (1) :

fi-1+20t.G(x;) = —fi—1+2(1 = Dfio + Afix10 t fi-1,0)

A
= fi-1=—At.G + (1= A)fio+ 7 (fi+1,0 T fi-1,0)
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A
= fin =At.G+ (1= ADfio+ 5 (fi+r0 + fi-1,0)

La solution ne peut étre déterminée completement (c'est-a-dire pour tout t = 0 et tout x tel que

0 < x < a) que siI'on impose des conditions aux limites en x=0 et x=a.

La stabilité :

A . , . Ax ., .
Il faut que At < Tx On peut montrer que la solution n’est pas stable si At > Tx C’est laraison pour

laquelle il faut employer la méthode implicite si I’on désire calculer f en des pas assez grand sur le temps.

6.2.2. Méthode implicite :
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La dérivée par rapport a t est approchée comme dans la méthode explicite cependant celle par rapport a x

est évaluée en prenant la demi somme des valeurs de cette dérivée en (k-1) et (k+1).

A
t
li-l,k+ k+1]i41 ki
*
i,k
i-1,k-1 k-1 |i+1,k-1
\ 4 4
k=0 >
i=0 X
O°f|  fiker — 2fix * fik-1
2 - 2
at LK At
9% f _ 1 a*f o*f _ 1[fi+1,k+1 = 2fik+1 t fici k41 + fisik-1— 2fik-1 + fi—l,k—l]
0x?|. 2 0x?]. 0x?|. 2 Ax? Ax?
i,k i,k+1 i,k—1

A A A
= _Efi+1,k+1 + A+ Dfiksr — Efi—l,k+1 =2fix + > [fi+1,k—1 —2fik-1t fi—l,k—l]

A la fin on obtient un systeme d’équation a matrice tri-diagonale qui peut étre résolu par double
balayage ou par la méthode itérative a conditions de connaitre les conditions aux limites : ceci n’était pas
nécessaire dans la méthode explicite.

L'avantage principal de la méthode implicite est qu’elle est stable quel que soit At. On peut donc
utiliser des pas sur le temps plus important que dans la méthode explicite, ce qui permet de gagner de temps,
au prix d’'une complication mineur des calculs.

6.3. Résolution d’une équation du second ordre aprés remplacement par un systeme d’équations

du premier ordre :

Les mémes méthodes ci-dessus peuvent s’appliquer si on remplace I’équation du second ordre

par un systéme de deux équations aux dérivées partielles du premier ordre.
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0°u _ 0%u dp _dq

ax?  ot? ax ot

_ow o wTw o O
P=9x 9% % \br T ox

6.3.1. Résolution du systéme (I) par la méthode explicite :

1 1 1
AL [Cli,k+1 3 (Qi+1,k + Qi—1,k)] = oAx [pi+1,k - pi—l,k]
1

1 1
AL [pi,k+1 3 (pi+1,k + Pi—1,k)] = oAx [CIi+1,k - CIi—1,k]

Cette méthode est stable lorsque 2—; <1
6.3.2. Résolution du systéme (1) par la méthode implicite :
1 1
a7 LG = i) = 5547 [pi+1/2,k TPl P T pi_%’kﬂ]
1 1
AL ['Pi—1/z,k+1 - Pi—1/z,k] = oAx [Qi,k+1 —qi-1k+1 T Qi — qi—l,k]

6.4. Méthode des caractéristiques :
a. Détermination de la fonction aux nceuds du réseau des caractéristiques :

0? 0?2 0°
! +b / + S _

@ ox dxdy ¢ dy?
b? —4ac >0

e (a)

Equation du type hyperbolique. En faisant la substitution :

pP=3;

. et q:a—

y

On obtient les équations suivantes :

{agldp +cdq —edy =0 (D
ag,dp +cdq —edy =0 (2)

g1 et g, sont des pentes des courbes caractéristiques. L'équation des courbes caractéristiques pour
I’équation (a) est :

dy_, dy
a(a) —b(a)-i-c—o
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. d .
L'inconnu est (é), elle admet deux solutions :

dy
- h= dy = g,dx 3)
dy
dx =g, = dy = gpdx (4)

Dans chaque point issu I’équation caractéristique (3) et (4) en intégrant les équations (3) et (4) en M;,
on obtient les deux courbes g, (M;) et g,(M;). (Dans chaque point M; on peut tracer deux courbes
caractéristiques).

Les solutions sont lintersection des courbes (P;, Piyq, ... ) ensuite on passe aux points

(Qi; Qi+1, )

Supposons que la fonction cherchée f et ses dérivées p et q soient connues le long d’une courbe T'.
A partir de chaque point M; sont issues deux caractéristiques, de pentes g, (M;) et g,(M;).

Considérons le point P;, intersection des caractéristiques de type g, issue de M; et de type g, issue
de M;, 1 : Nous pouvons, a l'aide des équations (1) jusqu’a (4) déterminer ses coordonnées ainsi que
les valeursde p et g en P;.

Les équations (3) et (4), intégrées par la méthode des trapézes donnent :

1
y(P) —y(M;) = > [9:1(P) + g1 (M)][x(P) — x(M,)] (5)

On integre la courbe passant par M;, 4
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1
y(P) —y(Miyq) = > [g1(P) + g1 (M4 )][x(P) — x(M;11)] (6)
Les inconnus sont les coordonnées de P; et de g, et g, en P;.

Les équations (1) et (2) intégrées par la méthode des trapezes donnent :

1
[a(P) g1 (P + a(M)g:(M)][p(P) — p(Mi)] + Z[c(P) + c(M)]la(P) — q(M)]

N =

1
— 5 [e(P) + eMIly(P) = y(M)] = 0 (7)

1
[a(P)g2(P) + a(Mir1) g2 (Mis )PP = p(Miv)] + S [e(B) + c(Mir)1g(P) — q(Misa)]

N =

1
—3 [e(P;) + e(M;4 )]y (P) — y(M;41)] = 0 (8)
En fin f(P;) est obtenue a partir de la relationen p et g.
df = pdx + qdy

Cette équation peut étre intégrée par la méthode des trapézes, soit le long de g; entre (P; et M;),
soit le long de g, entre (P; et M;,1) pour donner I'une ou l'autre des équations.

fP) — f(My) = %[P(Pi) + p(M)][x(P) — x(M;)] + % [q(P) + q(M)][y(P) — y(M;)] 9

L'intégral de I’équation précédente le long de g,

fP) = f(My41)
1
=5 P(P) + p(Mir)][x(P) = x(Mi11)]

1
+5laP) + M )lly(P) —y(Mir)] - (10)
L'intégral de I’équation précédente le long de g,

Toutes les quantités en M; et M;,, étant supposées connues, I'ensemble des quatre équations de
(5) a (8) jointes a I'une des deux équations (9) ou (10) constitues un ensemble de cing équations a

cing inconnus : x(P;) ; ¥(P) ; p(Py) 5 q(Py) ; f(Py).
Deux cas sont alors possibles :

1. Ou bien les coefficients a, b et ¢ ne dépendent pas de I'inconnu f et alors g, et g,ne dépendent
pas non plus de f. Dans ces conditions, les deux équations (5) et (6) donnent x(P;) et y(P;) puis
les deux équations (7) et (8) donnent p(P;) et q(P;), en fin 'une des équations (9) ou (10)
donnent f(P;).

2. Les coefficients a, b et ¢ de I'’équation hyperbolique dépendent de I'inconnu f et alors g, et g,
dépendent de f. Dans ce cas, il faut procédé par itération : on donne une valeur estimée a f (P;),
ce qui détermine g,(P;) et g,(P;) et nous ramene au cas précédent. La résolution des cing
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équations x(P;), y(P;) , p(P;) et q(P;) et une nouvelle valeur f(P;) et on recommence a
nouveau la résolution des cing équations.

Le processus converge rapidement si M; et M;,; ne sont pas trop éloignés |'un de 'autre, ce qui est
d’autre part nécessaire pour minimiser les erreurs de troncature.
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